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Лента Мёбиуса. 


Вариации на старую тему 


Эта статья вновь возвращает нас к замеча- 
тельной представительнинце односторонних 
поверхностей — ленте Мебнуса (см. также 
«Квант»: 1974, №3; 1975. №7; 19768, 
№ 5 н М 6). Получается она из перекру- 
ченной на 180° длиниой узкой бумажной по- 
лоски, склеенной в кольцо. Здесь обсуждается 
вопрос, какая именно полоска подойдет для 
изготовленкя модели ленты Мёбнуса. 


Я не буду предлагать вам воднть по 
ленте Мёбиуса пальцем или разрезать 
ее по средней линии. Речь пойдет о 
вещах, менее известных. Начну с 
вопроса: 


1. Какой формы бумажную полоску 
следует взять, чтобы склеить ленту 
Мёбнуса? 


Ожидаемый ответ: полоска должна 
быть узкой и длинной, с возможно 
большим отношением длины к ши- 
рине. Скажем, из квадратного листа 
ленты Мёбиуса не сделаешь. 

Это верно, но с одной оговоркой, 
которую легко недооценить: ограни- 
чения на размер имеют значение лишь 
в том случае, когда бумагу запрещает- 
ся мять. Если же мять бумагу пе 
запрещается, то ленту Мёбиуса мож- 


но склеить не только из квадрата, но 
из прямоугольника любых размеров— 
скленваемые стороны могут быть да- 
же во сколько угодно раз длиннее 
несклеиваемых. 

Сделать это можно так (рис. 1). 
Сложим прямоугольный лист в гар- 
мошку, перегнув его четное чнс- 
ло раз. Затем из этой гармошки, как 
из толстой бумажной полоски, склеим 
ленту Мёбиуса, вставляя соответст- 
вующие части гармошки друг в друга. 
Из рисунка | видно, что лист бума- 
гн, из которого склеена лента Мё- 
бнуса, оказался смятым. 

Предположим теперь, что бумаж- 
ную полоску можно изгибать, 
но не мять. Примем ширину полоски 
за единицу. Ясно, что чем длиннее 
полоска, тем легче склеить из нее 
ленту Мёбиуса. Таким образом, суще- 
ствует такое число А, что из полоски 
длины больше А ленту Мёбиуса скле- 
ить можно, а из полоски длины мень- 
ше А — нельзя (что будет для полос- 
ки, длина которой в точности равна 
^, нас не интересует). Очень хотелось 
бы найти это ^. 

Удивительно, но решение 
задачи до сих пор не известно. 

Здесь я докажу для А неравенства 


этой 


1,57... 22-535 ИЗ 1.13... 


(при этом наличием склеиваемых 
участков полоски мы пренебрегаем: 
предполагается, что края полоскн 


| 


Рис. 1. 


скленваются встык) и постараюсь 
объяснить, почему пе удается вычис- 
лить А точнее. 


2. Несмятый лист бумаги 
«развертывающаяся поверхность» 


Раз требование не мять бумагу так 
важно, посмотрим, каков его мате- 
матический смысл. 

„Легко понять, что запрещение мять 
бумагу значительно ограничивает в03- 
можность манипулировать бумажным 
листом. Например, лист бумаги, не 
помяв, можно свернуть в трубку или 
сложить без складки пополам, 
но нельзя сложить вчетверо (рис. 2). 
Из листа бумаги, не смяв его, можно 
сделать конус («фунтик»), но нельзя 
сделать сферу или даже ее кусочек 
(рис. 3): прижмите лист бумаги к 
глобусу, н обязательно — появятся 
складки. Как видно, лисгу бумаги 
можно придать далеко пе всякую 
форму- 

Поверхностн, которые можно сде- 
лать из листа бумаги, изгибая. но 
не сминая его, математики называют 
развертывающимися. (Примеры раз- 
вертывающихся поверхностей пока- 
заны на рисунке 4.} Конечио, в ма- 
тематнке развертывающиеся поверх- 
ностн определяются не так: в мате- 
матическом языке отсутствуют слова 
«бумага», «сминать», «сделать». Су- 
ществует целая теория развертываю- 
щихся поверхностей, среди дости- 
жений когорой — уловлетворитель- 
ный ответ на воирос, какими они 
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Рис. 3. 


а 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


могут быть; математики называю! 
это «классификацией» (ответ принад- 
лежит Леонарду Эйлеру). Я не со- 
бираюсь здесь излагать общую тео- 
рию развертывающихся — поверхно- 
стей: всякая общая теория скучно- 
вата. Я приведу только некоторые 
свойства развертывающихся поверх- 
ностей, нужные для дальнейшего. 
Наше наглядное определение не позво- 
ляет их доказать, так что придется 
рассматривать эти свойства как экс- 
пернментальные факты (возьмите лист 
бумагн и убедитесь в их справед- 
ливости), 

|. Через каждую точку А раз- 
вертывающейся поверхности, не ле- 
жащую на ее границе, проходит ле- 
жащий на поверхности отрезок, не 
кончающийся в А. Иначе говоря, в 
каждой точке к развертывающейся 
поверхности (изогнутому, но не смя- 
тому листу бумагн) можно приложить 
спниу так, чтобы она прилегала к 
поверхности на некотором протяже- 
ини по обе стороны от взятой точки. 
Такой отрезок называется образую- 
щей поверхности (условимся. что это 
название относится только к отрез- 
кам максимальной длины, целиком 
лежащим на поверхности, то есть, 
к отрезкам, не содержащимся в боль- 
шнх отрезках с этим свойством). 

2. Если через точку А. не лежа- 
шую на границе поверхности, про- 
ходят две различные образующие, при- 
чем А не является концом ни одной 
из них, то достаточно маленький 
кусок поверхности, окружающий А, 
является плоским. В таком случае 
точку А мы будем называть плоской. 

3. Если пючка А, не лежащая на 
границе поверхности, является концом 
какой-нибудь образующей. скажем, а, 


то окрестность точки А устроена 
так. Через точку А проходит един- 
ственная не кончающаяся в ней об- 
разующая, скажем, В (рис. 5). Обра- 
зующая разделяет поверхность на 
две части. С той стороны от обри- 
зующей $. с которой находится обра- 
зующая а, к образующей 6 прилегает 
плоский кусок, с другой стороны от 
Ь, сколь угодно близко от точки А, 
имеются не плоские точки. Точку А 
в этой ситуации мы будем называть 
полуплоской. 

Подчеркнем, что ссли точка по- 
верхности не является ии граничной, 
ни плоской, то через нее проходит 
единственная не кончающаяся в ней 
образующая, причем коицы этой об- 
разующей лежат на границе поверх- 
ности. 

Примеры. Лист бумаги, свер- 
нутый в трубочку пли в фунтик, 
плоских (и полуплоских) точек ие 
нмеет. У трубочки образующие со- 
ставляют семейство параллельных от- 
резков, у фунтика — семейство ог- 
резков, веером расходящихся из од- 
ной точки. Возможны более сложные 
расположения образующих. Напри- 
мер, образующие и плоскке точки 
развертывающейся поверхности, изо- 
браженной на рисуике ба, показаны 
на рисунке 6 б (на нем поверхность 
развернута в плоский лист бумаги): 
тонкие синие линин — образующие, 
а закрашениые области состоят из 
плоских точек. 

Точки, лежащие на границе об- 
ласти плоских точек. являются либо 
граничными для всей поверхности, 
либо полуплоскими. Если поверх- 
мость сделана из бумажного много- 
угольника (скажем, из прямоуголь- 
ника), то плоские точки составляют 


один или несколько плоских много- 
угольников, причем у каждого из 
этих многоугольников вершины лежат 
на границе поверхности, а стороны 
либо лежат на границе, либо состоят 
из нолуплоских точек (см. еще раз 
рисунок 66). Г 
Упражнение 1. Развертываю- 
зпаяся поверхиость сделана из а} квалрат- 
ного листа со стороной |; 6) круга днамет- 


ра !. Докажите. что хотя бы одна на се 
образующих имеет длину не меньше а) 1: 


6 Уз/?. 

Вернемся к нашему основному 
сюжету: вычислению 7. — нижней гра- 
ни длин бумажных полосок ширины 
|, из которых можно склеить не- 
смятую ленту Мёбиуса. 


3. Теорема 1: ^>-- 


Доказательство. Пусть лен- 
та Мёбиуса сделана из бумажной 
полоски длины [. Намотаем на нее 
длинную бумажную ленту. Эта лента 
(толщиной бумаги пренебрегаем) бу- 
дет составлена из прямоугольников 
одинаковой длины, каждый из ко- 
торых принимает форму нашей лен- 
ты Мёбиуса. Отметим на длинной 
ленте прямолинейные образующие и 
плоские точки (как на рисунке 66). 

Получится что-то вроде рисунка 7. 
Картина пернодична: все повторяет- 
ся с пернодом, равным 2{. Можно 
сказать больше: при сдвиге влево 
или вправо на { картинка меняется, по 
строго определенным образом; имен- 
но, она переворачивается (т. е. зер- 
кально отражается в средней лни- 


нии полоски). Области плоских то- 
чек представляют собой четырехуголь- 
ники (которые могут выродиться в 


греугольни ки}, ограниченные ДВУМЯ 


отрезками противоположных краев 
ленты и двумя отрезками, проходя- 
щими по ленте. Части ленты, не 


полавшие в эти области, вымощены 
образующими, конны которых лежат 
па краях ленты. (Все это следует 
из свойств 1—3 развертывающихся 
поверхностей, приведенных в п. 2.) 
Плоские участки также можно вы- 
мостить образующими, так что вся 
лента будет покрыта непрерывным 
семейством образующих (рис. 8). Об- 
разующие в одинаковых  четырех- 
угольниках можно выбирать одина- 
ковым образом. так что описанная 
выше периодичность сохранится. 
Возьмем любую образующую из 
нашего семейства. скажем, [АВ|. 
Если симметрично отразить ее в сред- 
ней линии полоски и затем перенести 
в любую сторону (скажем, вправо) 
на [, то получится отрезок СБ. ко- 
торый тоже является образующей из 
нашего семейства (рис. 9). Заметим 
{это важно), что |АС|+ 1ВБ.|= 2. 
При наматывании нашей длинной лен- 
ты на ленту Мёбиуса образующие 
[АВ и [СОТ займут одинаковое 
положение, причем точка А совме- 
стится ср, а точка В — с С; другими 
словами, отрезки АВ и СР составят в 
пространстве угол в 180. Между 
[АВР и [СОТ располагается непре- 
рывное семейство образующих. При 
движении от [АВ! к [СО| величина 
угла. который эти образующие со- 
ставляют в простраистве с [АВ], 
непрерывно изменяется от 0° до 180°. 
(Напомним, что велнчина угла между 
отрезками К/{. и МР в пространстве 
27 Г 


определяется как КГ. где @ — та- 
кая точка, что отрезкн [.@ и МР рав- 


Рис. И. 


ны по длине, параллельны и направ- 
лены в одну ‘сторопу.)} 

Возьмем любое п и найдем между 
[АВ] и 1СР] такие образующие 
[А.В, |, ..., (А, В„_11, что величина 
угла между [АВРи 1А,В,| равна 

1 


[2 ы Псоааыыь 


этом порядке лежат между А и С, а 
точки В....., Ви_, вэтом порядке ле- 
жат между Вир: см. рис. 10). Дли- 
на каждой нз образующих больше 
или равна |, а величина угла между 
пространственными положениями 
двух соседних образующих не мень- 


1 
а Покажем, что каждая из 


сумм |АА,|+18В, |, [А,А. [+ 
НВ м.л СЕ 18, 91 ие 
меныше длины а, стороны правиль- 
ного 2п-угольника, вписаниого в ок- 
ружность радиуса |. Это видно из 


(точки 


6 


рисунка 11. На этом рисунке отрезки 
А,Е и А,,.Вь.: равны по длине, 
параллельны и направлены в од- 
ну сторону, |А,Ё |= 1А,Н |= и 
ЕСТ | 1ЕВ,! (рисунок И сделан 
в предположении, что |А; +: Виа |< 
< А, В, |: изменения, необходимые 
в случаях |А,...Вь., |= |А,Вь| и 
"А, Вь-а [>> А, В, |. очевидны). Мы 
видим, что |А, Аз, [+ В, Ву: |= 
== |ЕВь.,| - |В,Вь,1 | > |ЕВ,| > 
> [РС [> ЕН [а.„ (здесь АА, |. 
1В,В,., |. 1ЕВь+, | — длины изобра- 
женных на рисунке || криволи - 
нейных отрезков; эти длипы сов- 
падают с длинами отрезков [А Аз+а|, 
{В В... | рисунка 10; предпоследнее 
неравенство следует из того. что 


ЕНС>90°. а последнее — из того, 


А 180° 
что РАН- 


Итак, 21-= |АС|-+- ВО |= 
=( АА, |+ 188, +0 А.А, |+ 
+18 ,В.)-+... ре М,— С-В, В] 
>пагп, Т. е. 2: при любом п 
не меныле половины периметра пра- 
вильного 2л-угольшика, вписанного в 
окружность раднуса 1. Значит, 2 
не меньше половины длины самой 
этой окружности, то есть л, и [>л/2. 
Теорема доказана. 


4. Теорема 2: д— ИЗ 


Эта теорема проше предыдущей: для 
ее доказательства достаточно объяс- 
нить, как скленть ленту Мёбнуса из 


полоски, длина которой больше КЗ. 
Предположим сначала, что ее длина в 


точности равна |3 . Тогла на этой 
полоске можно расположить два пра- 
вильных треугольника (рис. 12). Пе- 
регнем полоску по боковым сторонам 
этнх треугольников, чередуя направ- 
ления сгиба (рис. 13; возьмите нож- 
ннцы н бумагу и проделайте это). 
Края АВ и СР полоски совместятся, 
причем точка А совместится с точкой 
О, а точка В--с точкой С. Полу- 
чится лента Мёбиуса. 

При этом построении было _нару- 
шено главиое правило — не мять бу- 
маг\. Но легко понять, что если 
дошиа полоски хоть немного больше 
ИЗ, то излом по образующей 
можио заменить нзгибаннем, 
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Рис. 12. 

Рис. 14. Рис. 16. 
пронзводимым на узком участие 


(рис. 14). Короче говоря, излом вдоль 
прямолинейного отрезка нам не стра- 
шен: его можно заменить близким к 
нему изгибанием. (Непоправимое сми- 
нание бумаги происходит, когда две 
линии перегиба пересекаются, т. е. 
когда лист складывается наподобие 
носового платка — все это известно 
нам из повседневного опыта.) 

Как выглядит получившаяся лента 
Меёбнуса, показано на рисунке 15. 
Ее устройство можно представить себе 
так: три одинаковых правильных тре- 
угольника АВС, А’В’С’, А’В”С” 
лежат параллельно друг другу, соот- 
ветствующие вершины над соответ- 
ствующими вершинами; стороны АВ 
Р.С’ н 60” С’ СИ 
соединены перемычками.Линия склей- 
ки проходит по медиане одного из 
треугольников. 


Упражнение 2. Нарисуйте 
для ленты Мёбиуса, построенной н доказа- 
тельстве теоремы 2. схему  прямолиней- 
ных образующих н плоских точек (подоб- 
но рнсунку 7). 


5. Почему не удается найти А точнее? 


Пока задача не решена, трудно ска- 
зать, почему она не решена. 
Все же нногда в разных нерешенных 
задачах удается проследить общине 
трудности, отметить, так сказать, на 
математической карте труднопроходи- 
мые места, что позволяет подчас пред- 
сказать успех или неудачу при ре- 
шении той или иной задачи: 

В предыдущем параграфе мы до- 
казалн, что А есть одна из точек 


отрезка |п/2; ИЗ | Какая же? 
Может быть, на этот счет можно вы- 
сказать хотя бы правдоподобную ги- 
потезу? Я лумаю, что А, =} З , и меня 
не удивляет, что доказать этого не 
удается. 

Дело вот в чем. Доказательство 
теоремы | оставляет ненспользован- 
ным одно важное свойство нашей 
ленты Мёбиуса — отсутствие у нее 
самопересечений. Самопересекающую- 
ся лезту нельзя сделать из бумаги, 
но представить себе ее можно: по- 
добно самопересекающейся линни на 
плоскости она «проходит сквозь себя», 
причем можно разделить ее на части, 
каждая из которых самопересечений 
не имеет. Е 

Допустим, что, говоря о бумаж- 
ных лентах Мебиуса, мы с самого 
начала разрешили им иметь самопе- 
ресечения. Тогда А прнобретает но- 
вый смысл, — новое значение 7. будет 
меньше прежнего или равно ему. 
При этом теорема 1 останется верной, 
и в ее доказательстве не придется 
менять ни одного слова: отсутствие 
самопересечений в этом доказатель- 
стве нигде не используется. Что же 
касается теоремы 2, то, если разре- 
шены самопересечения, ее можно зва- 
чнтельно улучшить. Именно: 


Теорема 3. Ленту Мёбиу- 


. са с самопересечениями можно скле- 


ить из полоски любой длины, боль- 
шей л/2. 


Делается это так. Возьмем лоста- 
точно большюе мечетное п и построим 
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Рис. 16. 


правильный л-угольник, внисанный 
в окружность диаметра 1. Рассмот- 
рим. далее, и содержащих центр 
окружности треугольников, каждый 
из которых ограничен стороной и 
двумя диагоналями  п-угольника 
(рис. 16; здесь п=7). Эти треуголь- 
ники покрывают наш п-угольник, не- 
которые его места — по нескольку 
раз. Приложим теперь эти п треуголь- 
ников друг к другу так, как показано 
на рисунке 17. после чего отрежем по 
длинной медиане половину самого 
левого треугольника в приложим ее 
к самому правому треугольнику 

{рис. 17). Получится прямоугольная 
полоска © отношением длины к ми- 
рине, большим л/2 и стремящимся к 
л/2 при п, стремящимся к © (ши- 
рина полоски стремится к 1. а дли- 
на-— к 4/2). Если последовательно 
перегнуть эту полоску по всем прове- 
девным па ней линиям. чередуя на- 
правления сгиба (рис. 18), то тре- 
угольники расположатся как на рн- 
сунке 16 (возьмите еше раз ножницы 
и бумагу и проделайте это). Отрезки 
АВ и СО при этом почти совместят- 
ся — между ивми окажется только 
несколько слоев сложенной бумаги. 
При этом «почти совмещенни» точка 
А совместится с ДР. а точка Вс 
С. так что если бы мы смогли «про- 
пустить ленту сквозь себя» и скленть 
1АВТс 1СЬ1. то получилась бы лента 
Мебиуса. Если ленту взять чуть 6бо- 
лее длинной, можно избежать скла- 
док, подобно тому как мы это сдела- 


ли в доказательстве теоремы 2. Что 

получится, я попробовал изобразить 

на рисунке 19. 
Упраж ненне 3. 


Нарисуйте для 
ленты Мёбиуса, изображенной на рисуп- 
ке 19, диаграмму плоских точек ин прямо- 
лннейных образующих. 

Таким образом, если бы мы за- 
хотели (для лент без самопересече- 
ний) доказать, что Ан, ген > Г 3, 
нам пришлось бы в доказательстве 
обязательно учитывать отсутствие са- 
мопересечений. Наличие или отсут- 
ствне самопересечений у той нли 
иной фигуры в Трехмерном простран- 
стве — это задача «трехмерной гео- 
метрии расположения». Весь опыт 
математикн показывает, что задачи о 
расположении в трехмерном — про- 
странстве очень трудны. Ведь эта 
геометрия включает в себя, скажем, 
теорию узлов и зацеплений, извест- 
ную своей неприступностью («Квант», 
1975, № 7, с. 6): в ней возможны та- 
кие феномены как «рогатая сфера 
Александера» («Квант», 1977. № Т. 
с. 22); простейшие ее вопросы. па- 
пример, можио ли через маленькую 
дырку вывернуть наизнанку тор, --— 
ставят в тупик нашу интуицию. И вот 
что удивительно. Казалось бы, в 
пространствах размерности боль е 
трех проблемы расположения должны 
стоять еще более остро. Но нет: с 
ростом размерности эти трудносги 
сглаживаются. Впрочем, чсглажива- 
ние» начинается с размерности 5; 
четырехмерное пространство в из- 


Рис. 18. 


вестном смысле не проще трехмер- 
ного. К сожалению, здесья не могу 
аргументировать только что сказан- 
ное, так что прошу поверить мне 
на слово. 

Но вернемся к ленте Мёбнуса. 
Теорема |, как мы видели, в действи- 
тельности относится к самопересе- 
кающимся лентам. Маловероятно, что- 
бы условие отсутствия самопересе- 
чений не воздействовало на /^: однако 
учесть это воздействие не удается, 
поскольку математика не обладает 
достаточными техническими сред- 
ствами для изучения самопересечений 
в трехмерном пространстве. Напро- 
тив, вполне вероятно, что теорема 
2 неулучшаема. Ведь улуч- 
шить ее — значит придумать новую 
конструкцию ленты. Опыт 
показывает, что оптимальные кон- 
струкцин бывают простыми и гармо- 
ничными, каковой и является кон- 
струкция из доказательства теоре- 
мы 2. Естественно предположить, что 
еслн бы лучшая конструкция суще- 
ствовала, она была бы найдена — 
за столько лет! 

Вот почему можно ожидать, что 
л= 3. 


6. Заключение: об одной 
аналогичной задаче 


Скленм из бумажной полоски не ленту 
Мёбиуса, а цилиндр (размеры по- 
лоски -— любые). Можно ли, не сми- 
ная бумаги, вывернуть цилиндр на- 


Рис. 19. 


изнанку? Если цилиндр  ши- 
рок и пизок, то, конечно, можно, а 
если он узок н высок — то нельзя. 
Обозначим через в такое число, что 
если отношение длины полоски к 
щирнне больше в, то цилиндр вы- 
вернуть можно, а если меньше — 
то нельзя. Доказательства трех сле- 
дующих теорем (более трудных, чем 
теоремы 1, 2, 3) я оставляю вам в 
качестве задачи: 


Теорема [. д>л. 
Теорема 2’. 0<л-2. 
Теорема 3’. — Предположим, 


что в процессе выворачивания допуска- 
ются  самопересечения. Тогда любой 
цилиндр, сделанный из полоски, у 
которой отношение длины к ширине 
больше л, можно вывернуть наизнан- 
ку (не сминая бумаги). 

Больше ничего об этом не 
вестно. 


ИЗ- 


* * 
* 


В заключение я хочу сказать, что 
мысль написать эту статью возникла 
у меня при чтении статьи Б. Галь- 
перина и К. Уивера в журнале 
«ТгапзасИот$ 0! 11е Атегкап Ма- 
{Нета{ са! босейу» (1977, т. 230), 
из которой я узнал о современиом 
положении дел с обсуждавшимися 
проблемами. 


чо 


Ю. Соколовский 


Сожжем энергию! 


Беседа любителей физики 


Юра. Давайте обсудим такую задачу: 

Альпинист и турист запаслись одинаковыми 
вязанками хвороста. Турист разложил свой костер 
у подножия холма, альпинист — на его вершине. 
Последний, признаться, здорово попотел, пока 
втаскивал вязанку на холм. Говоря языком физики, 
альпинист совершил механическую работу, сооб- 
щив своим дровам потенциальную энергию. Так 
куда же эта знергия подевалась, когда хворост 
сгорел? 

Коля. Сгореть энергия не могла. Сгорели 
одни дрова, а их потенциальная энергия обязатель- 
но превратилась в какую-нибудь другую. 

Юра. В какую же именно? 

Коля. Очевидно, в энергию продуктов сго- 
рания — золы и дыма. Они ведь, находясь навер- 
ху, тоже обладают потенциальной энергией отно- 
снтельно подножия холма. 

Таня. Золу-то действительно можио потом 
сбросить вниз и заставить совершить механнче- 
скую работу. А вот дым... 

Коля. Ну, а дым устремляется ввысь п спо- 
собен при этом что-нибудь поднять. Вот наполним 
этим дымом большой шар. прикрепим корзину... 

Таня. Все это мог бы с тем же успехом со- 
вершить и дым от костра туриста — он рвется вверх 
ничуть не хуже. В чем же проявляется тогда допол- 
нительная энергия той вязанки, что пылает на вер- 
шине холма? О золе говорить не стоит: ее масса 
ничтожна по сравнению с массой сгоревших дров. 
А если вязанку хвороста заменить канистрой керо- 
сина. то золы вообще не будет. 

Коля. Видио, я поторопился. Почему уст- 
ремляется вверх горячий дым? Потому что он лег- 
че воздуха. На его место опускается более тяжелый 
холодный воздух. Из-за этого могут возникать раз- 
ные осложнения. Чтобы в них не запутаться, да- 
вайте вообразим, что все происходит не на Земле, 
а на Луне... 

Таня. Как же могут костры гореть на Луне, 
где нет воздуха? 

Коля. Пусть горят не костры, я особые го- 
релки: о одном баллоне — ацетилен, в другом — 
кислород, оба сжиженные. Где встречаются обе 
струн — горит огонь. Продукты сгорания, даже 


газообразные, падают вннз. на лунную почву. 
Прн паденин онн способны совершить такую же 
по величине работу. какая была затрачена на подъ- 
ем горючего и окислителя. 

„Та ня. Ты прав, в отсутствие атмосферы все 
действительно очень просто. 

Коля. Но на Земле «всплывание» горячего 
дыма в холодном воздухе переворачивает все 
вверх ногами! 

Таня. Попробуем разобраться. Вспомните, 
ведь всплывание мяча в воде вовсе не нарушает 
закона сохранения энергии. Правда, потенциаль- 
ная энергия мяча при всплывании растет. Но 
растет за счет уменьшения потенциальной энер- 
гии той воды, которая опускается на место подни- 
мающегося мяча. Так как масса опускающейся во- 
ды больше, ее потенциальной энергии хватает еще 
и на увеличение кинетической энергии мяча, и на 
совершение работы против сил жидкого трения 
(с соответствующим нагревом мяча и воды). Одним 
словом. за счет потенииальной энергин опускаю- 
щейся воды пополняются и потенциальная, и кине- 
тическая, и внутренняя энергии мяча, а также виут- 
ренняя энергия окружающей мяч воды. Здесь все 
понятно до конца. 

Коля. Наш случай не так прост: до сгорз- 
ния было полено, которое «тонуло» в воздухе. в 
продукты сгорания в нем «всплывают»! Как понять 
энергетически превращение «тонущего» во «всплы- 
вающее»? 

Таня. Не поможет ли нам механическая мо- 
дель в виде погруженного в воду цилиндра (трубы) 
с двумя поршнями (рис. 1)? Когда поршни раздви- 
нуты, цилиндр всплывает, когда  сближены — 
тонет. И в обоих случаях он способен производить 
работу — например, поднимать грузы (рис. 2). 
Когда цилиндр находится вблизи дна. раздвигаем 
поршни. а когда он всплывет. сближаем. Так ци- 
линдр н движется пернодически вверх-вниз... 

Коля. Получается «вечный двигатель»!? 

Таня. Вовсе нет: чтобы глубоко под водой 
раздвигать поршни. надо совершать работу против 
снял гидростатического давления. А для этого ну- 
жен источник энергии. 

Коля. Кажется, я уловил сходство с нашими 
вязанкамн. Дрова в воздухе «тонут», а дым «всилы- 
вает» потому, что объем дыма гораздо больше. 
Значит, образующийся при горении дым оттесняет 
во все стороны окружающий воздух. совершая 
ирн этом работу против сил атмосферного давления. 
Совершаться эта работа может не нначе, как за 
счет части химической энергии сгорающего топли- 
ва. И только остальная часть этой энергии ндет на 
повышение температуры. 

Таня. Раз подмечена аналогия, доведем ес 
до логического конца. Мы одну вязанку сжигаем 
внизу. и дым сам поднимается до вериниы — как 
всплывает цилиндр, когда поршии  раздвинуты 
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близ дна. А другую: вязанку мы втаскиваем наверх 
н сжигаем лишь там, как могли бы поднять цилиндр 
при сближенных поршнях, а затем их раздвинуть. 
Совершив работу по поднятию цилиндра, мы облег- 
чаем потом раздвижение поршней: вода у поверх- 
ности давит слабее, чем у дна. Точно так же и с 
вязанкамн: при горении на высоте, где давление 
атмосферы меньше, образующемуся дыму гораздо 
легче раздвигать окружающий воздух, чем при 
горении внизу. Поэтому меньшая доля химической 
энергии топлива затрачивается на эту работу и, 
соответственно, болышая доля ее идет на нагрев. 


Коля. Выходит, что костер на вершине дает 
больше тепла, чем костер внизу? Это и есть раз- 
гадка! Работа по подъему дров не пропадает, она 
возвращается в виде добавочного тепла. 


Юра. Не зря ли мы поверили в эту разницу 
работ по оттеснению дымом окружающего воздуха 
внизу и на высоте? Работа зависит не только от 
силы, но н от пути. Когда мы раздвигаем поршни 
в цилиндре — однн раз внизу, в другой вверху — 
перемещение их одно и то же. Работы при этом, 
действнтельно. пропорциональны силам. Здесь 
Таня была права. Когда же речь пошла о кострах, 
она ошиблась. Попробую объяснить. 


Продукты сгорания вязанок внизу и вверху 
равны по массе, но вовсе не одинаковы по объему. 
Вверху давление меньше, там та же масса газа 
займет значительно больший объем, оттесняя для 
этого окружающий воздух гораздо дальше. Значит, 
больше будет и путь, на котором совершается ра- 
бота против сил атмосферного давления. Как из- 
вестно, работа при расширении определяется про- 
нзведением рАУ — величины преодолеваемого дав- 
ления на изменение объема. Начальный объем — 
объем дров — по сравнению с окончательным 
объемом продуктов сгорания несонзмеримо мал, 
так что изменение объема АУ и окончательный объ- 
ем У практически равны: рАУлрУ. Но по закону 
Бойля — Мариотта для равных масс определенно- 
го газа произведение рУ от давления не зависит, 
оно одинаково н на вершине, и у подножия холма. 
Не отличаются. следовательно, и работы оттесне- 
ния окружающего воздуха. 

Коля. Мне не совсем ясно. как ты здесь прн- 
менил закон Бойля — Марнотта, не сказав ни сло- 
ва о температурах. 

Юра. При сгорании вязанки дров — все рав- 
но, у подножия холма или же на вершине — об- 
разуется определенное количество углекислого 
газа, паров воды и других продуктов сгорания. 
Эта порция раскаленных газов расширяется до 
тех пор, пока давление и температура ее не срав- 
няются с давленнем ин температурой окружающего 
воздуха. К таким конечным состояниям одинако- 
вых ‘порций газов — с одннаковыми температура- 
ми (будем считать, что температуры воздуха у под- 


ножия и на вершине одинаковы), но при разных 
давлениях (нз-за разности высот) — можно при- 
менить закон Бойля — Марнотта. Тогда получает- 
ся, что конечные объемы (2 значит, н увеличения 
объемов) пропорциональны давлениям окружаю- 
щей атмосферы. Следовательно, работы по расши- 
рению газов на любых высотах одинаковы. 

Коля. Если работа по расширению газа не 
зависит от давления, то в чем причина различия 
между теплоемкостямн газа Су при постоянном 
объеме и С, при постоянном давлении. о котором 
нам говорили на факультативных занятиях *)? 
Как известно, чтобы повысить на один градус тем- 
пературу данной порции газа в цилиндре с порш- 
нем. где давление постоянно, нужно больше тепла, 
чем в запаянном сосуде, то есть при неизменном 
объеме (рис. 3). Добавочное тепло идет на совер- 
шенне работы: расширяющийся газ поднимает 
тяжелый поршень. 

Таня. Да, но это добавочное тепло, как нам 
только что доказал Юра. не зависит от величины 
давления. При удвоенном весе поршня та же пор- 
ция газа займет вдвое меньший объем, прираще- 
ние этого объема в результате нагрева тоже будет 
вдвое меньше (рис. 4). Работа останется той же са- 
мой. 

Коля. Ты меня убедила. Но теперь я — 
увы! — перестал понимать, почему газ не совер- 
шает вообще никакой работы, когда его нагревают 
в запаянном сосуде. Постоянство его объема обес- 
печивается не чем иным. как прочностью стенок, 
то есть оказываемым ими давлением на газ. Чем 
жестче сосуд, тем слабее меняется объем. но тем 
мощнее давление стенок. Работа по расширению. 
если она от давления не зависит, не может стремить- 
ся к нулю с упрочнением сосуда. 

Юра. Противодействне стенок нельзя ото- 
ждествлять с давлением поршня, хотя бы и очень 
тяжелого. Давление поршня постоянно. а силы ре- 
акции стенок растут вместе с деформациямн сте- 
нок. По мере утяжеления поршня объем газа стре- 
мится к нулю. а при увеличении жесткости сте- 
нок — к объему недеформированного сосуда... 
Слишком много существенных различий! 

Таня. Для наглядности предположим. что 
один цилиндр с газом закрыт сверху резиновой 
перепонкой. а другой — поршнем (рис. 5). Дефор- 


*} О. Ф. Кабардин, С И. Кабардина, 
Н. И. Шефер. Факультативный курс физики. 9 класс. 
Пособие для рик (М., «Просвещение», 1978.) С. 53—57. 
А. П. нрьянов, С. М. Коршунов. Термо- 
дниамика н молекулярная физнка. Пссобие для учащихся. 
{М.. «Просвещение», 1977.) С. 91—92. я 
. Л. П. Свитков. Термодннамика н молекулярная 
изнка. Фак ультативный курс. (М.. «Просвещение», 1971.) 
. 49—41. 
Б. М. Яворский, А. Л. Пнииский. Основы 
физикн. Т. 1. (М., «Наука», 1974.) С. 241—243. 
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мированная перепонка давиг на газ гочно так же, 
как п поршень. Если поршень поднимется вдвое 
выше, объем под ним увеличится в два раза, а дав- 
ленне останется прежним. А когда перенонка про- 
гнется в два раза больше (пунктир), она станет да- 
вить вдвое сильней. но объем увеличится чуть- 
чуть. К чему же приведет повышение температуры 
газа. скажем, в два раза? В правом цилиндре — 
к удвоению объема под поршнем с сохранением дав- 
ления, а в левом — к увеличению деформации пе- 
репонки, а значит, и давления. практически вдвое 
при совсем незначительном увеличении объема. 
В обоих случаях соблюдается постоянство отно- 
РИ 
ТТ. 
сосуде пренебрежима мала (из-за ничтожности са- 
мого расширения), тогда как и правом она сущест- 
венна и совсем не зависит от веса поршня. 
Коля. Я снимаю мое возражение отиоситель- 
но равенства работ против сил атмосферного дав- 
ления внизу н на вершине холма. Таинственному 
«преврашению в ничто» потенциальной энергин 
доставленных на вершину дров придется искать 
новое объяснение. 


Таня. Давайте еще раз —. и как можно чет- 
че! — сформулируем суть проблемы. Мы рассмат- 
риваем два опыта с одннаковымн начальными 
условиями: две тождественные вязанки лежат у 
подножия холма. Одинаковы и конечные резуль- 
таты: дрова сгорели. выделены равные количества 
тенлоты, клубы дыма ушли в небо. Но в одном слу- 
чае была совершена работа по поднятню вязанки 
дров, а в другом — нет. 

Юра. Мне почувствовалась в твоем рассуж- 
денни некоторая нечеткость. «Клубы дыма. — го- 
воришь ты, — ушли в небо»? 


Таня. Я имела в виду: подиялись вверх — 
в те разреженные слои атмосферы. где холодный 
воздух по плотности не отличается от горячего 
дыма. 


Коля. Но такого не может быть: давление 
дыма всегда равно давлению окружающего воз- 
духа, при поднятии дым расширяется, как и воз- 
дух. Прн разных температурах нм ни на какой вы- 
соте не сравняться по плотности. Кроме того. тем- 
пература дыма в процессе подъема его вверх не 
остается нензменной: дым остывает, отдавая тепло 
окружающему воздуху. Так что сразу и не сообра- 
зншь, до какой высоты поднимаются столбы дыма 
от обоих костров. 

Юра. Не к чему утруждать себя рассмотре- 
нием излишних сложностей. За «конечное состоя- 
ние» лучше принять дым не «в небе», а непосредст- 
венно над вершиной холма. Если речь ндет о кост- 
ре альпиниста, это — дым, только что образовав- 
шийся в результате сгорания дров. Он имеет ка- 
кую-то температуру. С такой же точно температу- 


шения но работа по расширению в левом 


рой возникает дым и от костра туриста. Но пока он 
ноднимется до вершины холма, температура его 
уменьшится. И не только из-за неизбежного рас- 
сеяния тепла в окружающем воздухе. Существует 
еще и другая, более принципиальная причнна ох- 
лаждения дыма в процессе его подъема. 

Таня. Какая именно? 

Юра. Поднимаясь, дым расширяется — в со- 
ответствни с уменьшением атмосферного давле- 
ния — и при этом совершает уже знакомую нам 
работу «расталкивания» окружающего воздуха. 
Это пронсходит за счет внутренней энергии дыма. 
Уменьшение ее означает понижение температуры. 

Таня. Теперь мне все понятно: дым от ниж- 
него костра достигает вершины холма, значитель- 
но охладившись. Этим он и отличается от дыма, 
порождаемого верхним костром. 

Юра. Как видим, конечный итог сгорания вя- 
занок у подножия и на вершине вовсе не одинаков: 
на одной и той же высоте над уровнем моря (чуть 
выше вершины холма) дым верхнего костра горячее. 
иными словами, конечная внутренняя энергия У 
него больше. Этот избыток энергии и получен за 
счет той механической работы, которую совершил 
альпинист, доставив свою вязанку к вершине 
холма. 

Коля. Вот теперь мы действительно разгада- 
ли тайну «сожженной» энергии. 

Юра. Справедливости ради надо сказать, что 
придуманная тобой аналогия с иилиндрами тоже 
правильно отражает нашу «проблему костров», 
но в ином варианте. Надо только предположить, что 
сгорание происходит не в открытых кострах, а 
внутри герметических оболочек из какого-нибудь 
негорючего, весьма гибкого, но почти совсем не- 
растяжимого материала. (М достаточно легкого 
для того, чтобы наполненная горячим дымом обо- 
лочка могла взлететь в воздух и достигнуть верши- 
ны холма без затрат энергии.) В этом случае рабо- 
та по подъему топлива на вершину вознаграждает- 
ся потом большим выделением тепла при его 
сгорании. 

Ганя. Фактически мы разобрались в трех 
различных процессах горения: при отсутствии воз- 
духа (на Пуне), внутри замкнутых оболочек и в 
земной атмосфере. Оказалось, что сообщенная 
топливу при подъеме его паверх энергия всякий 
раз находит определенное применение. В первом 
случае она пополняет потенциальную энергию 
продуктов сгорания, а во втором — обеспечивает 
дополнительное выделение тепла ири сгоранин, а 
в третьем — идет на увеличение внутренней энер- 
гин поднявшегося ввысь дыма. 

Возможны, пожалуй. и другие случаи. а зна- 
чит,—и новые загадки. Но с сегодняшней задачей 
мы справились! 


Лаборатория «Кванта» 


О. Кабирдин. Н. Шефер 


Зонные 
пластинки 


Интересные явления, связанные с ин- 
терференцией и дифракцией волн раз- 
личной физической природы, можно 
наблюдать. если воспользоваться зон- 
ными пластинками. Что это такое? 


Зоны Френеля 


Представим себе, что посередине меж- 
ду точечными источником волн А и 
приемником волн В находится не- 
прозрачный экран с круглым от- 
верстием (рис. 1). Согласно принципу 
Гюйгенса — Френеля каждая точка 
в отверстии экрана является вторич- 
ным источником волн, и от каждой из 
них волны приходят к приемнику. 
Колебания всех вторичных источни- 
ков когерентны, поэтому волны, ири- 
ходящие к прнемнику, будут интер- 
ферировать. От чего зависит результат 
интерференции? Воспользуемся мето- 
дом, предложенным Френелем. 

Длина пути от источника до при- 
емника зависит от места прохожде- 
ния волны через отверстие в экране. 
Сначала прн увеличении радиуса от- 
верстия, начиная с совсем малого, 
интерференция волн будет приводить 
к увеличению амплитуды колебаний у 
прнемника В. Так будет до тех пор, 
пока разность хода А! по путям 
АО, В и ДОВ не достигнет половины 
длины волны 4/2: 
АГ ( 40, |-- Ю.В )— 

—( [40 |+ ОВ |} =^/2. 

Колебания от точек О и О, приходят 
В Точку В в противоположных фа- 
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зах, поэтому они будут ослаблять 
друг друга, а не усиливать, как 
было раньше. 

Отверстие, удовлетворяющее это- 
му условию, называется первой зоной 
Френеля. Обозначив через а расстоя- 
ния от точечного источника до экра- 
на и от приемника до экрана { |АО |-=- 

‹ ЮВ |--а), вайдем выражение для 
радиуса г, первой зоны Френеля: 


п ЗИ -ТАбР 
2 Ив} — 


о ‚ А 


о Ч" 
Если выполняется условие ай, то 
п = ам. 


Увеличим радиус отверстия до 
такого значения г,, при котором 
разность хода по путям ЛО,В и АОВ 
равна алнне волны А: 


— (40| 0В--^. 


Кольцевую зону с внутренним радну- 
сом г, = ЮО: [и внешним г.== |100. 1 
называют второй зоной Френеля. 
Внешний радиус г, второй зоны Фре- 
неля в рассматриваемом случае равен 


„з =: ИТАОзв — [АО = 
=уетму-@- 
=У2@А/Р) ЕАМ 20^2 = 2 и. 


Аналогично 


можно определить 


внешний радиус третьей, четвертой 


Рис. 1. 


нт д. 
Е =У 41...71. п. 


Можно хоказать, что площади всех 
зон равны между собой; следователь- 
но, на каждой зоне имеется одинако- 
вое количество вторичных источни- 
ков волн. От источников, находя- 
щихся в соответствующих 
точках двух соседних зон (на- 
пример, на внешних краях), волны 
приходят к приемнику с разностью 
хода ^/2,то есть выполняется условие 
минимума интерференции волн. Зна- 
чит, при двух открытых зонах Фре- 
неля амилитуда колебаний у прием- 
ника в точке В в результате интер- 
ференцнии волн должна быть равной 
нулю! 

При более строгом рассмотренин 
учитывается зависимость амплитуды 
колебаний от направлення расиро- 
странения волн, вследствие чего ам- 
плитуда колебаний при интерферен- 
ции волн двух соседних зон Френеля 
оказывается отличной от нуля, хотя 
и очень малой. 

Если в отверстии, содержащем не- 
сколько зон Френеля, закрыть, на- 
пример, все четные зоны и оставить 
открытыми нечетные зоны, то ампли- 
туда  результирующих — колебаний 
должна быть значительно больше, чем 
прн полностью открытом отверстин. 
Этот вывод кажется протнворечащим 
здравому смыслу: площадь отверстия 
уменышается, а амплитуда колебаний 
увеличивается ! Не нарушается лн 
прн этом закон сохранения энергин? 

Нарушення закона сохранения 
энергин н этом случае, разумеется, 
нет. Мы проанализировали результат 
интерференции волн лишь в точке В 
около приемника ние ин- 
тересовались, к каким результатам 
приводит интерференция волн в 
других точках пространства. Ока- 
зывается, условие максимума интер- 
ференции волн выполняется лишь для 
ТОЧКИ В. а в окрестностях ее интер- 
ференция приводит к уменьшению 
амплитуды колебаний. Таким обра- 
зом, происходит лишь нерераспределе- 
ние энергии волн в пространстве. 

Экран, состоящий из последова- 
тельно чередующихся прозрачных ни 
непрозрачных колец, соответствую- 


зо! Френедя: 
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щих зонам Френеля, называют зонной 
пластинкой. Как мы уже видели, 
зонная пластинка но своему действию 
подобна собирающей линзе. Особенно 
наглядно это сходство можно проде- 
монстрировать в опытах со световыми 
волнами. 


Зонная пластинка — линза 


Малая длина световой волны требует 
изготовления зонной пластинки с 
очень малыми раднусамин зои. Поэто- 
му способы нанесения темных колец 
на стекло нли процарапывания про- 
зрачных колец на непрозрачной ос- 
нове не позволяют прн самодельном 
изготовлении получить зонные пла- 
стинки высокого качества. Более уяоб- 
ным является фотографический метод 
изготовления зонной пластинки: сна- 
чала изготовляется чертеж зон Фре- 
неля в болышом масштабе, затем 
фотографируется на пленку. Как это 
можно сделать? 

Воспользуемся аналогней между 
зопной пластинкой и собирающей лнн- 
зой. Как известно, есяи на’ линзу 
падает параллельный световой пу- 
чок, она его фокусирует и точку, на- 
зываемую фокусом линзы; расстоя- 
ние от фокуса до линзы называется 
фокусным расстоянием линзы. Ана- 
логично ведет себя и зонная пла- 
стинка. 

Параллельный нучок света с ллн- 
ной волны А зоиная пластника с ра- 
диусом первой зоны Френеля г, фоку- 
снрует в точке на расстоянии | от 


пластинки, определяемом из выра- 
жения 
= УР. 
Если{ 1мнА 5.7’ м, радиус 


первой зоны на фотопленке должен 
быть равен 


г: = 7,5 10-1 м = 0,75 мм. 


Раднус Ю, первой зоны на чертеже 
можно выбрать в 20 раз большим: 
Ю, -1,5 см; радиусы границ после- 
дующих зон тогда будуг равны, соот- 
ветственно, 


1.5 И2см, 1,5 ИЗсм,..., 1,5 Илем. 


Для получения иластинки удовлегво» 
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Рис. 2. 


рительного качества чертеж должен 
содержать 25—100 зон. 

Приготовив таблицу раднусов гра- 
инц зон, приступайте к изготовле- 
нню чертежа. Для этого лист ватма- 
на укрепите кнонками на листе фа- 
неры или на чертежной доске. С но- 
мощью циркуля и рейсфедера нане- 
сите черной тушью систему концент- 
рических окружностей. Затем зоны 
через одну зачерните гушью (рис. 2). 

Фотографируя чертеж < различных 
расстояний, можно получить зонные 
пластинки с различными фокусными 
расстояниямн- 

Фотографирование следует про- 
водить при хорошем солнечном осве- 
щении, тщательно наводя па резкость 
н выбирая правильную экспозицию. 

После проявления, закрепления н 
просушки выберите наиболее удач- 
ные негативы и вставьте их п рамки 
дяя диапозитивов. Теперь можно при- 
ступить к опытам с зонными пластин- 
ками. 

В затемненном помещении распо- 
яожите иастольную лампу напротив 
белого экрана на расстоянии 2—3 м. 
Перемещая зонную пластинку между 
лампой ин экраном. найдите такое их 
взаимное расположение, ири котором 
на экране получится четкое изобра- 
жение нити лампы. Изменяя положе- 
ние зонной пластинки относительно эк- 
рана, нолучите увеличенное или умень- 
шенное изображения нити лампы. 
Измерив расстояния от ламны до зон- 
ной пластинки ни от зонной пластинки 
до экрана, но формуле линзы вы- 


числе фокусное расстояние зоной 
пластинки. 


Опыты со звуковыми волнами 


Для опытов со звуковыми волнами 
зонные пластинки можно изготовить 
из тонкого пенопласта вли несколь- 
ких слоев картопа- 

Радиус г, нервой зоны Френеля 
для звуковой волны длиной 3,2 ем 
при удалении источника звука и 
приемника от экрана на расстояние 
а Ю см равен 


гу 22| ал! --4 см. 


Внешние радиусы двух следующих 
зон тогда равны, соогветственно, 


02| 2 п А 5,67 см, 
ре 
732 З г, 2 6,93 см. 


На квадратном листе картона нли 
ненопласта нанесиге с помощью цир- 
куля окружности радиусов г,, Го, Гз, 
й затем вырежьте три зоны Френе- 
ля — вы нолучите зонную пластинку. 
Для проведения опытов нужно сделать 
специальные перемычки, позволяю- 
щие закрепить вторую зону при уда- 
лении из экрана первой н третьей 
зон. 

Оныты с зовной пластинкой можно 
проводить в школьном кабинете фн- 
зики. Установите на столе звуковой 
генератор ни подключите к его выхо- 
ду громкоговоритель. Чтобы источ- 
ник звуковых волн был по своим 
свойствам близок к точечному, перед 
самым динамиком поставьте толстый 
экран из звукопоглощающего мате- 
рнала (например, пенопласта или кар- 
тона), с круглым отверстнем дна- 
метром 2—3 см. Напротив этого от- 
верстия поставьте электродниамиче- 
ский микрофои и соедините его вы- 
воды со входом усилителя низкой 
частоты (УНЧ). К выходу УНЧ под- 
ключите демонстрационный амперметр 
или электронный осциллограф (рис. 3 
и 4). 

Установив микрофон на расстоя- 
нии 20) см от нсточника звука, включи- 
те звуковой генератор. Ручками уп- 
равления па перелней панели гене- 
ратора установите частоту электрни- 
ческих колебаний па его выходе, 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


соответствующую длиие звуковой вол- 
ны в воздухе 3,2 см: 


©. 340 м/с 
‘= А — 3,2 см 


= 10,6 кГц. 


Регулировкой напряжения на выходе 
звукового генератора и усиления УНЧ 
добейтесь отклонения стрелки демон- 
страционного амперметра примерно 
на половину шкалы. 

Поместите между источником звука 
н микрофоном экран с закрытымн от- 
верстиями и убедитесь, что звуковые 
волны частично поглощаются экра- 
ном — отклонение стрелки ампермет- 
ра уменьшается. 

Теперь откройте первую зону Фре- 
неля. При правильном расположении 
источиика звука и микрофона отио- 
сительно экрана с отверсгием ам- 
плитуда звуковых колебаний при од- 
ной открытой зоне Френеля оказы- 
вается почти в два раза болышей 
амплитуды колебаний при отсутствии 
экрана! 

Еще более удивительный результат 
получается при открыванни двух зон 


2. 


Френеля — первой и второй. Хотя 
днаметр отверстия в экране увели- 
чнвается, амилитуда звуковых ко- 
лебаннй, регистрируемых микрофо- 
ном, существенно уменьшается! От- 
крывание третьей зоны вновь прн- 
водит и увеличенню амплитуды зву- 
ковых колебаний. 

Самое болыное возрастанне ам- 
плитуды звуковых колебаний обна- 
руживается при помещении между 
нсточником звука и микрофоном зон- 
ной пластинки, в которой открыты 
первая и третья зоны Френеля, но 
закрыта вторая зона. 


Зонная пластинка 
для сантиметровых 
электромагнитных волн 


Все опыты, выполненные со звуко- 
вымн волнами, можно’ проделать и 
с электромагнитными волнами санти- 
метрового диапазона, используя тот 
же самый экрам с вырезанными в нем 
кольцевыми зонами. Чтобы экран был 
непрозрачным для электромагнитных 
волн. его необходимо окленть ме. 
таллической фольгой. 

В расчетах размеров зон Френеля 
для опытов со звуковыми волнами 
пе случайно была выбрана длина 
волны 3,2 см, так как именно такова 
длина электромагнигных волн, нзлу- 
чаемых школьным СВЧ-генератором 
электромагнитных волн. 

Для того чтобы источник п прнем- 
инк электромагнитных волн были по 
своим свойствам близкимн к точеч- 
ным, нужно изготовить металличе- 
ские экраны с круглыми отверстиями 
днаметром 2—3 см п центре и укре- 
пить их на рупорах антени генера- 
гора и приемника. 


Математический кружок 


у а 
(и 


С. Ащеулов, В. Барышев 


Погоня, 
столкновение, 
поимка 
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Ровно в полдень часовая и минутная 
стрелки часов совпадают. Когда они 
совпадут в следующий раз? Несмотря 
на простоту, эта старая задача весь- 
ма поучительна. Решим ее. 

Пусть *, ну. — частоты вращения 
часовой и минутной стрелок. Очевнд- 
но, У == те чт, У = № 
Если { — момент времени следующего 
после полудня совпадения стрелок, 
то \2Ё = у - 1, ибо к моменту # 
минутная стрелка совершит на один 
оборот больше часовой. Следователь- 
но, 


пооскееы | чбмин 27 с. 


№2 — \1 


Мы видим, что величина #{ зависит 
лишь от разности частот у — \,. 
Это наводит на мысль, что решение 
можно получить, рассуждая по-дру- 
гому. За время между двумя после- 
ловательными совпадениями минутная 
стрелка совершает один оборот от- 
носительно часовой. Поскольку час- 
тота вращения минутной стрелки от- 
носительно часовой равна №2; == У — 
—-*, можем сразу заключить, что 


Эта задача относится к задачам сле- 
дующего типа. В некоторой системе 
отсчета заданы характеристики явн- 
жения нескольких тел. Требуется 
найти, как положения тел меняются 
друг относительно друга с течением 
времени. На этом занятни математн- 
ческого кружка мы познакомимся с 
несколькими такими задачами. Все 
они будут решены с помощью одного 
н того же примера: выбора подходя- 
щей снстемы коордннат. 


1. Автомобили у перекрестка 


Автомобили А и В движутся равно- 
мерно с одинаковыми скоростями по 
прчмым дорогам Ти 2, пересекающим- 
сч в точке О. Нужно определить крат- 
чайшее расстояние между автомоби- 
аями, если известны их начальные по- 
ложения ( |АО| = а, |ВО] :-6) и угол 
с между дорогами (рис. Ра). 


Рассмотрим движение автомобиля 
В сточки зрения наблюдателя, на- 
ходящегося в автомобиле А. Как из- 
вестно, скорость такого движения 


равна разности ‘У,— Уд и 
постоянна по величине и направле- 
нию *). Это значит, что автомобиль В 
движется относительно автомобиля А 
по некоторой прямой 3. (На рисунке 
Е б прямая 3 изображена пункти- 
ром; она нарисована в системе отсче- 
та, связанной с автомобилем А.) Сле- 
довательно, автомобили находятся 
ближе всего друг к другу в тот момент, 
когда автомобиль В оказывается в 
точке В’, являющейся основанием 
перпендикуляра, опущенного из точ- 
ки А на прямую 3. Длина отрезка 
АВ’ равна искомому кратчайшему 
расстоянию между автомобилями. 

Чтобы изобразить положение от- 
резка АВ’ в неподвижной системе 
отсчета, сместим его конец В” парал- 
лельно дороге 1 так, чтобы он попал 
в точку В, на дороге 2, и проведем 
[В.А В’А]. — Точки А, и В, 
являются искомыми положениями ав- 
томобилей (рис. 1 6). 

Очевидно, прямая $ параллельна 
биссектрисе угла между дорогами. 
Нетрудно подсчитать, что | А, В, | — 


=1А8|= [4—6 151 5. 


2. Охотник и лиса 
„Лиса бежит с постоянной скоростью 


У; по прямой #{. Неподвижный охот- 
ник замечает лису, когда она нахо- 
дится в ближайшей от него точке 
прямой [1 (на расстоянии а). Как дол- 
жен двигаться охотник, чтобы про- 
извести выстрел с кратчайшего рас- 
стояния, если он может бежать со 


скоростью, равной по величине | "| 
Каково это кратчайшее расстояние? 
Нетрудно сообразить, что при ус- 


ловии |У,||И, | охотник дол- 
жен бежать прямолинейно. Рассмот- 
рим движение охотника в системе 
отсчета, связанной с лисой, т.е. 


движущейся со скоростью 1, 


Скорость И,, охот- 


{рис. 2 а). 


*) «Физнка 8», и. 8. 


ника в этой системе равна У, -- И,. 
Построим вектор У... Начало век- 


тора (—\,) поместнм в точку В 
(исходное положение охотника). На- 


чало вектора У,— в конец О векто- 
ра (—\,). Если начала всех 


векторов \., находятся н точке В, 
то их концы прин всевозможных на- 
правлениях движения охотника ле- 


жат на окружности | 
с центром в точке О. 

Во введенной системе отсчета пря- 
мая, по которой будет бежать охот- 
ник, должна иметь общие точки с этой 
окружностью н проходить как можно 
ближе к точке А. 


раднуса 


Если |У,|<|И, |, то этим 
условиям удовлетворяет — каса- 
тельная, проведенная из точки В к 


окружности. В этом случае искомое 
направление движения охотника 
(угол ф; см. рис. 2 а) п кратчайшее 


расстояние до лисы Ю„„ таковы 
(АС) 4ВС]): 
о к 
со5 ф-== ие ‚ Ви ЗЕ] = п ИФ. 
ГУ, | 


Если |И.|>>|И,|. то охотник может 
бежать п пределах заштрихованного 
сектора в любом направлении, если 
движется прямолинейно (рис. 2 6): 
условия задачи не запрещают охот- 
нику достичь какой-то точки лисьей 
тропы раныпе, чем через эту точку 
пробежит лиса, и в этом месте спокой- 
но нодождать лису *). 


Наконец, при условни |И, | — | У. |, 
человек может сколь угодно близко 
нодбежать к лисе, выбрав соответ- 
ствующий малый угол ф. 

Читателю предлагается самому 
доказать эти утверждения и нарисо- 
вать нужные рисунки. 


3. Пароход и катер 


Нерпендикулярно к прямолинейному 
берегу моря проходит канал. Вдоль 


берега с постоянной скоростью У плы- 
вет пароход. Катер начинает движе- 
ние по каналу из точки В. когда па- 
роход находится в точке А — у устья 
канала. С какой постоянной скорос- 


*) При условии |У,.1 >| И, | возможны и 
криволинейные траектории движения охот- 
ника. Семейство этих траекторий можно 
описать. например. следующим способом. 
Пусть наперед задано любое положительное 
чнело г. Тогда и течение интервала премени от 
начала движения до момента { охотник может 
бежать по любой траектории: начиная с 
момента # охотник может двигаться по любой 
из бесчнсленного мпожества прямолиней- 
ных траекторий, удовлетворяющих условиям 
залачи. 
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Рис. 3. 


тью и должен двигаться катер, что- 
бы на максимальное сближение с па- 
роходом (до того, как катер вышел в 
море} потребовалось максимальное 
время*)? 

Обозначим скорость катера в сис- 
теме отсчета, в которой пароход не- 


нодвижен, через У›,:И, = и— У (рис. 
3). В этой системе отсчета траекто- 
рия катера до максимального сбли- 
жения есть отрезок ВС : [АС]. 1ВС1; 
расстояние |АС|] — кратчайшее рас- 


стояние между судами. Время, за 
которое катер достигнет точки С, 
т 180] [АВ со; 

РИ | [Из | 


_ (АВ зт 24 
2 


Величина Ё принимает максимальное 
значение при & = л/4, т.е. когда 


м] = |. 


4. Корабли в тумане 


Четыре корабля А, Б, В и Г пльвут 
в тумане с постоянными скоростями 
прямолинейными курсами. Корабли А 
и Б чуть не столкнулись; назовем это 
событие «столкновением». Известно, 
что произошли следующие столкно- 
вения: А и Б, А и В, А иГ, БиВ, 
Б и Г, причем в одном месте в одно и 
то же время сталкивалось не больше 
двих кораблей. Докажите, что если 


=) Несколько лет назад эта задача пред- 
лагалась на вступительных экзаменах по 
магематнке (письменно) на естественные фз- 
культеты Ленинградского университета. Со- 
ставители варяантов предполагаан, что за- 
дача будет решаться алгебраически. Решение 
ипи этом оказывается громоздким. Понро- 
буйе пронести его самн. 


Рис. 4. 


скорости кораблей В и Г различны 
по величине, то онн также сталки- 
ваются. 

Рассмотрим перечисленные собы- 
тия с точки зрения наблюдателя, 
находящегося на корабле А. В этой 
системе отсчета траектория  кораб- 
ля Б — прямая, проходящая через 
точку А (сам корабль А в этой систе- 
ме отсчета неподвижен). Траектория 
корабля В также есть прямая, про- 
ходящая через точку А. Допустим, 
что траектории кораблей Б п В не 
совпадают (изобразим траекторию ко- 
рабля В пунктиром; см. рис. 4). 
В этом случае в точке А происходит 
столкновение сразу трех кораблей: 
А, Б п В (нначе корабли Б и В не 
столкнутся), что противоречит усло- 
вию задачи. Следовательно, в нашей 
системе отсчета траекторин кораблей 
Б н В совпадают, п столкновение Б 
н В происходит не в точке А, а где-то 
в другом месте. Точно так же можно 
убедиться, что траектория корабля Г 
совпадает с траекториямн кораблей Б 
и В. Поскольку у кораблей В п Г 
величины скоростей по условию раз- 
личны, различны и величины их ско- 
ростей в выбранной системе отсчета. 
Таким образом, в этой системе отсче- 
та корабли В и Г движутся по одной 


прямой с разными скоростями и, 
следовательно, неизбежно  сталки- 
ваются *)}. 


5. Осторожный охотник и лиса 


Лиса бежит с постоянной скоростью 
по прямой {. Охотник замечает лису, 
когда она находится на расстоянии а 
от него а направлении, составляющем 
угол & с прямой { (рис. 5 а), и начи- 


*) Другой сиособ решения см. и кинге 
Дж. Литлкуда «Математическая смесь» 
{М., «Наука». 1965}, с. №. 


6) 


Рис. 5, 


нает преследование, двигаясь с той же 
по величине скоростью, что пи лиса. 
Поскольку «тактика» лисы охотнику 
неизвестна, он бежит все время пря- 
мо за лисой. Как близко охотнику 
удастся  подбежать к лисе *}?. 
Рассмотрим события в системе Оху, 
где лиса неподвижна и находится в 
начале координат О (ось Оу направ- 
лена вдоль лисьей тропы в сторону 
движения лисы). Скорость охотника 
Уда = Ив — Ил, 


в этой системе 


> 


где  ИдиИр — скорости лисы ип 
охотника н неподвижной системе от- 
счета. Пусть в некоторый момент вре- 
менн охотник находится в точке В, 
(рис. 5 6). Обозначим проекции ско- 


“) Эта интересная задача однажды под- 
робно обсуждалась в «Кванге» (1973, № 2, 
с. 49). 
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Рис. 6. А 


а) 


> 


рости И, охотника на направле- 
ния ОВ, нОу (см. рис. 5 6) через И, 
нИ,. Если ОВ, составляет с направ- 


лением Оу угол Ф, то 


И, = — | Увд | (1 -- 6054) 


И 


Уз = — | ИУвл КЕ - 6054). 


то есть ,=7, в любой момент вре- 
мени. Следовательно, н любой момент 
времени охотник равноудален от на- 
чала координат О системы коордн- 
нат Оху и некоторой прямой, парал- 
лельной оси Ох. Найдем уравнение 
этой прямой. В начальный момент 
времени охотник удален от лисы 
(т. е. от начала координат) на рас- 
стояние а, поэтому искомая прямая 
отстоит от точки В на расстоянии п 
(рис. 5 8). Таким образом, урав- 
нение этой прямой в системе коор- 
динат Оху имеет вид у=—(а—а соза} -- 
—=а {с05 “—1), прямая находится на 
расстоянии а (1—6с0$ @) от начала 
координат. Поэтому ближайшее к лн- 
се положение охотника —— это точ- 
ка С, расположенная на осн Оу на 
одинаковом расстоянии а(1—с0$ )/2 
от О нот найденной прямой: Ютш = 
=:а(1-—с0$ @)/2; оно достигается, ког- 
да охотник находится на прямой {. 


6. Грустная история зайца 


По прямой с постоянной скоростью У 
бежит зачц. В тот момент, когда 
заяц находится в точке А, волк начина- 
ет погоню из точки В с координатами 


(а; а) (рис. 6 а), двигаясь с постоян- 
ной по величине скоростью |И |= 
==й|"| (>10), направленной все 


6) 


время к зайцу. Будет ли заяц пойман, 
и если да, то когда и где *)? 
Перейдем в систему отсчета, где 
заяц неподвижен и находится в на- 
чале координат О. (Наверное, в этой 
системе отсчета зайцу очень страш- 
но — ведь он бездействует!). Пусть 
ось Оу направлена вдоль заячьей тро- 
пы в сторону движения зайца. Ско- 


рость волка в этой снстеме И’=(И— И. 
Докажем прежде всего, что заяц бу- 
дет пойман. 

Пусть точка В, есть положение 
волка в какой-то момент времени и 


пусть ОВ, составляет г осью Оу 
угол Ф (рис. 6 6). Проекция ско- 


ОВ, 


> 


рости И’ на направление 


ба УЦ т), (1) 


По условию и>>1[; значит, для 


любых Ф величина &- отрицатель- 
ов р 


7} - 
101 >1И@-— 


Поэтому волк обязательно догонит 


на, причем 


зайца за время, не большее 


—} 
(в начальный момент он находится от 
зайца на расстоянни а}. 

Найдем телерь время, за которое 
волк догонит зайца. Для этого запн- 


шем проекцию скорости М” на на- 
правление оси Оу выбранной систе- 
мы координат. Имеем (см. рис. 6 6): 


О Я Е 2 
са И вич. (2) 
Пусть (х; у) — координаты вол- 


ка в системе Оху. В момент времени Т, 


*) Решение этой задачи, использующее 
нриемы высшей математики. ириведеио в 
книге «Иабранные задачи» {М., «Мир», 1977)— 
см. задачу 154. 


когда заяц пойман, хт=уг=0. В 
начальный момент времени у= 
—=а с0$ &. Таким образом, проекция 
на ось Оу перемещения волка за вре- 
мя Т, необходимое для поимки зайца, 
равна %=а с0$ @&. Поэтому среднее 
значение проекции скорости волка 
на ось Оу за время Г 


0. = -и/Т = —а(соз@)/Т. 
бу 
Найде м теперь из (1) и (2) соотно- 
зе + иб+. м: 
шение между И Имеем 
и. = + УтЬ-п ||. 
Го): [#1 


Поскольку слагаемые |У|п и 


ы 
п] "| от времени не зависят, такое 
же соотношение справедливо и для 
средних значений  рассматр иваемых 
проекций, то есть 


Е И а 
р): т -+| |п-фп У | 


= —а(с0$@) тТ-+| у реф т] |. (3) 
С другой стороны, 


’ эх --— 


= а.Г. (3) 


Из (3) н (4) находим искомое время 
понмки: 


с05 @ ) , (5) 


Прозерим этот ответ для очевид- 
ных частных случаев. 


1°) а=0: волк бежит на- 
встречу зайцу. В этом случае 
величина относительной скорости 
движения волка равна |] (®- |, 


так что он догонит зайца за время 
=. 
Ри" 
Этот же результат получается из 
(5} при подстановке «=0. 
2°) а=ял: волк бежит за зайцем. 
При этом величина его относитель- 


ной скорости равна и е-— 1) 
(">|, и он догоняет зайца за время 
Г. =. И . 

[У —№ 
Подставляя а&=л в выражение 
(5), получаем тот же ответ. 


За время ТГ заяц пробегает рас- 


стояние 
г ап __ 60$ @ 
За == | ИТ = п — | (1 п }, 


так что волк ловит зайца в точке на 
прямой [, отстоящей от точкн А на 
этом расстоянии $.. 


Задачи 
1. На луг перпендикулярно к опуш- 
ке леса выходит прямолинейное шоссе. 
. + 


Из леса со скоростью У выезжает автобус. 
Из какой частн луга имеет смысл бежать, 
чтобы догнать автобус, если вы можете 


двигаться со скоростью И (|<? 

2. Докажите, что все четыре корабля 
А, Б, В н Г из задачи Б в любой момент 
времени находятся на одной прямой. 

3. В каждой вершине правильвого 
п-угольника находится по собаке. По 
команде все собакн одновременно иачинают 
движение, причем каждая преследует свою 
ближайшую по часовой стрелке соседку. 
Какое время проходнт до встречи собак 
и какое расстояние пробегает каждая из 


инх. если они бегут со скоростью ||? 
4. Квадратный огород окружен за- 
бором. В вершине А забора сидит собака- 
сторож. В противоположной вершине В — 
дырка, достаточная для зайцев, но слишком 
узкая для собаки. Пробравшийся в огород 
воришка-заяц, заметив собаку, бежит к 


дырке по прямой со скоростью | |; собака 


преследует его со скоростью л|У|., п>1, 
прнчем всегда бежит прямо за зайцем. 
Определите (приблизительно), ‘в какой 
части огорода заяц может чувствовать се- 
бя в безопасности. 

5. Несколько собак окружили зайца. 
Скорости собак не превышают скорости 
зайца. Все собаки зайцу видны. Может 
ли заяц вырваться из окружения. и ес- 
ли да, то как, если собаки: зри преследова- 
нин бегут так, что скорость каждой из 
инх всегда направлена к той точке, где 
в даиный момент находнтся заяц? 


Наша обложка 


Однополостный 
гиперболоид 


На первой странице об- 
ложки вы видите бумаж- 
ную модель однополостно- 
го гиперболоида. Так на 
зывается поверхность, 
даваемая в пространстве 
уравиением 

х у? г 

— Е 


У гнперболоида на облож- 
ке нараметры ан сов- 
падают (а 5). и ой яв- 
ляется телом вращения с 
осью 0: (обоснуйте это). 
Проще всего изготовить 
модель однополостного гн- 
перболоида вращения сле- 
дующим образом. Возьмем 
два колеса одниакового 
диаметра с равномерно рас- 
положенными вдоль абода 
отверстнямн. Посадим ко- 
леса на общую ось п про- 
денем п отверстия _ тоикие 


26 


резинки параллельно оси 
(см. рис. И. Есль теперь 
закрепить этн резинки в 
отверстиях. и повернуть 
верхнее колесо на угол %. 
меньший 180°, то резинки 
расположатся на поверх- 


ности однополостного ги: 
перболонда. Докажнте, что 
при повороте на угол — ре- 
зинкн расположатся вдоль 
той же поверхности. 

Из нашей резиновой 
молели видно. что на по- 
верхности гиперболоида 
имеются два семейства скре- 
щивающихся прямых ли- 
ний. Выведите это строг 
из уравнення поверхности. 

Первая московская те- 
левышка, сконструирован- 
иная архитектором  Шухо 
вым, изготовлена из таких 
«моделей» (вместо резинок 


там нспользованы стальные 
тросы) 

Однополостный гинербо- 
лоид вращения можно по- 
лучить. вращая кривую 
р 22 

в —1  покруг оси 


Рис. 


Ог. Эта криная является 
гиперболой. Шменно иоэто- 
му поверхность называется 
гиперболоидом. Однополос- 
тным он называется пото- 
чу. что есть еще н двухпо- 
лостный, получаемый вра- 
щеннем гниерболы относн - 


тельно осв Ох. Уравненне 
хз 22 

=—==! отличает 
с а ичается 


от привычного вам  урав- 
чения гиперболы ху= |. Но 
это ие должно вас сму- 
щать — отличие не является 
иринципнальным. Почему 
это действительно так. вы 
поймсте. прочитав к «Кван- 
те» № 3 за 1975 гол статью 
" гиперболе. На первой 
странице обложкн хорошо 
видны и оба семейства скре- 
щмивающихся прямых и ги- 
пербола. На четвертой стра- 
нице обложки даны неко- 
торые указания п склейке 
бумажной модели.  подоб- 
ной приведенной па первой 
странице. 


Сложный 
многогранник 


Сложный многограиинк. 
показанпый на второй стра- 
нице обложки— не что иное, 
как объединеине десяти ку 
бов с общим центром. 
Расскажем сначала о 
«родствепнике» этого много 
гранника многограннике» 
составленном из ляти кубов. 
Ои строится на основе до 
декаэдра. Оказывается. п 
додекаэдр можно ПЯТЬЮ 
различными способами вип- 
сать куб. Одни из таких ку 
бов показаи иё рисунке 1 
зеленым цветом. Ма фото- 
графин вы вндите модель 
этого многограииика. 
Семейство из 10 кубов 
тоже строится ина основе до- 
декаэдра. Берется пара пр 
тнвоположиных вершин Т, 
Г‘ (рнс. 1) п расематринают 
ся три (красных) отрезка 
А,В,. А.В, АзВз (как не- 
трудно заметить, при поно- 
Ротах около оси ОГ на 
углы. кратные 21/3. они 
переходят друг м друга} 
Через эти отрезки пров 
дятся три поиарио перпеи- 


дикулярные плоскослн, пе 
ресекающиеся точке К 
на оси ОТ (рнс. 2) и рас- 
сматриваются еще три плос- 
кости, им симметричные от- 
посвтельно центра О до 
Декаэдра. Этн шесть ило 

костей и ограничивают наш 
Куб. 


Такой куб можио пост- 
роить для каждой пары про 
тивоположных вершин до 
дэкаэдра. и так как вершин 
у него 20, как раз получит 


ся 10 кубов. Их объедиие 
не ш нэображено ина об 
гожке. 


Попробуйте на облож- 
Ке «увидеть Целиком» один 
из этих кубов Если су 
месте, вам будет легко вы- 
делять п остальные; вы за- 
метите, что ух каждого куба 
две вершины визолиро- 
ванные» (они лежат на оси. 
отправляясь от которой стро- 
ился этот куб}, з кажлая из 
шестн остальиых вершин 
имеет «соседа» (вершину 
другого куба). Эти пары 
«соседей» красиво груйпи- 
руются вокруг  десятико- 
нечных звезд, образованных 
объединением пересекаю- 
цихся ребер пяти кубов. 


Если вы зяхотите по 
сгроить модель изображен 
ного на обложке многогран 
ника, то можете восполь- 
зоваться рисупком 3: иа 
нем азана штриховкой, 
с достаточной точностью, 
выходящая наружу часть 
кажлой грани каждого ку- 
ба. Таких «шаблонов» нуж- 
но изготовить 6 штук: за- 
тем их нужно иравнльно 
скленть. исходя нз рисунка 
на обложке*). Но это ие 
просто! Красиво скленть 
Такой миогогранник суме- 
ет только трудолюбивый и 
квалифиинрованный лю- 
Снтель моделнрования 


*) Более подробло об 
этом рассказано в книге 
В. Гамаюнова «Проектиро- 


'рафия». М.. 1976. МГПИ 


им. Ленива. 
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Этот раздел ведется у нас 
нз иомера в номер с момента 
основания журнала. ИПублн- 
куемые в нем задачн не 
стандартны, но для нх реше- 
ния ие требуется знаннй, 
выходящих за рамки нынеш- 
ней школьной программы. 
Нанболее трудные задачн от- 
мечаются звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто нам 
ве предложил. Разумеется, 
не все эти задачи публнку- 
ются впервые. 

Решення задач из этого но- 
мера можно отправлять не 
позднее | марта 1979 года по 
адресу: 113035, Москва, М-35 
Б. Ордынка 21/16, редакция 
журнала «Квант». В графе 
«Кому» напишите: «Задач- 
иик «Кванта» № 11—79» 
и номера задач, решення ко- 
торых вы посылаете, напри- 
мер «М541, М5483» или 
«Ф555». Решения задач из 
разных номеров журнала илн 
по разным предметам (мате- 
матике и фнзике) присылайте 
в разных конвертах. В пнсь- 
мо вложите конверт с напн- 
саииым на нем вашим адре- 
сом (в этом конверте вы по- 
лучнте результаты проверки 
решений). 

Условие каждой оригнналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикацни (или цикла за- 
дач), присылайте в отдельном 
конверте в двух экземплярах 
вместе с вашими решениямн 
этих задач (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Кван- 
та», новая задача по физи- 
ке» или «...новая задача по 
математике» ). 

В начале каждого письма 
проснм указывать ваше имя, 
фамилню, номер школы п 
класс, в котором вы учнтесь. 
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задачник 


ибанта 


Задачи 
М541—М545; Ф553—Ф557 


М541. В компании из № человек у каждого ровно 
трое друзей. 

а) Докажите, что М№ четно. 

6) Всегда ли такую компанию можно разбить на 
№2 пар так, чтобы люди в каждой паре были друзь- 


ями? 
Д. Бернштейн 


М542. Дан прямоугольный треугольник А, А,А» 
с катетамн |А.А,|=а и |А.А,|=6. Муравей пол- 
зет по бесконечной ломаной А,А.А.А,..., где 
А„А и. — высота треугольннка А,„_А, Ая. 
а) Найдите длину его пути (из бесконечного числа 
отрезков). 

6) Постройте предельную точку [., к которой при- 
ближается муравей. На каких расстояниях от ка- 


тетов она находится? 
П. Емельянов 


М543*. Пусть 
|х— ий 
Ут+яутти 
Докажите, что для любых действительных чисел 


а, 6, с выполнено неравенство 
р (а, с} < р(а, Б-р (6,03. 


Апаге: Разаменисх (Варшава! 


р(х, у) = 


М544*. Какое наибольшее число вершин. из ко- 
торых нельзя провести ни одной днагоналн (лежа- 
щей целиком внутри многоугольника) может 
иметь невыпуклый л-угольник? Решите эту задачу 
сначала для П-4, 5, 6, 7. 

С. Бычков 


№545. На плоскости задано п точек. Нужно раз- 
местить в этих точках п прожекторов, каждый из 
которых освещает угол величины 360°/п так, что- 
бы осветить всю плоскость. Докажите, что это 
возможно прн любом расположении данных то- 
чек, если 

а} п=3; 6) п=4; в) п — любое натуральное чи- 
сло. 


Рис. 1. 


Рис. 3. 


г) Пусть теперь прожекторы освещают Углы ©, 
62, .... бл (+ а2-+ ... + =360°) и составлены 
в одну точку так, что онн освещают плоскость. 
Докажите. что можно перенести в каждую из дан- 
ных точек по одному из п прожекторов так, что 
вся пчоскость будет по-прежнему освещена. 

Г. п В. Гальперины 


Ф553. Тяжелая доска массы М лежит на двух тон- 
костенных катках раднусов ги К и равных масс т. 
Расстояние между центрами катков {. С каким 
ускорением начнет двигаться доска, еслн её от- 
пустить? Трение между всеми поверхностями тако- 
во, что проскальзывания нет. 


Ф554*. Брусок массы п, лежит на доске массы то, 

которая находится на гладкой горизонтальной по- 

верхностн. Коэффицнент трення между бруском п 
> 


доской равен р. На доску действует сила РЁ, изме- 


> 
няющаяся со временем по закону |Ё |- 61, где — 
постоянная величина. Нарисовать графики зави- 
симости ускорений бруска и доски от времени {. 


Ф555. а) Легкий жесткий стержень длины [ с гру- 
зом массы п наверху закреплен шарнирно в ниж- 
ней точке и удерживается в вертикальном поло- 
жения двумя горизонтазьными пружинамн жест- 
костн Ё,  скрепленными с его верхним концом 
(рис. 1}. В направлении, перпендикулярном к 
пружинам, стержень двигаться не может. При 
какой массе груза вертикальное положение стерж- 
ня перестанет быть устойчивым? 

6) Стальная спица длины { заделана в пол так, что 
стонт вертикально. Если к ее верхнему концу прн- 


ложнть небольшую горизонтальную силу РЁ, 
верхний конец спицы отклонится на величину 
п $1. Оценить, груз какой массы может выдержать, 
не согнувшись, спипа на своем верхнем конце, 
Различием формы, которую принимает спица под 
действием на нее горизонтальной или вертикаль- 


ной сил, пренебречь. 
Г. Коткин 


$556. Если на ледяной брусок надеть проволочную 
петлю, к которой подвешен груз (рис. 2), проволо- 
ка начинает резать лед. Это объясняется тем, что 
ри повышении давления температура плавления 
льда понижается, лед под проволокой начинает 
таять, а над проволокой — вновь смерзаться. 
Однако, если петлю сделать не из проволоки, а 
нз -капроновой нити такого же или даже меньшего 
диаметра, лед практически не режется. Почему? 


Попробуйте провести описанный опыт. 
Г. Косоуров 


Ф557. В схеме, изображенной на рисунке 3, ключК 
замыкают. Найти максимальный ток в цепи и мак- 


симальное напряженне на конденсаторе. 
П. Зубков 
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№394. Ввутри квадрата со 
стороной { расположено п? 
точек. Докажите. что су- 
щцествиет ломаная. содер- 
жащая эти точки, длина 
которой меньше а} Зп: 6) 21. 
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Решения задач 
№393, М496 М499; Ф50В -ФБИ 


Идея построения ломаной ясна из рисунка !: зы делим квад- 
рёт на п вертикальных полосок и затем обх зим все точки 
«змейкой»: первую слева полоску проходим сверху вниз. сле- 
дующую — снизу вверх и т. д. Сумма длин звеньев ломаной 
не больше сумчы длии их проекций на вертикальную и горн- 
зонтальную стороны квадрата. Сумма вертикальных проек- 
ций, как легко видеть, не превссходит п. и сумму горизон- 
тальных проекций можно оценить так. Горизонтальная про- 
екция звена. не ипересекающего граинц полосок. не превос. 
ходит !:п. а проекция звена, пересекающего Ё вертикальных 
отрезков граннц полосок, не превосходит (& -Р |) п= 

№п -г 1 п. Общее число вертикальных границ полосок 
равио п — 1, поэтому сумма всех п? — | горизонтальных 
проекций ие больше 

(п — Па - м — Ида жж т 1. 

Таких образом. для длины всей лочаной чы получаем опенку 
2 1. 


Ва 


| 


ве. оиеевиванияь ров са вдова 


Задача а) решена. а чтобы доказать 6}. надо улучшить 
оценкг на 1. 

Для этого слегка изменим нашу конструкцию. Разделим 
квадрат на п полос разной ширины (В.. #,,..., В») так, 
чтобы в каждой полосе было ровно по п точек («граничиые» 
точки можно относить и влево, и вправо). Соединим все верхние 
точки полос н все нижиие точки стрезками попеременно крас. 
ного и синего цветов (рис. 2). Мы можем выбрать начало лс- 
маной-змейки так, чтобы она прошла либо по всем синим от- 
резкам. либо по всем красным. Сумма горизоитальных прс- 
екций 2 (п — |) красных и синих отрезков ломаной вместе ие 
больше 2; если мы выберем тот цвет, для которого эта сумма 
меньше 1, то получим для суммы всех горизонтальных проек- 
ций оценку 

(п — (в, ый п: ВЫ йл) 1 л. 
Сумма вертикальных проекций, как и прежде, ие больше п. 

Итак. мы построили ломаную длины не больше 2п, — ре- 
шили 6). 

Пример «плотного» расположения точек в вершинах тре- 
угольной решетки (рис. 3; при большом л, чтобы уместить в 
квадрате 1Х 1 п? точек, нужно взять длнну стороны треуголь- 


ничка равной примерно } 21Уз [п) показывает. что кон- 
стаиту 2 в условин задачи заведомо нельзя (даже для боль- 


ших п) заменить числом. меньшим } 2Г]УЗ. 
Н. Васильев. А. Тартаковский 


мМ396. Каких  шестизнач- 
ных чисел больше: предега- 
внмых и вибе произведения 
Эвих  трехзначных чисел 
наи не аредставиных? 


мМ397 Ма стороних ВС. 
СА и АВ остроусольного 
треугольника АВС взяты 


произвольные точки Л,. В, 
С:: на отрезках АА.. ВВ, 
=" СС. как на диаметрах 
построены окружности. До- 
кажите. что гри общие хер- 
ды пар этих окрижностей 
пересекаются ш точке пере- 
сечения высот треугольни- 
ка АВС. 


№498. Даля каждого нати. 
рального п»3 укажите на- 
именеышцее & таког. что ди» 
бые п точек плоскости, ни- 
какие три из которых не 
лежат на данной прямой, 
можно разделить К прямыми. 


Трехзначных чисел (от 100 до 999) существует всего 900. Сле- 
довательно. пар [не обязательно различных) трехзначных 


99 900.901 


Поэтому шестизначных чисел. представимых п виде произ- 
ведения двух трехзначных. заведомо не больше этого колзиче- 
ства. А всего шестизначных чисел 900 000 Зиачит, больше 
половвны из них не представимы и виде произведения двух 
грехзначных. 


чисел существует всего 


Н. Васильев 


Ф 


Решение эгой задачн использует следующую хорошо ид- 
вестную теорсм у: | 

Еслыь три окружности попарно пересекаются. то три об- 
щие хорды каждой пары окружностей (или их продолжения) 
проходят через одну точку или пароалельны (рис. 4). 

Сначала мы решим задачу. и затем дадим набросок до- 
казательства теоремы. 

Построим на отрезках ЛВ. ЛАги ВВ, как на дизметрах 
окружности Од п. Од А, 1! Овв, соответственно. Общей хор- 


дой окружностей Одв #О дл, ЯВляется. очевидно. высота 


^^ ^^ 
АНА треугольника АВС (поскольку АНАВ = АНАА, — 9% ; 
рис. 5). Точно так же общей хордой окружностей Однь п 
(@ 


Рис. 4. 


Овв„ является высота ВНв треугольника. Из сформули- 


реваиной выше теоремы следуст. что общая хорда окружностей 
О дд, И Овв, проходит через точку пересечения высот АНА 


н ВНв треугольника АВС. 

Анадогичио доказывается, что общие хорды дзух других 
пар окружностей: Од А, И Осс.. Осс, 1 Овв. прохо- 
дят через точку пересечения высот треугольника АВС. Зада- 
ча решена. 

Осталось доказать теорему. 

Построим на данных окружностях (лежащих в горизон- 
тальной плоскости) три сферы с центрами н плоскости окруж- 
ностей и посмотрим на них сверху. Мы увидим три окружности, 
по которым пересекаются сферы (их проекции на горизон- 
тальную илоскость — наши трн хорды). и точку их пересс- 
чения (ее проекция — иужная точка пересечения хорд). 

. Сутенможер 


Ф 


Многие из приславших нам решение этой задачи вспоминли 

такой Факт (его метрудно доказать с помощью индукции): 
ЕЕ 

(Е НИ и 


& прямых разбивают плоскость не более, чем на 5 
прямых общего положения будет роино 


частей (для Ё 


(ЕП 
У. 
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{Прямые разделяют Эан- 
ные точки. ссля дая любых 
Эзух из этих точек найдет- 
ся прямая. от которой они 
зежат по разные стороны. ) 


Рис. 6. 


№499. Назовем число уравб- 
новешенным, если в его де- 
сятичной записи некоторое 
начало совпадает с некото- 
рым концом (например. чис- 
ла 1971, 19219 уравновеше- 
ны, п число 1415145 — нет). 
Докажите, что существует 
число. которое после при- 
писывания к нему справа 
дюбой из десятая цифр ста- 
новится уравновешенным. 


зо 21202 122 
100 — 21202127. 

2120212- 
Рис. 7. 


Отсюда следует, что @ прямых не могут разделить более чем 


КИ 
— 2 +1 п тожк. Другими словами. даже при самом 
удачном расположении п точек.  иужно не менее = 


—(]/81 —7—1) 2= Уп прямых. чтобы их разделить. 
Поэтому можно ожидать, что прн любом располо- 

жении пточек их можно разделить С|/й прямыми. где с — 

некоторая постоянная. Но, оказывается, это вовсе не так. 


п 
Докажем, что наименьшее значение & равно к то 


есть А = п/2 при п четиом и & = (п-+ 1):2 при и нечетном. 

Сначала построим пример. показывающий, что меньшим 
числом прямых обойтись нельзя. Расположим п точек на ок- 
ружиости (или на границе любой выпуклой фнгуры). Если № 
прямых разделяют эти м точек. то они делят окруж- 
ность по крайней мере на п дуг. то есть пересекают ее не ме- 
нее чем в я точках. Но каждая прямая пересекает окружность 
не более чем в двух точках. поэтому 2422 п, то есть Ё2> п/2. 

Докажем теперь. что для любых и точек можно постро- 
ить снстему не более чем из (п -| 1):2 разделяющих нх пря- 
мых. Ясно. что можно провести одиу прямую [%х так. чтобы ко- 
личество точек по одну и другую сторону от нее было одниа- 
ковым (илк отлнчалось на единицу). Покажем. как провести 
еще не более (п — 1)/2 прямых, чтобы разделить все точкя. 

Возьмем нанмеиыший выпуклый многоугольник, содер- 
жащий паши я точек, н рассмотрим отрезок А ‚В его граинцы. 
пересекающий прямую {о (рис. 6). Проведем параллельно 
В, прямую {, отделяющую точки А\, Ву; от остальных 
пн — 2 точек (пруг от друга точки А: н В, отделены прямой 
{с). Ту же процедуру применим к оставшимся п — 2 точкам — 
возьмем наименьший выпуклый миогоугольиик. содержащий 
эти п — 2 точки, п вновь рассмотрим отрезок АзВз его. гра- 
инцы, пересекающий {[5. Проведя прямую [,|| [А 2В2|, от- 
делнм точки А», В» от остальных точек. Затем отделим от 
остальных еще две точки Аз, Вз прямой 1, || [АзВз] (1АзВь| 
пересекает {‹) ит. д.. до тех пор, пока ие останутся две (в слу- 
чае четного и) или одна (в случае нечетного п) точки. Ясио. 
что вместе с прямой {о построеиные прямые (,, {». [..... уже 
разделяют все п точек. Число прямых [.Ё== 1.2,3..... равио 


п—2 : | 
—-— еслип ым 
2, если п четио 5 


‚если я нечетио. то есть это 


п | 
чнело не превосходит —5 


так что для разделения всех то- 


п} 
чек требуется ие более чем = — 


прямых. 
Н. Васильев 
Ф 
Возьмем число аз = 0; прнпишем к нему слева и справа по 
единице — получим число п, = 101. К каждой цифре числа 


101 справа припншем цифру 2, после чего к числу 120212 ари- 
пишем двойку слева; получим число аз > 2120212. С этим чис- 
лом проделаем ту же операцию. нриписывая к каждой его 
цифре тройку справа п затем тройку в начало; получим чис- 
ло аз = 323132303231323. Продолжая указаниым способом 
последовательно приписывать цифры 4.5...., 9. получим в 
результате число а, = 9897989 ... 909 ... 9897989, состоя- 
щее из 219—1== 1023 цифр. которое и является искомым. 

В самом деле. иетрудно (нидукцией по &} доказать, что 
число ак (# == 0, 1, 2..... 9) обладает тем свойством, что после 
прнписывання к нему справа любой из цифр 0.1,..., Ё ие- 
которое его начало совпадает с коицом: а именно, если при- 
писать к нему цифру т = #, то первые 2*—Т цифр — такие же. 
как последние 2&—” цифр (рис. 7). 

Наша конструкция позволяет построить «слово», становя- 
щееся уравновешенным после прнписывани я любой буквы. 
для алфавита нз пронзвольного количества № букв (в исход- 
ной задаче алфавит состоит из 10 «букв» {0.1...., 9}). 


Г. Гуревич 


$508. Период обращения 
Меркурия вокруг Солнца 
составляет 88 земных су- 
ток, @ вокруг своей оси — 
59 земных суток. Какова 
продолжительность дня п 
ночи на Меркурии? 


Ф509. В океане имеется те- 
чение, захватывающее лишь 
верхний слой воды. По те- 
чению плывет плот со зву- 
коулавливающей аппарату- 
рой. На дне, впереди по 
течению, расположен  не- 
подвижный источник звуко. 
Наблюдатель на плоту об- 
наружил, что звук дости- 
гает плота в направлении, 
составляющем угол В г 
вертикалью. Какой угол 
с вертикалью составляет 
истинное направление на 


источник звука? Скорость 
— 
течения м, скорость звука 


ня воде и. Толщина движу- 
щегося слоя много меньше 


глубины океана. 


Рис. 8. 


Обозначим продолжительиость суток иа Меркурии через х 
(земных суток). За одни земные сутки Меркурий повернется 


36 
вокруг своей оси на угол —во^ и сместится по своей орбите 


р р 360 р 360" 360^ 
{в ту же сторону) на угол 88 - Разность 59 —^ 88 


представляет собой угол. на который Меркурий в течение од- 
них земных суток повернется по отношению к Солнцу: 


360° 360° ыы 360: 
59 — 88 — х 
Отсюда 
х < 179 


— сутки иа Меркурии приблизнтельно равны двум мерку- 
рнанским годам. 
Следовательно. меркурианские деиь и ночь приблизн- 
тельно равны по продолжительностн его году. 
Е. Левитан 


Ф 


На границе АВ движущегося слоя звук каким-то образом нз- 
меняет свое направление — преломляется (рис. 8). Звук до- 
стигает плота Р под углом В. равиым углу преломления. По- 
о слой тонкий, можно прннять ннтересующий нас угол 


СР$ равным углу падения &. Таким образом, задача сводится 
к выводу закона преломления звуковой волиы на границе ие- 

подвижной и движущейся сред. 
`Пусть СО — направление распростраиения звука в ие- 
подвижной среде и КО — положение волиовой поверхности 
(волнового фронта) в некоторый момеит ! (рис. 9). Слустя 
и ток времени А? волновой фроит займет положение 
“О’. Подобным же образом обозначим через ОР направление 
распространения звука в верхием слое воды (с точки зре- 
ния наблюдателя на плоту), а через О 
п 0’Ё’ — положения фронта волны в моменты Ёи Ё-- 41. 
За время АЕ фронт волны КО перемещается на расстояние 


МО’ | = ПА! (МО’: КО). а точка пересечения фронта с 
поверхностью раздела сред перемещается на расстояние [00' |= 


= 19 14 диалогично. перемещение точки пересечения вол- 


та 
нового фронта ОЁ с граннцей раздела отиосительно 
> 
наблюдателя на плоту равно | Е | 4 н отлича- 
п 


= 
ется от [00’| иа величину смешения слоя [м| АЕ 


Рае Рае || м 
та тр 
Отсюда 
ул В 
УНП @ = 


1— [| зп ВТ | 


Это н есть искомый закон преломления звуковой волны 
на границе иеподвижной н движущейся сред. Заметнм. что 
даже при скользящем падении волиы (@ —=л;2. эта — |) 
угол преломлення ие превосходит значения * 


| 
ви | 


Оказывается. тот же закон преломления справедлив и 
тогда, когда плот уже проплыл над нсточником звука. Правда. 
в этом случае угол преломления В больше угла падения @., 
следовательно. преломление возможно лишь прн углах па- 


В->агсут 


Ф510. На резиновый шар 
натянута прочная резино- 
вая сетка, нити которой 
идит по меридианам шара. 
Какую форми примет шар. 
если повысить в нем дав- 
денис? 


Рнс. 10. 


Рис. 11. 


Ф5 И. 


Пластины плоского 
конденсатора площадью $ 


образуют малый цгоя а 
(««1!) друг = другом. 
Среднее расстояние между 
пластинами равно Ь. На- 
рисовать примерную карги- 
ни силовых линий электро- 
гтатического поля конден- 
сатора п найта емкость кон- 
Эенсатора. 


дения 
о<Зарр = агсзт ее аваее. й 
[И 


При больших углах происходит полисе отражение звука от 
движущегося слоя. 
Г. Коткин 


Ф® 


Рассмотрим одиу нз нитей п выберем на ней малый участок 
дянны [(рис. 10). Обозначим силу натяжения нити через Т. 
Равнодействующая `бсил натяжения, действующих на выбран. 


С = а 
ный участок, равна по абсолютной величине 2| 7] $ —5`° 
При и К (В — раднус 


г «Г. поэтому можно считать, что 


кривизны нити в данном месте) 


Ре, 


Так как выделенный участок ннти находится в равнове- 
сии. сумма всех действующих на него сил равиа нулю. Это 
означает, что со стороны шара на нить действует сила 

— => 


Е = —0. 
По третьему закону Ньютона на шар со стороны инти действу- 
ет сила 
—> > — 
—Р= —СО = 6. 
направленная к центру шара. 

Через любую параллель шара проходит одно и то же число 
нитей №. Длина параллели радиуса г = К с0$$ (ф — угол. 
образованный радиусом шара, проведенным к параллели. с 
плоскостью экватора) равна 2лг = 2лА с0$ Ф. Следователь- 
но, через участок оболочки шара площадью {Х { проходит 
число нитей 


№ 
п == ЭР 6051 | 


Тогда давление, оказываемое на оболочку, равно 


1 МЕ. 
=" 2101605 Ф 


Если бы оболочка шара осталась сферической, давление 
с увеличением угла ф возрастало бы. На самом деле согласно 
закону Паскаля давление везде должно быть одиим и тем же. 
Значит. оболочка шара — не сферическая. Она шире по эк- 
ватсру, чем по вертикальному диаметру; радиус кривизны 
меридиаиа уменьшается к экватору н увеличивается к полю- 
су так. что А? с0$ ф = соп$. 

Форма оболочки напоминает собой тыкву (рис. 11). Может 
быть, форма тыквы как раз и объясняется наличнем «подкреп- 
ляющих нитей». идущих по ее мериднанам? 


Ф 


Примерная картина силовых лнаий электростатического поля 
данного конденсатора показана на рисунке 12. 

Все силовые линии — это дуги концентрических окруж- 
ностей с центром в точке О. Действительно. силовые линии 
всегда перпендикуляриы к поверхности проводника, значит, 
они перпендикулярны к пластинам конденсатора. Из сообра- 
жений снмметрин очевилно. что они перпендикулярны и к 
биссектрисе угла. образованного пластинами. Если бы на 
месте биссектрисы оказалась тонкая металлическая пластина, 
картина силовых ляний никак бы ие нзменилась. Рассуждая 
аналогично. мы придем и выводу. что силовые линин должны 


Рис. 


12, 


быть перпендикулярны к любому лучу, выходящему из точ- 
ки Он находящемуся внутри угла ©. Это н означает, что си- 
ловые линии представляют собой дуги концентрнческих ок- 
ружностей. 

Густота силовых линий не везде одна и та же, она умень- 
шается вдоль оси Х. Это объяснить нетрудно. Как известно. 
густота снловых лнний пропорциональна напряженности элек- 
трического поля. Найдем, как изменяется напряжениость по 
мере увеличения коордииаты х (начало координат находится в 
точке В). Работа по перемещению единичного заряда с одной 
пластины конденсатора на другую вдоль любой силовой 
лннии должна быть одной п той же (эта работа равна раз- 
ности потенциалов между пластинами). Следовательно, чем 
длиннее снловая линня, тем меньше напряженность {снла. 
действующая на единичный заряд}. С учетом малости угла © 
получим 


> 
где Ео — напряженность на силовой линии АВ (там. где 


расстояние между пластинами конденсатора равно 5. Ё— 
напряженность на соседней силовой линин, отстоящей от 
АВ нах, инф -- х — длины соответствующих силовых линнй. 
Так же изменяется п густота снловых линий. 

Теперь найдем емкость С конденсатора. По определению 


9 
С=т, 


где 9 — заряд и И — напряжение конденсатора. И можно 
> 
выразить через | Е |: 


>> 
и=ГЬЬ 
Осталось выразить $. 


Вблизи пластины электрическое поле аналогично полю 
злоскости; следовательно. его напряженность 


где 0 — новерхностная плотность заряда, ео — электрическая 
постоянная. Отсюда 
[№3 
2е | о [Ь. 
$ -- ах 
Обозначим через { «глубину» пластины и выделим на пластине 
узкую полоску шириной Ах. Ее заряд равеи 
> 
2 | Е | , 
ах ` 
Чтобы пайтн весь заряд пластины, надо просуммировать за- 
ряды всех элементарных полосок и перейти к пределу при 
Ах —0. В результате получим 


а = 2е, | | = 
А = 91Ах = 


а > 
г ах 2 | Е. [ о в-оа 
И о 
—в 
Тогда окончательно 


9 2 В -- ма 
== Роя 


И. Слободецкий 


По страницам школьных учебников 


В. Вовилов 


Сечения 
многогранников 


В этой статье разбираются [0 задач о сече- 
ниях, взятые в основном из учебиихов «Гео- 
метрия 9» и «Геометрия 10». Первоочеред- 
ная цель — систематизнровать приемы по- 
строення сечений мвогогранинков. Здесь по- 
добраны прнемы и задачи, в основе которых — 
построенне пересечений и параллельное про- 
ектнрозание. К приемам, связанным с пер- 
пеидикулярностью, мы вернемся в другой 
статье. 


1. Постановка задачи 


Доказывая теоремы, решая стерео- 
метрические задачи, мы используем 
чертежи, то есть изображения на 
плоскости фигур, расположенных в 
пространстве. 

«В стереометрии изображеннем фн- 
гуры (оригинала) будем называть яю- 
бую фигуру, подобную параллельной 
проекции данной фигуры на некото- 
рую плоскость» (1Х, 6 13) *). 

Таким образом, для построения 
изображений нужно учитывать свой- 
ства параллельной проекции. В част- 
ности (рис. 1), 

1" Точка изображается точкой: 

2 прямая линия изображается 
прямой линией; 

3° параллельные прямые изибра- 
жаются параллельными прямыми: 

4° если точка М лежит на отрезке 
[4; В, то изображение точки М 
лежит на изображении отрезка | А; В] 
и делит изображение отрезка в том 


*) Ссылка *1Х, $ 13» отсылает к 6 13. 
«Геометрни 9»: «Х, 73. 84» означает упраж- 
нення 73 и 84 нз учебника «Геометрия 10». 
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же отношении, в каком точка М 
делит отрезок [А; В]. 

В свойствах 2°-—4° предполагает- 
ся, что направление проектирования 
не совпадает с направлениями про- 
ектируемых прямых и отрезков. 

Отметим, что при параллельной 
проекини, вообще говоря, не сохра- 
няются длины отрезков и величины 
углов. 

Из этих свойств вытекает, напри- 
мер, что параллелограмм всегда *) изо- 
бражается — параллелограммом, но 
квадрат (ромб, прямоугольник) не 
обязан изображаться квадратом 
(ромбом, прямоугольником). Далее, 
медисна изображается медианой, но 
биссектриса (высота} не обязана изо- 
бражаться биссектрисой (высотой). 
Центр тяжести изображается цент- 
ром тяжести, но ортоцентр (точка 
пересечения высот) не изображается, 
как правило. ортоцентром- 

Наша основная задача будег со- 
стоять в построенин сечения много- 
гранника плоскостью, т. е. в построе- 


*) Мы предполагаем, что направление 
проектировання не параллельно плоскости 
параллелограмма. 


Направление 
проектирования 


АУ 2 


Плоскость чертежа 
г 27а 


Рис. 1. 


нии пересечения этих двух множеств. 
При этом, как правило, изображение 
многогранника будет считаться за- 
данным, а плоскость сечения будет 
дана тремя точкамн (иногда — прямой 
и точкой) на нзображенни. Пользо- 
ваться можно, как обычно при гео- 
метрических построениях, только лн- 
нейкой и циркулем. Задача считается 
решенной, если иайдены все отрезки, 
по которым плоскость сечения пере- 
секает грани многогранника. 

Итак, пусть нам дано изображение 
некоторых фигур (плоскости, прямой, 
многогранника). Требуется на нем 
найти изображение некоторого гео- 
метрического объекта (точки, отрез- 
ка, многоугольника), связанного с 
исходными фигурами определенным 
образом. 

На чертежах. при наших построе- 
ниях, синий цвет будет соответство- 
вать секущей плоскости, а красный — 
той плоскости, в которой ищется линня 
пересечения. 


2. Вспомогательные задачи 


Прежде чем перейти к основной за- 
даче, рассмотрим несколько вспомо- 
гательных приемов для определения 
пересечений прямых и 


плоскостей. 


|. Пересечение двух пересекающих- 
ся прямых найти легко: точка, в 
которой они пересекаются на черте- 
же, и есть изображение их точки пе- 
ресечения в пространстве. Но -— осто- 
рожно! Это верно лишь в предполо- 
жении, что прямые на самом 
деле пересекаются. (А пря- 
мые в пространстве, «как правило», 
скрещиваются !). Не владайте в ошиб- 
ку (рнс. 2). 

2. Пересечение прямой АВ и пло- 
скости & найти не сложно, если 
известны параллельные проекцин А,, 
В, точек А, В нас (рис. 3). Построе- 
ние ясно из чертежа. 

3. Пересечение прямой АВ и пло- 
скости а легко найти н в том случае, 
когда даны точки пересечения А‚, В, 
с плоскостью © двух пересе- 
кающихся прямых, проходящих 
через точки А, В соответственно 
(рис. 4). 

4. Пересечение двух плоскостей с 
и (АВС) находится просто, если даны 
параллельные проекции А|, В,, С, 
точек А, В. С на х. Проследите за 
этим построеннем — самостоятельно 
(рис. 5). 

Можно указать еще много раз- 
личных ситуаций, когда удается по- 
строить пересечение двух заданных 
плоскостей (АВС) п «. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 
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Рис. 5. 


Рис. 8. 


Мы ограничимся двумя случаями, 
которые читатель разберет самостоя- 
тельно по рисункам 6 и 7. 


3. Построение сечения по трем задан- 
ным точкам 


Здесь систематически применяются 
приемы, описанные в предыдущем 
разделе. Читатель должен самостоя- 
тельно прослеживать за ними по 
мультниликационным сериям рисун- 
КСВ. 

5. Сечение параллелепипеда плис- 
костью, заданной тремя точками 
А, В, С (Х, 75, 955, 96. 145, 147) 
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выполнено на рисунках 8, а—е. Здесь 
надо построить проекции А.. В,, С, 
точек А, В. С параллельно боковым 
ребрам {рис. 8. 6}, применить задачу 
2 для построения Х, (рис. 8, в) п 
найти Х.,; затем, взяв новое направ- 
ление проектирования (рис. 8, г), 
найти точку Х, (снова задача 2) 
и применить задачу | для нахожде- 
ния точек Хун Х, (рис. 8, 9). 

6. Сечение треугольной пирамиды 
плоскостью АВС показано на рнсун- 
ках 9, а—9 (Х. 133. 135). Здесь 
лважлы применяется задача 3. 

7. Сечение треугольной — призмы 
плоскостью АВС показано на рис. 10, 


Рис. 11. 


а—г. Здесь применяются задача 2 п 
задача 1. 


4. Параллельные прямые и плоскости 


Кроме ранее изучепных приемов, 
часто применяются две теоремы о 
параллельных плоскостях: (1) сече- 
ние двух параляельных — пяоскостей 
третьей плоскостью есть пара па- 
раллельных прямых: (П) пересечение 
двух плоскостей, параллельных прямой 
[, есть прямая. параллельная [. 
8. Построение сечения треуголь- 
ной пирамиды плоскостью, проходящей 


через заданные точки С. Р. параллель- 
но ребру АВ приводится на рисун- 
ках 1, а—в ({Х, 53, 54, 95). Здесь точ- 
ки Х., Хз получены как пересечение 
прямой. проходящей через Х, па- 
раллельно АВ, с соответствующими 
гранями (см. теорему И). Рекомен- 
дуем читателю решить задачу для 
случая, когда точки Х., Хз лежат не 
на ребрах, и на их продолжениях. 

9. Сечение тетраэдра плоскостью 
х, проходящей через точку М на вы- 
соте АА,. параллельно грани АСР, 
показано на рисунках 12, а-г (Х. 
93. 94, 146; Х. 312). Здесь дважды 
применяется теорема 1: © | (АСБ)> 
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Рис. 13. 

=>(Х.Х,) | (АВ) и &«И(АСБ)= 
>(Хз Ху || (СВ). 

10. Сечение тетраэдра АВСР плос- 
костью ©. проходящей через точку М 
параллельно скрещивающимся ребром 
АР и ВС (1Х; 132, 160), показано на 
рисунке 13, а—6в. Здесь дважды прн- 
меняется теорема П: «| (АБ) и 
(АА,О) | АР»(МХ ‚) | (АБ). в за- 
тем < || (ВС) и (ВСО) || (ВС)>(Х.Хи| 
| (ВС). 


5. Более трудные задачи 


||. Докажите, что данный отрезок, 
не параллельный данной плоскости, 
можно параллельно спроектировать 
на отрезок любой длины на данной 
плоскостн. 

12. На какой по величине угол 
на данной плоскости можно парал- 
лельно спроектировать данный угол? 

13. Докажите. что если для трех 
не лежащих на одной ирямой точек 
плоской фигуры известны их изобра- 
ження, то изображения всех точек 
этой фигуры вполне определены. 

14. Докажите, что изображением 
данного треугольника может слу- 
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жить любой треугольник *). 
15. Докажите, что изображением 


четырехугольника может служить 
любой четырехугольник, у которого 
диагонали делятся точкой пересече- 
ния в тех же отношениях, как п у 
исходного. 

16. Докажите, что изображением 
тетраэдра может служить любой че- 
тырехугольник с проведенными диаго- 
налями. 

17. Меньший куб поставлен на 
больший куб так, что они имеют 
общую вершину и нх грани парал- 
лельны. Построить сечение получен- 
ной фигуры плоскостью, заданной 
тремя точками, из которых 

— все три лежат на трех скрещи- 
вающихся ребрах меньшего куба: 

— все три лежат внутри трех раз- 
личных граней болынего куба: 

— одна точка лежит на верхнем 
основании маленького куба, а две 
другие на различных ребрах бэль- 
шего куба. 


*) Напомним. что размеры изображения 
роли не играют (см. п. 1), поэтому «любой 
треугольник» означает «любой треугольннк 
с точностью до подобия». 
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Задачи 


1. Расставьте числа 1, 2, ..., 9 
в кружочки (см. рисунок) так, чтобы 
сумма чисел по внутреннему тре- 
угольнику равнялась квадрату одно- 


го из этих чисел, сумма чисел по’ 


окружности — кубу того же числа. 
в сумма чисел по внешнему треуголь- 
нику — сумме квадрата и куба этого 
числа. 


2. Был очень жаркий день, и че- 
тыре супружеские пары выпили 49 бу- 
тылок соса-сфа. Анна выпила 2 бутыл- 
ки, Бетти — 3, Сессиль — 4, До- 
ротти —5. Мистер Адамс выпил столь- 
ко же, сколько ни его жена. мистер 
Браун — вдвое, Вильсон — втрое, 
Грин — вчетверо больше своих жен. 
Назовите фамилню каждой из четы- 
рех дам. 


3. В одном племени приняты жен- 
ские имена, составленные лишь из 
дву» букв — Аи В. Сочетания ААА н 
ВВ сами по себе что-то означают, но 
из состава более длинных слов их 
можно без ущерба вычеркивать (или 
внисывать}. Сочетание ААВ в послед- 
нее время заменили на более культур- 
ное сочетание ВА, так что теперь они 
равнозначны. Можно ли верить вож- 
дю племени, который говорнт, что 
у него шесть дочерей и всех их зо- 
вут по-разному? 


4. Решите уравнение. изображен- 
ное на рисунке (букве А соответст- 


вует одна цифра, букве ЯН — другая}. | 


ДЛЯ МЛадШих ЩКОлЬНиков 


А. Савин 


Кое-что 
о выпуклости ` 


Изучая геометрию в школе, вы 
встречаетесь с разными плоскими и 
пространственными фигурами. Так, 
вы уже знаете, что такое треуголь- 
ник, квадрат, окружность. куб, нпи- 
рамида, шар, конус, цилиндр. Конеч- 
но, этот перечень далеко не исчерпы- 
вает всего разнообразия форм, су- 
ществующих в природе. Огромное ко- 
лнчество замысловатых и причудли- 
вых форм способно создать и челове- 
ческое воображение. Естественно, что 
лишь немногне из этих форм имеют 


названия. Да и нужно ли весе их 
назвать? 
Когла садовод сокрушается: 


«Проклятые итицы склевали у меня 
все вишни !» — ему безразлично, ка- 
кие именно птицы это сделали — 
воробьи, дрозды или попугаи. Он 
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говорнт о существах, которые летают, 
садятся на ветки деревьев и не прочь 


полакомиться сочными — вишнями. 
Знаете ли вы, что существует 8616 
различных видов птин? Можно лн 
запомнить все их названия? Конечно, 
нет. Зоологи разделили всех итиц 
на 40 отрядов: голубн, чайки, во- 
робьиные и т. д., объединив в один 
отряд птиц, обладающих похожими 
свойствами. И если вы будете знать 
эги сорок отрядов, а также два-три 
десятка названий птиц, обитающих в 
вашей местности, то знакомство с 
птицами можно уже считать состояв- 
шимся. 

Так и в геометрии: вы знакоми- 
тесь с наиболее часто встречающимися 
фнгурами. А можно ли выделить ка- 
кие-нибудь интересные — совокупно- 
сти — «отряды» фигур? Да, и это одна 
из целей геометрин. Свойство, кото- 
рое объединяет фигуры в тот «отряд», 
о котором мы хотим рассказать, на- 
зывается выпуклостью. 

Слово выпуклый не является для 
вас новым. Однако попробуйте дать 
этому понятию четкое определение и 
вы увидите, что это сделать не так 
уж иросто. Посмотрим, как это по- 


нятие определяется в «Словаре рус- 
ского языка» С. И. Ожегова. Чнтаем: 
«Выпуклый -— имеющий — дугообраз- 
ную поверхность, обращенную нару- 
жу». А что значит дугообразную? Чи- 
таем: «Дугообразный — имеющий фор- 
му дуги». Что же такое дуга? -— «Ду- 
га — часть окружности, круга, или 
другой кривой линии». Тут уже наше 
терпение лопается: во-первых, кри- 
вые лннии могут быть самыми раз- 
нообразными, а во-вторых, круг — 
не линия. Исходя из этого определе- 
ния выпуклости, можно ли что-нибудь 
утверждать о выпуклости (илн невы- 
пуклости), например, куба? По-мое- 
му, нельзя. Так что такое ‹определе- 
ние» никак не может устроить мате- 
матика. 


В математике понятие выпуклый 
нмеет четко определенный смысл. 
Множество точек называется выпук- 
дым, если вместе с любыми двумя сего 
точками А, В этому множеству при- 
надлежит и весь отрезок ТАВ]. 


Теперь довольно очевидно, что 
куб — выпуклое тело. А вот фигура 
на рисунке | не выпукла. Нетрудно 
понять, что любой треугольник яв- 
ляется выпуклой фигурой. А четы- 
рехугольники могут быть как вы- 
нуклыми, так и невыпуклыми (рис. 2). 


Ну. а можно ли про выпуклые 
множества что-нибудь доказать? 
Можно. Например, докажите (это сов- 
сем просто}, что пересечение двух 
нлн нескольких выпуклых множеств 
снова является выпуклым множест- 
вом (пустое множество также будем 
считать выпуклым). Более трудно до- 
казать такое утверждение: через лю- 
бую точку границы выпуклой фигуры 
на плоскости можно провести прямую 
так, чтобы вся фигура лежала по одну 
сторону от этой прямой. Такая пря- 
мая изображена на рисунке 3: она 
называется опорной прямой. Если 
граничная точка является «угловой», 
как на рисунке 4. через нее можно 
провести несколько опорных иря- 
мых. Докажите самостоятельно, что 
если некоторая плоская фигура имеет 
опорную прямую в каждой гранич- 
ной точке, то эта фигура является 
выпуклой. Таким образом. сформули- 
рованное утверждение можно принять 
за определение выпуклой фигуры. 


Рис. 


5. и ! 
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Думаю, что наличие опорных пря- 
мых у плоских выпуклых фигур (ана- 
логично — опорных плоскостей у вы- 
пуклых тел), хотя и является очень 
важным свойством, вряд ли кого уди- 
вит: оно довольно очевидно. Следую- 
щий факт гораздо более удивителен. 


Теорема. Если на плоскости 
задано несколько выпуклых фигур, 
каждые три из которых имеют общую 
точку, то найдется точка, приноад- 
лежащая одновременно всем этим фи- 
гурам. 

Требование выпуклости фигур су- 
щественно. Действительно, взгляни- 
те на рисунок 5: из четырех фигур, 
изображенных на ней, невыпукла 
лишь одна; однако, хотя у любых 


трех фигур есть общая точка, точки, 


принадлежащей одновременно всем 
четырем фигурам, нет. 

А если на плоскости задано не- 
сколько выпуклых фигур, таких что 
любые две из них имеют общую точку? 
Обязательно ли найдется точка, общая 

ля всех этих фигур? Покажите само- 
стоятельно, что такой точки может 
н не быть. 

Вы обратили внимание, что мы 
все время подчеркивали то. что рас- 
сматриваемые фигуры ‚— плоские? 
И это неспроста, потому что сущест- 
вуют четыре выпуклых тела в про- 
странстве, каждые три из которых 
имеют общую точку, но нет точки, об- 
щей всем четырем телам, например, че- 
тыре грани треугольной пирамиды, 
изображенной на рисунке 6. Значит, в 


пространстве подобная теорема уже 
неимеет места? Оказывается, чтобы 
она осталась верной и в простран- 
стве, ее достаточно лишь немного 
«подправить». А именно: 

Теорема’. Если в простран- 
стве задано несколько выпуклых тел, 
каждые четыре из которых имеют 
общую точку, то найдется точка, 
принадлежащая одновременно всем 
этим телам. 

Теорема, о которой мы только 
что рассказали, была открыта не так 
давно -— в начале 20-х годов нашего 
столетия австрийским математиком 
Э. Хелли и носит его имя (Хелли 
сформулировал ее для выпуклых тел, 
расположенных в л-мерном  про- 
странстве). Теорему Хелли можно 
рассмотреть и для выпуклых мно- 
жеств, лежащих на прямой (на прямой 
выпуклыми множествами являются 
отдельные отрезки, лучн, а также 
вся прямая и пустое множество). 
На прямой теорема Хелли звучит 
так: 

Теорема”. Если на прямой 
задано несколько выпуклых множеств, 
каждые два из которых имеют об- 
щую точку, то найдется точка, при- 
надлежащая одновременно всем этим 
множествам. 

Попробуйте доказать эту теорему 
самостоятельно. 

Если вас заинтересовали выпук- 
лые фигуры, прочтнте книгу 
И. М. Яглома и В.Г. Боя- 
тянского, которая так и назы- 
вается: «Выпуклые фигуры». 


Задачи 
наших читателей 


1. Батарейка и лам- 
почка карманного фонаря 
вместе < соединительными 
проводами образуют цепь, 
Длнна проводов в цепи 
(от «+» ДО «—» батареи) 
{ —=1!0 м. Провод медный, 
его поперечное сечение 
$=[ мм?. В цепи идет 
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ток /=0.15 А, на который 
рассчитана лампочка. За 
какое время под действием 
электрнческого поля элект- 
рон доберется от «—» до 
«-» батареи? (Считать, что 
число свободных  электро- 
нов в медном проводе рав- 
но числу атомов медн.) 
А. Дозоров 
{Г. Ярославль} 


2. Лист бумаги, имею- 


щий форму флажка, раз- 
режьте на четыре частн так, 


чтобы из них можно было 
склеить выкройку куба. 

Я. Темралиев 

(Астраханская обл.) 


Практмкум абмтурмента 


(о 


И. Габовия 


Векторы 
помогают 
на экзамене 


В этой статье приведены четыре важных век- 
торных соотношения и показано на примере 
материалов вступнтельных экзаменов 1977— 
1978 гг., как их применять пря решеини кон- 
курсных задач. 


Госновное соотноше- 
ние. -В треугольнике АВС на сто- 
роне АС взята точка О так, что 


АБР1: ОС] = т: яп. Тогда 
— п — т — 
ВИВАТ рые"). (1) 


Доказательство. Имеем 
(рне. | 
> —> -—-+ 

АС = ВС- ВА, 


т 


— т = т —* т 
АР’ ит АС = пта ВС па, 


т — 


ВБ = ВА+ АБ= ВА+ а Вб— 


ть п т = 
— пм ВА = ия ВА+ тп ВС. 


Задача 1 (МГУ, эконом. фак., 
1978). В треугольнике КЁЛМ на сто- 
роне КГ. взята точка А так, что 
|КА|:| АЁ|= 1:3; на стороне ЁМ 
взята точка В так, что 
12В1:|ВМ]=4:1. Пусть С — точка 
пересечения прямых КВ и МА. Из- 
вестно, что площадь треугольника 
КЕС равна 2. Найти площадь тре- 
Угольника КЁМ. 


*) В несколько нном виде эта формула 
рассматривалась в статье С. Овчии- 
ннкова («Квант», 1978, №3. с. 48). 
См. также статью В. Болтянского 
п «Кванте» 1978, № 10, с. 14. 


Решение. Положим З.кьв = ®. 
Тогда (рис. 2), очевидно, Злким = 
— 


= 5. Введем векторы КЁ и КМ. 


На основании (1) имеем 


КВ=- КЕ+--КМ. 


Пусть К = хКВ, гле < х<\. 
Тогда 


Кб-= ККМ. (2) 
Пусть | АС1:|СМ|]=т:л. Тогда 


из треугольника АКМ по той же 
формуле (1) имеем 
— п —> т =» 
КС = ЕраАЯ аи => 
п ПИ т т о 
5 ты и Е я и (3) 


В силу единственности разложе- 
ния вектора по двум неколлинеар- 
ным векторам из (2) и (3) получаем 
систему 


 —^ п 4х |: 
5 — 4(т- п) 5 
ИЛН 


Рис. 4. 


Сложив по частям уравнения пос- 
ледней системы, получаем 


8х 5 
=_= Т или х= Е 
Так как треугольники КВ и 


КГС имеют общую высоту, то 
5 54 ! 
Закис = 8 Заки = 35-5 95. 


Но, по условию, Эдкьс = 2, следо- 
вательно $ = 5лкьм = 4 

[| основное соотноше- 
нне. Если точки М и М делят от- 
резки АВ и СБ соответственно в 
равных отношениях, т. е. 


[АМ1:[МВ|--1СМ] МВ] = т: п, 
то выполняется равенство 


Е п — п — 
ММ - ия Е а вр. (4) 
(Заметим, что отрезки АВ ин СО 


произвольны; например, они могут 
лежать на скрешивающихся пря- 
мых.) 

Доказательство. Пусть О— 
точка, не принадлежащая ни отрез- 
ку АВ, ни отрезку СР (рнс. 3). 
Соединим точку О с точками А, М, 
В, С, Мир. 

—> —^ 

Рассмотрим векторы ОА, ом, ОВ, 


_ — 


ОС, ОМ и 00. 
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Имеем по формуле (1) 


МИ —ОМ—ОМ = Е 
т 


Задача 2 (МФТИ, 1977. 
Сторона основания АВСО правильной 
призмы АВСРА,В,С.О, имеет дли- 
ну 2а, боковое ребро — длину а. Рас- 
сматриваются отрезки с концами на 
диагонали АБ, грани и днагонали 
ОВ, призмы, параллельные плоскости 
ААД,В,В. 

1) Один из этих отрезков проведен 
через точку М диагонали А), такую, 
что |АМ|: АБ. | - 2:3. Найти 
его длину. 

2) Найти наименыиую длину всех 
рассматриваемых отрезков. 

Решение (рис. 4). Рассмот- 
рим плоскость, проходящую через М 
параллельно  плоскостям граней 
АВВ,А,, ОСС.О.. Первая плоскость 
пересекает, очевидно, отрезок В.О 
в точке № и делит отрезки АР, и В,0, 
соединяющие вторую и третью пло- 
скости в одинаковом отношении. (До- 
кажите это самостоятельно.) 

Значит, ВМТ: МРТ = 

АМТ: МР = 2:1. Приме- 
няя [1 основное соотношение (4), 
'юлучим 


ММ = ро + АВ, . 
Введем прямоугольный базис [ 


- - 


как показано на рисунке 4. 


— > 
ВО = 4%, 


— - 
АВ, 23а} аЁ. 
Таким образом, 


мА => (—оЕ) +- (арка) а 


откуда 


[мм = 28. 
3 


Ответим теперь на второй вопрос 
задачи. Пусть |2,М|:| МА | =р. 


Тогда 
Я 1 — р — 
ММ — бб + У АВ, = 
р. а. > 2 —^ ар > 
м а 
_ _2ар т а(р—!) #. 
р-! р! 
Ь. _ 4а?р: а? (р— 1}? м 
= (р-- 1) +1 > 
ар" РЕЙ 
(р-г 1} : 


Очевндно, | МА! | будет иметь нан- 
меньшее значение при том значении 
р, при котором его достигает функ- 
ция 

__ 59а — 2р- 1 
` р ° 


Читатель легко проверит (поль- 
зуясь производной), что это будет 


при р — -—-. Подставляя это значе- 


ние в последнее выражение для 


> 
ММ? и извлекая корень, находим 
искомое минимальное расстояние: 


а |/5 
——. 


111 основное соотноше- 
ние. Дан тетраздр АВСО и в 
плоскости его грани АВС точка М. 
Доказать, что для разложения 


БМ =аБА-- ВОВ - убС 


выполняется равенство 
ав -+у= 1"). (5) 
Решенне. Допустим, что точка 
М лежит внутри треугольника АВС 
(рис. 5). Проведем через точки Ан 
М прямую, к торая пересекает сто- 
рону ВС в точке Е. Пусть точка Е 
делит сторону ВС в отношении 


*) В несколько нном виде это соотношение 
нмеется в цитированиой статье С. Овчин- 
никова. 


Рис. 5. 


т:п, т. е. | ВЕ|:| ВС] =т:п. Тог- 
да по формуле (1) 


бы ИО" - БВ. 
ЕТ ЕЯ 9 
Пусть, далее. точка М делит от- 


резок АЁ в отношении р:4, т. е. 
| АМ1:|МЕ|]=р:9. Тогда 


а р а Я 
р ре тфнОС. 


Х туп 


— 
Итак, вектор РМ разложен по век- 


БА. ОВ н Р& 

торам РА, ОВ н ОС. Непосредствен- 
ный подсчет суммы коэффициентов 
в этом разложении дает 


И ЕЕ. У 
Р-Я °р-|ат--п 
р т 9 р 1 


рф-ат-т Р-+9'’Р-+9 

что и требовалось. Остальные случаи 
(точка М лежит вне треугольника 
АВС или на одной из его сторон) 
аналогичны н мы их опускаем. 

Задача 3 (МФТИ, 1978). 
Длина ребра правильного тетраздра 
АВСР равна а. Точка Е — середина 
ребра СБ, точка Е — середина вы- 
соты В. грани АВО. Отрезок ММ 
с концами прямых АБ и ВС пере- 
секают прямую ЕЁ и перпендикулярен 
ей. Найдем длину этого отрезка. 

Решенне. Введем векторы 


АВ. 5: Аб = с: АВ’.- а (рис. 6). 


Заметим, что [81-21 || ан 
7 


Др 


Рис. 6. 
> =” — = — 
7-Е -вЫ-. т 
как Е — середина ребра ОС, то 
я8-1(2.#). © 
Аналогично, 
—> 1/ 
АЁ == ($ +АГ) 
—- 1 = 
но АЁ =-—-@4, поэтому 
— 1 - 1 > 
Далее, 
а '- 1 = 1 = ' - 
(8) 
Пусть АМ та, ВИ Е ВС, (9) 
где о < т<!1 иб<я< 1. Из по- 


следнего равенства сразу следует 


ВМТ: МС| = п: — ля). 
Тогда, на основании (1). 
> — = 
АМ тс + (1 — пл) 6. (10). 


Далее, ММ = АЙ-_ АМ, откуда 


-> —=- — 
мй пс- (1 — п) та. (0 
Так как, по условию, отрезки ЕР 
н ММ перпендикулярны, то 


- МИ — 0. 


или 


> > >. 
х Е. — п) 6 пе—та ) —= 0. 


Учитывая сделанное выше заме- 


чание о относительио модулей векторов 
=> => 
Ь. си а и углов между ними, раскроем 


скобки в левой части этого равенства. 
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Получим 
2т — 4 +1 = 0. (12) 
В силу 1Ш основного соотношения 
—> — —> — 
АМ = сАЕ -- ВАЕ + УАМ, (13) 
причем а + В у = 1. 


—» — 

_ Подставим в (13) вместо АР, АЕ 
= - - 

и АМ их выражения через 6$, си а, 


т. е. (7). (6), (9): 


В силу едииственности разложе- 
ния вектора по трем данным неком- 
> - 


планарным векторам (в. ё. 4) отсюда 
н из (10) получаем систему 


ре: В в. 

-5-=1—1; 5-=9;-- а + -= +т = = 0, 

решая которую получаем 
о=2—9п, В= 2", ф= — и. 

Пользуясь соотношением © + В | 

-+- у — Ь получим отсюда 


Эт — п—1- 0. 
Решая это уравнение совместно с (12), 


найдем л=-— и Е Осталось 


3 6 
подставить эти значения в выражение 


—= 
(10) для ММ; получим 
р о > 1 > 5 > 
после несложного вычнсления найдем 
[ММ | = пИВЬ, 


[У основное соотно- 
шение. сай М — точка пересе- 
чения медиан треугольника АВС и 
О — произвольная точка простран- 
стви, то выполняется равенство: 

— й 
ой --1 (0-08 +06). 

Это соотношение сформулировано 
и доказано в учебнике «Геометрия 9» 
($ 22, задача 2). 

Задача 4 (Киевск. политехн. 
ин-т, 1978). Около равностороннего 
треугольника, сторона которого рав- 
на а, описана окружность. Доказать. 


Рис. 7. 


что сумма квадратов расстояний от 
произвольной точки окружности до 
вершин этого треугольника равна За". 

Решенне. Пусть Р — произ- 

вольная точка окружности (рис. 7). 
Положим РА|=х: ЮВ| = у: 
12С | = 2. 

Тогда по теореме косннусов имеем: 
из А АБВ: а* = х? + у" — ху, 
из А ВОС: а? — у" + 2 — уг, 
из А А0С: 0 - 

Сложив по частям этн равенства, 

получаем 
в 2х и Е 22) -- ху — 
— уг + гх. 14) 

В снлу 1У\ основного соотношения 


50-1 (54 +58 +56), 


где О — центр окружности. 
Возведя обе части этого равенства 
в квадрат, получаем 


[20 = (242+ РЁ + + 


+358.РВ + 208.06 +206-Р4). 


Так как [РО] — раднус окруж- 
ностн, описанной [2] 4024 [9 равносторон- 
него треугольника, сторона которого 


равна а, то ров =| ров. 
Поэтому 


миа уни 22) 
НлН 
За? = х + у? + 2 + ху + уг — 
— 2х. 
Сложив это равенство по частям с 
(14), получим 
ба" = 3 (х? + у? + 272), 

откуда р 

еше 2. 

Читатель «Кванта», готовящийся 


к экзаменам, может спросить; имеет 
ли он право нользоваться «основными 
соотношениями» при решении экза- 
менационных задач? Разумеется, да! 
Однако при этом для соотношений 1-—- 
НЕ необходимо привестн 
вывод используемого 
соотношения в экзаменацион- 
ной работе. (Для соотношения ТУ, 
разумеется, достаточно сослаться на 
учебник.) 

Чтобы привыкиуть к самостоя- 
тельному применению основных соот- 
ношений, рекомендуем решить ниже- 
следующие упражнения. Из них 1—2 
решаются с помощью 1, 3—4 с по- 
мощью ИП, 5—6 с помощью Ш. 


Упражнения 


1 (МФТИ, 1970). В треугольнике АВС 
биссектриса А/ делит стороиу ВС вп отио- 
шении |ВО|: |1СБ| = 2:1. В каком от- 
ношении медизиа СЕ делит эту биссект- 
рису? 

2 (МГУ, биофак. 1973). Через середи- 
ну М стороны ВС параллелограмма АВСО, 
площадь которого равна 1. и вершину А 
проведена прямая. пересекающая днаго- 
наль ВО в точке @. Найти плошадь четы - 
рехугольиика ОМСО. 

3 (МФТИ. 1977). Все ребра правиль- 
ной призмы АВСА,В,С, имеют длину а. 
Рассматриваются отрезки с кониами на 
днагоналях ВС, и СА, боковых граней, 
параллельные плоскости АВВ: А1. 

1) Один из этих отрезков проведен 
через точку М диагоналн ВС, такую. 
что ]ВМ|: |ВС,| = 1:3. Найти его 
длииу. 

2) Найт 
сматриваемы 


нанменьшую длииу всех рас- 
отрезков. 

4 (МФТИ, 1977). Сторона основания 
АВСР правильной пирамиды 5АВСО 
имеет длниу а. боковое ребро — длину 2а. 
Рассматриваются отрезки с конизми иа 
хнагонали ВР основания и боковом реб- 
ре $С, параллельные ($АО). 

Найти ианменьшую длину всех рас- 
сматриваемых отрезков. 

5 (МФТИ, 1978). В правильной приз- 
ме АВСА, В.С, длина стороны осиования 
равиа 4а, длина бокового ребра равна а. 
Точкн В и Е — середииы ребра А.В, и 
ВС. Отрезок ММ с коипами на прямых 
АС и ВВ, пересекает прямую ОЕ н пер- 
пеиднкулярен к ней. Найти длину этого 


отрезка. 

6 (МФТИ. 1978}. Длина ребра куба 
АВСРА,В,СЮ, равиа а. Точки Р, К, 
[ — середины ребер АД,, 4,0,. В,С, со- 
ответственно, точка @ — центр грани 
СС.0.0. Отрезок ММ г концамн на пря- 
мых АР и КЁ пересекает прямую РО н 
перпендикулярен к ней. Найти длииу это- 
го отрезка. 
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/Т. Баканина 


КПД тепловых 
и холодильных 
машин 


Что такое коэффициент полезного действия 
тепловой и холодильной машин? Может ли 
он быть больше 100%? Постараемся ответить 
на эти вопросы. 


Для работы любой тепловой 
машины необходимы по крайней мере 
два тепловых резервуара с разными 
температурами. Получая тенло от бо- 
лее горячего резервуара (нагревате- 
ля), рабочее тело машины совершает 
работу, но ири этом часть тепла от- 
дается более холодному резервуару 
{холодильнику}. 

Коэффициент полезного действия т 
тепловой машины равен отношению 
работы А. совершенной машиной, 
к количеству теплоты @,„, получен- 
ному ею от нагревателя: 


А 
==. 
н 
Согласно первому закону термоднина- 
МИКН, 

А- @- АИ = (0. — 9 — АИ. 
Здесь О, — количество теплоты, от- 
данное холодильнику (чаще всего хо- 
лодильциком для тепловых машин 
служит окружающая среда), а АИ — 
нзменение внутренней энергии рабо- 
чего тела. Поскольку все тепловые 
машины работают по замкнутому цик- 
лу - рабочее тело в конце цикла воз- 
вращается в начальное состояние с 
той же внутренней энергией -— изме- 


нение внутренней энергин равно 
нулю: АИ = 0. Следовательно, 
В ож 
нь ба: 
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Отсюда сразу видно, что КПД 
тепловой машины всегда мень- 
ше 100%. Однако существует мак- 
симально возможный коэффициент по- 
лезного действия. Для его получения 
тепловая машина должна работать по 
так называемому идеальному 
циклу — циклу Карно *). 

На рисунке | изображен цикл 
Карно для идеального газа (в каче- 
стве рабочего тела). Процессы 1—2 
п 3—4 — изотермические, и 2—3 
п 4—/ — адиабатные. Как известно, 
КПД цикла Карно определяется толь- 
ко темнературами нагревателя ни хо- 
лодильника: 

ре Тит ве. т 
н н 


Теперь рассмотрим холо - 
дильную машину. Она работает 
по такому принципу: за счет внешней 
механической работы тепло отнимает- 
ся от более холодного резервуара 
н передается более горячему резер- 
вуару. 

Полезный эффект холодильной ма- 
шины определяется количеством теп- 
лоты @,, отобранным у охлаждаемого 
тела. а затраченная энергия — это 
внешняя работа А, совершенная над 
рабочим телом. Отношение 


_ @х 
А 


обычно называют холодильным коэф- 
фициентом (чтобы не путать с КПД 
тепловой машины). 

Еслн холодильная машина рабо- 
Тает по так называемому идеальному 
циклу — обратному циклу Карно (те- 
перь цикл обходится протнв 
часовой стрелки: см. рис. 1), то 
еоВЕЕо ЗНА 

Тн = Ту 
Из этой формулы видно, что Е может 
быть меньше, больше или равен 
100%. Действительно, возможно по- 
строить холодильную машину, у ко- 
торой разность температур нагрева- 


*) Подробнее об этом можно прочитать, 
например, в статье С. Шамаша ин 
. Эвеичик «Цикл Карно» («Кванть, 
1977, № |. 


Рис. 1. 


теля и холодильника будет больше, 
меньше или равна температуре холо- 
дильника. 

Тот факт, что & может быть боль- 
ше 100%, иногда вызывает вопрос — 
не нарушается ли при этом закон 
сохранения энергни? На самом деле 
никакого противоречия с законом со- 
хранення энергин нет. Тенло, ото- 
бранное у охлаждаемого тела, и энер- 
гня, затраченная на совершение ра- 
боты извне, вовсе не переходят друг 
друга, а отдаются нагревателю 
(обычно у холодняьных машин им 
является окружающая среда). 


Разберем несколько конкретных 
задач. 

Задача 1. Тепловая машина, 
рабочим телом которой является 


1 моль идеального одноатомного газа, 
совершает цикл. изображенный на 
рисунке 2. Найти КПД этой мешш- 
ны. 

Коэффициент полезного дейсгвия 
тепловой машины равен 


А 
Чн ° 
Работа А за цикл численно равиа 


илощади цикла, нзображенного в ко- 
ордипатах р, \ (см. рис. 2): 


} = 


1 в 
А = > Ро\ "- 


Выяснним, на каких участках цик- 
ла газ получает тепло, а на каких 
отдает его. Запишем первый закон 
термодинамикн для любого участка: 

О; АЙ: + А.. 
Одии моль идеального одноатомного 
газа обладает внутренней энергией 


[#1 => КТ, откуда 


АИ, = ВАТ, 


Рис. 2. 


— изменение внутренней энергии на 
каждом участке определяется нзмене- 
нием температуры. Работа А; числен- 
но равна площади под соответствую- 
щим участком цикла. 

С помощью уравнения состояния 
идеального газа р! = ЮТ найдем 
температуры газа в точках /, 2, 3: 


Т, = Ро | = Зро У» Ти 
ТРИ вОТ,. 


На участке /—2 температура газа 
увеличивается (АТ,. > 0), и газ со- 
вершает ноложительную работу {газ 
расширяется): следовательно, на этом 
участке газ получает тепло. На Уча- 
стках 2—3 и 3—/ температура газа 
убывает, на участке 2—3 работа вооб- 
ще не совершается, а на участке /3—/ 
она отрицательна (газ сжимают, со- 
вершая работу извне} — значит, на 
этих участках газ тепла не получаег. 

Итак, газ получает тепло только 
на участке /—2: 


Ч, = Ч. = АИ ": А, г. 
, 3 , . 
= > Ро\ т ре п = бро о. 


Тогда окончательно 
А 172 рол 


Задача 2. Идеальная холо- 
дильная машина имеет в качестве 
холодильника резервуар с водой при 
0'С, а в качестве нагревателя — ре- 
зервуар с кипящей водой. Какую ра- 
боту надо соверииипь, чтобы превра- 
туть в лед [кг воды? Какое количе- 
ство воды в нагревателе превратится 
при этом в пар? Удельная теплоти 
плавления льда К = 349 кДж/ке, 


. тепловая 
#1 = 200°С = машина 
| вода в отопительной 
А системе 
} #. = 60: С 
грунтовая вода Ч холодильная [#2 
з = 10? = машина = 


Рис. 3. 


удельная теплота парообразования во- 
ды [. -- 2260 кДжукг. 

Идеальная холодильная машина 
работает по обратному циклу Карно, 
ее холодильный коэффициент 


При замерзании | кг воды выде- 
ляется количество тенлоты 
9, = Ат- 340 кДж. 
Совершенная при этом работа 


А- 9 = 125 кДж. 


Нагреватель получит количество теп- 
лоты 

(0, О; -А == 465 кДж, 
следовательно, в иар превратится мас- 
са воды 


Задача 3. В середине приш- 
лого века английский физик Гомсон 
предложил идею так называемого ди- 
намического отопления. Топка. в ко- 
торой сжигается топливо, служит 
нагревателем тепловой машины, хо- 
зодильником для этой машины слу- 
жит вода в отопительной системе. 
За счет полученной работы приводит- 
ся в действие холодильная мошина- 
Даля холодильной машины вода в ото- 
пительной системе служит нагрева- 
телем, а холодным резервуаром, от ко- 
торого отбирается тепло, служит 
грунтовая вода. Считая, что обе 
машины работают по идеальным цик- 
лем, и пренебрегая потерями, опреде- 
лите, сколько тепла получит вода 
в отопительной системе при сжига- 
нии Гкг топлива. Удельная теплота 
сгорания топлива 49, температура 
в топке тепловой машины #, = 200`С, 
температура воды в отопительной 
системе 1, = 60С, температура 
грунпювой воды {, -- 10 С. 


Для того чтобы яснее представить 
себе идею Томсона, нарисуем схему 
динамического отопления (рис. 3). 
Теперь проведем необходимые рас- 
четы. 

Машины — ндеальные, то есть ра- 
ботают они по циклу Карно. Следова- 
тельно, КПД. тепловой машины 


РТ мк _ 
тык 203, 
холодильный коэффициент 
К Я 


Т.—-Т, 50К 

При сжигании | кг топлива в топ- 
ке выделяется энергия О, = 4. Ра- 
бота, Которую совершает при этом 
тепловая машина, равна 


А `1@ь - 14, 

а количество теплоты, переданное 
вояе в отопительной системе, равно 
О, --9—А = 0—9) 9. 

Холодильная машина отбирает у 
грунтовой воды количество теплоты 

0, -= &А -- #19. 
Вода в отопительной системе полу- 
чает при этом количество теплоты 
9, = @ А = +9) 4. 

В общей сложности вода в отопи- 
тельной системе получает количество 
тенлоты 

О О +0, - П- #1) ч— 2,74. 
Таким образом. система динамниче- 
ского отопления позволяет в принци- 
не (если пренебречь потерями} пере- 
давать воде в отопительной системе 
количество теплоты большее, чем вы- 
деляется в топке при сгоранни топли- 
ва! Не нарушается ли здесь первое 
начало термодинамики? Никоим 06б- 
разом: «лишнее» тепло отбирается 
у грунтовой воды. Действительно, 
у грунтовой воды отбирается тепло 


@; = &А - #19, 
— как раз разнииа между @ и 4. 
(Окончание см. на с. 54) 


Московский 
инженерно-физический 
институт 


Ниже приводятся варнанты письменного 
вступительного экзамена по математике 
н задачи устного экзамена по физнке 1978 
года. 


Математика 


Вариант 1 


}. Морская вода содержит 5% соли по 
массе. Сколько пресной воды иужно доба- 
вить к 30 кг морской воды, чтобы кон- 
центрация соли (по массе) составляла р№? 

2. Основанием пнрамиды $АВСО яв- 
ляется прямоугольник АВСО, (АВ) || 
| (СЪ). (ВО | МБ). 1АВ|=3, 18С|-=4. 
Все боковые ребра пирамиды составляют 
< плоскостью основания равные углы. 
Определите величину угла между пря- 
мыми (85) и (С$). если радиус сферы. 
описанной около пирамиды, равен 6.5. 

3. Найдите площадь фигуры, ограни- 
ченной прямой у=—8х—46 и параболой 
у=4х?--ах--2. если известно, что каса- 
тельная к параболе в точке х= —5 состав- 
ляет с осью Ох угол паг 20. 

4. Решите уравиеиие 


с0$ 5х {6 6 |х|-Е т 5х=0. 


Варнант 2 

1. Найдите сумму всех трехзиачных 
натуральных чисел, которые при делеиин 
на 3 дают остаток, равный 2. 

2. В основании пирамиды 5АВС ле- 


жнт равнобедренный треугольник АВС 
1АВ|=|АС|=а. АВС=ф. Прямая (А5) 


составляет с плоскостью основания пира- 
миды угол величиной ©, плоскость боковой 
гранн (85$С)} составляет с той же плос- 

}—юЮ^ 


костью угол велнчиной В п 5АС=$АВ. 

Найдите объем пирамиды К$ЁЕС. если 

известно, что точки Ки С принадлежат реб- 

рам [А5] и [85$] соответственно, а пло- 

щадь  треугольинка К$Ё относится к 

плошадн треугольиика АВ5 как 4:55. 
3. Решите систему уравнений 


ии 68 —9=2, 
3. 


ы т. 


2: 


4. Найднте критнческие 
ИНН 


гочкн фуок- 


ВЕ - (Хх х 
у 2 511 6 + т 3—9, 
координаты которых удовлетворяют ис- 
равенству д2—10<—19.5х. 


Варнант 3 

1. Прн помощи двух труб надо выка- 
зать 1000 л воды. Две трубы неодинаково- 
го сечения выкачивают п один час И зит- 
ров воды. Первая труба выкачала 500 лит. 
ров воды. -и затем всю оставшуюся воду 
выкачала зторая труба. Вся работа была 
выполиена в { часов. Сколько литров воды 
можно выкачать каждой трубой отдельно 
ы один час? 

2. В правильной треугольной пирз- 
миде АВС сторона основання (АВС) 
равна а, а плоский угол при вершиие пи- 
рамнды равен =. Найти площадь сечения, 


проведенного через вершину 5 парал. 
лельно ребру [АВ] н составляющего с 
плоскостью основания (АВС) угол у. 


3. Найдите площадь фигуры, ограни- 
ченной кривымн 


4 
Зу = — м8 —7 и УИ. 


4. Решите уравнение 


0 у 5т2х + [в с05 х— в 7 =: 0. 


3, 9; 
Рис. 2. 


г 


Рис. 3. 


Физика 

1. Доска массой М=500 г плаваег на 
ноде. На одном конце доски в точке А си- 
дит лягушка. С какой нанменьшей ско- 
ростью она должна прыгнуть, чтобы по- 
пасть п точку В на доске. отстоящую на 
! 25 см от точки А? Масса лягушки 
т-—150 г. Трением между доской н водой 
пренебречь. 

2. В цилиндре с площадью сечения 
5 5.0 см? под поршнем массы М> 1.0 кг 
находится некоторый газ. При увеличе- 
нии абсолютной температуры таза в 
п-1,5 раза поршень поднимается вверх 
и упирается п уступы (рис. 1). При этом 
объем газа по сравиению с первоначальным 
увеличивается в @ 1.2 раза. Определить 
слу, С которой поршень давит на уступы. 
Атмосферное лавление Ло—100 кПа. 

3. Неподвижные точечные заряды 
9—3. 10° Кл и 49-5-1078 Кл располо- 
жены н соседиих вершинах квадрата со 
стороной а=0,9 м (рис. 2). Найти работу. 
которую совершат электрические сялы над 


КПД тепловых 
и холодильных машин 


(Окончание. Начало см на с. 50) 


Рис. 4. 


Упражнення 

1. Тепловая машина, рабочим телом в 
которой является 1 моль идеального газа, 
совершает цикл. изображенный из рисун- 
ке 3. Найдите КПД этой машины. 

2. Решите предылущую задачу 
цикла, изображенного на рисунке 4. 


для 
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Рис. 4. 


зарядом 9— 19-*® Кл при перемещении его 
из вершины С и вершниу ВБ. 

4. Длинный соленонд. содержащий 
\'—200 витков  илошадью $=1.6 см, 
подключают к батарее г ЭДС #--0,8 В 
(рис. 3). Сопротивление обмотки соленон - 
да и виутреннее сопротивление батарен 
премебрежимо малы. На соленоид иадето 
проводящее кольцо сопротнвленнем 
Ю-—0.6 Ом. Найти индукцию маснитного 
поля п соленонде н количество теплоты, 
выделившееся в кольце, к моменту вре- 
мени т— 0.06 г после подключения батарен. 

5. Параллельный световой пучок па- 
дает пормально на грань стеклянной бн- 
призмы (п=1.5} с малым преломляющим 
углом «-=10-? рад (рис. 4). За бипризмой 
расположена тонкая собирающая линза с 
фокусным расстоянием Ё==100 см. Найтв 
расстояние х между точкамн схождения лу- 
чей в фокальной плоскости линзы. Счи- 
тать (я смт ©==4. 

А. Александров. А. Забоев. 
Н. Шолохов 


Рис. 5. 


3. Сколько стоит иригоговление |! кг 
льда в домашнем холодильнике, если счи- 
тать. что он работает по идеальному циклу? 
Комнатная температура 23 °С, температу- 
ра фреона равна —10 °С, 1 кВт-ч электро- 
энергии стоит 4 коп. 


Я С 
1 } Ц —. = - 
`ИНТЕРНАТ оЗаВЕРАК 9 2. к. 


Е: 18 


-1965 - РОС 


ФМШ при МГУ — 15 лет 


В прошлом зоду исполин- 
лось 15 дет со дня создания 
иервых четырех физико-ма- 
тематических школ-нитериа- 
т08 — при Новосибирском, 
Московском. Ленниградском 
и Кневском университетах. 
Физико-математические шко- 
лы-интернаты были учреж- 
дены п 1963 году. В соз- 
дании снстемы преподава- 
ния для этих школ приняли 
участие видные — ученые: 
в Москве — академик А. Н. 
Колмогоров ны академик 
И. К. Кикоии, в Иовосибир- 
ске — академик М. А. Лав- 
рентьев. в Киеве — зкаде- 
мик В. М. Глушков, в Ле- 
нинграде —  член-коррес- 
пондент АН СССР Д. К. Фа- 
деев. В связи с юбилеем ре- 
вакция обратнлась к пред- 
седателю — Попечительского 
совета  фнзико-математиче- 
ской школы-нитериата прн 
МГУ А. Н. Колмогорову, дн- 
ректору этой школы И. Т. 
Тропнну н заведующему 
учебной частью по матема- 
тике В. В. Вавилову г прось- 
бой рассказать с ее ра- 
боте. 


Научно-техническая ре- 
волюция коренным  об- 
разом нзменила роль нау- 
ки в жизни человеческого 
общества. Наука преврз- 
тилась в непосредственную 
производительную сну. 
Необычайно быстрое раз- 
витие науки требует все 
новых и новых научных 
кадров. Поэтому так ак- 
туален вопрос п привле- 
чении в науку талантливой 
молодежн. А она рассеяна 
но всей нашей необъятной 
стране. И если в столичных 
городах заметить ее ие так 
уж трудно. то иайтн та- 
лантливых учащихся, спо- 
собных к самостоятельным 
научным нсследованиям. 
в небольших городах, по- 
селках и сельской мест- 
ности намного труднее. 

Создаиные 
назад  физнко-математиче- 
ские школы-нитернаты при 
ведущих упнверснтетах 
страны (в Новосибирске. 
Москве. ‘Ленинграде н 
Киеве) призваны практи- 
чески решать эту важией- 
шую государственную за- 
дачу. 

Надежда на то, что из 
ных выйдут настоящие ис- 


15 лет тому. 


Информация 


следователи, и широкой ме- 
ре оправдалась. В част- 
ности, из школьников, 
принятых в Московскую 
ФМШ в 1963—70 годах, 
более двухсот человек за- 
кончили впоследствие ас- 
пирантуру и защитили кан- 
адидатские диссертации. Вы- 
пускники интерната при 
МГУ опубликовали сотни 
научных работ, выступалн 
с обзорными докладами на 
международных конферен- 
циях и конгрессах. Среди 
выпускников  ФМШ есть 
уже два доктора физико-ма- 
тематических наук. Сход. 
ная картина наблюдается 
м в трех других ФМШ. 


Ввиду успеха первых 
четырех физико- матема- 
тических школ-интернатон 


аналогичные школы откры- 
ты в некоторых другнх со- 
юзных республиках: Ар. 
мении. Грузин. Казахста- 
не. Литве. в также в неко- 
торых автономных рес- 
публиках Российской Фе- 
дерацин. 

В московской ФМШ 
в девятых и десятых клас- 
сах обучаются 360 школь- 
ников. Каждый год мы 
набираем 150 человек на 
двухлетнее обучение (в д*- 
нятый класс) н 60 человек 
на одноголичное обучение 
{в десятый класс). Прини- 
маются окончившие. ‘со- 
ответственно. восемь нли 
девять классов обычных 
школ. проживающие н 
центральной части РСФСР. 
на Урале. в Поволжье. из 
Северном Кавказе и н Бе- 
лорусени. Отбор будущих 
КОЛЬнИКоВ проя ЗВОДИТСЯ 
на основе конкуреных ЭК- 
заменов*) по матемагнке и 


*) Точные сроки и дру- 
гие подробности о правилах 
приема можно узнать п об- 
ластном отделе вародного 
образования или в мини- 
стерстве просвещения соот- 
нетствующей республики по 
месту жнтельства. В случае 
необходимости за ‹правкамн 
можно обратиться п непо- 
средственно в школу по ад- 
ресу: 121357. Москва. Кре- 
менчугская ул.. 29. школа- 
иитериат. приемная  Комис- 
сия. 
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физике, которые организу- 
ет Московский университет 
совместно с местными орга- 
нами иародного образова- 
ния. Часть экзаменовав- 
шихся зачисляется сразу 
в ФМШ, часть (примерно 
75%) после экзаменов по- 
лучает приглашение на лет- 
ний учебный сбор и зачис- 
ляется по итогам этих лет- 
чих занятий. 

Опыт показывает, что 
97% изших выпускников 
поступает и вузы, в том 
числе около 40% в Москов- 
ский уннверситет н 20% в 
Московский физнко-тех - 
иический институт. 


Занятия математикой н 
физикой в Московской 
ФМШ не ограничиваются 
изучением программы обыч- 
ных школ, а сама школа 
не является курсами под- 
готовки к вступительным 
экзаменам п вузы. На про- 
стых прнмерах и задачах 
мы стремимся ввести уча- 
щихся в стиль мышления 
современной  иауки, дать 
возможность воспринимать 
полученные знания по 
математике и физике не 
формально, а с пониманием 
механизма, с помощью ко- 
торого ведется научное 
исследование. Этому ‹по- 
собствует самостоятельная 
работа — маленькие на- 
учные исследовання. про- 
воднмые школьниками ин 
рамках математического и 
физического практикумов, 
на факультативных  слеи- 
курсах и кружках. Боль- 
шую роль в формировании 
и развнтии устойчивого 
интереса к изучно-исслело- 
вательской работе играет 
в ФМ] научное общество 
учащихея. различного ро- 
да конференции школьни- 
ков. математические п 
физические бои. олимина- 
лы. За 15 лет команда ФМШ 
на Всесоюзной  математи- 
ческой олимпиаде завоевала 
12 первых. 25 вторых и 23 
третьих премий; на Между- 
народных математических 
олимпиадах представители 
нашей школы получили 19 
первых. б вторых и 1% 
третьнх премий. 

Фнзику и матемагику 
ип ФМШ преподают в 0с- 
новном молодые (иногда 
очень молодые!) ученые. 
уже ведущие собственпую 
научную рабогу. В качест- 
ве «младших иреподавате- 


лей» со школьниками за- 
нимается груипа лучших 
студентов п аспирантов МГУ. 

Учиться п ФМШ не 
легко. Кроме способностей 
нужны большое упорство, 
организованность в работе 
и хорошее здоровье. В 
ФМШ не любят «вуидер- 
киндов», считающих, что 
для них обычные требова- 
ния не обязательны. По- 
стуиать имеет смысл только 
тем. кто уже утверднлся в 
своем желании серьезио за- 
ниматься математикой и фи- 
зикой. Ставучащимся ФМШ, 
вы будете находиться среди 
товаринщен, которые. как 
п вы, увлечены математн- 
кой п физикой. 

За 15 летв ФМШ сло- 
жились свон традиции. соз- 
давшие в школе особую ат- 
мосферу. где интерес к нзу- 
ке. привычка к упорному 
труду соединяются с ув- 
лечением литературой и му- 
зыкой, спортом (например. 
традицнонными стали встре- 
чи по футболу, волейболу 
п баскетболу между коман- 
дами учащихся и препола- 
вателей}. интересными ту- 
ристскими походами. 

Далеко не все выпуск- 
ники школы делаются на- 
учными работниками в об- 
ласти математики и физики. 
Мы ие менее гордимся те- 
ми, кто становится хороши- 
ми ннженерами в той или 
иной производственной об- 
ласти. Есть и такие, кто 
выбирают своей специаль- 
ностью биологию. лиигвис- 
тику. Но мы надеемся, что 
все выпускиики ФМШ с 
удовольствнем вспомннают 
атмосферу творческого тру- 
да п широких культурных 
интересов в нашем иитер- 
нате. 

Конечно, нужно еше 
много сделать для того, 
чтобы Московская ФМШ 
более успешно выполняла 
возложенные на нее задачи. 

Пользуясь случаем, мы 
от всей душн поздравляем 
коллективы — школ-нитер- 
натов Киева. Ленинграда, 
Новосибирска н нашей 
ФМШ с пятнадцатилетием 
п желаем им дальнейших 
успехов. 


В. Вавилов, 


А. Колмогоров. 
ИН. Тропин 
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Новый прием 
во Всесоюзную заочную 
математическую школу 


Во Всесоюзную заочную математическую школу Академии педагогических наук СССР 


при Московском университете (ВЗМШ) прнинмаются ученикн седьмых классов и уча- 
щиеся ПТУ. Школьники, проживающие в Москве, Ленинграде и их пригородах, п шко- 
лу не прииимаются. 

Заиятня начнутся с | сентября 1979 г. Обучение в школе бесплатное. 

Учащиеся. принятые в школу, будут регулярно получать задания, в которых содер- 
жатся объяснения теоретических вопросов и задачи для решения. Программа ВЗМШ 
тесно связана со школьиой программой и направлена на углубленное изучение основных 
вопросов школьного курса математики. Срок обучения — три года. 

Ниже публнкуются задачи вступительной контрольной работы. Желающие поступить 
в ВЗМШ должиы выслать решения этих задач ие поздиее 1 марта 1979 года. После 
проверки работ (примерно п нюле 1979 года) ВЗМШ сообщит всем принявшим участие 
в конкурсе результаты выполнения работы. Преимуществом при поступлении пользуются 
школьиники, проживающие в сельской местности н в рабочих поселках. 

Хотя некоторые из вступительных задач отличаются по внешнему виду от обычных 
школьных, для их решения ие требуется дополннтельных знаний по математике. Для 
поступления в школу не обязательно решить все задачи без исключения. При оценке ра- 
боты будет учитываться не только количество решенных зздач, но и качество решения. 
Решение каждой задачи должно быть обосновано. Ответ без обосиований может быть не 
засчитан. Если в задаче возможны несколько разных ответов, то надо указать нх все. 

Работа должна быть выполнена на русском языке в ученнческой тетрадн в клетку. 
Вступительные работы обратно не высылаются, н рецензии из них не выдаются. 

В коиверт вместе с тетрадью надо вложитв листок бумаги размером 14 смЖб см с 
вашим почтовым адресом (мы наклеим его на конверт, когда будем посылать вам ответ). 

На обложку тетради наклейте листок клетчатой бумаги. разграфив и заполнив его 
по следующему образцу (иначе ваша работа проверяться не будет): 


Обаасть Московская 
Фамилия, имя Иванов Петр 
Год рождения 1965 г 
Класс, школа 7 класс «А» школы № 2 г. Клина 
Фамилия, имя. отчество 

учнтеля математики Никаноров Владимир Алексеевич 
Место работы м должность Отец — шофер автобазы № 2. 
родителей Мать — домашняя хозяйка 
Полиый почтовый адрес 123456. Клин, ул. Ленина |, кв. 1. 


Результаты проверки 


1 2 8 


а) 6) в) 


Адреса, по которым следует присылать вступительные работы, будут указаны в 
следующем номере журнала (их можно посмотреть также в «Кваите», 1978, № 1). 


Школьники, не прошедшие по конкурсу в ВЗМШ, имеют возможность заннм аться по 
программе ВЗМШ в группах «Коллективный ученик ВЗМШ». 

«Коллективный ученик ВЗШМ» — это школьный математический кружок, работаю- 
щий под руководством учителя математикн данной школы по программе ВЗМШ. Прием 
в группы «Коллективный ученнк ВЗМШ» проводится до 20 сентября 1979 года в два 
потока: для тех, кто с сентября 1979 года будет учиться в 8 классе, и для тех, кто иач- 
нет учиться в 9 классе. 

Для организацин кружка достаточио заявления учителя математики, берущего на 
себя руководство кружком, с указанием списка учащихся. Заявление должно быть з- 
верено подписью директора школы и печатью. Работа руководителей групп «Коллек- 


тивный ученик ВЗМШ» может оплачиваться школамн по представлению ВЗМШ как фа- 
культативные занятия. Заявления об органнзацин групп «Коллективный ученик ВЗМШ» 
следует присылать по адресу: 117234. Москва, В-234, МГУ, мехмат. ВЗМШ, заведующе- 


му сектором групп «Коллектнвиый ученик ВЗМШЬ. 


Задачи вступительной контрольной работы 
в ВЗМ в 1979 году 


4. Пусть точки А, В, С являются вер- 
шинами неравнобедренного прямоуголь- 
ного треугольника. Сколькими способами 
можно поставнть на плоскости точку О, 
чтобы множество точек {А, В, С, О} 
нмело: а) центр симметрни? 6) ось симмет- 
рин? в) изменятся лн ответы на вопросы 
а) и 6), если в условии задачи заменить 
слово «прямоугольного» на слово «иепря- 
моугольногоя? 

2. Рассмотрим всевозможные  девятн- 
значные числа, в записи которых каждая 
из цифр 1, 2, 3, ..., 0 встречается по одно- 
му разу. Определите наибольший общий 
делнтель этнх чисел. 

3. Можно ли на клетчатой бумаге за- 
краснть 25 клеток так, чтобы у каждой из 
них было иечетное число закрашенных со- 
седей? (Клетки называются соседями, 
если у них общая сторона.} 

4. Андрей бегает на лыжах быстрее 
Вити, но медленнее Женн. Онн одновремен- 
но побежали по круговой дорожке из од- 
ного места в одном направленни и бежали 
до тех пор, пока снова все трое не прибежа- 
ли в одно место. За это время Женя обо- 
гнал Витю 13 раз. Сколько всего было за 
это время обгонов? 

5. В одну строчку выписали 25 чисел. 
Сумма любых трех соседних чисел поло- 
жительна. Может ли при этом сумма всех 
25 чисел быть отрнцательной? 


6. Найдите все пары целых  чнсел 
(1; п), для которых выполняется равен- 
ство т?--1-=28. 


7. Рассмотрим на плоскости  много- 
угольннк, являющийся объединением 
трех параллелограммов: ОАНВ, ОВКС 


н ОСМА. а) Обязательно лн этот много- 
угольник выпуклый? 6) Сколько сторон 
может иметь этот миогоугольник? в) Ка- 
кой периметр может нметь зтот многоуголь- 
иик. если |ОА|-|ОВ|- 10С]-=1? 

8. Загаданы два целых  положитель- 
ных числа. Математнку А сообщена их 
сумма, а математику В — сумма их квад- 
ратов. Если А и В соедннят свон знания. 
то онн, конечно, определят оба числа. Но 
ОНИ узнали эти числа м процессе следующе- 
го разговора: 


В. — Я не знаю. какие это числа. 
А. — Их сумма больше десяти. 
В. — Тогда я знаю, какие это числа. 


Найдите п вы этн числа. 

9. Можно лн нарисовать на плоскости 
прямоугольник АВСЬ и точку М так. 
чтобы расстояння от точки М до точек 
А. В. С, О былн равны, соответственно: 
а} 1, 2, 3, 4; 6} 1, 4, 8, 7? 

10. Нмеются два автомата. Еслн в пер- 
вый из них бросить 5 копеек, то он умно- 
жит данное ему число иа 3. Еслн во второй 
из них бросить 2 копейки, то он прибавит 
к данному ему числу чнсло 4. Какую ми- 
нимальную сумму денег надо иметь. чтобы 
< помощью этих автоматов получить из 
данного числа | число 1979? 

Ж. Раббот 


Заочная физико-техническая школа 


Заочная физико-техннческая школа (3ЗФТШ) прн Московском ордена Трудового Красного 
Знамени физнко-техннческом инстнтуте (МФТИ) проводнт набор учащихся восьмилетних 


и средннх школ, расположенных на территорни 


СФСР, в 8, Эн 10 классы на 1979/80 


учебный год. {В отдельных случаях допускается прием из других союзных республнк.) 
Заочное обучение прививает навыки самостоятельностн, учит работать с дополиитель- 
ной ый, конспективно излагать свон мысдн. 


ЗФТ 


дает хорошне дополннтельные знания по физике и математнке своим выпуск- 


никам, многне нз которых становятся студентами ведущих вузов нашей страны. 
Прин приеме в ЗФТШ предпочтение отдается учашщнмся, проживающим в сельской 
местности п рабочих поселках. где помощь нашей школы особенио нужна. 


Обученне п школе бесплатное. 


Кроме отдельных учащнхся, в ЗФТШ принимаются и физнко-техиические кружки. 
которые могут быть организованы на месте по иницнативе двух преподавателей — физики 
и математики. Руководителн кружка набирают н зачисляют в них учащихся, успешно 
выполнивших вступительное задание ЗФТШ. Кружок прниннмается в ЗФТШ. еслн дирек- 
тор школы сообщит в ЗФТШ фамилни руководителей кружка н понменный список чле- 
нов кружка по классам (с указаннем итоговых оценок за вступительное задание). 

Учащиеся, принятые в ЗФТШ, н руководители физико-технических кружков будут 
регулярно получать задания по физике и математике в соответствнн с программой ЗФТШ. 
а также рекомендуемые ЗФТШ решения этнх заданий. Задания ЗФТШ содержат теоре- 
тическнй материал и разбор характерных задач и примеров по теме, а также 10—14 задач 
для самостоятельного решения. Это н простые задачн, и более сложиые (на уровие кон- 
курсных задач в МФТИ). Работы учащихся-заочников проверяют в ЗФТШ или ее филиа- 
лах, а членов кружков-—их руководители. 
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С учащимися Москвы два раза в неделю по программе ЗФТШ в вечерних коисуль- 
тативных пунктах (в ряде московских школ} проводятся очные занятня по физике п ма- 
тематике. Набор в эти пункты происходит или по результатам выполнення вступитель- 
ного задания ЗФТШ, или по результатам очного собеседовання по физике н матема- 
тк п ОавАНИЕ будет проводиться в сентябре; справкн по телефону 216-00-05, 
доб. 2-59). 

Вступительную контрольную работу по физике и математике каждый ученик вы- 
полняет самостоятельно. Работу надо сделать на русском языке и аккуратно перепнсать 
в одиу школьную тетрадь. Порядок задач должен быть тот же, что м в заданнн. Тетрадь 
перешлите в большом конверте простой бандеролью. Вместе с рещеннем обязательно вы- 
шлите справку из школы, в которой вы учитесь. с указанием класса. Справку накзейте 
на внутреинюю сторону обложки тетрадн. Без этой справкн решение рассматриваться не 
будет. На внешнюю сторону тетрадн наклейте лист бумаги, заполненный по следую- 
щему образцу: 


. Область (край или АССР) 
Фамилия, имя, отчество 

‚ Класс 

. Номер н адрес школы 

. Профессия родителей и 
занимаемая должность 


Башкирскоя АССР 

Бугрова Галина «„Тьвовни 

девятый 

школа А 105, ул. Гончарова, 9. 1 


лъюшю 


отец теплотехцик, заместитель начальника цехи 
мать ипларатчици 

6. Подробиый домашний адрес 450064, г. Уфа. ил. Нежинская, 
. 2. кв. 3. 


Срок отправления решения —- не позднее { мирта 1979 года (по почтовому штемпелю 
места отправления). Вступительные работы обратно не высылаются. 

Зачисление в школу производится приемиой комнссней Московского фнзнко-гехниче- 
ского института. Решенне ирнемной комнссни будет сообщено не позднее | августа 
1979 года. 

Тетрадь с решениымн задачами вступнтельной контрольной работы (обязательно по 
физнке н математике} присылайте по адресу: 141700. г. Долгопрудный Московской об- 
ласти, Московский физнко-техническнй институт, лля ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, Вологодской, Калининской. Кировской, Леннигралекой, 
Мурмаиской. Новгородской, Псковской областей, Карельской и Коми АССР высылают 
работы по адресу: 198904. г. Старый Петергоф, ул. 1 Мая. д. 100, ЛГУ. филиал ЗФТШ 
при МФТИ. 

. Учащиеся Амурской, Иркутской, Камчатской, Сахалннской. Читинской областей, 
Красноярского, Приморского, Хабаровского краев, Бурятской, Тувинской. Якутской 
АССР и Чукотки высылают работы по адресу: 660607, г. Красиоярск, ул. Переисона, 
д. 7. Пединститут. филиал ЗФТШ при МФТИ. 

Ниже приводятся задачи вступительной контрольной работы по физике и математи- 
ке. В задании по физике задачи 1—5 предназначены для учащихся седьмых классов. 
задачи 5—1] — для учащихся восьмых классов м задачи 7—13 — для учацнхся девятых 
классов, Во вступительном задании по математике задачи 1—5 — для седьмых классов, 
48—10 — для восьмых классов и 7—13 — для девятых классов. 


Задачи вступительной контрольной работы 
в ЗФТШ в 1979 году 


Физика 


1. Дорожка в ‹аду имеет ширнну 2 м. 
Какой длины дорожку можно покрыть сло- 
ем песка толщниой п & см, если песок до- 
<тавлен десятитонным грузовиком. иа- 
гружениым до предела? Плотность песка 
определите самостоятельно. 

2. Определите глубину шахты, на дне 
которой барометр показывает давление 
860 мм рт. ст. Давлепие иа поверхности 
земли принять равным 760 мм рт. ст. Плот- 
ность воздуха 1,29 кг/м. Измененнем плот- 
ности воздуха с глубиной пренебречь. 

3. Разломнте спичку на как можно 6о- 
лее маленькие кусочки. Почему малень- 
кие кусочки труднее разламывать, чем 
болышне? 

4. Какое количество древесного уг- 
ля потребуется для превращения в пар 3 кг 
льда при нормальном давленни? Началь- 
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ная температура льда —5 С. КИЛ нагре- 
вателя 20%. 

5. Электродвигатель. приводящий п 
действие насос, подключен к сети напря- 
женнем 220 В. Насос нодает 500 м3 воды 
на высоту 20 м. Какое количество электри- 
чества протечет по обмотке электродвн- 
гателя, если КПД устаиовки (двигателя с 
насосом} 40%? 

6. Мотоинклист проехал расстояние 
между двумя пунктами со скоростью 
40 км’ч. Увеличив скорость до 80 км»ч, 
мотоциклнст проехал затем расстояние 
вдвое меньшее. Определнть среднюю ско- 
рость мотоциклиста за все время дви- 
ження. 

7. В цилиндрическую бзику налита во- 
да. Когда в банку опустили порожнюю 
алюминиевую чашку так, чтобы она пла- 
вала, вода поднялась на 2,7 см. На сколько 
изменится уровень воды в банке, еслн чаш- 
ку утопить и ней? Плотность алюминия 
2.7 г/смз. 


8. Человек роняет камень п глубокий 
колодец н слышит звук его падения че- 
рез 8 с. Найти глубину колодиа. Ускоре- 
ниё свободного падения принять равным 
10 м/с?. Скорость звука 330 м.с. 

9. Какую мощность развивает чело- 
век, везущнй по горизонтальной дороге 
груженые сани общей массой 40 кг? Ко- 
эффицниеит трения полозьев о дорогу равен 
0.1. Санн тянут с постоянной скоростью 
3 мс с помощью веревки, иаклоненной 
под углом -30° к горизонту. 

10. Лыжник скатывается г трамплн- 
на высотой 50 м, имеющего у подножия 
закругленне раднуса 10 м. Найтн перегруз- 
ку, нспытываемую лыжником прн выезде 
на горизонтальный участок. 

11. Воздушный шар массой М парит в 
воздухе на высоте Н. На лестнице, прн- 
вязанной к гондоле воздушного шара. 
стоит человек массой т. На какой высоте 
окажется воздушный шар, еслн человек 
поднимется по лестнице вверх на п ступе- 
нек? Расстоянне между ступеньками Й. 

12. В комиате объемом 60 м? испарили 
капельку духов, содержащую 107 г 
ароматического всщества с относнтельной 
молекулярной массой 1000. Сколько моле- 
кул ароматического вещества попадет 
в легкие человека при каждом вздохе? 
Объем легких прннять равным 2,2 л. 

13. В герметическом сосуде объемом 
11.2 л содержится воздух под давлением 
0.1 МПа. Какое количество теплоты не- 
обходнмо сообщить воздуху. чтобы дав- 
ленне п сосуде увеличилось в З раза? 
Молярную теплоемкость воздуха нри 
постоянном объеме принять равной 
2! Лж/(моль- К). 


Математика 


1. В классе 35 учащихся. Мз них 20 
носещают математический кружок. 
| — физический. 10 учащихся ие посе- 
щают ии одного из этих кружков. Сколько 
учащихся посещают оба кружка? 

2. Для того чтобы  четырехугольиик 
АВСР был параллелограммом.  необхо- 
днмо и достаточно, чтобы он нмел центр 
симметрии. Докажнте. 

3. Определите все значения а, при ко- 
торых множество решеинй неравеиства 
х—а (1-Ра) ха <0 

содержнт отрезок [0: 1]. 

4. Докажите или опровергните  сле- 
дующие утверждения: а) для того чтобы 
число (1: 2.3-... - {п [1 делилось на пл. 
достаточно, чтобы п было простым; 6) для 
того чтобы число (1-2-3- ... '(п—1))—Е де- 
лилось на л. иеобходнмо. чтобы п было 
простым. 

5. Один четырехугольннк  располо- 
жен внутри другого четырехугольника. 
Может ли сумма длин диагоналей внутрен- 
него четырехугольника быть больше сум- 
мы длнн Диагоналей внешнего четырех- 
угольника? 

6. На олнмпиаде были даны три зада- 
чи: А, В. С. 25 школьников решилн хотя 
бы одиу задачу. Средн школьников, ие 


решивших задачу А. решивших задачу В, 
п два раза больше, чем решивших задачу С. 
Школьннков, решивших только задачу А, 
на одного больше. чем остальных Школь- 
ннков. решивших задачу А. Сколько 
школьников решило только задачу В. 
если средн школьников, решивших толь- 
ко одиу задачу, половниа не решила за- 
дачу А? 

7. Точки р и Е служат серединамн 
сторон {АВ] и [СО] четырехугольника 
АВСР. Докажите, что 


—. ВС АВ: 


ОЕ = 2 
8. Даны два утверждения: 
а} Система 


| ат 4х Зу =а-+-1, 
Т ах+- @— Пу-а--1 


имеет бесконечно много решений; 

6) Прямые, заданиые — уравнениями 
5х--4у=6 и ах--бу-=10. нересекаются во 
второй четвертн декартовой прямоуголь- 
ной системы коордннат. 

Прн каких значеннях п одно из этих 
утверждений ложно, а другое — истинно? 

9. Докажите, что если в произвольном 
четырехугольннке АВС провести внут- 
ренние биссектрисы, то четыре точки 
пересечения бнссектрис углов Аи Сс 
бнссектрисами углов В и О лежат на од- 
ной окружности. 

10. Школьник переклеивает все свои 
маркн в иовый альбом. Еслн он наклент 
ло 20 марок на одни лист. то ему не хватнт 
альбома, а если по 23 марки на лист, то 
ио крайней мере один лист окажется пус- 
тым. Если школьнику подарить такой же 
альбом. на каждом лнсте которого наклее- 
но по 21 марке, то всего у иего станет 
500 марок. Сколько листов в альбоме? 

11. На каждой из планет некоторой 
снстемы находится астроном, иаблюдаю- 
щий ближайшую планету. Расстояния 
между планетами попарио различны. До- 
кажите. что если чнсло планет нечетно, 
то какую-нибудь планету никто ие иа- 
блюдает. 

12. Даны й чисел а, ао. -... ав. причем 


а.-Ва.-| ... аь=0. 


Вычислите последовательности 


($ п): 


$п=а: ИТ фа. Уп 2+ 
+... та Ий-Е. 


13. Фуикцин [и & не имеют производ- 
ных Б точке х-=х.. Можно ли утверждать. 
что функцин 


ЕРих=} (к-т (хи Е, (х)=Кх)- я (х) 
также не нмеют производных в точке 
х= хо 


предел 


В. Асланян. С. Коршунов. 
Т. Чугунова 


В. Фабрикант 


Исаак Ньютон 
и яблоко 


Масса сведений — числа, законы, 
2лю, Н 290+. 

Лампа, яблоко. Круксы, Ньютоны, 
Водород. колебанья в эфире. 


Ю. Тувим 


Известный рассказ о том. что к от- 
крытию закона всемирного тяготения 
Ньютона привело зрелище падающе- 
го с дерева яблока, имеет любопыт- 
ную историю. 

С. И. Вавилов в превосходной 
биографии Ньютона пишет, что рас- 
сказ этот, по-видимому, достоверен и 
не является легендой. Он ссылается 
на свидетельство Стаклея, близкого 
знакомого Ньютона: 

«После обеда (в Лондоне, у Нью- 
тона) погода была жаркая; мы пе- 
решли в сад и пили чай под тенью не- 
скольких яблонь; были только мы 
вдвоем. Между прочим, сэр Исаак 
сказал мне, что точно в такой же об- 
становке он находился, когда впер- 
вые ему пришла в голову мысль о тяго- 
тении. Она была вызвана падением 
яблока, когда он сидел, погрузив- 
шнсь в думы. Почему яблоко всегда 
падает отвесно, подумал он про себя, 
почему не в сторону, а всегда к цент- 
ру Земли. Должна существовать при- 
тягательная сила в материи, сосре- 
доточенная в центре Земли. Если ма- 
терия так тянет другую материю, то 
должна существовать пропорциональ- 
ность ее количеству. Поэтому яблоко 
притягивает Землю так же, как Зем- 
ля яблоко. Должна, следовательно, 
существовать сила, подобная той, ко- 
торую мы называем тяжестью, про- 
стирающаяся по всей вселенной». 

Очевидно, эти размышления о тя- 
готении относятся к 1665 или к 1666 


году. когда из-за вспышки чумы в 
Лондоне Ньютон вынужден был жить 
в деревне. В бумагах Ньютона была 
найдена такая запись по поводу «чум- 
ных лет»: ‹«... в это время я был в рас- 
цвете монх изобретательских сил н 
думал о математике и философии 
больше, чем когда-либо после», 

Свидетельство Стаклея было мало 
кому известно (мемуары Стаклея были 
напечатаны только в 1936 году). но 
знаменитый французский — писатель 
Вольтер в книге, изданной в 1738 году 
и посвященной первому популярному 
изложению идей Ньютона. привел 
тот же рассказ со ссылкой на пле- 
мянницу Ньютона. Рассказ быстро 
стал популярен, однако у многих 
вызвал сомнения. Считалось, что 
это очередная выдумка Вольтера, 
слывшего одним из самых остроумных 
людей своего времени. Нашлись лю- 
ди, у которых этот рассказ вызвал 
даже возмущение. К числу последних 
принадлежал великий математик Га- 
усс. Он говорил: 

«История с яблоком слишком про- 
ста; упало ли яблоко или нет — это 
все равно: но не понимаю, как можно 
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звезда... 


предполагать, что этот случай мог ус- 
корить или замедлить такое открытие. 
Вероятно, дело было так: однажды к 
Ньютону пришел глупый и нахаль- 
ный человек и спрашивал его, каким 
образом он мог дойти до такого вели- 
кого открытия. Ньютон, увидев, ка- 
кого рода существо стоит неред ним, 
и желая от него отвязаться, отвечал, 
что ему упало на нос яблоко, и это 
совершенно удовлетворило любозна- 
тельность того господина». 

Великий русский педагог К. Д. 
Ушинский, наоборот, увидел в исто- 
рии с яблоком глубокий смысл. Про- 
тивопоставляя Ньютона так называе- 
мым светским людям, он писал: 

«Нужен был гений Ньютона, что- 
бы вдруг удивиться тому, что ябло- 
ко’упало на землю. Таким «пошло- 
стям» не удивляются всезнающие лю- 
дн света. Они даже считают удивле- 
ния таким обыденным событиям прн- 
знаком мелкого, детского, не сформи- 
рованного еще практического ума, 
хоть в ТО Же самое время сами часто 
удивляются уже действительным по- 
шлостям». 

Ту же мысль в поэтической форме 
выразил советский поэт Кайсын Ку- 
лиев в мудром стихотворении «Жить 
удивляясь»: 


«Рождаются великие творенья 
Не потому ли, что порою где-то 
Обычным удивляются явленьям 
Ученые, художники, поэты». 


Приведем еще несколько примеров 
того, как история с яблоком отразн- 
лась в художественной литературе. 

Соотечественник Ньютона  вели- 
кий английский поэт Байрон начина- 
ет лесятую песнь поэмы «Дон Жуан» 
следующими двумя строфами *): 


«Случилось яблоку, упавшя. прервать 
Глубокие Ньютона размышленья, 
И говорят (не стану отвечать 

За мудрецов догадки н ученья). 
Нашел он в этом способ доказать 
Весьма нагаядно силу тяготенья. 


С паденьем, стало быть, и яблоком 
лишь он 

Был в силах справиться с Адамовых 
времен. 


* * * 


От яблок пали мы, но этот плод 
Возвысил снова род людской убогий 
(Коль верен приведенный эпизод). 
Проложенная Ньютоном дорога 
Страданий облегчила тяжкий гнет; 

С тех пор открытий сделано уж много, 
И, верно, мы к луне когда-нибудь, 
Благодаря парам**), Иаправим путь». 


В. Солоухин в стихотворении «Яб- 
локо» несколько неожиданно повер- 
нул ту же тему: 

«Я убежден. что Исаак Ньютон 
То яблоко, которое открыло 
Ему закон земного тяготенья, 
Что он его, 

В конечном счете, — съел». 


Наконец, Марк Твен придал все- 
му эпизоду юмористическую окрас- 
ку. В рассказе «Когда я служил сек- 
ретарем» он пишет: 


«Что есть слава? Порождение слу- 
чая! Сэр Исаак Ньютон открыл, что 
яблоки падают на землю, — честное 
слово, такие пустяковые открытия де- 
лали до него миллионы людей. Но у 
Ньютона были влиятельные родители. 
и они раздули этот банальный случай 
в чрезвычайное событне, а простаки 
подхватили их крик. И вот в одно 
мгновение Ньютон стал знаменит». 


Рисунки профессора И. Новожилова 


* Перевол И. Козлова. 
**) В оригинале «паровой машние». 


а 
Головоломки 
наших читателей 


1. В кружках данной фн- 
гуры (рнс. 1) расставьте 
13 последовательно ндуших 
чнсел так, чтобы все шесть 
сумм четырех чнсел, рас- 
положенных п вершинах 
ромбов. былн бы одинаковы 


Рис. 1. 


н равиялнсь бы 1977. —Из- 
вестно, что одно из этих 
чисел равно 496, н что оно 
стоит в цеитральном кру- 
жочке. 


2. В кружочках изображен - 
ной на рисунке 2 фигуры 
расставьте девять после. 
довательных натуральных 
чисел так, чтобы суммы чи- 
сел по большой н по четы- 


Рис. 2. 


рем малым окружностям. 
э также в вершинах выде- 
ленного центрального квад- 
рата были бы одннаковы и 
равнялись шестидесяти. 
Я. Алексеев 

(г. Ленинград) 


Отаеты. указания, решения 


Постройка тракта 


(см. «Квант», 1978, № 12, 3-ю стра- 
ницу обложки) 


Участком тракта от Мутонвиля до Аль- 
бнжуа одинаково пользуются жителн всех 
пяти деревень: поэтому с каждой деревнн` 

1 


причитается по = стоимости постройки 


этого участка. Участком от Альбижуа 
до Бонди пользуются жнтели четырех де- 
ревень, поэтому каждая из инх платнт 


1 
4 его стоимости. Итак, жнтелям деревень 


придется уплатить 24, 54, 94. 154 и 274 
лундоров соответственно (см. таблицу; де- 
ревни обозначены п ней первыми буквами 
нх названий). 


В долях стонмостн участка 
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Рукописи ме возвращаются 


Сложный многогранннк, показанный на ©б- 
ложке, ни что нное, как объедннение десятн 
одннаковых кубов с общины центром. Этн 


кубы расположены в некотором смысле 
«максимально симметрично». В каком смыс- 
яе? — Поясним это для случая пяти кубов. 
Возьмем додекаэдр н впншем в него куб 
(так, чтобы вершнны куба лежали в вер- 
шннах додекаэдра); оказывается. это мож- 
но сделать пятью разнымн способамн; объ- 
едннение таких пятн кубов образует очень 
красивый многогранник — попытайтесь его 


нарнсовать или постронть нз тонкого кар- 
тона. Он попроше, конечно. чем многогран- 
ник нз десяти кубов. показанный на об- 
ложке. Впрочем, тот тоже можно постро- 
нть, отправляясь от додекаэдра (илн нко- 
саздра), но это уже дело более хитрое—по- 
пробуйте! Более подробно о многограниике, 
составленном из пяти кубоа рассказано на 
страннце 57. Там же объясняется, как стро- 
нть многогранник из десяти кубов. 


В. Гамаюнов 


САЛАТ, 
ПРИТОК, 
ТЕЛЕСКОП... 


Всем хорошо известна игра в пятнашки. 
Игра в слова—анаграммы, которую мы хо- 
тим вам предложить, чем-то на нее похожа. 
Пластинки © буквамн можно передвнгать 
на соседине свободные клетки (соседними 
счнтаются клетки, граничащие по стороне). 
Одии ход — это одно перемещение пластни- 
ки. Руководствуясь этим правилом, совер- 
шнте такне перестановки: адрес — среда 
(20 ходов). атлас — салат (22 хода). со- 
кол — колос (36 ходов), тропик — приток 
(20 ходов), приказ — каприз (34 хода). во- 
допад — подвода (42 хода). лепесток — те- 
лескоп (48 ходов). вертикаль — кильватер 
{64 хода). 
В скобках мы указали, за сколько ходов 
удалось это сделать нам. Может быть, вы 
справитесь с заданием быстрее? 

С. Недвига 


сме 2% 5% 


Мндекс 70465 


На первой странице обложкн вы видите мо- 
дель однополостного гнперболонда. Ее мож- 
но скленть нз бумажных розеток, похожих 
на этн. Правда, складок у ннх должно быть 
не 16. а 32. 

Розетка делается нз сектора круга. Перед 
тем, как делать розетку, нужио выбрать сле- 
дующие параметры — угловой размер сек- 
тора (он может быть больше полного кру- 
га'), радиус круга, раднус меньшего круга 


{он определяет размер зубцов) н наконец, 
решить, какую делать складку. Для того, 
чтобы при склеивании розеток получился 
гиперболонд, нх размеры должны быть 
определениым образом согласованы. Посза- 
райтесь придумать теорию расчета розеток. 
(О том, что такое «математнческий» одно- 
полостный гиперболоид см. иа с. 26.) 


А. Близнюк 
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Школа творчества 


Научные. общества учащихся,.. Эти творческие объединения в последние годы поль- 
зуются все большей полулярностью у школьников, авторитетом и поддержной у уче- 
ных. Именно эта форма работы способствует решению задачи, определенной ХХУ 
съездом КПСС, постановлением ЦК КПСС и Совета Министров «О дальнейшем совер- 
шенствовании обучения, воспитания учащихся общеобразовательных школ м подготов- 
ки их к труду», — развмвать творческие способности ребят, прививать умение само- 
стоятельно пополнять свои знания, ориентироваться в стремительном потоке научной 
информации. ЦК ВЛКСМ совместно Е заинтересованными организациями всячески под- 
держивает подобные объединения, пропагандирует и распространяет опыт работы 
лучших. Добиваясь эффективности в этой работе, ЦК ВЛКСМ, Министерство просве- 
щения СССР, ВС НТО, Правление Всесоюзного общества «Знание» в марте 1977 года 
утвердили Примерное положение ю городском, районном научном обществе учащихся 
(НОУ). В материалах ХУ съезда ВЛКСМ еще раз было подчеркнуто, что комитетам 
комсомола вместе с соответствующими организациями н учреждениями необходимо 
«создавать технические кружки н клубы, научные общества учащихся, юношеские очно- 
заочные школы при вузах м нваучно-исследовательскых институтах». 

С челью дальнейшего расширения сети НОУ и совершенствования их работы ЦК 
ВЛКСМ, Министерство просвещения РСФСР, ВС НТО приняли решение провести в 
1979 году Всероссийский слет актива научных обществ учащихся. Идя навстречу слету, 
мы можем сказать, что сегодня научные общества учащихся завоевали прочное место 
в системе внеклассной и внешкольной работы со старшеклассниками. Значительно вы- 
росло количество районных, городских, областных НОУ. В 1968 году их было только 
16, к 1976 —98, а в 1978 — 264, Усилилось внимание к НОУ со стороны ученых, спе- 
циалистов, студентов. Определенный опыт работы накоплен на Украине, в Белоруссим, 
Молдавии, Карельской АССР, Волгоградской, Свердловской, Челябинской областях, 
г. Москве. 

Имеющийся опыт позволяет говорить об определенной системе деятельности 
нвучных обществ учащихся. 

Научное общество учащихся (НОУ) строится как массовое добровольное объеди- 
нение школьников, которые стремятся совершенствовать свои знания в определенной 
отрасли науки, техники, расширять свой научный кругозор, приобретать умения и на- 
выки творческой научно-исследовательской деятельности под руководством ученых 
н специалистов. Членами НОУ, как правило, являются учащиеся 7—10 классов обще- 
образовательных школ. 

Общества создаются при учебных заведениях, внешкольных учреждениях, научно- 
исследовательских и проектных организациях, на предприятиях промьншленности и 
сельского хозяйства. Каждое из них может иметь свое название, эмблему, девиз, 
традиции. Основой общества являются первичные объединения учащихся (кружки, 
клубы, школы, секции и т. д.). высшим органом — сессия всех членов общества. Для 
решения организационных вопросов деятельности общества избирается ученический 
Совет. Из научных консультантов создается Совет кураторов, который организует н 
координирует научно-методическую работу. 

В содержание деятельности НОУ входит: теоретическая подготовка; исследова- 
тельская, экспериментальная работа; применение полученных знаний, навыков в прак- 
тической работе по оказанию помощи школе, народному хозяйству; пропаганда науч- 
но-технических знаний среди учащихся, проведение массовых мероприятий, 

Занятия членов НОУ проводятся коллективно или индивидуально на основе утвер- 
жденных Советом кураторов программ м тематики творческих работ учащихся. Итого- 
вое занятие проводится в форме конференции, сессии, В период зимних н летних 
каникул для членов общества организуются учебно-инструктивные сборы и профиль- 
ные лагеря. 


Непремеиным условием жизнеиности обществ является их тесная связь с произ- 
водством, вузами, научными учреждениями, правлениями и советамм ВОМР, НТО, об- 
ществом «Знание». Очень важно м ценно, что деятельность большинства НОУ носит 
общественно полезную направленность. 

Несколько лет назад в г. Свердловске было создано научное общество учащихся, 
которое сегодня переросло в областное НОУ или, как называют его ребята, «Малую 
академию наук». Здесь на 11 отделениях — физическом, химическом, математическом, 
общественных наук я других — занимается около 40 тысяч школьников области. Руко- 
водят их работой 3 тысячи молодых ученых Уральского научного центра, студентов 
н преподавателей вузов, учителей школ, специалистов ряда промышленных предприя- 
тий, колхозов и совхозов, Много сил и энергии отдают работе со школьниками зав. ла- 
бораторией института «УралпромстройНИИпроект», председатель Совета кураторов 
общества доктор технических наук С. А. Тимашев, молодые ученые, сотрудники инсти- 
тутов Уральского научного центра АН СССР И. Б. Кочергина, Ю. В. Болтычее, М. И. Гу- 
сев. Четкая структура, интересные традиции, постоянное внимание заинтересованных 
организаций, творческая, эмоциональная этмосфера позволипи добиться высокого 
уровня деятельности общества. 

Интересно строит свою работу юношеское научное общество Московского город- 
ского Дворца пионеров и школьников. Постоянно в нем занимается около 500 учащих- 
ся. Работу возглавляет Совет общества, состоящий из школьников, направляет — Совет 
кураторов-ученых. В течение учебного года проводятся общие собрания, конференции. 
В обществе три секции: общественных, естественных и технических наук. Эти секции 
ведут работу по 25 направлениям. Общество имвет тесные постоянные связи более 
чем с 120 вузами, НИИ и организациями города. Со многими из них ‘`заключеиь дого- 
воры и составлены планы совместной работы. Выполнеиие заданий ученых н специз- 
листов — один из ведущих принципов в организации деятельности общества. В настоя- 
щее время ведется работа по 47 таким заданиям. Тек, в секции естествениых наук ра- 
бота осуществляется по комплексной программе изучения солнечно-земных связей 
«ГЕОС». Программа объединяет различные методы исследования различными кружка- 
ми общества. Кружки радиофизики, математики и программирования, астрофизики, 
космологии, злектронной автоматики выполняют работу по темам: «Исследование се- 
ребристых облаков», «Искусственный интеллект в космосе», «Исследование солнечно- 
земных связей» и т,п., конструируют н изготавливают различные приборы, составля- 
ют программы для ЭВМ. По итогам работь: ребята пишут рефераты, выступают с док- 
ладами в школах, ЖЭКах, на конференциях секций общества. Ежегодно готовится око- 
ло 600 рефератов, 100 докладов. Ряд результатов исследований членов общества ис- 
пользуется в народном хозяйстве, при проведении эхспериментальных работ в вузах 
н научных учреждениях. 

В Узбекистане хорошо известно научное общество учащихся средней школы № 110 
г. Ташкента. Цели н задачи общества определены специальным постаноелением педа- 
гогического совета н комитета комсомола школы. Научно-педагогическое руководство 
осуществляется совместно учителями школы н учеными Академии наук Узбекистана, 
преподавателями и студентами ряда ташкентских вузов. Между школой н шефами за- 
ключены долгосрочные договоры содружества. Ежегодно в сентябре м мае проходят 
конференции, на которых утверждаются планы ин программы, рассматриваются отчеты, 
вручаются памятные удостоверения «Лучший математик школь», «Лучший физик шко- 
лы», премии шефствующих организаций. Между конференциями руководство работой 
общества осуществляет детский Совет. Общество объединяет секции математики, фя- 
зики, химии, истории, литературы, права. Секции состоят из клубов для учащихся 6— 
7 классов, проблемных групп для старшеклассников. 

Например, в секцию математики входят клубы «Считай, смекай, отгадывай»ю (для 
учащихся 6-х классов), «Занимательизя математика» (для семиклассников и восьми- 
классников), постоянно действующий семинар «Поиски и решения, исследования и вы- 
воды» м практикум будущего исследователя (для учащихся 8—10 классов). Каждая сек- 
ция и все проблемные группы имеют научных консультантов. Члены общества изучают 
теоретические вопросы, проводят экспериментальную работу в лабораториях вузов ы 
НИИ, учебных кабинетах школы, изготавливают различные пособия, оборудование, при- 
боры для школы и народного хозяйства, 


Кроме комплексных НОУ в ряде республик, краев успешно действуют профиль- 
ные объединения учащихся, такие как «Малая лесная академия наук» в Карелин, ндуч- 
но-технические и сельскохозяйственные общества в Краснодарском крае, общество 
юных астрономов в Азербайджане, юных химиков и механиков в Казани, Ростовское 
областное общество юных краеведов. 

Более десяти лет работает в средней школе № $5 г. Углича Ярославской области 
кружок юных астрономов. Здесь тесно сочетаются теоретическая, экспериментальная` 
м практическая работа. Основными направлениями деятельностм являются: исследова- 
тельская работа по изучению солнца м метеоров; приборостроение дпя нужд кружка 
и школы; проведение массовых мероприятий, направленных на пропаганду астрономи- 
ческих и атеистических знаний среди учащихся, родителей н населения. Ребята собст- 
венными руками построили и оборудовали школьную обсерваторию, кино- и фотола- 
бораторию, сконструировали м изготовили необходимую радиогппаратуру- 

В исследовательской работе основное внимание уделяется изучению солнечиой 
активности и ее связм с явлениями на Земле. Юные астрономы нз занятиях изучают 
теоретические аспекты проблемы, ведут наблюдения за динамыкой солнечных пятен, 
их фото- и киносъемку, регистрируют все метеорологические изменения, происходя- 
щие на Земле. Они разработали метод определения глубины солнечных пятен, накс- 
пили огромный наблюдательный материал, собрали специзльную литературу по данно- 
му вопросу. Ребята организуют празднование Дня космонавтики, проводят экскурсии, 
беседы в обсерватории, атеистические вечера, викторины, читают лекции для учащихся 
школы. Кружок школы — постоявный участник Всесоюзных слетов юных астрономов, 
он награжден бронзовой медалью и дипломом ВДНХ. 

Все большее распространение получают юношеские школы по предметам естест- 
венных и гуманитарных наук. Это добровольные, массовые объединения учащихся 8— 
10-х классов общеобразовательных школ, создаваемые при высших учебных заведе- 
ниях и научных учреждениях г целью углубления знаний, удовлетворения н развития 
интересов школьников к определенной отрасли науки, расширения научного кругозо- 
©8 н профессиональной орментацинм. Преподавание осуществляется учеными, научны- 
ми сотрудниками, преподавателями, аспирантами ы студентами на общественных нз- 
чалах. Очень популярны среди школьников очные, заочные, вечерние, летнне школы 
юных математиков, физиков, химиков, историков, педагогов, медиков. Интересный опыт 
этой работы накоппен в Белоруссим, Татарской АССР, Горьковской области, Хабаров- 
ском крае, г. Москве. 

Анализ дентельности научных обществ учащихся всех видов показывает, что они 
активно способствуют повышению качества энаний школьников, расширению их науч- 
ного ы технического кругозора, овладению навыками самостоятельной творческой ра- 
боты, воспитанию готовности к сознательному выбору будущей профессии и творче- 
скому труду. 

Но пока, к сожалению, научные общества -е. созданы повсеместно. Нет республи- 
канских, областных, городских НОУ в ряде союзных республик, некоторых областных 
центрах РСФСР, хотя здесь есть все возможности для их работы. Недостаточно еще 
привлечены к этой работе молодые ученые ы специалисты нзучно-исследовательских 
институтов. Нас тревожит, что в ряде объединений всю деятельность ребят сводят к 
подготовке их н поступлению в вуз. Не ведется пока целенаправленная разработка про- 
грамм для НОУ. Часто учителя занимают пассивную позицию по отношению к НОУ, 
не используют его как хорошего помощника в работе по повышению качества знаний 
учащихся, пропаганде достижений науки и техники. 

Повышению эффективности деятельности НОУ способствовала бы регулярная пуб- 
ликация на страницах соответствующих журналов, таких как «Квантю, списков тем рё- 
бот, заданий ученых им специзлистов, учреждений м организаций юным исследователям. 

Задача ы долг прежде всего молодых ученых, учителей, студентов — превратить 
каждое научное общество учащихся в настоящую школу творчества, воспитания буду- 
щих творцов советской нзуки и техники. 


Ю. Иванов, 
Ответственный организатор 
Отдела школьной молодежи ЦК ВЛКСМ 


Г. Коткин 


Почему 
плохо кричать 
против ветра? 


Почему мы плохо слышим звук, если 
ветер дует от нас к его источнику? 
На первый взгляд, это ясно. Против 
ветра ближе падает брошенный ка- 
мень, медленнее летит птица... По- 
пробуем, однако, провестн колнчест- 
венную оценку. 

Пусть скорость звука относитель- 


но воздуха равна с, а скорость вет- 
ра и. Тогда скорость звукового сиг- 


нала относительно земли равна || [| 

п время его распространения на рас- 

стояние [ равно {= ьа м За это 
1-м 

время сигнал проходит относительно 

воздуха расстояние 


= 1 | 
Р=|с [= > >. 
|6|-— м] 


Именно величина [’ определяет ослаб- 
ление звука: находясь на расстоя- 
нии [ от источника звука (против 
ветра), мы слышим звук таким же, 
как если бы ветра не было, а мы на- 
ходились на расстоянии Г. 


Примем |и|= 15 м/с (довольно 


сильный ветер), |с|] = 330 м/с, [ 
== 50 м. Тогда Гл 52 м. Ветер 
«отодвигает» нас примерно на 2 м. 
Этого мы, пожалуй, и не заметили бы. 
В действительности, влияние ветра 
гораздо сильнее. Следовательно, на- 
до искать другое объяснение. 


Обратим внимание на тот факт, что 
скорость ветра не одннакова на раз- 
ных высотах ‚›— она растет с увеличе- 
нием высоты над уровнем земли. Ка- 
залось бы, это никак не должно по- 
влиять на распространение звука, 
когда источник и приемник располо- 
жены на одной высоте. Если же прн- 
емннк (или источник) звука опустит- 
ся, часть пути звуковой сигнал будет 
проходить в слоях воздуха, движу- 
щихся с меньшей скоростью, и придет 
менее ослабленным. На самом же 
деле, если слушающий (нли крича- 
щий) человек присядет, слышимость 
только ухудшится. И все-таки дело 
именно в зависимости скорости ветра 
от высоты. 

Чтобы легче было разобраться в 
картине распространения звука, рас- 
смотрим сначала такой пример. Пред- 
ставим себе моторную лодку „Л, иду- 


щую со скоростью с относительно во- 
ды под углом к течению (рис. 1). 
Пусть сидящий в ней человек (будем 
называть его капитаном) «целит» иа 
видимую где-то вдали заводскую тру- 
бу Г. Если бы течения не было, лод- 


Рис. 1. 


ка пристала бы к берегу в точке А. 
В действительности, скорость лодки 


- 


относительно берега о = с + и. Если 


> 


бы скорость течения и была неизмен- 
ной вплоть до берега, лодка пристала 
бы в точке В. Но скорость течения 
убывает по мере приближения к бере- 
гу, поэтому изменяются величина п 


= 


направление скорости лодки и, так 
что она движется по кривой ТО. 


Предположим, что капитан нена- 
долго задремал, но продолжает удер- 
живать руль в прежнем положении. 
Пока он спит, посмотрим на плыву- 
щую по теченню льдину СИ. Эта 
льдина плывет вращаясь: се приво- 
дит во вращение вода, которая у од- 
ного края льдины (С) от нее отстает, 
а у другого края (ЛП) - обгоняет ее. 
То же самое произойдет и с лодкой. 
Она будет поворачиваться, при этом 
будет изменяться направление ско- 


ростн с (несмотря на неподвижно 
удерживаемый руль). Проснувшись, 
капитан увидит, что лодка, описав- 
шая дугу ЛЕ, удаляется от берега. 


Теперь нам нетрудно изобразить 
н картину распространения звуковых 
сигналов. Их траектории («лучи») 
нскривляются, подобно траектории 
лодки со спящим капитаном (рис. 2; 
ветер дует справа налево). При этом 
область Л1М№ оказывается «мертвой 
зоной»: в нее не заходят «лучи» зву- 
ка. Человек в этой области почти не 
слышит звука от источника $. (Неко- 
торая слышимость п «мертвой зоне» 
связана с рассеянием звука при отра- 
жении от поверхности земли, а также 
с дифракцией звука.) 


Вспомним, однако, что мы обиару- 
жилн  несостоятельность — первого 
объяснения явления прин нопытке 
количественной оценки. 
Попробуем провести количественную 
оценку и для второго объяснения. 
Оценим расстояние до «мертвой зо- 
ны». Рассмотрим «луч? 51.М (см. 
рнс. 2), будем считать его направле- 
ние близким к горизоитальному. Вы- 
делим малый участок АВ волновой 
поверхностн, будем считать его плос- 
ким п расположенным вертикально 
{рис. 3). Через время АЁ этот участок 


Рис. 3. 


займет положение А’В’, причем 
= = 
ГА’ | = (4 — ид АЕ, 
р > => 
|ВВ' |= 9 — мв |) А 


—> = 
(ил н ив = скоросги ветра на 
высоте точек А и В). При этом рас- 
сматриваемый участок повернется на 
малый угол @: н 


| 8° В" | 

@ = (ра == ГАТВ”] т 
—= > —= — 

— Мао Шь [Ам [А 

АВ —- Ай › 


гле | А’В"| = | АВ|-= АВ и Аиир— 
= 
—ц). 


Таким образом, участок волновой 
поверхности поворачивается с угло- 


вой скоростью 
— 
з а ыы [А Я 
= А АЛ 


С такой же угловой скоростью враща- 


ется ин вектор скорости с -— скоростн 
звука относительно воздуха. 

Будем считать, что величина ® 
постоянна вдоль всего «луча», тогда 
рассматриваемый Участок $[М (см. 
рис. 2) можно считать дугой окруж- 
ности. Скорость звукового сигнала 


Рис. 4. 


относительно земли || = |+ и|^ 


|с| можно связать с радиусом г 


этой окружности: |и| = ®^. Отсюда 
(рис. 4) 
СЯ В Я ТУ 
ГО = О == = 
Аи 


Из треугольника О$ЁР 
1521 = УТО$—ТОЕР= 
ЗЕ) 
ды ]^ э* = / р тт 


Итак, слушатель, В 
на той же высоте А, что п источник 
звука, попадает в «мертвую зону» на 
расстоянии 


1$$'|=2|1$Е|==2 и ТЕ 
т |° 
[4 |, |3 | 
Примем . Тогда оконча- 


АН 
тельно 


поз] ЕТ == ЗН ит 
Г 


Для п Е! —= 330 м и 


15 м/с получаем 

155’ |5 20 м 
— виолне разумный результат. Точ- 
ный расчет формы «звуковых лучей» 
приводит примерно к такому же ре- 
зультату. 


1,5 м, 


м | = 


Разумеется, есть еще много при- 
чин, ухудшающих слышимость при 
ветре, но приведенный расчет дает 
уверенность, что главную причину 
мы указали правильно. 


Упражнения 
1. В летний полдень жук решил по- 
лететь на Солице и полетел со скоростью 


|4 =2 м. Однако он ие учел, что дует 
слабый ветерок (ветер южный, скорость 


его Ш м/с). На какой угол отклонится 
жук от цели своего полета (с точки зрения 
сидящего на ветке воробья)? Дело проис- 
ходит в Новосибирске; высоту Солнца над 
горизонтом в полдень можно прнииять рав- 
ной @=60 

2. Найти траекторию жука. летяще- 


го к Солицу со скоростью с (см. предыду- 


щую задачу), если скорость ветра м растет 


с высотой й по линейному закону: |ш |= 51 
{6=соп$). 
3. Плоскость АВ разделяет области 


В 


'. 
С 


Рис. 5. 1. 


неподвижного воздуха п воздуха, движу- 


щегося со скоростью в (рис. 5). На граин- 
цу падает звуковая волна, фронт которой 
51. составляет с АВ угол ©. Скорость 


падающей волны равна с. Под каким углом 
к плоскости АВ расположен фронт прелом- 
лениой волны, прошедшей в область двн- 
жущегося воздуха? 


Примечание 

Эта задача аналогична задаче Ф509, 
решение которой вы можете найти в первом 
номере журиала за этот год 


Наша обложка 


Невозможные 
объекты 


На Г странице обложки по 
звездному небу летят «ие- 
возможные объекты»: крас- 
ная лестница все время опу- 
скается довольно круто 
вниз. но, обойдя по ней пол- 
ный виток. вы окажетесь... 
в исходном месте; три парал- 
лельтые цилиндрические 
ножки фиолетовой детали 
умудряются примыкать К 
соедиинтельной  переклади- 
не... в двух местах: © синим 
и оранжевым объектами то- 
же что-то пеладно — их дли- 
тельное разглядыванне вы- 
зывает неприятное ошуще- 
ние внутреннего противоре- 
ция. 

Попытайтесь понять. в 
цем секрет «эффекта невоз- 
можности» в каждом случае 
Впрочем, все лн эти объек- 
ты невозможны? Нельзя ли 
так «увидеть» некоторые из 
них. чтобы противоречия не 
было? 

Оказывается, По оран- 
жевому треугольнику {это 
так называемый треугольник 
Л. и Р. Пенроузов) можно 
сконструнровать реальный 
объект. который в иското 
рых ракурсах будет выгля- 
деть именно как треугольник 
Пенроузов. Об этом в «Кваи- 
те» уже писалось (1971. №5, 
с. 26—29). Здесь же мы по- 
мещаем два повых конструк- 
тивиых решения этого тре- 
угольника. присланных в ре 
дакийю вместе с фотогра- 
фиями архнтектором В. Ко- 
лейчуком. 

Посмотрите има первыс 
две фотографии (рис. |. 2) 
На них один н гот же 
предмет. состоящий из 
«скрученных» деревянных 
брусков, склеенных  «тре- 


Рис. 1. 


А 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


Д 


Рис. 4. 


угольником», снят из разных 
точек. Фотограф нашел та- 
кую точку (рис. 1}. из ко. 
торой все три бруска кажут- 
ся прямыми. 

Еще нитереснее следую- 
щие фотографии (рис. 3. 4) 
Трудно поверить, что на них 
сфотографирован один в тот 
же предмет. 


Принций построения 


этого предмета совсем прост. 
Нарнсуем 


на плоскости д 


Рис. 5. 


изображение треугольника 
Пенроузов (рис. 5) ин выбе- 
рем точки А’и В’ над п 
так. что(АА’) | (ВВ’). Тогда 
любая кривая \. соеднияю- 
шая 4А’с В’ и лежащая п 
плоскости ДАВВ"А’, будет вы- 
глядеть как отрезок. если на 
нее смотреть. поместив глаз 
в плоскость АВВ’А’ или 


В точку, расположенную 
«очень далеко» над плос- 
костью п по направленню 


луча [АА'). Поступив анало- 
гично с другими отрезками, 
можно постронть простран- 
ственный предмет, изобра- 
жениым на рисунке 3. 
Ясно. что глаз (или фото- 
аппарат), помешениый до- 
статочно далеко по направ- 
лению [АА’). увидит этот 
предмет таким. как он ило- 
бражен па плоскости пл. 


О. Михайлов 


Одиннадцать 
правильных 
паркетов 


В повседневной жизни мы нередко встреча- 
емся с покрытиямн плоскости многоугольни- 
ками: полы в жилых домах застилают пар- 
кетами, стены ванных комнат покрывают 
кафельными плитками. современные здания 
украшают орнаментамн. О нанболее симмет- 
ричных покрытнях — математики называют 
нх правильнымн паркетамни — в «Кванте» 
уже писалось: в статье А. Колмогорова 
(«Квант», 1970, № 3) обсуждалась задача 
классификации правильных паркетов. В на- 
стоящей заметке приводнтся одно из воз- 
можных ее решеннй. 


Паркетом мы будем называть покрытие 
плоскости правильными многоугольни- 
ками, при котором два многоуголь- 
ника либо имеют общую сторону, 
либо имеют общую вершину, либо 
совсем не имеют общих точек. Пар- 
кет называется правильным, если 
его можно наложить на себя 
так, что любая заданная его вершина 
наложится на любую другую наперед 
заданную вершину. 

Сколько всего правильных парке- 
тов? Как они устроены? Наша зада- 
ча — ответить на эти вопросы. 

Легко видеть, что вообще парке- 
тов — не обязательно правильных — 
существует бесчисленное множество *) 
(покажите это самостоятельно). Од- 
нако, подобно тому как при бесчис- 
ленном множестве многогранников 


*) Два паркета мы считаем различ- 
ным и, если не существует гомотетии плос- 
костн, переводящей один из этих паркетов 
в другой. 


вообще существует лишь конечное 
число правильных многогранников, 
так и при бесчисленном множестве 
паркетов существует лишь конечное 
число правильных паркетов. 

Иногда в этой статье мы будем 
для краткости правильные паркеты 
называть просто паркетамн. 

Решение нашей задачи естествен- 
но начать с исследования вершин 
паркета. Из определения правильно- 
сти сразу вытекает принцип 
эквивалентности вер- 
шин: любые две вершины устроены 
одинаково в том смысле, что звез- 
ды всех вершин одинаковы. (Звездой 
вершины называется фигура, обра- 
зованная всеми многоугольниками, 
содержащими се.) 

Обозначим через м1; число приле- 
гающих квершине {-угольников, а че- 
рез а, — величину внутреннего угла 
правильного {-угольника. Тогда в 
каждой вершине, очевидно, выпол- 
няется соотношение 


Ута = 360° = 44. 


где в сумму мы включаем все слагае- 
мые с номерами &, для которых к вер- 
шине примыкает хотя бы один г 
угольник *). 

Подставляя в эту формулу извест- 
ное из геометрин выражение для 
о;, @;=2(1+--2/}4, и сокращая на 
24, получим 


Уи (1--)=2. (1) 


Таким образом, числа т; явля- 
ются целочисленными решениями урав- 
нения (1). Однако, как мы увидим ни- 
же, не все целочисленные решения 
уравнения {1} реализуются правиль- 
ными  паркетамы! 

Далее, в вершине паркета может 
сходиться не более шести и не менее 
трех многоугольников. Действитель- 
но, при схожденни в олной вершине 
семи или более многоугольников хо- 
тя бы один угол в правильном мно- 
гоугольнике должен быть менее 60°, 
что невозможно (минимальный, 
угол -— у треугольника — равен 60°). 


*) Впрочем, п; = 0 для остальных &, 
поэтому формально можно считать, что мы 
суммируем по всем г. 


При схождении в одной вершине 
двух многоугольников у одного из 
них внутренний угол должен быть 
более 24 (180°), что, очевидно, также 
невозможно. Таким образом, реше- 
ние задачи распадается на анализ 
тех вариантов, когда в вершине 
паркета сходятся 3. 4, 5 и 6 правиль- 
ных многоугольников. 


Паркеты с тремя 
в вершине 


Здесь. в свою очередь, в принципе 
возможны три случая (в зависимости 
от набора многоугольников в каждой 
вершине): 

1°. Три одинаковых многоуголь- 
ника. 

2°. Два одинаковых и однн отлич- 
НЫЙ ОТ НИХ. 

3°. Три различных 
ника. 

В первом случае сумма в уравне- 
нии (1) своднтся к одному слагаемо- 
му,  отвечающему трем  одина- 
ковым п-угольникам, поэтому мы 


получаем 3 (1 — = =2 или й =6, 


многоугольниками 


многоугольЬ- 


то есть к каждой вершине примыкает 
3 шестиугольника. Это один из про- 
стейших правильных паркетов (рис. 1). 

Для второго случая (два Ё-уголь- 
ника, один  л-угольник) имеем 


2 2 а 
(' —#)+2(: 2 = или. 


Целочисленные решения последнего 
уравнения проще всего найтн перебо- 
ром различных значений: 


Е 


Продолжать перебор дальше нет смыс- 
ла, так как целочисленных # мы боль- 


ое 98 8 
ше не получим: —5=4 а, 
а прн п>1Ю последнее слагаемое не 
может быть целым. 
Таким образом, кроме уже рас- 


смотренного случая п--Ё=б6 мы 
получили три решения, которые 
мы запншем в виде суммы углов в 


а 


гл -угольник 


Рис. 5. 
а) 


6) 


Рис. 6. 
вершине: 
О: бт 26. ШУ. 

Первому решению отвечает пар- 
кет, часто встречающийся на прак- 
тнке (рис. 2). Менее обычный паркет, 
отвечающий второму решению, изо- 
бражен на рисунке 3. 

А вот комбинация Яо + 2&., В 
отличие от ранее рассмотренных, пра- 
внльного паркета не образует. Убе- 
диться в этом позволяет «достройка» 
(рис. 4) окружения вершины А еще 
одним многоугольником (желтого 
цвета). Из нее видно, что один из 
углов прн вершине В (угол, обозна- 
ченный на рисунке 4 через $), по 
принципу эквивалентности вершин, 
должен быть равен @, о. На самом же 
деле, угол $ равен ©, — правильного 
паркета типа %,. + 2%, не сущест- 
вует. 

Для оставшегося, наиболее слож- 
ного, третьего случая (три разных 
многоугольника сл. ти Ё вершина- 
ми) уравнение (1} приводится К винду 


| 1 | 1 
в Ри —2° (2) 
Чтобы не разбирать всех возможных 


числовых решений, нам будет нужна 
следующая 

Лемма. В вершине правильного 
паркета не могут сходиться три раз- 
личных многоугольника, у одного из 
которых — нечетное число сторон. 

Действительно, пусть такой пар- 
кет существует (рис. 5). Тогда вок- 
руг нечетноугольника — оставшиеся 
т- н п-угольники должны идти че- 
редуясь. Поэтому при его обходе ря- 
дом окажутся два одинаковых мно- 
гоугольника, вопреки условию лем- 
мы. 

Благодаря лемме мы можем в (2) 
заменить А на 2А., т на 2т., [ на 
21; и перейти к уравнению 


1 1 1 


Не нарушая общности, можно пред- 
положить, что А.<т.<5п,. Тогда 


поэтому 


Следовательно, 
1 1 1 
— 1 


Ва: откуда т,=3, п.=6 
(если т, >24, то п. <т,). Получен- 


ное решение с, | оз + @;. дает нам 
очередиой паркет (рис. 6). 


вт 


Паркеты с четырьмя многоугольниками 
в вершине 


В этом случае мы приходим к уравне- 
нию 


1 1 1 1 

м И» 2 
Будем считать, что {< < т < п. 
Легко видеть, что тогда { < 4. Если 


[= 4, то приходим к набору 49. 


Если { = 3, то получаем уравнение 
1 1 1 2 
ттт 273, 

из которого находим, что #<5. 


Если Ё = 4, то, поскольку т > №, 
приходим к единственному решению 


т=4, п=б. Если же А = 3, то 
получаем два решення: 71 = 4, п=12 
и т= 6, п= 6. 

Нам, следовательно, предстоит 
исследовать четыре набора: 
4.; 2; | 29, Газ 24. + 2%; 
0% + 2, аз. 


и 


Первый набор 4, дает тривиаль- 
ный квадратный паркет (рнс. 7). 

Для комбинации @. + 2%, - @&в 
возможны две неэквивалентные вер- 
шины (рис. 8, а, 6), но только вари- 
ант 8,@ дает правильный паркет 
(рис. 8,6). Убедитесь самостоятель- 
но, что вариант 8,6 не дает никакого 
правильного паркета. 

Для 2а. | 2“; также возможны 
две различные вершины (рис. 9, а, 6), 
но только вторая дает правильный 
паркет (9, 8). Достройка первой при- 
водит к противоречию с принципом 
эквивалентности вершин. 


Рассмотрим, наконец, последнее 
решение @, -+ 2а, г а,.. Здесь оба 
возможных варнанта (рис. 10, а. 6} 


приводят при достройке к противоре- 
чию. Таким образом, «четырехмного- 
угольных» паркетов три: 

Чо; оз + 204 + чб; 20% т 2%. 


Паркеты с пятью многоугольниками 
в вершине 


В этом случае нужно найти решения 
уравнения 
Е Е 3 
тт. 0 


Из него сразу видно, что |=#=1=3 
(мы считаем, что }<# и 1 
лучилось уравнение -— 1 — = ти 
у которого два решения: т == 3, 
п=бит=4, п= 4. 

Остается теперь рассмотреть най- 
денные комбинации: 

5 в + 423 и 20 -- Заз. 
Первая из них дает единственный тип 
вершины и единственный  правиль- 
ный паркет (рис. 11). Вторая комби- 
нация допускает две неэквивалент- 
ные вершины, причем каждая нз 
них образует паркеты (рис. 12 и 13). 

Таким образом, «пятимногоуголь: 
ных» паркетов три: 

до, -- в; (204 -- За)”; (20. - Заз)". 
Паркеты с шестью многоугольниками 
в вершине 
Совершенно очевидно, что такой пар- 
кет (рис. 14) -— единственный, по- 
лучающийся из комбинации ба. 

Перечисленными выше случаями 
нсчерпывается все многообразие пра- 
вильных паркетов. Как видно из 
сказанного, общее число их ,›— один- 
надцать. 


И. Белкин 


(0 Ньютоновских 
законах движения. 


Масса 


Законы механического движения тел 
были открыты Ньютоном в середине 
ХУП века. Изложены они были в его 
книге «Математические начала на- 
туральной философии», — напечатан- 
ной и 1687 году. Без преувеличения 
можно сказать, что с этой книги нача- 
лась ‘современная механика. 

Об основных идеях механики ни 
открытых Ньютоном законах движе- 
ния и будет рассказано в этой статье. 


Немного о механике до Ньютона 


Чтобы понять суть той революции в 
науке о движении тел, которую совер- 
шилз Ньютон, познакомимся снача- 
ла в самых общих чертах с наукой с 
движенин, которая существовала до 
Ньютона. 


известностью в 
времена — пользо- 
валась механика Аристотеля 
(384—322 до н. э.). О ней мы здесь 
вкратце и расскажем, хотя эта теория 
почти во всех своих частях оказалась 
ложной. Но именно ей пришла на 
смену механика Ньютона. 

В своих построениях и умозаклю- 
чениях Аристотель опирался на на- 
блюдения, повседневный опыт. (На 
такой основе, несомненно, и строит- 
ся наука.) Однако наблюдения эти 
часто были поверхностными и не со- 
провождались измерениями. Поэто- 
му н выводы, сделанные Аристотелем, 
оказались неверными. 

Наблюдения показывают, напри- 
мер, что повозка на ровной дороге 
движется лишь тогда, когда ее тянет 
лошадь. Значит, для того чтобы тело 
двигалось (обладало — скоростью), 
нужно, чтобы на него влияло другое 
тело. Это влияние одного тела на 
другое назовем силой. По Аристоте- 
лю сила -— причина движения. При 
отсутствии силы возможен покой п 
только покой. 

С яругой стороны, наблюдения по- 
казывают, что существуют движения, 


Наиболышей 
доньютоновские 


"ЕЕ 


обходящиеся «без лошадей», без сил. 
Так, всякое тяжелое тело само по се- 
бе падает, движется вниз; легкие те- 
ла (дым, нагретый воздух и т. д.) 
движутся вверх и тоже сами собой. 
Наблюдения, наконец, показывают, 
что «без лошадей» движутся планеты. 


На основании таких наблюдений 
Аристотель делит все движения на 
два класса: насильственные и ес- 
тественные. Причиной насильствен- 
ных движений является влияние дру- 
гих тел, то есть сила. Что касается 
движений естественных, то здесь при- 
чина совсем другая. Аристотель оп- 
ределяет ее так: всякому телу приро- 
дой предназначено определенное мес- 
то. Тяжелым телам отведено место 
внизу, легким -— наверху. Плане- 
там и звездам предопределено веч- 
ное вращение вокруг Земли. Так что 
причиной естественных движений яв- 


‚ ляется стремленне. тел занять то мес- 


то, которое им определено природой. 


Но тяжелые тела могут двигаться 
и вверх. Как быть с брошенным вверх 
камнем? Согласно Аристотелю это 
уже насильственное движение. А 
причина его заключена в том, что 
природа не допускает существования 
пустоты: воздух стремится немедлен- 
но заполнить место, освобождаемое 
телом при движении, и все время под- 
талкивает это тело. (Это представле- 
ние о «боязни пустоты» сохранялось 
в физике вплоть до Галилея и Тор- 
ричелли, которые, наконец, покон- 
чили с ним.) 

Мы видим, что механика Аристоте- 
ля не была единой наукой о законах 
движения.  Различным движениям 
приписывались различные причины, 
а сами причины формулировались 
очень неопределенно. Но авторитет 
Аристотеля был столь велик, что его 
механика просуществовала почтн два 
тысячелетия, до времен Галилея и 
Ньютона. 


Механика Ньютона. 
Первый закон механикн 


В отличне от наивных представлений 
доньютоновской механики, механика 
Ньютона является еднной теорией, 
относящейся к любым движениям тел. 
Все движения подчиняются одним и 


тем же строгим законам. Что же это 
за законы? 

В механике Ньютона прежде всего 
обращается внимание на то, что дви- 
жение должно изучаться относитель- 
но определенной системы — отсчета. 
Фактически Ньютон пользуется сн- 
стемой отсчета, связанной с Солнцем. 

В ту пору было уже известно, как 
движутся планеты относительно Солн- 
ца (законы движения планет были 
изучены Кеплером). Анализируя эти 
движения, а также движения тел на 
Земле, изученные отчасти им самим, 
отчасти его  предшественниками, 
прежде всего -— Галилеем, Ньютон 
пришел к фундаментальному выводу: 
если какое-либо тело движется отно- 
снтельно Солнца с ускорением, то это 
ускорение всегда вызвано влияннем 
на тело какого-либо другого тела 
или нескольких тел. Так, с ускорения- 
ми движутся планеты. Эти ускоре- 
ния вызваны влнянием Солнца. Уско- 
рение падающего на Землю тела вы- 
звано влиянием Земли. Ускорение 
тела, прнкрепленного к пружине, вы- 
звано влнянием пружины и т. д. 
Это -— закон природы: ускорение лю- 
бого тела относительно Солнца всегда 
вызвано влиянием на него  какого- 
либо тела нли тел. По Аристотелю 
сила -— причина движения (скорос- 
ти) тела и притом только насильствен- 
ного. В механике Ньютона сила -— 
причина изменения движения (изме- 
нения скорости -— ускорения) тел при 
любых движениях. 

А как должно вести себя тело, на 
которое не влияют другие тела? Со- 
гласно Арнстотелю такое тело должно 
покоиться, скорость его должна быть 
равна нулю. По Ньютону у такого 
тела в системе отсчета, связанной с 
Солнцем, должно быть равно нулю 
ускорение. Это значит, что в этой 
системе тело, на которое не влияют 
другие тела, может или покоиться, 
или двигаться прямолинейно и рав- 
номерно. В этом и состоит первый за- 
кон  Ныютона-— закон инерции. 

Закон инерции справедлив не 
только тогда, когда на тело не влия- 
ют никакие другие тела. Ему под- 
чиняются и такие тела, которые испы- 
тывают влияние других тел, но этих 
«других» тел не одно, а несколько, и 
влияние каждого из них компенси- 


р «Квант» №2 


руется всеми остальными. — Слово 
«инерция» н обозначает явление, со- 
стоящее в том, что тело, на которое не 
влияют другие тела (силы) или влия- 
ния на которое других тел компен- 
сируются, не изменяет своего движе- 
ния, то есть не изменяет своей  ско- 
рости. 

Как мы говорили, Ньютон рас- 
сматривал движение в системе отсче- 
та, связанной с Солнцем. Ноесли те- 
ло движется с постоянной скоростью 
относительно Солнца, то относитель- 
но любого другого тела, движуще- 
гося без ускорения относительно 
Солнца, оно также движется с по- 
стоянной скоростью (но уже другой). 
Так что в системе отсчета, связанной 
с этим «другим» телом, тоже выпол- 
няется закон инерции. Все такие 
системы называются инерциальными. 

Первый закон Ньютона теперь при- 
нято формулировать так: существуют 
такие системы отсчета, относитель- 
но которых поступательно движу- 
щиеся тела сохраняют свою скорость 
постоянной, если на них не действуют 
дригие тела или действие других тел 
компенсируется. 

если связать систему коорди- 
нат с телом, которое относительно 
инерциальной системы координат само 
движется. с ускореннем? 

Относительно такой системы любое 
тело, на которое не влияют другие 
тела, будет двигаться с ускорением. 
В этой системе тело может находить- 
ся в покое, несмотря на влияние на 
него другого тела. Все такие систе- 
мы отсчета, движущиеся относитель- 
но инерциальной системы с ускоре- 
нием, называются неинерциальными. 

Можно ли говорить, что система 
координат, связанная с Землей/— 
инерциальная? Строго говоря, нет, 
потому что Земля движется вокруг 
Солнца по криволинейной траекто- 
рин (почти по окружности), и сле- 
довательно, относительно Солнца она 
движется с ускорением. Кроме того, 
Земля вращается около своей оси. 
Это движение тоже ускоренное. Но во- 
круг Солнца Земля совершает всего 
один оборот за год, а около оси -— 
за сутки. Оба ускорения настолько 
малы, что в болышинстве случаев 
Землю можно принимать за инер- 
циальную систему отсчета. 
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Факт существования в мире инер- 
циальных систем отсчета вовсе не 
представляется очевидным, само собой 
разумеющимся. Античным мыслите- 
лям (Аристотелю) было трудно по- 
нять, почему тела продолжают дви- 
гаться и после того, как влияние на 
них других тел прекратилось. По- 
чему, например, стрела продолжает 
свой полет после того, как тетива 
лука перестала ее толкать? 

Галилей первым заметил ошибоч- 
ность убеждения в том, что другие 
тела должны поддерживать движе- 
ние (скорость) данного тела. Он за- 
дался вопросом: какое свойство дви- 
жения тела зависит от влияния на 
него других тел? Никакие умозри- 
тельные рассуждения не могут дать 
ответ на этот вопрос. Здесь нужно 
обратиться непосредственно к при- 
роде, то есть к опыту. 

Ответ, который дала природа, ока- 
зался неожиданиым и состоит. в сле- 
дующем: существуют инерциальные 
системы отсчета; в них для поддер- 
жання движения тела с постоянной 
скоростью ничего не требуется — оно 
происходит само собой. 

Когда такой ответ был получен, 
это явилось крупнейшим открытием. 
Именно поэтому закон инерции отно- 
сится к числу важнейших законов 
прнроды. 


Взаимодействие тел и ускорения. 
Масса 


Еще один важный факт установил 
Ньютон из наблюдений за движения- 
ми тел. Он состоит в том, что когда 
какое-нибудь тело влияет на другое 
тело и сообщает ему ускорение, то 
это другое тело «отвечает» ему тем 
же, то есть сообщает и ему ускорение. 
Влияние одного тела на другое не яв- 
ляется односторонним „— тела взаи- 
модействуют, сообщая друг другу 
ускорения. Если, например, стал- 
киваются два шара (столкновение — 
это пример взаимодействия), ускоре- 
ние получает каждый из них. Како- 
вы этн ускорения? Как они направ- 
лены? Каковы их численные значе- 
ния? 

Опыт показывает, что во всех слу- 
чаях ускорения взаимодействующих 
тел противоположны по направлению. 
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Если, например, движущийся шар 
сталкивается с таким же неподвиж- 
ным шаром так, что скорость шара 
направлена по линии, соединяющей 
центры шаров (рис. 1), то скорость 
первого из них уменьшится, а ско- 
рость второго — увеличится. А это 
и означает, что ускорения шаров про- 
тивоположны по направлению. 

Что касается абсолютных значе- 
ний (модулей) ускорений, то они мо- 
гут быть любыми. Это зависит от того, 
как двигались тела до взаимодейст- 
вия (от начальных условий), от Харак- 
тера взаимодействия, от того, какие 
именно тела взаимодействуют. Но 
для данной пары взаимодействующих 
тел отношение ускорейий всегда од- 
но и то же. Оно не зависит ни от ха- 
рактера взаимодействия, ни от на- 
чальных условий. Значит, зависнт 
оно от какого-то особого свойства, 
таящегося в самих взаимодействую- 
щих телах. Свойство это, внутрен- 
не присущее каждому телу, выража- 
ется величиной массы тела. 

Ньютон открыл это свойство и 
ввел в науку величину, количествен- 
но характеризующую его, -— массу. 
Что это за свойство? 

Представим себе, что два взаимо- 
действующих тела — это два шара 
одинаковых объемов. Первый из 
них — деревянный, — второй -— алю- 
миниевый. Если они каким-то обра- 
зом станут взаимодействовать (они 
могут столкнуться,  взаимодейство- 
вать через пружину (рис. 2, а); взан- 
модействие может — осуществляться 
посредством нити, связывающей ша- 
ры, врашающиеся на центробежной 
машине (рис. 2, 6); это может быть 
электрическое взаимодействие, если 
шары электрически заряжены), то 
каждый из них изменит свою ско- 
рость — получит ускорение (рис. 2). 
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И в любом случае ускорение а, де- 


ревянного шара окажется в 5 раз 


> 
болыне ускорения а. 
вого шара: 


алюминие- 


И вообще, для любых двух взаимо- 
действующих тел 


[а | 
Ре = ©0154 (1) 
а. 


— отношение абсолютных значений 
ускорений, приобретаемых в процес- 
се взаимодействия, есть величина 
постоянная. 
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Напомним, что ускорение а тела 
равно быстроте изменения скорости, 
то есть изменению скорости в едини- 
цу времени: 


> 
ка | до, | а, | до, | д 
а! | = АЕ = 
> 
Здесь д и, - Изменение скорости 


> 
деревянного шара, Ли, — алюмн- 
ниевого, АЁ„— время, в течение кото- 
рого шары взаимодействовалн. Имен- 


но за это время и произошло измене- 
ние скоростей обоих шаров. Но де- 
ревянный шар за это время «успел» 
изменить свою скорость на величину 


в 5 раз большую, чем алюмниневый: 
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То присущее всем телам свойство, 
проявляющееся при их взанмодей- 
ствни, о котором идет речь, и состоит 
в том, что для изменения скорости те- 
ла требуется время. Ни набрать 
скорость, ни, наоборот, потерять ее 
тело не может мгновенно. Называ- 
ется это свойство инертностью. Из 
двух взаимодействующих тел то из 
них более ннертно, которое за время 
взаимодействия меньше изменило 
свою скорость. (Отсюда и название 
этого свойства -— ннертность: ведь 
когда скорость тела вовсе не изменя- 
ется, говорят, что тело движется по 
инерции.) 

Количественную меру этого свой- 
ства Ньютон назвал массой (часто 
говорят -— инертная масса): — более 
инертное тело обладает и большей 
массой (ннертной). Масса алюминие- 
вого шара в 5 раз больше массы тако- 
го же по размеру деревянного шара. 

Поэтому вообще для отношения 
модулей ускорений двух взаимодей- 
ствующих тел можно написать равен- 
ство 


у 


а, | 
Г” 


где пы и т, -— массы соответственно 
первого и второго тела. 

Соотношение (2) дает нам в рукн 
метод измерения массы любого тела. 

В самом деле, измерить массу те- 
ла — значит сравнить ее с массой 
тела-эталона, принятой за единицу 
(так же, как, например, измерение 
длины тела сводится к сравнению ее 
© длиной эталона длины — например, 
метра). В качестве эталона массы, как 
известно, принят | килограмм (это — 
масса цилиндра из специального спла- 
ва, который хранится в Международ- 
ном бюро мер и весов (во Францин); 
копии эталона хранятся во многих 
государствах мира; в СССР имеются 
даже две копнни). 

Для измерения массы т какого- 
нибудь тела надо его привести во 
взанмодействие с эталоном (или с его 
копией) и измерить ускорение обоих 
тел. Тогда массу т мы найдем из 


з[8 


(2) 


соотношения 
Ата (3) 
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где т». масса эталона, а: н @— 
соответственно ускорения эталона и 
тела, приобретаемые в процессе взаи- 


модействия. Из (3) находим 
|2 |2. 
-] з 
т = >. эт — > 1 (кг). (За) 
а | г | 


Но вернемся к соотношению (2), 
из которого следуют формулы (3) 
и (За). Вдумаемся, в какой мере оно 
обосновано опытом. Опыт нам пока- 
зал лишь, что отношение ускорений 
двух взаимодействующих тел— вполне 
определенная величина (формула 
(1)). 

- Далее мы условились (именно ус- 
ловились!}) приписать телу, ускоре- 
ние которого меныше, то есть более 
инертному телу, большую массу. 

Математически мы это выразили 
уравнением (2), из которого н следу- 
ет, что болышей массе соответствует 
меньшее ускорение. Но вместо урав- 
нения (2) можно написать, например, 
следующую формулу: 


или 
= («) 


Из этих формул тоже следует, что 


нз двух взанмодействующих тел 
меньшее ускорение получает тело 
большей массы Почему же мы 


выбрали простейшую формулу (2), из 
которой следует приведенный выше 
способ измерения массы? 

Потому что при таком способе из- 
мерения массы оказывается, что мас- 
са нескольких тел, сложенных вмес- 
те, равна сумме масс слагаемых тел 
(закон сохранения массы). 

Представим себе, что при взаимо- 
действии двух тел А и В мы измерили 
их ускорения и, пользуясь формулой 
(2), нашли, что масса тела В втрое 
больше массы тела А (рис. 3, а): 


тв = ЗтА. 
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Возьмем еще третье тело р, приведем 
его во взаимодействие с телом А, из- 
мерим ускорения этих тел н найдем 
отношение их масс. Предположим, 
оказалось, что масса тела ДР вдвое 
больше массы тела А (рис. 3, 6}: 
тр = 2тТд- 
Соединим теперь вместе тела Внр. 
Приведем «сложное» тело В + ДР во 
взаимодействие с телом А и по изме- 
ренным их ускорениям найдем отно- 
шение массы тела В +) к массе 
тела А. Опыт покажет, что (рис. 3, в) 
Тв+р =. бт. 
Выходит, что 
Тв+ь = Тв + Ть 
— массы складываются. 

Если для измерения масс тел поль- 
зоваться соотношением (3), ‘то ока- 
жется, что массы тел не складывают- 
ся. Вот почему в физике принято со- 
отношение (2). 

В быту и в технике, в научных ис- 
следованиях часто (но не всегда) мас- 
су измеряют другим способом —— взве- 
шнванием. Этот способ не связан 
с законами движения; он связан с за- 
коном всемирного тяготения, н им 
измеряется не инертная, а так назы- 
ваемая гравитационная масса. Но 
удивительным образом эти две со- 
вершенно различные по своей роли в 
механике массы совпадают. В этой 
статье идет речь об инертной массе, 
которая является мерой инертности 
тела. Именно из-за существования 
инертной массы, из-за существования 
свойства инертности взаимодействие 
тел оказывается причиной появления 
ускорений (а не скоростей) у взаимо- 
действующих тел. 

В обиходе, а нногда и в книгах по 
физике под словом «масса» подразу- 
мевается количество вещества в теле. 
Но ведь количество вещества в теле 
определяется числом частиц (атомов 
или молекул) данного вещества в нем. 
А масса определяет инертность те- 
ла и ничего больше. Но масса тела 
из данного вещества пропорциональна 
числу частиц этого вещества в теле. 
Измерять массу легко, а считать число 
частиц трудно. По этой причине ни 
пользуются массой как мерой коли- 
чества вещества. 

Интересно, что сам Ньютон опре- 
делял массу именно как количество 
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вещества. Но это объясняется тем, что 
в то время считалось, что все вещест- 
ва состоят из совершенно одинаковых 
атомов, лишь различным образом дви- 
жущихся. Поэтому одинаковые массы 
содержали и одинаковые количества 
вещества. Истинный же смысл мас- 
сы состоит в том и только в том, что 
масса — мера инертности тел. Ника- 
кого другого смысла масса в механи- 
ке Ньютона не имеет. 


Масса в теории относительностн 
{Добавлеиние) 


В начале нынешнего столетня Эйнштей- 
ном была создана так называемая специ- 
альная теория относнтельиости, совершив- 
шая в физнке не меньшую по зиаченню 
революцию, чем в свое время мехаинка 
Ньютона. Она оказала влияние на всю 
фнзику, и механика не составила нсклю- 
чеиня. Теория относительности показала, 
что законы механики Ньютона верны лншь 
приблизительно. В частности, ие вполие 
точна н прнведенная нами формула (1). 
Если два тела взанмодействуют так. как 
показано на рнсунке 2, б.н прнобретают 


прн этом ускорення а; и аз, то в действн- 


тельности постояииым остается не отно- 
== 
шение | "5, |/| 2. |, 2 отношение 
= 2 
| а | у! =. 7>/с 


И, 
> 2,2 
| аз и 1 — 91/с 


> 


> 
‚ где о; и 9. — соответственио скорости пер- 


вого н второго тела, с — постоянная вели- 
чнна, нмеющая размерность скоростн и рав- 
ная 3-108 м/с (таково же в знацченне ско- 
рости света!). 

Постоянство этого отношения тоже 
связано со свойством инертности тел, вы- 
ражаемым нх массами. Так что мы опять 
можем написать, обозначив теперь массы 


тел через т) и то: 


Га, | Ит— 03/с я 


—> 2 
а, | Ут /с т 
Формулу эту можно переписать в та- 


ком виде: 
| _ и Ут / 
= —д—дд————_—__—- 4 
и = 


Сравннвая- формулы (4) и (2). мы вн- 
днм, что массы т, и т., о которых ндет' 
речь в теорин относительностн, н ньюто- 


иовские массы п; ин ть связаны соотноше- 
ниями 


р т: ' та 
= —д— о у то — Е . 
и! — 9213 | йе 


(5) 


Они показывают, что масса тела вовсе не 
является постоянной величиной — она за- 
внснт от скорости движения тела н возра- 
стает с ростом скорости. А так как ско- 
рость — величина относительная и изме- 
няется при переходе от одной системы ко- 
ординат к другой, то н масса — величина 
относнтельная. 

Однако, когда скорости тел очень ма- 
лы по сравнению со скоростью света с, 
то, как это видно из формул (5), можно 
считать, что 1, = т и то == ть. Это зна- 


чит, что ньютоновские массы т и т.— это 
инертные массы медлеино движущихся. в 
пределе — покоящихся, тел. Их так н иа- 
зывают массами покоя. В механике Ньюто- 
на инертиость тела выражается массой по- 
коя, которая действительно является не- 
изменяющейся характеристикой тела. 

Те скорости, которые встречаются в 
обычной технической практике, всегда 
много меньше скорости света. Даже ско- 
рости искусствениых спутииков Земли и 
космических кораблей (до 40000 км/ч), 
даже скорость Земли в ее движенни во- 
круг Солнца (108 000 км/ч) слишком малы, 
чтобы сказалось влияние скорости на мас- 
су, и можно считать, что массы тел, дви- 
жущихся с такими скоростями, — это все 
еще постоянные и иеизмеиные массы по- 
коя. Лишь так называемые элементарные 
частицы могут двигаться со скоростями, 
близкими к скорости света. Тогда и толь- 


ко тогда мехаинка Ньютона оказывается 
иевериой. 
Итак, масса т, тела, движущегося с 
= 


некоторой скоростью 9, связаиа с массой 
ть того же тела, когда оно покоится (от- 
носительио той же системы отсчета), со- 
отиошеннем 


то 
то= —ж——0. 
УТ-— ие 


Из иего особенно ясно видно, что масса 
не имеет смысла колнчества вещества. Не 
может же изменение скорости тела приве- 
сти к изменению колнчества вещества (чис- 
ла частиц) в нем! 

Но как же при увеличении скорости 
может возрасти инертность тела? Почему 
для изменения скорости иа одну и ту же 
величину быстро движущемуся телу нуж- 
ино больше времени, чем медленно движу- 
щемуся? Не вдаваясь здесь п подробности, 
связанные с не совсем обычнымн: ндеями 
теории относительности, заметим, что мас- 
са согласио этой теории связаиа с энерги- 
ей п связана так, что эти два понятня ока- 
зываются эквивалентными друг другу. 
Можно поэтому сказать, что энергия, ко- 
торую сообщают телу, чтобы увеличить 
его скорость, как бы преобразуется п мас- 
су, которая и растет с ростом скорости. 

В механике Ньютоиа масса — это толь- 
ко мера инертности тела. В механике тео- 
рии относительностн масса — это еще и 
мера энергин. 


Кроме массы важнейшую роль в 
механике Ньютона играет понятие 
силы. Более подробно о силе в ме- 
ханике Ньютона мы расскажем в дру- 
гой статье. 


Как быть? 


От такбй чепухи надо 
было поскорее избавиться 
и полученные ответы были 
записаны иначе: 


В иекоторой школе, Е ие- 
котором (десятом) классе 
ученики искали первооб- 
разную для функции 

# (х) = Яп х. с0$ х. 
И было получено два ответа: 


1. 
Р1 (х) = 5 Япах 


или, попросту аль 
Е — 


Е (х) = чих [2 


Ез (®) = — ох С. 


Е: (х) = их + С, 


Е. (х) = — ох + С.. 


Но ведь этимн постояиными 
могут быть любые числв, 
я том числе — одни и те же. 
И опять на доске появнлось 
равенство 


ны $102 х -- 1979 = 


Однако на доске опять 2 
| появилось равенство 
Рз () = —-5 с059х. 1 
г. ы = — $ 00$ х- 1979, 
5 5“ х +.С = 
Поскольку все полагали, 
что нашли одну и ту же й из которого после вычита- 
первообразную. на доске. = ох С, ния 1979 снова получилось 
появилось равенство 1 = 0. 
В той школе, вн том 
а РИ К из которого после вычита- классе в коише концов по- 
2 м 2 <05х, ния С снова получилось — няли, что можно и чего нель- 
1 = 0. зя писать, когда нмеешь 
откуда быстренько оказа- И тогда отзеты были дело с первообразными. А 
лось , записаиы совсе: аккурат- — вы? 
$118 х -Г ©0052 х == 0, но: В. Рыжик 
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Лаборатория «Кваитал 


М. Грабовский 


Сложение 

взаимно 
перпендикулярных 
колебаний 


В этой статье рассматриваются довольно 
простые опыты, на которых можно позиа- 
комиться со сложеннем двух взанмно пер- 
пенднкулярных колебаний. Попробуйте са- 
мостоятельно проделать предлагаемые опыты 
н объясиить полученные результаты. 


Г. В верхнюю часть рамы дверного 
проема вбейте гвоздь. Слегка согни- 
те его, придав ему форму крючка. 
Привяжите к крючку тонкую проч- 
ную некрутящуюся нить (бечевку) 
длиной 1,4-1,6 м. К свободному 
концу нити привяжите гирю массой 
0,5—0,6 кг. 

Вы получите так называемый 
математический маят- 
ник. При небольших  отклонени- 
ях от положения равновесия (а так- 
же при указанных значениях дли- 
ны нити ин массы гири) колебания 
маятника можно считать гармо- 
ническими. 

С помощью секундомера или се- 
кундной стрелки наручных часов 
определите период колебаний маят- 


Рис. 1. 


ника в плоскости дверной рамы (бу- 
дем называть ее основной 
плоскостью). Повторите опыт, 
вызвав колебания маятника с той же 
амплитудой в плоскости, перпенди- 
кулярной основной (назовем ее пер- 
пендикулярной плос- 
костью). Убедитесь в том, что 
найденные значения периодов колеба- 
ний в обоих случаях практически сов- 
падают. 

Теперь проделайте опыты по сло- 
жению двух указанных колебаний. 
Сначала вызовите колебания маят- 
ника с амплитудой 20—25 см. в основ- 
ной плоскости вдоль оси Х. Затем 
толкните груз (например, с помощью 
молоточка) с расчетом вызвать его 
колебания в перпендикулярной плос- 
кости вдоль оси У. 

Вы увидите, что движение груза 
нзменится. Прежде всего груз будет 
двигаться по другой траекторни, при- 
чем эта траектория определяется со- 
отношением амплитуд слагаемых ко- 
лебаний и начальным сдвигом фаз 
между ними. 

Какие же виды траекторий воз- 
можны? Рассмотрим сначала не- 
сколько частных случаев. Предполо- 
жим, вы ударили по грузу в тот мо- 
мент, когда он проходил положение 
равновесия, - груз будет колебать- 
ся по прямой, составляющей 
некоторый угол с осью Х (рис. 1). 

Теперь ударьте по грузу в момент 
его наибольшего смещения из поло- 
жения равновесия -— груз начнет 
двнгаться по эллийпсу (рис. 2). 
Если же нанести удар в другом край- 
нем положении груза (с противопо- 
ложной стороны от положения рав- 


Рис. 2. 


новесия), траекторией груза будет 
по-прежнему эллипс, но направле- 
ние движения изменится на противо- 
положное. 

Оказывается, и во всех остальных 
случаях груз будет двигаться тоже по 
эллипсу, причем направление дви- 
жения будет определяться тем, к ка- 
кому именно крайнему положению 
близок груз в момент удара. Про- 
верьте это. Кроме того, убедитесь 
в том, что движение по любой траек- 
торин происходит с периодом, равным 
периоду колебаний маятника в одной 
плоскости. 

Заметим, что для успешного про- 
ведения описанных опытов необходи- 
ма некоторая тренировка. Особен- 
но трудно наносить удары по грузу в 
положении равновесия, когда ско- 
рость движения груза наибольшая. 

Давайте попробуем объяснить по- 
лученные результаты. Ограничимся 
рассмотрением частных случаев. 
Пусть колебания маятника по осн 
Х (в основной плоскости) происходят 
по закону 


Х = Хтс0$ ФЁ, 
а по оси У-— по закону 
у = Утсо5 (0—Фо). 


Здесь х и у-- смещения маятника 
от положения равновесия, х„ и у„— 
амплитуды колебаний, ®-— цикли- 
ческая частота колебаний н Фо -— на- 
чальный сдвиг фаз. 

В первом частном случае, когда 
удар наносится в положенин равно- 
весия, сдвиг фаз фо может быть рав- 
ным либо 0, либо п. 

Если фо = 0, колебания маятин- 
ка описываются уравнениями 

Х — Х.с0$ ФЕ и у= уС08 ®Ё. 
Поделим второе уравнение на первое: 


Это уравнение прямой, наклоиенной 
к оси Х под углом а таким, что 
4+6 а = у„/хт. В частности, прн ра- 
венстве амплитуд колебаний (у„ = 
=х„) ва=1иа = 45°. 

Если Фо = л, уравнения коле- 
баний маятника таковы: 


Х = Хтс05 ®Ё, 
у = у„с0$(0—л) = —11 ©0306. 


Отсюда 


9 т — —_ т. 
-- же ь ИЛИ У = — и: 
При уп=х„ ва = —1на = 135°. 
Второй частный случай, когда 
удар наносится в крайних положе- 
ниях груза, соответствует сдвигам 
фаз л/2 или 3л/2. Для фо = л/2 мож- 
но записать: 
Хх = ХмС0$ @Ё, 
у = 9ус0$ (0—л/2) = увзт в. 


После несложных алгебраических 
преобразований получим: 

хз у 

+ 5 = 1. 

Ат Ут 


Это действительно уравнение эллипса. 
При фо = 3л/2 результат оказы- 
вается тем же. 
Если уп = х„, эллипс превраща- 
ется в окружность, уравнение кото- 
рой 


эх. 


Заметим, что при сдвиге фаз 
Фо=л/2 движение груза по эллипсу 
(или, в частности, по окружности) 
происходит против часовой стрелки, 
а при Фо=3л/2 — по часовой стрелке. 

П. Перейдем к более сложным 
опытам. Вбейте в дверной проем еще 
один гвоздь на расстоянии 30—40 см 
от первого и опять слегка загните его. 
Подвесьте груз на двух нитях, при- 
крепленных к двум крючкам. Вы 
получите маятник с двой- 
ным (илн бифилярным) 
подвесом. 

Подберите длины нитей такими, 
чтобы расстояние от груза до двер- 
ного проема было равно длине нити 
простого маятника, с которым вы 
проводили первую серию опытов. 

Вызовите колебания маятника в 
перпендикулярной плоскости и экс- 
периментально определите его период 
колебаний, Убедитесь в том, что 
найденный период практически сов- 
падает с периодом колебаний мате- 
матического маятника. 

Затем охватните обе нити неболь- 
шим проволочным колечком я подни- 
мите колечко как можно выше (рис. 3). 
Полученный маятник с раз- 
двоенным подвесом может 
колебаться как в основной, так и В 


Рнс. 4. 


перпендикулярной — плоскостях, но 
частоты колебаний будут разными. 
Это связано с тем, что период коле- 
баний кашего маятника в основной 
плоскости определяется длиной [|, 
а в перпендикулярной плоскости — 
длиной [, (см. рис. 3). Поскольку 


® =У Л и, 
получается, что частота колебаний 
в основной плоскости больше, чем в 
перпендикулярной. 

Как будет себя вести маятник с 
раздвоенным подвесом, если его за- 
ставить колебаться одновременно в 
двух взаимно перпендикулярных на- 
правлениях? 

Вызовите колебания` маятника в 
основной плоскости. Когда груз бу- 
дет находиться в одном из крайних 


положений, ударьте по нему в пер- 
пендикулярном направлении — ма- 
ятник начнет колебаться и в перпен- 
дикулярной плоскости тоже. Поста- 
райтесь сделать так, чтобы амплиту- 
ды обоих колебаний совпадали. 

Сначала груз двнжется по окруж- 
ности вокруг вертикальной оси 
(рис. 4). Через некоторое время ок- 
ружность превращается в эллипс. 
Болыная осьэллипса постепенно по- 
ворачивается, а малая ось — умень- 
шается, так что в некоторый момент 
эллипс стягивается в отрезок. Затем 
груз опять движется по эллипсу, но 
уже в противоположном направле- 
нии, через некоторое время эллипс 
превращается в окружность. Дальше 
все периодически повторяется. Ха- 
рактерно, что при каждом переходе 
эллипса в прямую направление вра- 
щения груза изменяется на противо- 
положное. 

Попробуем объяснить такое пове- 
дение маятника. Напомним, что ча- 
стоты колебаний маятника в двух вза- 
нмно перпендикулярных направле- 
ниях не одинаковы — в основной 
плоскости по оси Х частота несколь- 
ко больше, чем в перпендикулярной 
по оси У. Это приводит к тому, что 
разность фаз колебаний с течением 
времени постепенно изменяется (а не 
остается постоянной, как в первой 
серии экспериментов). 

Предположим, в начальный мо- 
мент разность фаз колебаний равна 
л/2 — груз движется по окружности 
против часовой стрелки (см. рис. 4, а). 
Со временем холебания по оси У отста- 
ют от колебаний по оси Х все больше 
и болыше — окружность переходнт в 
эллипс. Когда отставание достигнет 
л, груз будет колебаться по прямой, 
составляющей с осью Х угол 135°. 
При разности фаз 3л/2 груз опять 
будет двигаться по окружности, но 
уже по часовой стрелке (см. рис. 4, 6). 
Еще через некоторсе время разность 
фаз колебаний станет равной 2л. 
то есть, другими словами, колебания 
совпадут по фазе — груз будет дви- 
гаться по прямой, наклоненной К оси 
Х под углом 45°. Наконец, разность 
фаз снова увеличится до п/2 — груз, 
как и в начальный момент, будет дви- 
гаться по окружности против часовой 
стрелки. И так далее. 
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атематическмя кружок 


» 2. 
су 


Б. Беккер, С. Востоков, Ю. Ионин 
2-адические числа 


Если бы вас спросили, что можио на- 
звать «расстоянием между двумя ра- 
циональными числами», то, подумав, 
вы, вероятно, дали бы такой ответ: 
«расстоянием» между двумя числами 
следует назвать модуль их разности. 
Такое определение вполне разумно — 
это «расстояние» удовлетворяет всем 
аксиомам расстояния (см. «Геомет- 
рия 8», п. 132). Но, оказывается, 
расстояние между рациональными чис- 
лами, удовлетворяющее всем аксио- 
мам, можно ввести и по-другому. Это 
сделал немецкий математик К. Ген- 
зель (1861—1941) — он придумал да- 
же целый класс таких расстояний. 
Об одном из них и рассказывается в 
этой статье. 

Исследования Гензеля оказались 
очень важными для алгебры н мате- 
матики в целом, а нам его расстояние 
поможет решить две задачи, на пер- 
вый взгляд, вообще не связанные ни с 
какими расстояниями. 


2-адическое расстояние 


Пусть ан В — рациональные числа. 
Если а == В, то представим число 


а—Ь в виде а— 62.7, где т 


ин л — нечетные числа, а Ё — це- 
лое число (положительное, отри- 
цательное или нуль). 2-адическим 
расстоянием между числами а и В, 
а5Е 6, называется число р(и, В) — 


= 1/22. Если а=В, то положим 
(а, ЬБ) = 0. 
Напомним аксиомы расстояния: 
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А1. р(а, 6)>0, если 
р(а, 5) =0, если а=6. 

А2. (а, 6)=р(6, а). 

АЗ. р(а, с) <р(а, Ь) + рб, с). 

Свойства А] н А? для 2-адическо- 
го расстояния, а также свойство АЗ в 
случае, если среди чисел а, В, с 
есть равные, очевидны. 

Докажем свойство АЗ для различ- 
ных рациональных чисел а, БВ, с. 


Пусть а—6=2%: " б—с=0А, 8 
п. ’ п.’ 


аз в, и 


— =— Аз _тз 
а-с=? Г 
четные числа. Так как @—с==(а—6)-+ 
+ (6—9), то Е; не меньше меньшего 


1 
из чисел Е, и Ё.. Но тогда +; не пре- 


где все т, п; -— не- 


1 
о, о 


восходит большего из чисел 
1 1 
2%: Кол, - 

Итак, мы видим, что все аксномы 
выполняются, так что р действитель- 
но можно назвать расстоянием. 

Что же измеряет это расстояние? 
Оказывается, оно измеряет степень 
делимости рационального числа на 2. 
Чем лучше делится число на 2, тем 
оно ближе к нулю. Например, 8 блн- 
же к нулю, чем 1/2; 16 ближе к ну- 
лю, чем 8; 480 ближе к нулю, чем 16; 
384 ближе к нулю, чем 480. 

В действительностн, мы доказали, 
что 2-адическое расстояние обладает 
свойством АЗ’, более сильным, чем 
свойство АЗ. АЗ’. Расстояние ра, с) 
не превосходит большего из расстоя- 
ний р(а, 6) и рф, с). 


1 
и тем более 58 = 


Упражнение 1. Докажите, что 
еслн р (а. Вр (Ь, (с), то р (а, с) рав- 
но большему из чисел р (а, В). р (6, С, а 
если р (а, Б)=Рр {6,5) 30, то р @, д< 
<р (@, 6. 

Свойство АЗ” приводит к любопыт- 
ным следствиям. Назовем 2-адиче- 
ским кругом раднуса г с центром а 
(а — рациональное число, г— по- 
ложительное вещественное число) 
множество рациональных чисел х, 
для которых о(а, х)<г. 


Упражнения 

2. Докажите, что если два 2-адиче- 
ских круга имеют непустое пересечение, 
те один из этих кругов содержится в дру- 
гом. 


а =. 


ЕАН 


Рие. 1. Рис. 2. 


3. Докажите, что 2-аднческий круг 
радиуса г содержит бесконечно много по- 
парно непересекающнхся 2-адических кру- 
гов радиуса г. 

По аналогии с обычным модулем 
числа мы определим 2-адический мо- 
диль |а| рационального числа п 
как 2-адическое расстояние от этого 


т 
числа до нуля: если а= 2*-——, гдет 


и п. нечетные числа, то ||а| = 
ГА 
= р(0, а) -(>.) . Легко установить 


следующие свойства 2-адического мо- 

дуля: 

МЕ. На|>0, если аз 0, н |101 =0. 

М2. Если Па >|, то Па ь| = 

= |а|, если | а] = ОЙ 50, то 

пань| < {а| *}. 

МЗ. | аб |} = Па|-П6|. 
Упражнення 


4. Выведите из свойств М1—МЗ сле- 
дующие свойства 2-адического модуля: 


а) ИЕ если | а |*ПЫ|. 
то |а-—6 |= На-5||. 
Докажите, что еслн | 1-х] <! н 


Ии-УЙ <, то |1-ху |< 1. 


Задача о квадрате 


На рисунке | изображен квадрат, раз- 
битый на конгруэнтные треугольни- 
ки. Квадраты на рисунке 2 разбиты 
на треугольники равной площади. В 
каждом из этнх примеров число тре- 
угольков разбиения четно. 
Задача. Доказать, что квад- 
рат нельзя разбить на нечетное чис- 
ло треугольников равной площади. 
Выберем на плоскости систему ко- 
ординат таким образом, чтобы вер- 
шины О, А, Вн С данного квадрата 
имели координаты 0(0; 0), 4(1; 0), 


*) Так что в любом случае || а 5 |} < 
< Чан+иын. 


В(1; 1), С(©; 1). Предположим, что 
квадрат разбит на п треугольников 
равной площади. Тогда площадь каж- 
дого из треугольников разбиения рав- 
на 1/п. Если п нечетно, то || 1/п || =1, 
если же п четно, то |1/п | >2. По- 
этому четность числа п будет 


доказана, если мы установим, что 
| Ми >2. | | 
Разберем частный случай. Пусть 


вершины треугольников разбиения — 
точки с рациональными координата- 
ми. В этом случае каждую вершину 
(х; и) можно окрасить в зеленый, 
красный илн синий цвет по следую- 
щему правилу: если |х|<!и 
Иу| <, то точка окрашивается в 
зеленый цвет; если | х| >|у|и 
1х! >1, то точка окрашивается в 
красный цвет; если |] х|<|у|]н 
[и] >Ь то точка окрашивается в 
сииий цвет (см. рис. 3). Будем счи- 
тать, что раскрашены не только вер- 
шины, а все рациональные точки плос- 
кости. 

Упражиение 6. а) Докажите, 
что если Р — зеленая точка, то при парал- 


лельном переиосе 200 — начало коорди- 
нат) каждая окрашенная точка сохраняет 
свои цвет. 

6) Докажите, что нн на какой прямой 
не встречаются точки всех трех цветов- 

Предположим, что у одного из 
треугольников разбиения все вер- 
шины — разных цветов (в приложе- 
нии доказано, что такой треугольник 
обязательно найдется). Пусть К — 
зеленая вершина этого треугольника. 


— 
При параллельном переносе КО мы 
снова получим, в силу упражнения 
ба), треугольник с вершинами всех 
трех цветов. Обозначим через 
[1 (Х1. Ул} Красную вершину получен- 
ного треугольника, а через [..(х», уз) 
— его синюю вершину (зеленая 
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Рис. 3. 


вершина этого треугольника — точ- 
ка 0). Так как треугольник ОЁ.,Ё., 
получен параллельным — переносом 
треугольника разбиения, то его 
площадь равна !/п. С другой стороны, 
площадь треугольника ОЁ.,[.. равна 
1/2 |ху—Х.у, |. (Докажите, это са- 
мостоятельно.} 

Таким образом, мы получили ра- 
венство 1/1==1/2 [ку»—хоу: |. Теперь 
уже нетрудно установить неравенство 


1 
| = |>2. В самом деле, так как 


[1 = красная точка, а [.-— синяя 
точка, то || >|, Их, |< 
<Иу», |. 

Перемножая 
мы получаем |х, | 
|ы, | и, значит, по свойству МЗ 
| Хау? || > | хи, |. В силу свой- 
ства М2 и упражнения 46) || ху 
—хай: || = | ху. |. Кроме того, 
Их, | >1, |у] >21 так что 
| Ии| =2]}х, И Ну» | 22. 

Для того, чтобы решить задачу 
в общем случае, достаточно доказать, 
что 2-адический модуль имеет про- 
должение на множество всех дей- 
ствительных чисел, т. е. существует 
функция х— |х|, определенная на 


эти неравенства, 


Ну» | > |х. || 


кз |- 
№] 
м 
`& 
@<Кл 

ыы 

ва 


множестве всех действительных чн- 
сел, обладающая свойствами М1-—МЗ 
и совпадающая на множестве рацно- 
нальных чисел с 2-адическим моду- 
лем. Такая функция действительно 
существует, но доказательство ее су- 
ществования требует привлечения го- 
раздо более сложных средств, чем те, 
которыми мы располагаем в этой 
статье. 


2-адическое разложение 


Как известно, любое натуральное чис- 
ло можно представить в виде суммы 
степеней числа 2. Напрнмер, 1000= 
=23--2%--28-|-2*--2°--29. Используя 
2-адическое. расстояние, это разло- 
жение можно получить так. Сна- 
чала мы ищем стелень чнсла 2, кото- 
рая находится на том же расстоянии 


-от 0, что и число 1000. Найдя эту 


степень (23), вычитаем ее из числа 
1000 и для получившегося числа 
(992) снова ищем степень числа 2, 
находящуюся с ним на одинаковом 
расстоянин от 0. Затем ищем степень 
числа 2, находящуюся на одинако- 
вом расстоянии отОс числом 960= 
—992—9, и так далее. 


Используя отрицательные степе- 
ни числа 2, можно получить анало- 
гичные разложения рациональных чи- 


т 
сел вида -5, гдет, Е — натураль- 


ные числа. Напр ример, 
1477 _1 28 26-27 28 4-20 
256 — 28 = 
= 2—8 4-26 4-22-21 201-27. 


Никакие другие рациональные числа 
нельзя представить в виде суммы сте- 
пеней двойки, но, оказывается, таки- 
ми суммами можно сколь угодно точ- 
но приблизить любое рациональное 
число. — Действительно, р а— 


рациональное число нра = 5. По- 
ложим а,-=@—2*+. Тогда а, ближе 


к нулю, чем а (см. упражнение 1). 
Поэтому либо а. =0, либо ||а! |= 
=>, где А.>.. Полагая а, =а, — 
—2,,. 


а-—0, либо [аа = 3х, 


‚мы снова и что либо 
где Аз>А., н 


так далее. Таким а либо неко- 
торое число а, равно нулю, и тогда 
а является суммой степеней двойки: 
а=2*: 42%, +... 42“, либо все а, 
отличны от нуля, и тогда суммами 
вида 2-4 2% --... + 2*з число п 
приближается сколь угодно точно. 
В этом случае удобно считать, что п 
равно бесконечной сумме а=2* | 
2% +... +2 +... 
Определение. Пусть х,, 
х., ..., Ап — Последовательность  ра- 
циональных чисел. Будем говорить, 
что рациональное число @ равно бес- 
конечной сумме хх. ... Рх,-[..., 
если 2-адическое расстояние между 
числом п и конечными суммами $,„= 
=х: |... + х стремится к нулю 
при п, стремящемся к бесконечности, 
Нт р(а, 


то есть 
5$,)==0. 
п-ъс 


Упражнение 7. Докажите, что 
если Па 1, то бесконечная сумма а-|- 
-ач-га9?-- ...ЁРа9’- ... определена н рав- 

а 
1—9 ° 
Мы доказали, что всякое рацио- 
иальное число можно представить Ли- 


на 


бо в виде конечной суммы 2+ 
+2 2" (Е.Х <), 
либо в виде бесконечной суммы 


2ь, -|-28,-|-...--2^" --... (Ё, — целые 


числа, А,<А,<...). В обоих случаях 
это представление, которое мы будем 
называть 2-адическим — разложением 
числа а, можно записать в виде 


224 + а + 1 + - ака" + 


-..., где в -— целое число, а 
каждое из чисел екчу, 2к+о, ..., @куп, ... 
равно 0 или 1, причем 2н= |. Числа 
=, называются 2-адиче- 


скими цифрами числа =. Нетрудно 


2+1, 


доказать, что каждое рациональное 
число нмеет одно н только одно 2- 
адическое разложение. 


Упражнение 8. Докажите, что 
=1+2-22--28-|-... - 2" 
1 


5 = 21-29-24... +22"... 


В силу упражнения 8 2-адические 
цифры —] образуют последователь- 
ность 1, 1,1, ..., а 2-адические цифры 


числа < образуют последователь- 
НОСТЬ 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, Обе по- 


лученные последовательностн пе- 
риодичны. Можно показать, что у 


любого рационального числа > по- 


следовательность 2-адических цифр 
периодична *). 

Для этого рассмотрим последова- 
тельность целых чисел а;, а., 


... @,, .... определяемых равенствами 
а 
ЕО он В: 
9 9 
Е 
Ч еь+32*+ 1) = 0824+2,..., 
реа... Редуя-ЬХ 
а 
х2^+"—1} = СпоЕ+и, _ ГДеен, Вл 
9 въ +и—1. 2-адические цифры, 
числа —— . (Проверьте, что а, а, 


..., а»... действительно целые числа.) 
Теперь заметим, что 2-адическое раз- 


ложение числа можно получить 


нз 2-адического разложения числа 
а 
О умножив каждое слагаемое в 


*) В том же смысле, в котором пернодич- 
на десятичная дробь, представляющая ра- 
циональное число: пернодична, начиная с 
некоторого места. 
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последнем разложении на 2^*” и при- 
писав к получнвшейся сумме сперед н 


и ры и 


Поэтому периодичность последова- 
тельности Ев, Екчл» Раза, будет 
установлена, если мы докажем, что в 
последовательностн а1, ао, ..-, ал, ... 
какое-нибудь число встречается дваж- 
ды. В действительности, последова- 
тельность а:, ао, ..., @л, „.. ограни- 
чена, н так как члены ее — целые 
числа, среди них обязательно встре- 
тятся равные. Ограниченность этой 
последовательности устанавливается 


следующей цепочкой — иеравенств: 
Р ы: ЕК+1 
Та, |=] вет ( ол уиь Г Пк 


1 
+(э= + 


Е г [4 
я |3 


1 1 
а + +19 


Упражнение 9. Используя ре- 
зультат упражнення 7, докажите, что ес- 
ЛИ А, ка, 2+2, ...— периоднческая по- 
следовательность цифр 0 к 1. то бесконеч- 
ная сумма г, 2^ -Г т а" 2+ 
++... является 2-адическим разложеннем 
некоторого рационального числа. 


2-аднческие чнсла 


Кроме перходнческих разложеннй, кото- 
рые задают рациональные числа, можно 
рассматривать н непермодические разло- 
жения, считая, что они задают некоторые 
новые числа. Эти числа ‘вместе = рацно- 
нальными образуют множество @;, элемен- 
ты которого называются 2-адическими чис- 
ламы. 

Элементы из @. можко попарно склады- 

вать н перемножать. Вот как это делает- 
ся. Пусть © = гк 2" -- т" + ...За- 
пишем 2 подобно бесконечной дроби: и= 
= .-- 5, Е: 2+... . 
Если есть два числа нз Оз, записанных 
такнм образом, то нх сумму (произведение) 
следует вычислять так же, как сумму 
{произведение) двух бесконечных дробей, 
но с переносами «слева направо». (Прнме- 
ры см. на рисунке 4.) Мы не можем оста- 
навливаться на этом более подробно и пред- 
лагаем читателю самостоятельно проверить, 
что сумма и произведение элементов из @ 
вновь дает элемент нз @, и что этн опера- 
ции обладают обычными для умножения 
н сложення свойствами: удовлетворяют 
переместительному, сочетательному н рас- 
пределительному законам. 

2-аднческнй модуль и расстоянне есте- 
ственно распространяются ка @: 
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1 
10110101... 
101,1010... 


1 1100000... 


11011001... 
Хх 00по!... 


воно. 


+ 


0,11011... 
000110... 
1,001..... 
Рис. 4. 
если оО. п а=е 9-е 12+1-... 
(где = 0), то ||| =1/28; если се, ВЕО., 


то р (@. В)= Па-—ВИ- 
Упражнения 


10. По разложенню “Е. постройте 
разложенне числа —&@. 

11. Убедитесь, что обычиая сумма двух 
рациональных чисел н сумма этнх Чисел 
в @. соответствует одному й тому же чис- 
лу. Продумайте аналогнчный вопрос для 
пронзведения. 

12. Научитесь делить в О(.. 


Вы знаете, что при определенных усло- 
внях для бесконечной последователь ности 
(х.) действительных чисел существует их 


сумма Хх„. Для этого необходимо, но не- 

достаточно, чтобы Ит х„=0. Для 2-ади - 
л-+о 

ческих чнсел дело обстоит проще. Условие 

ит |х„|=0 является и необходимым 

п- о 


и достаточным: 
если Ит [хо ||=0, то 
п-ю 


существует 


Упражнения 


13. Докажите достаточность условия 
[1х № =0, 
п-о 


14. Докажите, что сумма 1-1!--2. 2! - 
--...+ п-лЬ2 ... определена. и найдите 
ее значение. 

15. Докажите, 


что если ХЕО, и 


х 

№х\| = 2, то определена сумма —^ + 
хз хп 

Е ЕВ 

2-адический логарифм 


В заключение мы придадим более естест- 


ых форму решенню задачи М434*). 

ля этого рассмотрим фуикцию 
х х? хп 

т Ро 


определенную на множестве 2-адических 


| 
чнсел х, модуль которых не больше > (см. 


*) Условие и решенне этой задачи см. п 
«Кванте» № 12 за 1977 год. 


упражнение 15). Для решення задачи М434в 
достаточно доказать, что 2 (2)=0. Введем 
еще одну а по формуле 106 х= 
=—2(1—х). Равенство 2 (2)=0 оэначает, что 
108(—1)=0. Функция Тов (она называется 2- 
адическим логарифмом) обладает основным 
свойством логарифмов: 108(ху)=108х- 158 у. 
Из этого свойства легко вывести равенство 
108 (-—1)=0. Действнтельно, 1ор 1=1ю08 (1Х 
х1=1юя 1--108 1=21ов 1, откуда 108 1= 
=0. С другой стороны, 1оя 1=108 ((—1) Хх 
х (—1)=Юй (—1-Н№в (—1)=2 108 (—1) я 
потому 108 (—1)==0. 2-аднческий логарнфм 
в множестве 2-адическнх чисел играет ту 
же роль, что н обычный логарифм в мно- 
жестве вещественных чисел. 2-аднческий 
логарнфм определен для тех чисел х, для 
которых |]х||=1, так как нменно п этом 


случае ||1 —х=—-. (В частности, опре- 


делен 108 (—!).) Равенство, на котором ос- 
новано решение задачн М434 в «Кванте», в 
пределе прн п, стремящемся к бесконеч- 
ностн, принимает внд С. (2х—х2)—2[(х)=0. 
Это равенство также является следствнем 
основного свойства логарифма. Действн- 
тельно, —Ё (2х—х2)—= —1ов (1—2х--х2)= 
= -Чюор (1—х)=—2 ой (1—х)=21. (х). 

С доказательством основного свойства 
2-аднческого логарнфма и срядом других 
свойств 2-аднческнх чнсел вы можете позна- 
комиться по книге 3. И. Боревича н И.Р. 
Шафаревича «Теорня чисел». Кроме лога- 

нфма есть н другне замечательные функцин 
-аднческой переменной. Одной из таких 
функций является экспонента — фуикция, 
определенная равенством 
№ хп 


ехрх= 1х ++... ет +... 


Упражнение (16. Докажите, что 
экспонента определена на множестве 2-адн- 
ческих чнсел х, удовлетворяющих условию 


Их|=-. 


2-адическая экспонеита обладает свой- 

ствамн, аналогнчнымн свойствам обыч- 

ной экспонеиты: ехр (х--у)=ехр х+ехр у, 

ехр (1ой х)=х, 108 (ехр х)=х. (Этн равен- 

ства справедливы для тех значеннй пере- 

‚ менных, для которых они определены.) 
з ® 


® 

Подобно тому, как было определено 
2-аднческое расстояние, с помощью про- 
извольного простого числа р можно спре- 
делить р-аднческое расстояние. Оказыва- 
ется, все расстояния между рациональ- 
нымн Чнслами эквнвалеитны лнбо обычно- 
му, либо одному из р-адических расстоя- 
ний. Но это — тема для другого рассказа. 


Прниложенне 


Нам осталось доказать существование тре- 
угольника с вершинами всех трех цветов. 
Сформулируем н докажем более общее ут- 
вержденне: 

Пусть квадрат ОАВС разбит на не- 
сколько треугольников. Предположим, что 


Рис. 5. 


каждая вершина этих треугольников ок- 
рашена в зеленый, красный или синий цвет 
таким образом, что ни на какой прямой 
не встречаются точки всех трех цветов. 
Пусть при этом О — зеленая точка, А 
п В — красные точки, С — синяя точка. 
Тогда среди треугольников разбиения есть 
треугольник, имеющий вершины всех трех 
цветов. 

Доказательство. Нам будет 
удобно различать стороны треугольннков 
и звенья, т. е. отрезкн. на которые сторо- 
на треугольника разбивается попавшимн 
на нее вершинами других треугольников. 
Сторона Треугольннка разбиения, не со- 
держащая внутри себя першин других 
треугольников, сама счнтается звеном. 

В зависимостн от того, в какой цвет 
окрашены коицы звена или стороны, мы 
будем раэличать Бб тнпов звеньев н б ти- 
пов сторон: 33 (оба конца зеленые), ЗК 
{один из аониов красный, другой — зеле- 
ный) ит. д. (3С, КК, КС, СС). Докажем, 
что на сторонах треугольника, у которо- 
го какне-нибудь две вершниы окрашены 
в один цвет, лежит четное число звеньев 
типа ЗК. Действительно, так как ни на 
какой прямой не встречаются точки всех 
трех цветов, звенья тнпа ЗК встречаются 
лншь на сторонах типов 33, ЗК. КК, 
причем на стороне тниа 33 илн КА таких 
звеньев четное чнсло, а на стороне тнпа 
ЗК — нечетиое число. Отсюда следует, 
что на сторонах каждого низ треугольников. 
нзображевиых на рисунке 5, четное число 
звеньев трепа ЗК (на сторонах треугольнн- 
ков с двумя илн тремя снинмн вершинами 
звеньев типа ЗК нет). 

Предволожим телерь, что среди тре- 
угольников разбнеиня нет такого, кото- 
рый имеет вершнны всех трех цветов, т. е. 
в Каждом треугольнике разбнення есть две 
вершины одного цвета. Так как каждое 
звено, находящееся на контуре квадрата 
ОАВС, лежит на стороне одного треуголь- 
ника разбнения. а каждое звено. находя- 
щееся внутри этого квадрата, лежит на 
сторонах двух треугольников разбиення, 
то из того, что каждый треугольннк раз- 
бнення имеет две вершины одного цвета. 
следует, что на контуре нвадрата лежят 
четное число звеньев типа ЗК. С другой 
стороны, на отрезках ОС н ВС таких звень- 
ев нет, на отрезке ОА — нечетное число, 
а на отрезке АВ—четное число таких звеньр- 
ев. Получено протнворечне. 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основання журнала. Публн- 
куемые в мем завачн не 
стандартны, во для их ре- 
шения не требуется знаннй, 
выходящнх за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Наиболее трудные за- 
дачи отмечаются — звездоч- 
кой. После формулировки зз- 
дачи мы обычно указываем, 
кто иам ее предложил. Ра- 
зумеется, ие все этн задачи 
публикуются впервые. Ре- 
шения задач из этого но- 
мера можио отправлять не 
позднее | апреля 1979 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» 
№ 2—7%» н номера задач, 
решения которых вы посы- 
лаете, например,  «М546, 
№М547» нлн «$568». Реше- 
ния задач из разных номеров 
журнала илн по разным пред- 
метам (математике н Фнзи- 
ке) присылайте в разных 
конвертах. В письмо вложите 
конверт к напнсанным на 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получите ре- 
зультаты прозерки решений). 
Условне каждой орнгиналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для пубанкацин (нли цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с вашимн 
решеннямн этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», новая зада- 
ча по физике» нлн «...новая 
задача по математнке» ). 

В начале каждого пнсьма 
просим указывать ваше ння, 
фамнлию, номер школы н 
класс, в котором вы учнтесь. 


32 


задачник 


пранта 


Задачи 
М546—М550; Ф558—$562 


М546. Из произвольной точки М окружности, опн- 
санной около прямоугольника, опустили нерпен- 
дикуляры МР и МО на две его противоположные 
стороны, п перпендикуляры МК и МТ — на про- 
должения двух других сторон. Докажите, что пря- 
мые РК ин ОТ перпендикулярны друг другу, а их 
точка пересечения принадлежит диагонали прямо- 


угольника. 
Ваге Шоафарян.ученик 10 класса (Ереван) 


| 
М547. Для того чтобы уравнение “-— = > где 


п — натуральное число, имело единственное решение 
в натуральных числах х, и, необходимо и достаточ- 


но, чтобы п было простым. Докажите это. 
А Данислян 


М548. а) На окружности расположено 4 тоЧки. 
Через середину хорды, соеднняющей две из них, 
проводится прямая, перпендикулярная хорде, сое- 
диняющей две другие точки. (Такая прямая про- 
водится для каждой пары точек.) Докажите, что 
все шесть построенных прямых проходят через 
одну точку. 

6) На окружностн расположено 5 точек. Через 
центр тяжести трех из них (точку пересечения 
меднан треугольника с вершинами в этях точках) 
проводится прямая, перпендикулярная хорде, сое- 
диняющей остальные точкя. Докажите, что все 
десять построенных прямых проходят через одну 
точку. 

в) Обобщите эти утверждения на случай м то- 


чек. 
А Лопшии 


М549. Дано натуральное число №. Выпишем все 
его делителя 4., 4, ..., 4, и для каждого из них 
найдем, сколько делителей оно имеет. Докажите, 


что для полученных чисел 4,, 4, @%, ..., @а ВЫПОЛ- 
няется равенство 
2 — а3 --а3 --.- + аз 
(а +а. + +а,}? = ал аз ` @а. 


Рис. 1. 

] 1 
пет № 
= > 

9 
Г 
Рис. 2. 


Например, число М=6 имеет четыре делителя: 
1, 2, 3, 6; здесь а:=1, а.=2, а;=2, а.=4 и 
(1+2+2-+4)2=13428--22--43. 


В. Матизен 


М550. Из пункта А в пункт В, расстояние между 
которыми равно 4 км, должны добраться п вело- 
сипедистов, у которых имеется 21 велосипедов. 
Каждый может идти пешком со скоростью 
и км/ч нлн ехать на ‘велосипеде со скоростью 
и км/ч. За какое наименьшее время все п вело- 
сипедистов смогут попасть из А в В? (Время счи- 
тается по последнему прибывшему. Велосипед 
можно оставлять на дороге без присмотра.) Рас- 


смотрите частный случай: т=2, п==3. 
С. Кротов 


Ф558. Маленький тяжелый шарнк влетает через 
отверстие внутрь гладкой сферы той же массы, 
проходя на расстоянии Ю/2 от центра сферы (К — 
раднус сферы). После влета шарика отверстие ав- 
томатически закрывается. Считая соударения меж- 
ду шариком и сферой абсолютно упругими, найтн 
траектории шарика и центра сферы в той системе 
отсчета, в которой сфера первоначально поконлась. 
Определить параметры этих траекторий и отметить 


на них точки, в которых пронсходят соударения. 
Б. Буховцев 


Ф559. Согласно теории Бете углеродный цикл 
звездных термоядерных реакций состоит из следую- 
щих реакций: 
р-+ "С — ЗУ, ЗМ — Ста», 
р-+ © — ММ + у, р-+НМ — 0 + у, 
130 —1М + е+ + у, рН ЭМ —1С + *Не. 


Найти энергию, выделяющуюся прн образовании 
моля гелия. 

Ф560. Плоская бесконечная струя толщины 4 
падает под углом & на плоскость (рис. 1). Скорость 


струн равна и, ее плотность р. На какие струн рас- 
падается струя? 

Ф561. Глубоководный батискаф сварен из двух 
полусфер радиуса К=2 м. Батискаф должен по- 
гружаться на глубину Н=10 км. Какое напряже- 
ние (отношение модуля силы к длине экватора) 
должен выдерживать шов батнскафа, еслн сварной 
экватор расположен а) горизонтально? 6)* вер- 
тикально? 

Ф562. Конленсаторы емкостей С,=2,00 мкф н 
С,=3,00 мкф соединены последовательно и под- 
ключены к батарее с ЭДС $ =120 В. средняя точ- 
ка которой заземлена (рис. 2). Провод, соединяю- 
щий конденсаторы, может быть заземлен с помощью 
ключа К. Найти заряды 91, 2 Н 9. Которые прой- 
дут после замыкания ключа через сечения /—, 
Н—И в ИН-УТ в направлениях, указанных на 
рисунке. — 
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№500. —М первоклассников 
выстроены в одну шеренгу 
(плечом к плечу). По ко- 
манде «нале-ВО» все одно- 
временно повернулись на 90°. 
некоторые — налево, а дру- 
гие — направо. Ровно через 
секунду каждый, кто стал 
лицом к лицу со своим сосе- 
дом, поворачивается «кру- 
гом» — на 180°. Еще через 
секунду каждый, оказавший- 
ся теперь лицом к лицу 
р соседом, снова поворачи- 
вается на 180° и т. 0. 
(рис. Г). 

а) Докажите, что че- 
рез конечное время движе- 
ние прекратится. 

Какое наибольшее 
число роз ног повернуться 
«кругом» один человек? 

в) Какое наибольшее 
количество времени могло 
продолжаться движение в 
строю? ®) 


*) Задача М500 г) бу- 
дет решена позже. 


ро 


с” = нЕ ных» не =ЕС НФ нах нЕФ 
о ВЕ ЕК» НЕ ЕСР НЕ» = = О 
р = 

[59 


БО) НЕО) + НБ РЕК т» =ЕСУ 


Решения задач 
М500 (а — в) — М503; Ф502, Ф504, Ф512 


в задачн 0) н в); задача а) следует из в) (или 
из 6б)). 
6) Нетрудно видеть, что число поворотов, которые 
совершит первоклассиик А, не может превосходить обще- 
го чнсла первоклассников ТА, стоящих к нему лицом 
(спередн н сзадн). Действительно, в те моменты, когда 
А не поворачнвается, тд, очевидно, не меняется, а когда 
А поворачивается, тд уменьшается на вдиннцу. С дру- 
гой стороны, очевидно, тд ^МЫ—1. Итак, каждый перво- 
классннк может повернуться не более № — | раз. Про- 
стейшие примеры показывают, что эта оценка достигает- 
ся (рис. 2). 

в) Для времени двнження справедлива та же оценка: 
№ — 1. Докажем это по нидукцин. При №1, очевидно, 
оценка выполняется; пусть она выполняется прн №=А. 
Рассмотрим самого правого (последнего) н второго справа 
(предпоследнего) первоклассников в строю из М==Е-Н1 че- 
ловек. Если последний первоклассннк смотрит направо, 
то он, очевидно. поворачиваться ие будет, н для временн 
движения, по предположению индукцнн. выполняется 
оценка #—-1. Еслн последний первоклассник смотрит вле- 
во, а предпоследння — вправо, то в следующий момент 
оба они повернутся, последний первоклассннк станет 
смотреть вправо, а для общего временн движення будет 
выполняться оценка 1--(#—1)=#= М—1. Остается рас- 


ЕГО Е ых» Е» НЕХ 

НЕО 5) а» ыы» АХ НЕ» 
5РЕСО РЕФ РЕЕС> РЕ ЕО ЕО 
БЕГ РЕ > РЕ 


2)| === Во НЕС 5» НЕХ РЕ 
| ЕЕ ЕЕ 


ЦЕ РКО него НЕО НЕО НЕО наГо Е НЕС 
нео нах» нео ыы» НЕХ) НЕГО Г НЕХ Е 
220» РЕК ЕР НЕО 


Рис. 3. 
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Ех» НЕО иво НЕЕ ге 5 
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=6 
время движения-5секунд. 


Рис. 4. 


№501. Выберем из последова- 
тельности степеней трой- 


ки З3, 9, 27. 81, 243, 
729, 2187, 6561, ...^ все 
числа, начинающиеся с 


цифры 9; пусть эти числа 
1 
(по порядку) ЗК К *. 
(3) 


$ ‚ .. (8 частности, 
{ (1)=2, так как первое 
иэ таких чисел 9=9). 

а) Найдите [(2) и 
КЗ) — номера второго и 
третьего такого числа. 

6) Докажите, что та- 
ких чисел бесконечно много. 

в) Докажите, что { (п) 
при п> 1 удовлетворяет ус- 
ловиям: 


(1) Ка) —п нечетно; 
1 
Го б |< 1. 


п определяется этими усло- 
виями однозначно. 


3. 


смотреть случай, когда оба:— последний я предпослед- 
ний — первоклассника смотрят влево. 

Будем теперь считать, что первоклассники, стоящие 
друг к другу лниом, не поворачиваются, п меняются ме- 
стами (каждый из них делает шаг вперед); картнна от 
этого не изменится. Тогда нетрудно видеть (рис. 3), что: 

1) наличие последнего первоклассника никак не бу- 
дет сказываться на двнжениян предпоследнего; 

2) последний первоклассник может отстать от пред- 
последнего не более чем на два шага (между ннмн может 
стоять не более одного человека). 

Из этого следует, что последний (смотрящий влево) 
первоклассник остановнтся не более чем через одну секунду 
после того, как окончательно - прекратит движенне предпос- 
ледний первоклассняк (также смотрящий влево); а с оста- 
новкой последнего первоклассиика движение в строю в005- 
ще прекращается (действительио, у него за спинной — толь- 
ко «правые», а перед ним — только «левые»). При этом 
двнжение в строю нз №=А-1 человек будет продолжать- 
ся не более чем на одну секунду больше, чем в строю 
из Ё человек, то есть не более чем 1--(#—1)=#= М —1 се- 
куид. Таким образом, оценка М—1 выполняется. Из рн- 
суинка 4 видно, что она является точной (на рисунке №=6, 
время двнження — пять секунд). 

Г. Курдюмов 


Ф 


Докажем сначала такое утвержденне: для любого Ё> | 
существуют две или три Е-значные степени тройки, при- 
чем в том и только в том случае, когда их три, одна из 
них начинается цифрой 9 (если последовательность сте- 
пеней тройки дополнить числом 3°=1, то это утверждение 
будет верно н прин А=1). Пусть 3 — наименьшая 
К-значная степень тройки; тогда 10%— 37 < 3. 10-1. От- 
сюда 3- 10-1 <37+1 < 9. 10-1, то есть 37+1— Ё-значное 
чнсло, не начинающееся с девятки. Далее, 37 +29. 10%-2, 
то есть есля 3"+2— #-значное число, то оно обязательно 
начннается цнфрой 9. (В любом случае 37+ >27. 10%—#— 
не А-значное число.) 

Пусть теперь 3/”)— А-значная степень тройки, на- 
чинающаяся с девяткн, то есть 


9-104—2 <3Х”) < 10 (®) 
(оба неравенства строгие, поскольку ЗД")— число нечет- 
ное). Подсчнтаем двумя способами количество степеней 


тройки, меньшнх 3”). С одной стороны, кроме тех п—1 : 
степеней, которые начинаются цнфрой 9, есть еще ровно 
две {[-зиачные степеня тройки для каждого [=1,2, ‚... №, 
то есть их всего 2-+-(п—1) штук. С другой стороны, ко- 
лнчество степеней тройки, меньших 3/”), равно # (п): 


это числа 3°, 31, ..., 3-1. Значит, 28-- (п =} (м), 
откуда 


(п) —п-1 
Е = ик (©) 
Поскольку Ё — натуральное, нз этого следует, что 
{ (п)— п — нечетное число. Условие (1!) пункта 8} доказа- 
но. 
Из (») и (2*) нмеем 


о ге Е (=) 
нли 
РТ крак 
Выделиив несколько равноснильных преобразований, 
33 


192 


9 
[3— 1=0 
195 < 199 
198 
к 197 9 


Рис. 5. Круг разбит на де- 
вять секторов: 1, 2, ..., 9, по- 
казывающих, какую долю 
(в пределе при М ><) сре- 
ди чисел с, @1, ... ап со- 
ставляют те, которые иачи- 
наются цифрой 1, 2,....9 соот- 
ветственно. 


№602. Даны три парал- 
лельных. отрезка АА,, 
ВВ.. СС, не лежащих в 
одной плоскости. Пусть 


М — точка пересечения пло- ` 


скостей АВС, ВСА, ши 
САВи. в М; — точка педе- 
сечения плоскостей А.В,С. 
В.С. А п С. А,В. —Докажи- 
те, что отрезок ММ, па- 
раллелен трем первоначаль- 
ным. 


получим 
21а 9-Е (п) —п—1<Ё м) у. 9<{ (п)—п- 1, 
18 9—1<{ (п) 18 9—/ (п) —в Э-п<— 1 9-1, 
то есть 
— (1—1 9) <—(1—15 9) { п)- (п— 1 9)<1— 9, 
н поскольку 1—1 9>0, имеем 


—1 
< В <, 
п— 159 


то есть (п) — Ею <1 


— условие (2) пункта в) задачи. 


п— 169 | 
Число № = в +! нррациональное (п>> 1 
н 1& 9 нррационально). Поэтому прн любом п>1 условию 
(2) удовлетворяют ровио два последовательных нату- 
ральных числа; одно из инх четно, другое нечетно. Но 
так как для каждого п четность [ (п) нзвестна .(раз- 
ность { (п)—п нечетна), то при каждом п число { (п) опре- 
деляется однозначно. Остается доказать, что для [ (п), 
определенного условнями (1) м (2), степень тройки З/п) 
действительно начинается с цифры 9 (все условия на $ (п) 
мы получили в предположенни, что } (п) су- 
ществует). Проведя выполненные выше преобразо- 
вання в обратном порядке, из условия (2) легко получим 
(*ее), то есть 3/7) в самом деле начинается с девяткн. 
Теперь уже нетрудно найти { (2) в { (3): 
| (2)=23, | (3)=44. 

Наконец, поскольку {[(п) определено для всех 
натуральных п, получаем, что степеней тройкн, начинаю- 
щихся цифрой 9, бесконечно много. 

Замечанне. Из неравенства (2) в ыы задачн 


следует, что величина { (п) растет примерно как 9 " 


Этот результат можно вывести из того факта, что при боль- 
шнх значениях М№ средн № первых степеней тройки колн- 
чество степеней, начинающихся инфрой 9, примерно равно 
(1—18 9)М№ (рис. 5; тут совершенно неважно, рассматрн- 
ваем ля мы степени двойки, тройкн илн другого числа @ 
с иррациональным 164; см. статью В. Болтянского — 
«Квант», 1978, № 5). В самом деле, если } (п)= №, то сре- 
ди чисел 31, 32, ..., ЗМ ровно пл=(1-—18 9) М начннаются 


1 
с 9; поэтому [ (п) => № п. Результат задачи М501 по- 


зволяет найти точное значение / (п} для любого п. 
Э. Туркевич 


Ф 


Пусть Ао, Ве, Со— проекции даиных отрезков на перпеи- 
дикулярную им плоскость (рис. 6). Заметим, что линия 
пересечення плоскостей АВС, и САВ, проходят через точ- 
ку А и точку пересечення прямых ВС, и В,С (рис. 7), 
а ее проекцня проходит через точку Аз и делит отрезок 
ВеСь в отношении | ВВ, |:| СС, |. Ликия пересечения пло- 
скостей ВСА, н АВС, проходит через точку В н точку 
пересечения прямых ДС, н А,С (рис. 7), так что ее про- 
екцня проходит через точку Вь н делит отрезок АзСь в от- 
ношения |АА, | : [СС,| (рис. 6). Остается заметить, что те 
же факты нмеют место и для проекций линий пересечения 
пар плоскостей (А.В.С, С.А: В) н (В. С1А, А,В,С), так что 
точки М н М, пересечения троек плоскостей проекти- 
руются в одну н ту же точку Му плоскости АоВеСье, пер- 
пеядикулярной [АА,]. Отсюда следует утверждение задачи. 

А. Савин, 3. Скопец 


Другое решение этой задачи получается с нспользо- 
ваннем понятня косой симметрин. Косой симметрией на 
плоскости называется следующее преобразование: нужно 


Рис. 6. 


М503. Набор из 21-Е 1 чисел 


с, а, аз, -... @п таков, 
ак: + ак 

что ак а для 

всех #=|!, 2. .... 21-1. 

Докажите неравенство 


ау а: + ав-+.. Нап: 
п =—- 


= чт, >. Разп () 


и выясните, для каких кабо- 
ров оно превращается в ра- 
венство. 


В: 


Рис. 7. А 


взять прямую — ось снмметрни — и некоторое не парал- 
лельное ей иаправлекне. Затем через произвольную точ- 
ку К провести прямую, параллельную выбранному на- 
правленню, и найтн на ней такую точку К:, что отрезок 

К, делнтся осью пополам. Точка К, и называется хосо- 
симметричной точке К. Аналогично н.в пространстве, но 
там вместо осн нужно взять плоскость симметрия (и не 
параллельное ей направленне). Легко проверить, что прн 
косой симметрнн прямые лереходят в прямые, плоскости — 
в плоскостн. 

Решенне задачи. Проведем через середины 
наших параллельных отрезков плоскость симметрии. Рас- 
смотрнм косую симметрию относнтельно этой плоскостн 
с направлеянем, параллельным нашим отрезкам. Тогда 
тройка плоскостей АВС,, ВСА|, САВ, переходит во вто- 
рую тройку плоскостей: А.В В.С.А н С. А.В. Следо- 
вательно, точка пересечения первой тройки плоскостей 
перейдет в точку пересечення второй тройкя плоскостей; 
поэтому соединяющий их отрезок параллелен даняым (ес- 
ли две точкн кососнмыметричны, то соеднняющнй их отре- 
зок нмеет выбранное направление). 


Ф 


Заметнм сначала, что если данный набор — арнфметиче- 
ская прогрессня, то все написанные в условин задачи 
неравенства превращаются в равенства. Ниже мы увидим, 
что из «выпуклых» наборов (то есть наборов, у которых 


ак-1 аа 
а п 


Л. Лиманов 


для всех А=1,2, ..., 2—1) телько 


для арнфметической прогресснн неравенство (*) становнт- 
ся равенством. 

Чнсла пронзвольного «выпуклого» набора {ак} пред- 
ставнм в виде суммы чисел ак=бк-ск двух наборов {6} 
и {ск}, один из которых — {8 }— арнфметическая про- 
грессня с крайннмн членами % == 49 н 6.л=азп, а другой — 
{ск }— «выпуклый» набор с нулевымн крайннмн членамн: 

М льку для иабора {6} неравенство (*) превра- 
щается в равенство, достаточно доказать его для набора 
{ск}. Но для «выпуклых» иаборов с нулевымн крайнимн 
членами оно получается непосредственио нз условия «вы- 


Се 6 Сы 


пуклостн»: запнсав, Что сё: >> р: для всех {= 


=], ..., П, Н сложив эти неравенства, получим: 


р м Е 


4 сапа 9” =с + с2-... | сап-з-- Сав 


(мы учли, что с=0.л=0), так что 


с -- 8 +... + вап >. ое. ..сап 
п = п 258 
а бо Г = :- -| Сап 08) 
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Ф502. В крышке закрытого 
ящика высоты В= Е м имеет- 
ся круглое отверстие. Как 
изменится освещенность дна 
под отверстием, всли в от- 
верстие вставить линзу 
с оптической силой = 
—/ дптр? Ящик стоит под 
открытым небом, затя- 
нутым равномерной пеленой 
облаков. 


ФБ04. Колеса легковых ав- 
томобилей тщательно ба- 
лансируют — добиваются 
того, чтобы центр масс 
колеса лежал точно на оси 
его вращения. Для чего необ- 
ходима балансировка колес? 


Осталось лишь доказать, что для выпуклых наборов 
неравенство (») может быть равенством только для 
арифметнческой прогрессин. Для этого достаточно пока- 
зать, что еслн ск>>(ск—1- С +1)/2, то либо все сь, = 
=0, ..., 2п, равны нулю, либо все ск, Ё=1, ..., 211, 
положнтельны (в последнем случае правое не- 
равенство ня (»®) обязательно строгое). 

Выберем наименьшее с1; пусть оно стоит не 
с краю: #50, 521. Тогда сера н аа откуда 


с ЕЕ Ча. Но по условию {ск }—«выпуклый» набор, 
значит. сес =с а. Применив то же рассуждение к 
са (или К Срна), получим, ЧТО С] == Ср-Ь= Ср (Или се=ЕСНа= 
=с;+2) и Т. д.— до тех пор. пока ие дойдем до краев; по- 
лучнм 0=с1=0%= ... ==0:и.1==0. Поэтому еслн среди чн- 
сел ск есть отличные от нуля, тт нанменьшее обя- 
зательно стоит с краю (я равно нулю). так что для &=1, ... 
.... 1—1 нмеем сь> 0. 

Н. Васильев, И. Клумова 


Ф 


Световой поток, идущий в единичном телесном угле, под 
любым направлением один н тот же. Обозначим через а 
световой поток, ндущий в еднничном телесиом угле и по- 
падающий на единннчиную площадку линзы изн дна под 
отверстием. 

отсутствие лннзы на дно попадают лучн, ндущие 
в телеснком угле © = 5отв/? (рис. 8). Следовательно, п 
этом случае освещенность дна под отверстнем равна 


В, — со == 95 отв/Й? 


Рис. 8. Ркс. 9. 


Линза собнрает в своей фокальной плоскости на дне 
ящнка на площадке площадью $=124 все лучн, идущие 
в телесном угле © (рис. 9). Такие лучн несут световой 
поток Ф-05отв®, так что освещенность изображения не- 
ба в этом случае равна 


Ез = Ф/5 =ооть/ 1. 


Мы вндим, что В\=Е.. то есть освещенность дна ящнка 
под отверстнем не меняется. 
И. Слободецкий 


ы > 


На колесо со стороны дороги действует сила реакцнн №. 
Если колесо сбаланснровано, эта сила равна по абсолют- 


и 
ной величине 1/4 веса автомобиля М|&|*) (при езде по глад- 


”! То. какая часть веса автомобиля приходится на коле- 
со. определяется положением центра тяжести автомобнля. 
Вообше говоря. она не равна 1/4 


Ф512. Цель, показанная 
на рисунке 10. включена в 
сеть переменного тока часто- 
ты у=50 Гц. С помощью 
коммутатора на вход осцил- 
логрифа подается попере- 
менно то ноприжение меж- 
ду точками а и 6. то напря- 
жение между точками В и 4. 
На экране — осциллографа 
получаются изображения 
Эдвих кривых. Рисунок 11 
сделан с фотографии карти- 
ны на экране осциллографа. 
Определить индуктивность 
{. контура, если С=32 мкФ, 
В = 65 Ом. 


й Ь 


Рис. 12. 


кой горизонтальной дороге). Если же колесо не сбалан- 
снровано, то его центр тяжести движется по окружности 
раднуса г с центростремительным ускорением ®и (г — 
расстояиие между центром колеса и центром тяжести, 
в) — угловая скорость вращения колеса). Поэтому в тот 
момент, когда центр тяжести находится в самой нижней 


> 1 > 
точке, значение |№| больше значения М иа величину 
то?г (т — масса колеса). Когда же центр тяжести нахо- 
= 


> 


дится в самой верхней точке, зиачение |№|] меньше ми 


на такую же величину. Прн проскаЛьзыванин колеса от- 
носительно дороги (проскальзываиие всегда вмеет место) 
сила трення между колесом и дорогой по этим причинам 
оказывается переменной. Поэтому в некоторых местах 
шииа изнашивается быстрее, чем если бы колесо было 
сбалансировано. А это приводит к необходимости чаще 
менять покрышки. 


® 


Как известио, в цепи переменного тока налряжение и ток ие 
совпадают по фазе. Для определения разиостн фаз ф между то- 
ком и напряжеинем воспользуемся рисунком 10. Поскольку 
на участке 54 имеется только активное сопротивление, ток и 
нанряжение ка этом участке совпадают по фазе. Следователь- 
но, нам достаточно найти сдвиг фаз между изпряжениями на 
участках аб и 64. 

Пусть, для определенности, ток в цепи (а значит, и иа- 
пряжение между точками В и 4) отстаст от приложенного на- 
пряжения — на рисунке 11 красная кривая сдвинута вправо 
относнтельно снией кривой ива длину отрезка ВО. Измерив 
длины отрезков АР (этому отрезку соответствует сдвиг фаз 
180°) и ВР. найдем 


С. Семенчинский 


-_ 1861 1 


Рис. 11. 


= 


С другой стороны. разность фаз ф связана с параметрами 
электрической цепи. Построим векторную днаграмму токов и 
И для данного последовательиото коитура (рис. 12) 

сюда 


м - 
но СЕ СЕВ В 
ба Г. 


И 
м 1 1 | 1 
мг я +8е®) = ах (дес +8 $} =0.5Г. 


В. Нижник 


з° 


По страницам шнольных учебников 


М. Чернявский 


Задачи 
на геометрический 
смысл производной 


В 6 10 учебника «Алгебра н начала аналн- 
за 9» приводнтся уравненне касательной к 
графику дифференцируемой функцин н 
объясняется геометрический смысл проинз- 
водной *). Задачи, разобранные в данной 
заметке, иллюстрируют возможность нссле- 
довання геометрических фактов -аналитиче- 
ским методом. 


Из курса физики нам известно, что 
отражателю прожектора обычно при- 
дают форму параболонда вращения. 
Это объясняется свойством параболы, 
рассматриваемым в следующей зада- 
че: 

Задача]. Доказать, что лучи 
света, исходящие из фокуса Е\(0, а) 
параболы у=ах?, в любой ее точке 
отражаются параллельно ве оси сим- 
метрии **). 

Решение. Пусть М (ху; ах) — 
произвольная точка парабо- 
лы (рис. 1). Из закона отражения 
света вытекает, что величины углов, 
образуемых с касательной МР па- 
дающим лучом ЁМ и отраженным 
лучом —. равны между собой. (На 
рисунке : 1=9). Нам нужно до- 
казать, = `МА ||Оу, что равносильно 
равенству 2=3 нли, ‚© учетом преды- 
дущего, равенству 1=3. Последнее 
же вытекает из равнобедренности тре- 
угольника РЕМ. Итак, достаточно 


*)Более подробно об этом см. «Квант», 
1977, № 2, с. 35. 
**)См. также «Квант», № 4, с. 9. 
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доказать, 


РМ! +9) = 


что Ш№ЕМ = ЕР |- 


их 1 1 
-У 29+ 3+ пт = 9+8 


Для вычисления |ЁРР | запишем урав- 
нение касательной МР. Так как 
у=2ах, это уравнение имеет вид 
у— ах; = 2ах, (х—х,). Полагая в нем 


х=0, найдем ордннату точки Р: у= 
= — ах. Следовательно,  |РР]= 


о =—(-а9 |- |248 +, |= 
= ЕМ]. 
Г 
* 


Легко решаются задачи, в кото- 
рых тоебуется найти угловой коэф- 
фициент касательной или уравнение. 
касательной к графику заданной 
функции, если известна точка каса- 
ния. Впрочем, в прикладных зада- 
чах эту функцию иногда бывает не- 
обходимо найти из некоторых допол- 
нительных условий. С таким случа- 
ем мы встретимся в следующей зада- 
че: 

Задача 2. Профиль автомо- 
бильного моста имеет форму парабо- 
лы (рис. 2} с осью, проходящей вер- 
тикально через середину моста с вы- 
сотой центральной части 10 м и 
длиной основания 120 м. Какой доле 
жен быть наклон насыпи на обоих 
концах моста? 

Решение. Заметим, что наклон 
насыпи -— это наклон отрезков каса- 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


тельных к параболе в точках Аи В. 
Выберем систему координат так, как 
указано на рисунке 2. Тогда парабо- 
ла в этой системе задается уравнением 
вида и = ах?-+ 10. Так как точка 


А(60; 0) лежит на параболе, а = — 5 ! 
Таким образом, уравненке параболы 
у= —355 + 10. Отсюда у’ = —18- 
В точке А: а-=у’ (— 60) ==, 
© = агсёв -. 
В точке В: шВ=и’ (60) = —-. 


В-л— ат. 
* ьа 


* 


Иногда нужно проверить, каса- 


ется ли данная прямая графика задан- 
ной функции. Для этого достаточно 
проверить следующие два условия, 
которые являются необходимыми, а в 


совокупности н достаточными 
касания: 

1. Прямая и график функини име- 
ют общую точку. 

2. В общей точке значение про- 
иззодной данной функции равно уг- 
ловому коэффициенту данной пря- 
МОЙ. . 

Задача 3. Касается ли прямая 


х | 4у--4 = 0 гиперболы у? 


для 


Решение. Решив систему 
т. 
ху = 1, 


находим общую точку прямой и ги- 
перболы (2; 1/2). Производная функ- 


1 | 
ции у = равна у’ = ——. аеезна- 


х? 


чение в точке пересечения —и'’(2) = 


1 " 
= —-4. Но угловой коэффициент 


прямой такой же. Значит, данная 
прямая касается гиперболы в точке 
(2; 1/2). 


Задача 4. Найти величину угла, 
под которым парабола у = х? видна 
из точки А. (2;—1). 

Решение. Очевидно, этот угол 
образован двумя касательными к па- 
раболе, проходящими через точку А 
(рис. 3). Обозначим искомый угол 
через ©, а углы наклона касатель- 
ных к оси Ох через @, и “а... Тогда 


ва = (а, — а) = 


_ _ ва; — ве 
1-е 46 а 


А; — А: 
ие (1) 


где А, и №, обозначают угловые коэф- 
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фициенты касательных *). Для их 
вычисления нужно знать абсциссы 
точек касания. 

Обозначим точку касания через 
М (хо; х0). Для вычисления хо. за- 
пишем уравнение касательной 


у—ж = 2х (х— хо) 


и воспользуемся тем, что точка А 
(2: — 1) удовлетворяет этому уравне- 
нию, то есть 


— 1—6 = 2х0 (2—2). 
откуда 


х=2 5. 


Таким образом, #=у' (2+5) = 
=4+2У5: в.=у' (2—5) = 
4—2 У5. Согласно (1), ша = 

Ё4—21/5— (4-25 т - 
14 (4—2 1/5) (4-25) 3 Е 


то есть 
4 4/= 
© =агс а И 5. 


Задача 5. Вертикальный раз- 

рез теплицы имеет форму пятиуголь- 
ника АВСШОЕ (рис. 4), в котором 
1АЕ| ^ 8 м. ПАВ] МЕ] = ам. 
Из точки Р, расположенной на высо- 
те 2 м в плоскости РОЕ горизон- 
тально вытекает струя воды, кото- 
рая при максимальном напоре до- 
стигает точки Е (или А). Какую 
высоту й нужно придать центральной 
части теплицы, если требуется, что- 
бы струя воды (она имеет форму па- 
раболы с вершиной в точке Р) не за- 
девала крыии!г теплицы? 

Решение. — Выберем систему 
координат так, как указано на рисун- 
ке 4, п найдем уравненне параболы. 
Оно должно иметь вид у = 2-ах?. 
Так как точка Е(4; 0) лежит на пара- 


1 
боле, а = —--. Таким образом, пара- 
бола — определяется уравнением 
х? 
Е 2—=. Поскольку точка 0(4: |) 


*› Формула (1). выражающая тангенс 
угла между прямыми через угловые козф- 
фициенты этих прямых, заслуживает осозиа- 
ния, отдельного от даниой задачи, — она 
часто бывает полезна. 


Рис. 43. 


фиксирована. то нам надо найти такое 
положение точки С(0; и), при кото- 
ром прямая (СР) касается параболы 


Ре 2%, а затем взять й > у.. 


Обозначим точку касания через 
ы. 
х 
ой 0 

м (:2 з,) и запишем  урав- 


нение касательной 


и 
= 


ы 
р 


х 
о 
| = =‘. 
Подставляя координаты точки 0(4; |} 


в это уравнение, получим 
РА = 
х—8%+8=0, 


т.е. х»=4-+2У5. Условию задачи 
удовлетворяет лишь корень х,-— 

4—215, так как второй корень 
соответствует точке касания, лежащей 
вне рассматриваемого участка пара- 
болы. Подставив полученное значе- 
ние х. в уравнение касательной и по- 
ложив в нем х = 0, получим ордина- 
ту точки С: 


З Вы Из. 


Таким образом. достаточно взять 
#й>5—2У9--2.2 (м). 

* & 
* 


В некоторых задачах мы встреча- 
емся с касающимися между собой 
кривыми. Естественно считать, что 
кривые касаются друг друга в не- 


которой точке, если они имеют 
в этой точке общую каса- 
тельную. Для того чтобы 


графики функций ’{ ин ф касались в 


Рнс. 5. ] 


Рис. 7. 


точке с абсциссойя х,, необходимо и 
достаточно (ср. с условиями, сфор- 
мулнрованными перед задачей 3), что- 
бы выполнялись следующие два усло- 
вия: 
1) Ихо) = $(хо): 

2) [' (хо) = Ф' (хо). 

Задача 6. Окружность радиу. 
са 1 с центром на положительной по- 
луоси Оу касается параболы и=х?. 
Найти тсчку касания М и положение 
центра окружности’ С. 

Решение. Обозначим центр 
окружности через С(0; а). Тогда урав- 


нение окружности будет иметь вид. 
х? - (ура)? = 1. 

Нас интересует касание параболы 
с нижней полуокружностью (рис. 5, 6) 
уравнение которой имеет вид 
у=а— У 1- х?. Обозначим абсциссу 
точки касания через х,. Используя 
условия |). 2), получаем 


= ЗА 
тж 
то есть 
м м 
И 1—-ж=а —х5. 
| № (1—2 1-2} =0. 
Одно решение, очевидно, х,—=0, 


а--1 (рис. 6). Второе уравнение име- 
ет еще два корня х, = и . Им соот- 


5 
ветствует одно и то же значение а =}. 
Таким образом, мы получаем более 
интересный случай: окружность с 


центром в точке С 0; ны касаю- 
щуюся параболы в точках М, Г ; 3) 


Е 
нм, (— №8; 3) сы 


* 


Задача 7. Точка движется 
прямолинейно под действием по- 
стоянной силы с ускорением 2 м/с? и с 
нулевой начальной скоростью. "Через 
3 секунды после начала движения сила 
прекращает действовать, и точка 
начинает двигаться равномерно с на- 
бранной скоростью. Найдите закон 
движения точки и постройте график 
движения. 

Решение. — Выберем систему 
координат так, чтобы в начальной 
момент точка находилась в начале ко- 
ординат: 5-0 при {-=0. Тогда при 
0<{53 имеем 5-22. При #>3 график 
движения -— часть касательной к 
параболе $ = 12, проведенной в точ- 
ке (3, 9) в сторону возрастания | 
(рис. 7}. Поэтому его уравнение имеет 
ВИД 

5—9 — 6(1—3)} 
или 
5 6—9. 
Таким образом, закон движения ог- 
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ределяется функцией 
а Й, если 03253; 
61—09, если #>3. 


Упражнения 
1. Число х=| не является корнем 
2 


уравиения д? —х = 2х —-5_, но является 


корнем уравнения, полученного приравин- 
ванием пронзводных его левой н правой ча- 
сти. Объясните геометрический смысл ука- 
заниого факта. 

2. Постройте графики каких-нибудь 
функций Ри Ф н интервале }а; &[ так, что- 
бы при всех х из этого нитервала выпол- 
нялись условия: 

а) | (х)>Ф (х) н Р(<х)=Ф (х); 

6) | (х)>Ф (®) к Го). 

3. При каком значении а кривые у= 
= —х-+Гн у=3х—4х-Ра касаются друг 
друга? 

4. Парабола, конгруэнтная неподвиж- 
ной параболе у=х?, двнжется так, что ось 
Ох все время остается ее осью симметрии. 
В каких точках подвижиая парабола кос- 
иется иеподвнжной н где будет при этом 
ее вершина? 

5. Парабола (с вершниой в точке 
А (—-2, 0)), ось симметрии которой совпа- 
дает с осью Ох, касается окружности х?-- 
+ =1. Найти уравнение параболы. 

6. В плоскостн хОу иайти уравнение 
кривой, нз любой точкн которой парабо- 
ла у=х? вндна под углом в 45°. 

7. Ракета движется прямолинейно по 


а 
закону $ == 9 К - 2. Через время {; пос- 


ле начала двнжения от нее отделяется неко- 
торый предмет, рр продолжает дви- 
гаться по ннерцин. какой момент вре- 
менн н какую постоянную скорость надо 
придать указаиному предмету для того, 
чтобы, двигаясь дальше равномерно, он 
догнал ракету в момент &, имея прн этом 
одниаковую к ней скорость? Приведите 
геометрическую нитерпретацню задачи. 

8. Космическая ракета запускается 
по прямой нз некоторой точки простраи- 
ства, в которой можно пренебречь силами 
тяготения других тел. Закон движення ра- 


а 
кеты 5=—5_, #220. Через сколько вре- 


меин, считая от начала движения, надо от- 
ключить двигатели, чтобы ракета, двигаясь 
дальше по инерции с набранной скоростью, 
оказалась в момент & иа расстоянии $ 
от первоначальной точки? Какова геомет- 
рическая модель данной задачи? 


Числовые ребусы 
наших 


читателей 


1. Семь семерок. 
Найднте множимое и мио- 
житель в следующем при- 
мере на умножение: 


2. Дважды два — че- 
тыре. Чему равно ДВА? 


ДВА 
ХДВА 


# жФо 
е*я » В 
Е +» 
ЧЕТЫРЕ 


{Здесь одинаковым буквам 
соответствуют одннаковые 


цифры.) 
Л. Мочалов 


3. Скольхо в сажени 
аршни? 


си 


сь 
с 


Здесь зашифрован прн- 
мер на деление: цнфры за- 
менены буквами. Про чис- 
ло, стоящее в делнтеле, нн- 
чего не известно. 

`Найдите делитель, и вы 
узнаете, во сколько. раз 
сажень больше аршина. 

Рекстин 


ант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Несколько знатоков взялись за 
расшифровку числового  ребуса 
ТАМТАМ + МРАК = КОШМАР, 
причем каждый из них получил вер- 
ный ответ, отличный от ответов дру- 
гих. Знатоки исходили из того, что 
каждая буква означает некоторую 
цифру, причем разные цифры обо- 
значены разными буквами. Сколько 
могло быть знатоков? 

2. Покажите, что сумма любых 
двенадцати последовательных чисел 
натурального ряда не делится на 4. 

3. Фигуру, изображенную на ри- 
сунке, разрежьте на две конгруэнт- 
ные части. 

4. На столе стоят шесть стаканов. 
За одии раз можно перевернуть лю- 
бые пять из них. Можно ли, повторяя 
несколько раз эту операцию, поста- 
вить все шесть стаканов вверх дном? 
Попробуйте обобщить эту задачу на 
случай 2п стаканов. 

5. В вершинах квадратной сетки, 
имеющей форму прямоугольника (см. 
рисунок), помещена 21 точка. Можно 
ли покрасить эти точки в два цвета 
так, чтобы ни одна четверка одноцвет- 
ных точек не образовывала прямо- 
угольник? 
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Что такое проводники электричества? 


Какие проводники вы знаете? Что та- 
кое сопротивление проводника? По- 
чему проводник обладает сопротивле- 
нием? Как сопротивление зависитот 
размеров проводника и от матернала, 
из которого он изготовлен? 

Наверное, вы сможете ответить 
на эти вопросы сразу. А теперь пред- 
лагаем вам еще один вопрос: что бу- 
дет происходить с сопротивлением 
при изменении внешних условий — 
температуры и давления? Не торо- 
питесь с ответом. Советуем вам преж- 
де проделать несколько опытов. 

1. Возьмите перегоревшую элект- 
рическую лампу (мощностью 100 Вт, 


на напряжение 220 В), батарейку 
(тина 3336Л, на 4,5 В), лампочку 
для карманного фонаря (на напря- 
жение 3,5 В и ток 0,26 А), соединн- 
тельные провода и спички. Ваша 
задача -— исследовать зависимость со- 
протнвления металлического провод- 
ника (спирали перегоревшей элект- 
ролампы) от температуры. 

Отрежьте кусок спирали длиной 
около | см; в концы этого куска 
вставьте медные проволочки так, что- 
бы между ними и спиралью был хоро- 
ший контакт. Соберите цепь, со- 
стоящую из последовательно соеди- 
ненных спирали, батарейки и  лам- 
почки. 


Рис. 2. 


Теперь зажгите спичку и раска- 
лите спираль докрасна -— лампочка 
почти совсем погаснет (рис 1). 

Значит, при повышении темпера- 
туры сопротивление металлического 
проводника увеличивается. 

2. Замените металлический про- 
водник электролитом (раствором со- 
ли в воде) и проверьте, как его сопро- 
тивление зависит от температуры. 

Вырежьте из жести две неболь- 
шне полоски и одну из них изогните 
так, чтобы между полосками был воз- 
душный промежуток ТОЛЩИНОЙ 
1-3 мм. В этот промежуток введите 
несколько капель раствора соли. Кон- 
центрацию раствора подберите такой, 
чтобы при замыкании цепи лампочка, 
включенная последовательно с бата- 
рейкой и электролитом, горела едва 
заметно. 


Рис. 3. 


Нагрейте электролит (с помощью 
горящей спичкн), и вы увидите, что 
лампочка станет гореть ярче (рис. 2). 

Следовательно, при нагревании 
сопротивление электролита ижено- 
шается. 

3. Воспользуйтесь схемой преды- 
дущего опыта, только между поло- 
сками из жестн положите таблетку 
карболена (активированного угля, ои 
продается во всех аптеках) — лампоч- 
ка не горит. 

Нажмите пальцем на верхяюю по- 
лоску так, чтобы таблетка угля ока- 
залась сжатой, -— лампочка загорит- 
ся (рис. 3). 

Таким образом, при -увёличении 
давления сопротивление угля умень- 
шается. 


„И фокус не 
удался 


Этот разговор произошел в 
поезде. 

Когда обычные развле- 
чения дальней поездки успе- 
ли всем наскучить, пассажн- 
ру А. пришла в голову пре- 
красиая идея. 

А. Хотите, локажу фокус? 
В. Нужны карты? 

А. О. нет! Только бумага п 
карандаш. 

Итак. напишите какое- 
иибуль четырехзначиое 
число. 

В. Готово! 

А. Как угодно переставьтс 
его цифры. Переставили? Тс- 
перь от большего числа от- 
нимите меньшее. В получнв- 
шейся разности зачеркните 
какую-нибудь одну цифру. 
В. Зачеркнул. Что дальше? 
А. Сложите остальные "циф- 
ры и иазовите сумму. 

В. Одну минуточку! Так... у 
меня получилось 16. 

А. Вы зачеркнули двойку. 

В., со словами: «Да вы 
настоящий телепат!», пока- 
зал свою бумажку. На ней 
было написано: 

4975: 7594: 7594—4975 = 

= 7619; 6--1-9= 16. 

В. В чем секрет Вашего «фо- 
куса»? 

А. Это — простая арифмети- 
ка. После того. как Вы иа- 
звали сумму 16, я взял пер- 
вое число, кратное девяти н 
болынее этой суммы, то есть 
18. Разность межлу подо- 
браниым числом и суммой 
есть зачеркнутая цифра. Ес- 
ли бы Ваша сумма оказа- 
лась равной 19. то я назвал 
бы восьмерку (8=27—19). 
Если бы у Вас получилось 
8. то мой ответ был бы еди- 
ница (1=9—8). 

«Все поиял!» — обрало- 
вался В. и побежал пока- 
зывать фокус п соседием 
купе. 


В. Сколько вы получили в 

сумме? 

С. Ровно 9. 

В. Вы зачеркнули нифру У. 
Молча. С. показал свою 

запись. Раздосадованный В. 

прочел: 4353: 3345; 4353- 

-3345 = 1908; 1+0-8 =9. 

Объясните. почему у’ В. 

фокус не получился. 


Н. Михайленко 
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Практикум абитурмента 


С. Овчинников, И. Шарыгин 


Решение 
неравенств 
с модулем 


В этой заметке излагается прием, который, 
в некотором смысле, «автоматически» сво- 
днт решение неравенств, содержащих пере- 
менную под знаком модуля, к решенню си- 
стем п совокупностей неравенств, где 
переменные уже свободны от знака модуля. 


Пусть даны несколько неравенств .— 
скажем, для простоты, два нера- 
венства с одной (и той же) пере- 


менной: 
Кх) > 0, (1) 
Е(х) > 0. (2) 
Обозначим множество решений нера- 
венства (1) через А, неравенства 
(2) — через В. 

Еслн требуется найти множество 
чисел, которые одновременно удов- 
летворяют неравенству (1) и нера- 
венству (2), то есть найти пересе - 
чение С = АПВ множеств А и В, 
то неравенства (1), (2) соединяют фи- 
гурной скобкой 


[ [ (<) >0, 
& (х) >0 
и называют системой неравенств 
(«Алгебра н начала анализа 10», 


п. 123). 
Если же требуется найти множест- 
во чнсел, удовлетворяющих неравен- 
ству (1) или неравенству (2), то есть 
объедннение Р=А|]В множеств А и 
В, то неравенства (1), (2) соединяют 
квадратной скобкой 
| Кх) >0, 
&(х)>0 
совокупностью 


и называют нера- 
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венств *). 

Повторим еще раз: когда ищут пе- 
ресечение — говорят «система»; ког- 
да ищут объединение — говорят «со- 


вокупность». В таблице 
Система | Совокупность 
пересечение | объединение 


я | ИЛИ 


сведены три пары соответствующих 
друг другу понятий **). 

Прн решении задач, как мы сейчас 
увидим, часто приходится рассмат- 
ривать комбинации систем и сово- 
купностей; чтобы избегать в таких 
случаях ошибок, следует аккуратно 
пользоваться введенными выше обо- 


значениями. 
* * 


* 


Обычный прием решения нера- 
венств, содержащих переменную под 
знаком модуля, -— «раскрытие» моду- 
ля состоит в следующем. Исхо- 
дя из определения модуля 


«| = х, если х >0, 
—х, если х<0, 


множество допустимых значений пе- 
ременной разбивают на непересекаю- 
щиеся подмножества, на каждом из 
которых все функции, содержащнеся 
под знаком модуля, сохраняют зиак. 
После этого решение исходной задачи 
своднтся к решению совокуп- 
ности систем неравенств. 

Пусть, например, требуется ре- 
шить неравенство 

1-Е 1%—21 > Зх 

Разобьем числовую ось на непересе- 


*) Абсолютно аналогично определяются 
термины «система уравнений» н «совокуп- 
ность уравнений» («Алгебра и начала анализа 
10», п. 122). 

*®) Таблицу можио было бы продолжить 
парой терминов «конъюнкция — дизъюик- 
ция»; об этих терминах см., — например, 
«Квант», 1971, № 4, с. 15, или 1947, № 12, 
с. 14, или 1975, № 1, с. 29. 


кающиеся промежутки |№—с0 ; 1|, 
1; 2[ и 12: Но [. На каждом из 
этих промежутков выражения х—1 и 
х—2 сохраняют знак. «Раскрывая» 
модули, приходим к следующей сово- 
купности систем неравенств: 


й х< 1, 

а 
15х< 2, 

(х— 1) —-(х— 2) >3+х, 


х=2, 
(х— 0+ (х— 2) > З-х. 


Множеством решений верхней си- 
стемы является пересечение |— со; 
Г -- ©°; 0[, то есть промежуток 
|-со; 0[; средняя снстема решений 
не имеет; наконец, множество реше- 
ний нижней системы есть пересече- 
ние [2; + со | [156 + [, то есть 
промежуток |6; < [. Объеди- 
няя (совокупность) полученные мно- 
жества, получим ответ: 

}-—со;0 [1] 16; оо [. 

При таком способе решения часто 
приходится рассматривать много слу- 
чаев, а порой ин подслучаев. Кроме то- 
го, иногда раскрытие модуля сопря- 


жено с техническими трудностями 
(см. ниже пример 4). 
* ж 


ж 


В основе обещанного выше приема 
лежит простая теорема: 


ое = 
Их) = =Е(х). 
[= -а(. 


Она легко доказывается 
тием» модуля. Пусть, например, х, 
является решением неравенства 
1х) [<#(х), то есть 


Их с) 1х о). (3) 


Тогда &(х.)>0. Если НКхо)>0, то 
Ухо) |=ИКхо) и неравенство (3) при- 
нимает вид 


>= < | 


«раскры- 


Их о) <а (хо). (4) 
Поскольку [(хо) >0 и &(хо)>0, 
Их о) >-—Е(хо). (5) 


Неравенства (4), (5) означают, что в 


рассматриваемом случае хо является 
решеннем системы 

[® < (>), 

Г) >-&(<). 
Если же Их.)< 0, то Их.) |= Их) 
н неравенство (3) принимает вид 
‚(хо <2(х.), что равносильно нера- 
венству (5). Неравенство (4) вытека- 
ет в этом случае из того, что (хо) 0, 
а &(Хо)>0. 

Закончите доказательство теоре- 
мы самостоятельно. 

Теорема, конечно. остается спра- 
ведливой ири замеме повсюду знака 
нестрогого неравенства < на знак 
строгого неравенства <. 

ж ж 
ж 


Пример 1. (Геогр. ф-т МГУ, 
1977). Решить неравенство 
и ха. 
Решение. 


2х 2>х +4, 


2-4 > 
| Г 


| 


Иа, 
Пример 2 


(Геол. ф-т МГУ, 
1977). 


Решить неравенство 
|х-—2 |< 2х —9х-9. 
Решение. 
[х— 2 | = 2х2 —9х-- 9 => 
х— 2 < 2х? — 9х9, 
ыы 
х—2-> — 22 9х—9 
2х — 10х-- И >0, 
2х2 — 8х + 7 0. 
Решения неравенств, входящих в по- 
лученную систему, изображены раз- 
ной штриховкой на рисунке 1. Беря 
них пересечение, получаем ответ: 


|->: 45% [97 |+ уз ИЗ ; +=. 


Вернемся к неравенству, которое 
в начале статьи было решено «рас- 
крытием» модуля. 

Пример 3. 
ство 


Решить неравен- 


и и—2 |[> З-х. 


г 
[$2 


Рис. 1. 
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— 
\У И 


а=2х+1 


Рис. 2. 


Решение. Дважды применяя 


теорему, имеем 
[х—11+|х—2[>3+хе 
> |х—1|>3 +х—|х—2| > 
& | х— 1 > 3+х—|х—2|, 
х—1<—3—х+|х- 82| 


|х—2|>4, 
|х—2[> 2х2 
х—2>4, 
и х—2<—4, 
х-—-2> 2-2, 
х— 2—2 +2 
о а, |х>6, 
ое о 
хо +2, © |<, 
Хх — 2—2 де 
а х> 6, 
х< 0. 
Ответ: |—00;0[ (1 ]6;-+8[. 


Решения всех предыдущих задач 
несложно получить и с помощью «рас- 
крытия» модуля. Следующий пример 
решить этим прнемом довольно труд- 
но, тогда Как доказанная теорема по- 
зволяет решить его весьма просто. 


Рис. 3. 


Пример 4. 
ство 
113% 4-4х-9 |--8 |< 3*—4ж—1. 


Решение. Опять дважды прн- 
меняем теорему: 


13* +4х—9|—8]| = 3* —4х—13 
13° +4х—9|[ < 3* —4х +7, 
| +-4х—9| >= —3* +4х-+9 

[5 + 4х—9 = 3* —4х +7, 


Решить неравен- 


3 + 4х—9=— 3% - 4х—7, 
3х 14х—9>— 3х 1+4х--9. 
Зх + 4х—9=3* —4х—9 


Я, | х=2, 
3х > Ь, х 0. 
3 > 9. Хо. 
х<0 х= 0. 
Таким образом, искомое множество 


равио {0; 21} (}— ©; 01 (112; + э5|). 
Ответ: (0, 2}. 
Мы закончим эту заметку не- 
равенством с параметром. 


Пример 5. Решить неравенст- 
80 
| 1—[х||<а—х. 
Решение. 


—|х||<а—х® 
И 
1— [х| > —а:х 


<: 


ив [х > ах, 


> 
[х|<Т-+а—х 
и. 
х<—1-+а-—х, 
> $ 
МЕ 
х>—|1—а-х 
Я Е. 
х< 1 | 
ай 
хе | 
а>— Е. 


В принципе полученная комбинация 
неравенств позволяет выписать ответ. 
Мы, однако, для окончательного 
решения воспользуемся приемом, ко- 
торый вообще часто оказывается по- 
лезным при решении задач с парамет- 
рамн *). 

Рассмотрим координатную плос- 
кость, по одной оси которой будем 
откладывать значения х, а по дру- 
той -— значения а. На рисунке 2 изо- 
бражено множество решений сово- 

а>ь 
купности неравенств Е = = 1 | 


3 -— множество 


а на 


: 


рисунке ° 


*) См. «Квант», 1970, № 9, с. 19. 


х < Гоа ы 1 ь 
решений системы 
а>-—1. 

На рисунке 4 заштриховано пересече- 
ние двух этих множеств, то есть множе- 
ство решений системы, равносильной 
исходному неравенству. Из этого ри- 
сунка уже совсем легко выписать ответ: 


для а@]-— 0; 1] решений нет, 
для а] 1; +1] 


а—1 
имеем хЕ| — <: 1 


2 
для а] 1; 1 о°[ 
нмеем хЕ |-- со; 
* 


а--1 
т 


* 


Внимательный чнтатель может за- 
метить следующее: если уж авторы 
прибегают к плоскости Оха, то не 
проме ли было с самого начала изо- 
бразнть на этой плоскости график 
функции 

а=х-- 1-— ХИ 
и, рассматривая область над этим 
графиком, выписать ответ. Такой чи- 


Татель, безусловно, прав. (Красная 
линия на рисунке 4 и есть график 
функции а=х- И К||.) 

Метод, использующий координат- 
ную плоскость, одиа из осей кото- 
рой -—— ось значений параметра, 
является очень сильным, нс его по- 


МОЩЬЮ 
задачи. 


решаются многие трудные 


Упражнения 

Решить следующие неравенства (зада- 
чи 1—4): 

1. (Бнофак МГУ, 1968) |Зх--2 |<х2--х. 

2. (Физфак МГУ, 1974) З]х—1|> 
2(хЬ— 1041. 

3. (Геогр. ф-т МТУ, 1977) 

а) 3—1 |< х-Е3; 

6) 4-2 |<«2х- 0: 

в) 3-12 5. 

4. {Геол. ф-т МГУ, 1977) 

а) Зх8— |х—3 |>9х—2; 

6) х2--4> |3х—2|-_7х; 

в} х2-— \5х—3|--х«2. 

5. (Отд. полнт. экон. ф-та 
МГУ, 1977) 

а) Определить, при каких а неравен- 
ство 3— |&—е |>х? имеет хотя бы одно от- 
рицательно: решение. 

6) Определить, при каких а неравен- 
ство 2> «+ а)-Ех? имеет хотя бы одно по- 
ложнтельное решение. 


эконом. 


Ю. Зайчиков 


Сила Лоренца 
и ее работа 


Как известно, на любую заряженную 
частниу, движущуюся в магнитном 
поле, действует сила Лоренца. Это 
пронсходит в машинах, вырабатываю- 
щих электрический ток, и электромото- 
рах, в ускорителях заряженных час- 
тиц и телевизионных электронно-луче- 
вых трубках, при движении различ- 
ных частиц в магнитном поле Земли 
т 

Вспомним основные свойства силы 
Лоренца. Ее модуль 


ГЕ. =я Го ПВ та, 


где д,’ — заряд частицы, 9 -—— се ско- 


рость, В — индукция магнитного по- 


> 


ля и а — угол между векторами ии В. 
Эта сила всегда перпендикулярна ско- 
ростн частицы и магнитному полю. 
Направление снлы удобно находить 
но правилу левой руки: если вектор 


В входит в ладонь, а четыре вытяну- 


Рис. 1. 
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тых пальца направлены по скорости 


©, то отогнутый большой палец пока- 
зывает направление силы Поренца 


> 
Е.. действующей на положи - 
тельный заряд (рис. |, а}, в слу- 
чае отрицательного заряда 
направление силы -— противоположное 
(рис. 1, 60). 

С помощью силы Лоренца можно 
довольно просто объяснить многие 
электромагнитные явления. 

Рассмотрим несколько примеров. 

1. В магнитное поле с индукцией 


В влетает заряд +4: его скорость и 
периендикулярна магиитному полю 
(рнс. 2). Каким будет дальнейшее 
движение заряда? 

Сила Лоренца, действующая на за- 
ряд, в любой момент перпендикуляр- 
на его скорости; следовательно, она 
не в состоянии изменить модуль ско- 
рости, но может изменить ее направ- 
ление. В резульгате заряд, получив 


центростремительное ускорение ах, 

будет двигаться по окружности. Не- 
трудно найти радиус В этой окруж- 
ности: по второму закону Ньютона 


* =е 1 
[|= т аи |, или 9| о[|В| = 


откуда 


(т — масса заряженной частицы). 
Заметим, что в этом случае сила 
Лоренца, перпендикулярная скоро- 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


сти (а значит, н перемещению) заряда, 
работы не совершает. — 
заряд движется по окружностн с по- 
стояниой по модулю — скоростью. 

2. Выясним, что происходит с про- 
водником с током в магнитном по- 
ле. 

Для определенности рассмотрим 
металлический — проводник. 
Как известно, в металлическом про- 
воднике ток представляет собой упо- 
рядоченное движение свобод - 
ных электронов. В магнит- 
ном поле на них будет действовать 
сила Лоренна, направление которой, 
как обычно, можно определить по 
правилу левой руки. Пусть ток по 
проводнику течет справа налево 
(электроны движутся слева напра- 
во), а магнитное поле направлено от 
нас перпендикулярно плоскости чер- 
тежа, тогда на каждый электрон дей- 
ствует сила Лоренца, направленная 
вниз (рис. 3). 

Поскольку электроны свободны, 
они начнут перемещаться под дей- 
ствием этих сил. В результате на 
нижней стороне проводиика образу- 
ется избыток отрицательных заря- 
дов, а на верхией -— их недостаток. 
Другими словами, в проводнике со- 
злается поперечное электрическое по- 


ле Е (направленное в нашем случае 
сверху вниз) и возникает поперечная 
разность потенциалов И. 
(Этот эффект называется  эффек- 
том Холла. Он был открыт Холлом 
в 1879 году и уже в следующем, 
1880, году был объяснен Поренцем.) 
Движение электронов поперек про- 
водинка будет происходить до тех 
пор, пока возникшее электрическое 
поле не скомпенсирует действие силы 
Лоренца (рис. 4): 
= — 
ы Е эл = —Рл, 
или 


е Ее 15118 | 


(здесье -— заряд электрона, и — срел- 
няя скорость упорядоченного движе- 


ния электронов, 
нитного поля). 

Отсюда нетрудно найти напряжен- 
ность электрического поля и попереч- 
ную разность потенциалов: 


Ее ОГВ и И Ема 


= || 18 №, 
где 4 -— ширина проводника. 
С другой стороны. средняя ско- 


В — индукция маг- 


рость я связана с током / в проводни- 
ке: 


1 


| | 
[ =еп о 5 ил | | 2 
р ыы о сп5 › 


где н .— число свободных электронов 
в еднничном — объеме проводника, 
$ — площадь поперечного сечения 
проводника. 

Тогда окончательно для разности 
потенциалов (/ получим: 

>| > а — 

Продолжим наши рассуждения по 
поводу поведения проводника с током 
в магнитном поле. Как было показа- 
но еще в 1820 году Ампером, на 
участок проводника длины А{, по 
которому течет ток / (так называемый 

— 


элемент тока /А]), со стороны маг- 


НИТНОГО ПОЛЯ В, составляющего угол 
© с элементом тока, действует сила 


= МАЙ Вт о. 


Сила ЁР перпендикулярна элементу 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


тока и магнитному полю, и ее направ- 
ление определяется правилом левой 
руки (рис. 5). 

Оказывается, происхождение этой 
силы, которую часто называют силой 
Ампера, легко можно объяснить с по- 
мощью силы Лоренца *). Из рисун- 


ка 5 видно, что сила Ампера Ё явля- 


=> 
ется просто суммой сил Лоренца Ёл, 
действующих на упорядоченно дви- 
жущиеся электроны = (создающие 
электрический ток}. Причем элект- 


рическое поле Е, приостановившее 
поперечное перемещение электронов, 
вовсе не мешает возникновению этой 
суммарной снлы, поскольку оно оди- 
наково (но в противоположных направ- 
лениях) действует как на электроны, 
так и на положительные ионы, обра- 
зующие кристаллическую решетку ме- 
= 


талла. Электрические силы (Ё.-) 
взанмно компенсируются, а силы Ло- 
ренца, действующие только на дви- 
жущиеся электроны. в сумме дают 
силу Ампера. Таким образом сила 
Лоренца, действующая на движущие- 
ся электроны, передается сплошному 
проводнику, и если ничто не удер- 
живает проводник, ои начнет уско- 
ренно двигаться вниз. 

3. Наконец, обсудим случай, ког- 
да незаряженный метал- 
лический проводник без 
тока движется в магнитном поле. 

Как показывает опыт, на концах 
такого проводннка возникает разность 
потенциалов, а если концы замкнуть, 
то цепи пойдет ток, называемый ин- 
дукиионным. — (Именно по такому 


*) Можно даже вычислить силу Ампера, 
исходя из выражения для силы Лоренца, 
хотя исторически было как раз наоборот — 
Лоренц вывел свою формулу. опираясь на 
экспериментальный закон Ампера. 


а) 


Рис. 6. 


принципу работают самые распро- 
страненные генераторы, преобра- 
зующие энергию механического дви- 
жения в энергию электрического то- 
ка.) 

Почему и как возникает индук- 
ционный ток? Пусть незамкнутый 
проводник длины { движется со ско- 


ростью и перпендикулярно магнит- 


ному полю В (рис. 6). Свободные 
электроны проводника движутся вмес- 
те с ним; следовательно, на них бу- 
дет действовать сила Лоренца, вы- 
зывающая перемещение электронов 
внутри проводника, в нашем слу- 
чае ‚— снизу вверх (рис. 6, а). Как и 
в эффекте Холла, это перемещение 
электронов быстро прекратится, так 
как скопление отрицательных заря- 
дов вверху и нх недостаток внизу со- 
здадут электрическое поле, компен- 
сирующее действие силы  Лореица 
(рнс. 6, 6). 

Если концы данного проводника 
соединить с каким-нибудь неподвиж- 


ным проводником, по которому он 
будет скользить как по рельсам 
(рис. 7), то электроны, скопившиеся 


у верхнего конца, смогут перейти к 
нижнему концу не прямым путем, где 
им препятствует сила Лоренца, а об- 
ходным — по неподвижному провод- 
нику, где этой силы нет. При этом 
разность потенциалов на концах про- 
водника  Уменьшится, электроны 
внутри проводника вновь начнут сме- 


Рис. 7. 


Рис. 8. 


щаться вверх, непрерывно поддер- 
живая прежнюю разность потенциа- 
лов. 

Таким образом, в замкнутой цепи 
возникает непрекращающееся направ- 
ленное движение электронов, то есть 
электрический ток. Роль источника 
тока выполняет подвижный провод- 
ник, внутри которого электроны пе- 
ремещаются под действием силы Ло- 
ренца (играющей роль сторонней 
силы). Возннкающая на концах про- 
водника разность потенциалов обес- 
печивает дальнейшее перемещение 
электронов по внешней цепи. 

Что можно сказать о работе силы 
Лоренца в этом случае? С одной сто- 
роны, сила Лоренца всегда перпен- 
дикулярна скорости движения заря- 
да, и поэтому она не может совершать 
работу. С другой стороны, как мы 
только что видели, именно благодаря 
силе Лоренца возникает разность 
потенциалов на концах проводника, 
движущегося в магнитном поле; по- 
лучается, что сила Лоренца соверша- 
ет работу. 

Попробуем разобраться в этом про- 
тиворечни, для чего рассмотрим более 
подробно процессы, происходящие 


внутри движущегося 
проводника. 
Введем оси координат Х и У 


(рис. 8): ось Х направим по движению 
проводника, а ось У — вдоль провод- 
: > 


ника вверх. Обозначим через и, 
скорость движения электрона вместе 
с проводником. Как только провод- 
ник пришел в движение, на электро- 
ны начали действовать силы Лоренца. 
Под их влиянием возникло переме- 
щение электронов внутри проводника 


вдоль оси У со скоростью и. Ре- 
зультирующая скорость электрона 


> > -> 
и=и, + 9. 


Сила Лоренца перпендикулярна нме- 
но этой скоростн н направлена не 
вдоль проводника, как мы считали 
раньше, а под углом к нему. 


> 

Разложим силу Лоренца Ё. на 
=> 

составляющие Е, н Рь (см. рис. 8). 
— 


Очевидно, что сила РЁ. работы ие 

совершает, поскольку она перпендн- 

кулярна скорости электрона, а вот 
> = 


работы сил Ё, и Ру отличны от нуля. 
=> 
При этом снла Р, совершает поло- 
> 


жительную работу, а Ё, -— равную 
по модулю, но отрицательную работу 
(их проекции на направление скоро- 


стн ы одинаковы по величине, но 
противоположны по знаку). 
—> 


=> 

Хотя в сумме работа сил Р;и Ру 
равна нулю, работа каждой снлы от- 
лична от нуля и имеет определенный 


> 
физический смысл. Силы Ё, пере- 
мещают электроны вдоль проводника, 
создавая тем самым индукционный 
ток. Их суммарная работа, отнесен- 
ная к единице заряда, представля- 
ет собой электродвижущую силу ин- 


дукции. Силы ЁР, тормозят движе- 
нне проводника. Для того чтобы про- 
водник двигался равномерно, на него 
извне должна действовать сила, на- 
правленная вдоль оси Х и равная по 


— 
модулю сумме всех сил РЁ, (сила- 


мн трения пренебрегаем). Следова- 


тельно, суммарная работа сил РЁ; равна 
по модулю работе внешней силы, при- 
ложенной к проводнику. 

Таким образом, при движении 
проводника в магнитном поле совер- 
шаются три равные по модулю рабо- 
ты: работа А„„ внешней снлы по рав- 
номерному перемещению проводника, 


—> 
работа А, сил ЁР,, тормозящих это 


— 
перемещение, и работа А, силЁ, по 
созданию индукционного тока в про- 
воднике. При этом 

Авн-=-—А „= Ау, 
другими словами, внешние усилия, 
затраченные на движение проводника, 
как бы передаются электронам, вы- 
зывая их перемещение вдоль провод- 
ника, то есть электрический ток. 
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Ниже публикуются образцы варнантов всту- 
пительных письменных экзаменов по мате- 
матнке н фязнке в 1978 году. На письменную 
работу как по математнке, так и по физике 
отводится лять часов. 


Математика 
Варнант! 
1. Решить уравиение 


Зсозах .(4- З518х 9) = 1, 
2. Решить неравенство 


У ов» (9х -- 18) =108, «+ ?). 


3. В треугольнике АВС угол.В пря- 
мой, меднаны АР н ВЕ взаимно перпенди- 
кулярны. Определить величину угла С. 

4. Решить систему уравненнй 


| 6со5х -- 4с0$у =5, 
Зятх -- 25ту = 0. 


5. Вдоль реки расположены пункты 
А, В, С (В между А и С). Скорость те- 
чения реки на участке АВ вдвое больше, 
чем на участке ВС, и на каждом из участ- 
ков постоянна. Катер совершил три рейса: 
первый из А в С, второй из Св А и тре- 
тий из А в В. В первых двух рейсах его 
скорость относительно воды была одна и 


1 
та же, а п третьем рейсе в 1 раза больше, 


чем в первых двух. Первый рейс длился 
7 часов, третий — 2 часа. Если скорость 
течения на участке АВ была такой же, 
как и на участке ВС, то первый рейс ка- 
тер совершил бы за 6 часов (с прежней 
скоростью относительно воды}. Сколько 
времени длился второй рейс? (Рейс — дви- 
жение в одном направлении от начального 
пункта до конечного.) 

6. Вершина А правильной призмы 
АВСА,В,С; совпадает с вершиной кону- 
са, вершины В и С лежат на боковой по- 
верхиости этого конуса, а вершины Ву 
и С! — на окружности его основания. Най- 
ти отношение объемов конуса.и призмы, 
если |АВ,]:|АВ]|=5. 


Вариант 2 
1. Решить неравенство 


3х2 2.2 
3:9 * 


2х 
—27 >0 
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2. рот какие из чисел 


дл 
ТЕ ++ —5- ‚где п=0: 12, 
являются решениями уравнения 


Е ЕТ 


япх со$ 2х 


3. В разложении бинома (1--х)" по 
возрастающим показателям степеней х 
третье слагаемое в четыре раза больше 
пятого, а отношение четвертого слагаемо- 


го к шестому равно —5^. Найти п их. 


4. В окружность впнсана трапеция 
АВСР. Диаметр. проведенный через вер- 
шину А, перпендикулярен боковой сторо- 
не СО. Через вершину С проведен перпен- 
дикуляр к основанию АД, пересекающий 
отрезок АД в точке М, а окружность в 


5 
точке № так, что | СМ |:| ММ] = -э` .Найти 


в угла при основании трапеции. 
5. Вершины В, С, О параллелограм- 
ма АВСО имеют соответственно коорди- 
наты (—3; 2). (2; 3), (3; —4) (ВО — диз- 
гональ). Найти: 

1) все значения @, для которых коор- 
дннаты вершнны А являются решеннем 
системы неравенств 


{ 2х—у—2а= 0. 
2х -|- бу + 5а = 0; 


2} все значения а, для которых коор- 
динаты хотя бы одной точки отрезка ВО 
являются решением этой системы. 

6. Длина ребра куба АВСРА, В: С.Б, 
равна а. Точка Р— середина ребра ССь, 
точка @ — цеитр грани АА, В, В. Отрезок 
ММ с концами на прямых АР и А|В, 
пересекает прямую РФ и перпенднкулярен 
ей. Найти длину этого отрезка. 


Ф изика 


Вариаит 1 

1. Шар висит на нити, опираясь о 
стеику, как показано на рисунке 1. Центр 
шара С лежит иа одной вертикали с точ- 
кой подвеса О, нить образует г вертикалью 
угол @. а радиус. проведенный в точку 
креплення иити А.— угол При каких 
значениях коэффициента трения шара о 
стенку такое равновесие возможно? Счи- 
тать, что а--В=л/2. 

2. В запаянной г одиого конца гори- 
зонтально лежащей трубке находится воз- 
дух с относительной влажностью г=0,8, 
отделенный от атмосферы каплей ртути 
длниой [=7,6 см. Какой станет относи- 
тельная влажность воздуха г. если труб- 
ку поставить вертикально открытым кои- 
цом вниз? Температура поддерживается 
постояниой, внешнее атмосферное давле- 
ние р=760 мм рт. ст. Ртуть из трубки 
прин ее переворачиванни не выливается. 

3. Для измерения напряженности Ез 
собственного электрического поля Земли 
у ее поверхности использовали две метал- 


Рис. 1. 


Рнс. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


лические пластины (рис. 2). Нижняя пла- 
стина с площадью $==1.2 м* расположена 
на иебольшом расстоянии от поверхности 
Земли и через гальванометр  заземлена. 
Верхняя пластина соедннена с Землей н 
може вращаться вокруг вертикальной оси. 
СначаЛа верхияя пластнна занимает по- 
ложение 7. Затем ее поворачивают, н она 
полностью закрывает нижнюю пластину. 


За время поворота через гальванометр про- 
шел заряд 9=2,1. 1078 Кл. Вычислить но- 
ле Землн Ез. Влнянием краевых эффектов 
пренебречь. 

4. При фотографировании на фото- 
пленке получаются (из-за конечной раз- 
решающей способности пленки) резко изоб- 
раженными не только те предметы (нахо- 
дящиеся на расстоянии 4), на которые 
наведен объектив фотоаппарата. но также 
п предметы. находящиеся несколько бли- 
же п несколько дальше этого расстояния. 
То есть резкими получаются предметы, 
лежащие внутри некоторой области @4;- 
+ 42(41< 4. Ч.>4, 4; называется ближней 
границей глубины резкости, 4›— дальней). 
Оказалось, что при наведенин объектива 
фотоаппарата на предмет, находящийся 
на расстоянии &%=10 м. ближняя граница 
глубины резкости распояожена на расстоя- 
ини 4,=7,8 м. Найти дальнюю граннцу. 


Вариант 2 


1. Выезд с горки на горизонтальную 
плоскость представляет собой дугу окруж- 
ности радиуса Ю—=4 м (рис. 3). Поверхиость 
горки гладкая, а горнзонтальная поверх- 
ность — шероховатая с коэффициентом тре- 
ння А-=0,2. Санки, съехав с горкн, оста- 
новились на расстоянии {= 30 м от ее кон- 
па. На какой высоте Й человек и санках 
испытал двукратную перегрузку? 

2. Приготовление нищи в кастрюле- 
скороварке ведется ирн температуре {== 
—=108°С и повышенном давлении. Какая 
часть воды испарится после разгерметиза- 
цин скороварки? Удельная теплоемкость 
воды с=| кал/(г- град), удельная теплота 
парообразования ^=539 кал/г. Теплооб- 
меном за время установления равновесия 
пренебречь. 

3. Электрон влетает в одиородное маг- 

— 


нитное поле индукини В. В точке А он 


имеет скорость у, которая составляет с 
направлением поля угол & (рнс. 4). При 
каких значениях индукции магнитного по- 
ля электрон окажется в точке 65? Заряд 
электрона е, масса т, расстояние |АБ |= Е. 

4. Расстояние от заднего фокуса тон- 
кой линзы до изображения в 9 раз боль- 
ше расстояния от переднего фокуса до 
предмета. Найти линейное увеличение. 


Вариант 3 


1. Два бруска массой М==100 г каж- 
дый. связанные нитью, соскальзывают с 
наклонной плоскости с углом &=30°. Ко- 
эффнииент трения нижнего бруска о ило- 
скость #,=0,2, верхнего — А,-=0.5. Опре- 
делить натяженне нити. 

2. В микрокалориметр теплоемкости 
С=100 Дж/К помещен образец изотопа 
кобальта с относительной атомной массой 
А=6! Масса образца т-= 10 мг. При распа. 
де ядра “СО выделяется энергия М==2х 
Хх 10-1 Дж. Через время <= 50 мин темпе- 
ратура калорнметра повысилась ина А{-- 
—0,06°. Оценнть период полураспада Со. 
Число Авогадро № == 6.1023 моль-1. 

3. Какой заряд @ протечет через галь- 
ванометр носле замыкання ключа К в схе- 
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ме, показаиной на рисунке 5? ЭДС батарен 
равна &, емкость конденсаторов равна С. 

4. Предмет п его прямое изображение, 
создаваемое тонкой лиизой, расположены 
симметрично относительио фокуса линзы. 
Расстоянне от предмета до фокуса линзы 
равно 4 см. Найти фокусное расстояние 
линзы. 

Вариант 4 

1. Тело без начальной скорости со- 
скальзывает н яму, стенки которой гладкие 
и плавно переходят и горнзонтальиое дно 


Сс К 
& 
С 
Рис. 5. 
Рис. в 


{рис. 6). Длина дна {= 2 м, коэффициент тре- 
ния тела о дно ямы А—0,3. Глубина ямы 
Н=5 м. На каком расстоянии от середи- 
ны ямы тело остановнтся? : 

2. В камере сгорания реактивного 
двигателя объема У=0,| м3 прн температу- 

е Т= 2000 К давление равно р=?- 108 Н/ы2. 
асход топлива М=ЗО кг/с, средняя мо- 
а масса продуктов сгорания ц= 
=21 кг/кмоль. Определить время пребы- 
вания порции топлива н камере сго- 
рания. Газовая постоянная АЮ=8,3Х 
х 103 ДжДкмоль: К). 

3. Какой максимальный заряд можно 
сообщить шару из металлизированной тка- 
ни радиусом А=?2 м и толщиной стенки 
АЮ—0.02 см? Предел прочиостн на разрыв 
матернала стенкн ар = 50 Н/мм?. Величи- 
ной изменения объема шара пренебречь. 

4. С помощью тонкой линзы получают 
полуторакратно увеличенное действнтель- 
ное изображение предмета. Затем линзу 
передвигают на 12 см и нолучают мнимое 
изображение такого же размера. Опреде- 
лить фокусное расстояние линзы. 

С. Козел. Б. Федосов. 
В. Чехлов, А. Шелагин 


Информация 


Приглашаем 
на малый мех-мат 


Малый мех-мат (МММФ} — это заочная ма- 
тематическая школа при механнко-матема- 
тическом факультете МГУ, являющаяся от- 
делением Всесоюзной заочной математиче- 
ской школы (ВЗМШ) *). Занимаясь на мз- 
лом мех-мате, школьникн 8—10 классов 
смогут углубнть свои зиання по важней- 
шим разделам школьной программы и под- 
готовиться к поступлению на мех-мат МГУ 
нли п другой ВУЗ. Многие задання, высы- 
лаемые учащиуся МММФ, составлены на 
основе задач, предлагавшихся на  вступи- 
тельных экзаменах ло математике на мех- 
мат. Разработка заданий, а также методи: 
ческих указаний ведется методическим со- 
ветом МММФ, которым руководят профес- 
сора факультета. 

На малом мех-мате обучаются школьни- 
кн следующих областей: Астраханской, 
Брянской, Белгородской. Владимирской, 
Волгоградской. Воронежской, Горьковской, 
Ивановской, — Калинииской, Калужской, 
Костромской, Куйбышевской, Курской, Лн- 
пецкой. Московской, Оренбургской, Орлов- 
ской, Пензенской, Пермской, Ростовской, 
Рязанской, Саратовской, Свердловской, 
Смоленской, Тамбовской. Тульской, Улья- 
новской, Челябинской, Ярославской. Мин- 
ской: Брестской, Витебской, Гомельской. 
Гродненской. Могилевской, а гакже: Баш- 
кнрской АССР, Дагестанской АССР, Кабар- 
дино-Балкарской АССР. Калмыцкой АССР, 
Мордовской ‘ АССР, Северо-осетинской 
АССР, Татарской АССР. Удмуртской АССР. 
Чечено-Ингушской АССР, Чувашской АССР. 
Краснодарского края, Ставропольского 
края. 

Прнем на малый мех-мат проводится 
через систему областных олимпиад. Каждый 
участник областной олимпиады может по- 
дать заявление в оргкомитет олимпиады с 
просьбой ю зачислении на малый мех-мат. 

В случае. если Вы учитесь в 7-м клас- 
се, живете п одной из указанных областей п 
хотели бы учиться на малом мех-мате, Вы 
можете решить вступительную контрольную 
работу ВЗМШ и выслать ее н адрес малого 
мех-мата. так как школьиики, прожнваю- 
щие п указанных областях, могут посту- 
пать как в соответствующие ‘ филиалы 
ВЗМШ, так и на малый мех-мат. 

Для московских школьников работает 
Вечерняя математическая (7—9 классы) и 
Воскресная подготовительная (1 класс) 
школы. Вечерняя школа работает во всё 
дни недели. Уточнить время работы икол 
можно по телефону 139-35-29. 


*) См. «Квант», 1979. № Тис. 59 этого 
номера. 


Новый прием в ВЗМШ 


Вступительные контрольные работы (см «Квант» № 1, с. 58) семиклассники должны 
присылать по следующим адресам: 


Область, республика 


Амурская область 


Башкирская АССР 


Белорусская (кроме Витебской 
и Гомельской обл.), Латвий- 
ская, Литовская, Эстон- 
ская ССР. Карельская АССР, 
Архангельская, Калниннград- 
ская, Ленинградская, Мурман- 
ская, Новгородская и Псков- 
ская области 

Витебская область 


Владимирская область 
Вологодская область 


Воронежская, Белгородская, 
Липецкая, Курская, Тамбовская 
области 

Гомельская область 


Дагестанская АССР 


Донецкая область 


Ивановская область 


Казахская ССР (кроме Целино- 
градской, Тургайской, Кокчетав- 
ской и Джезказганской облас- 
тей) 

Калинниская область 


Кировская область 
Коми АССР 


Краснодарский край 


Красноярский край — районы: 
Идринский,  Краснотураиский, 
Курагинский, — Минусинский, 


Каратузский, Ермаковский, Шу- 
шенский; Хакасская АО 


Адрес 


675015. Благовещенск, ул. Ленина 104. Педиистн- 
нЕ: измат. Филиал ВЗМШ, ина конкурс. 
452320. Башкирская АССР, Бирск, Интернацио- 
нальная ул. 10. Пединститут, кафедра математн- 
ки. Филнал ВЗМШ, на конкурс. 


197228. Ленинград, Г1-228, ул. Савушкина 61. 
Спеинитернат прн ЛГУ. ЗМШ, на конкурс. 
210036. Витебск, 36, Московский просп. 33. Пед- 


институт, кафедра геометрин. Филнал ВЗМШ, на 
конкурс. 

60004 Владимнр, просп. Строителей 11. Педин- 
ститут, кафедра геометрни. Фнлиал ВЗМШ, на 
конкурс. 

162600. Вологодская обл., Череповец, ул. М. Горь- 
кого 14. Пединститут, кафедра матанализа. Филн- 
ал ВЗМШ, на конкурс. 

394693. Воронеж. Университетская пл. 1. Универ- 
снтет. Филяал ВЗМШ, на конкурс. 


2460090. Гомель, Советская ул. 108. Университет, мех- 
мат, кафедра матанализа. Филиал ВЗМ И, на конкурс. 


367025. Махачкала, ГСП, Советская ул. 8. Дагес- 
танский университет, мехмат. Филиал ВЗМШ, на 


конкурс. 
340055. Донецк, Университетская ул. 24. Универ- 
ситет, мехмат, кафедра высшей математики. 
Филиал ВЗМШ, на оу а 
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343200. Донецкая обл., Славянск, ул. Ленина 12, 
Пединстнтут, кафедра математики. Филиал ВЗМШ, 
на конкурс. 


153025. Иваново, 25, ул. Ермака 39. Университет, 
кабинет математики. Филнал ВЗМШ, на конкурс. 


417007. Уральск, просп. Ленина 162. Пединститут, 
физмат, кафедра матанализа. Филиал ВЗМШ, на 
конкурс. 


170002. Калинин. Садовый пер. 35. Уннверситет, 
матфак. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 


610013. Киров, 13. ул. Ленина 1. Пединститут. 
Филиал ВЗМШ, на конкурс. 


167001. Сыктывкар, Октябрьский просп. 55. Уни- 
верситет, мехмат. ЗМШ. на конкурс- 


350751. Краснодар, ГСП, ул. К. Либкнехта 149. 
Кубанский университет, комн. ПТ. Филиал ВЗМШ, 
на конкурс. 


662600. Абакан. просп. Ленина 90. Пединститут, 
измат, кафедра высшей математики.  Филнал 
ЗМШ, на конкурс. 


Область, республика 


Красноярский край (остальные 
районы), Иркутская, Новоси- 
бирская, Тюменская области, 
Алтайский край 

Куйбышевская область 


Магаданская область 
Мордовская АССР 
Орловская область 
Приморский край 
Ростовская область 
Сахалинская область 


Свердловская область 
Смоленская область 
Таджикская ССР 

Татарская АССР, Марийская 


АССР, Горьковская, Астрахан- 
ская, Волгоградская областн 


Териопольская область 


Томская область 
Удмуртская АССР 
Ульяновская, Саратовская, 
Пензенская областн 
Целиноградская, 


Кокчетавская и 
ская областн 


Тургайская, 
Джезказган- 


Черновицкая область 


Читинская область 
Чувашская АССР 


Остальная территория СССР 


Продолжение табл. 


Адрес 


660075. Красноярск, 75, ул. Маерчака 6. Уннвер- 
ситет, матфак. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 


443086. Куйбышев, ул. акад. Павлова 1. Уни. 
верситет, матфак, кафедра функционального ана- 
лиза. Филнал ВЗМШ, на конкурс 

685014. Магадан, Портовая ул. 13. Пединститут, 
физмат, кафедра математики. Филиал ВЗМШ, на 


конкурс. 
43000. Саранск, Большевистская ул. 68. Мордов- 
ский университет, матфак. Филиал ВЗМШ, на 
О 
302015. Орел, Комсомольская ул. 95. Пединсти- 
тут, кабинет математики. Филиал ВЗМШ, на кон- 


курс. 
6060. Владивосток, ГСП, ул. Суханова 8. Даль- 
невосточный университет. Филиал ВЗМШ, на кон- 


курс. 

344009. Ростов-на-Дону, ул. Горького 88. Уни- 
верситет, мехмат, кафедра геометрии. Филнал 
ВЗМШ, на конкурс. 

693008. Южно-Сахалинск, просп. Ленина 290. Пед- 


институт, кафедра матанализа. Филиал ВЗМШ, 
на конкурс. 
620083. Свердловск, просп. Ленина 51. Уральский 


университет, мехмат. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 
214000. Смоленск, ул. Пржевальского 4. Педин- 
ститут, физмат. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 
734016. Душанбе, 16, просп. Ленина 17. Таджик- 
ский университет, мехмат, комн. 49. Филнал 
ВЗМШ, на. конкурс. 

420008. Казань, 8, ул. Ленина 18. Университет, 
мехмат. Филиал ВЗМИ!, на конкурс. 


282009. Тернополь, ул. Карненко 10. Педимстн- 
тут, кафедра математикн. Филиал ВЗМШ. на 
конкурс. 

634044. Томск, 44, Комсомольский просп. 75. Педнн- 
ститут, коми. 254. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 
426037. Ижевск, Красногвардейская ул. 71. Уд- 
муртский университет, кафедра алгебры и тополо- 
гии. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 

432700. Ульяновск, 2, пл. 100-летия со дия рож- 
дения Ленина, д. 2. Пединститут, кафедра алгеб- 
ры и геометрии. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 
473021. Целиноград, 21, ул. Циолковского ё Пед- 
институт, физмат. Филиал ВЗМШ, на конкурс. 


274012. Черновцы, 12, ул. Коцюбинского 2. Уни- 
верситет, канцелярия. Филиал ВЗМШ, на кон- 


курс. 
67200. Чита, 7, ул. Бабушкина 129. Пединсти- 
тут, кафедра математикн. Филиал ВЗМШ, на кон- 


курс. 

43015. Чебоксары, Энергетическая ул. 4. Чуваш- 
ский универснтет, физмат. Филнал ВЗМШ, на 
конкурс. 

117234. Москва, В-234, МГУ. Всесоюзная заочная 
математнческая школа, на коикурс. 


Школьники, жнвушие в центральной зоне РСФСР, могут поступать как п соответ- 
ствующие филналы ВЗМШ, так и на малый мехмат (см. с 58) 


УГ Всероссийский слет 
юных рационализаторов 
н конструкторов 


С В по 16 июля 1978 года в Новосибир- 
ском академгородке проходил УТ Всерос- 
сийский слет юных рационализаторов п 
конструкторов. На слете, посвященком 
60-летию ВЛКСМ, были подведены итоги 
деятельности коллективов юных техников 
всех областей, краев и автономных респуб- 
лик РСФСР за последние два года, иро- 
шедшие со времени У Всероссийского слета. 

Участннки привезли на слет около 
700 экспонатов и техническую документа- 
цию к ним. Решением жюри 189 лучших 
экспонатов были допущены и защите на 
заседаниях пяти секций слета: 

1. Юные техвики — школе. 

2. Юные рационаляизаторы и конструк- 
торы — промышленностн. 

3. Юные рационализаторы и конструк- 
торы — сельскому хозяйству. 

4. Юкые рационализаторы п конструк- 
тары — строительству и транспорту. 

5. Юные конструкторы — армин, авиа- 
ции и флоту. 

Все защиты обязательно сопровожда- 
лись демонстрацией представленного гех- 
нического устройства, показом чертежей, 
схем, таблиц, фотографий, диапозитивов. 
Прн оценке учитывались целесообразность 
н актуальность проделаниой работы, ра- 
ниональность пути решения технической 
задачи, а также умение выступать публич- 
но и отвечать на вопросы членов жюрн 
и всех присутствующих. А вопросов было 
много: только ученнкн задалн своим това- 
рищам более 1500 вопросов. 

Если на первых слетах юные техникн 
представлялн в основном модели-игрушки, 
модели-копня, то теперь многие нх работы 
имеют непосредственное отношение к на- 
родному хозяйству нашей страны. Доста- 
точно сказать, что на 100 технических 
устройств, представленных на слет, вы- 
даны удостоверения с рационализаторском 
предложении, а 48 из них уже внедрены 
и успешно работают- 

Например, электронно-натяжное уст- 
ройство для намотки провода, сконструи- 
рованное ученикамн школы № 22 г. Во- 


ронежа Сергеем Боевым и Юрием Макси- 
мовым, используется на Вороиежском за- 
воде «Электроприбор». Силаын Воронеж- 
ской станцин юных техников было изго- 
товлено для завода 25 таких устройств. 

Впервые на слет было представлено 
описание изобретення — нового способа 
выращивания помидоров. Однн из авторов 
изобретения — ученик школы № 75 г. Вла- 
дивостока Андрей Кудра. 

Ученнца школы № 32 г. Горького 
Елена Грушко предложила медицинскую 
банку. представляющую собой пластмас- 
совый цилиндр с поршнем. Для этнх ба- 
нок не надо ни спирта, ии огня. Такие баи- 
ки уже применяются п детском отделенин 
городской больницы. 

Ребята из Ижевской станцин юных 
техников сконструнровалн электролобзик 
п пылеулавливающее устройство к нему. 
Эти приборы были созданы на основе тща- 
тезьного анализа существующих анало- 
гичных приборов н целой серии собствен- 
ных моделей. Представленные на слет мо- 
дели (их защищал ученик школы № 62 
г. Ижевска Игорь Чехомов) рекомендова- 
ны к выпуску промышленными предприя- 
тиямн для школ ин различных технических 
кружков. 

Юные раднолюбителн Новоснбирской 
областной станции юных техников созда- 
лн целый ряд ннтересных электронных 
приборов для нужд сельского хозяйства. 
Так. разработанная ими «трость агроно- 
ма» для определения влажности земли, 
зерна. воздуха н т. д. уже выпускается 
Новосибирскнм заводом радиодеталей. 


По нтогам слета 30 его участянков 
награждены дипломамн и памятными по- 
дарками журнала «Моделист. конструктор». 
41 участник — авторскнми свидегельства- 
мн и дниломами журнала «Юный техник» 
и Б участников — дипломами журнала 
«Радио». 


Самой представительной секцией слета 
была секция «Юные техники — школе». 
Ученики иредложили большое число ори- 
гинальных приборов для школьных учеб- 
ных кабинетов. Например, для кабинета 
физики разработаны следующие приборы, 
получившие одобрение членов жюри: 

1. Четыре прибора по механике, с по- 
мощью которых можно демонстрировать 
относнтельность движения, принцип неза- 
виснмости движений, изучать законы рав- 
ноускоренного движения. Свои проекты 
защищали ученики школы № 43 г. а 
Татьяна Перевертайло. Сергей Щикунов. 
Юрий Мамчур ин Ирина Иванова. 

2. Универсальный прибор «Вращаю- 
щнися днск на самодвижущейся тележке». 
поэволяющий  продемонстрировать более 
десятка интересных онытов но кинематике 
п динамике в инерциальных п неинерци- 
альных системах отсчета. Прибор создан 
группой учеников школы № 62 г. Кемеро- 
во, защищал прнбор Володя Цыганков. 

3. Две«Дороги на воздушных подуш- 
ках», так необходимые школам для демон- 
страции практнчески всех законов механи- 


ки. Эти приборы, совершенно различные 
по техническому решению, изготовили уче- 
никн школы № 42 г. Люберцы (защищал 
Сергей Чеперигин) и. школы № Н8 г. 
Волгограда (защищал Игорь Науменко). 

4. Комплект автоматов для кабинета 
фнзики сельской школы, созданный уче- 
инками Медновской санаторной школы- 
интерната Калининской областн (защищал 
Михаил Пиккнн). 

5. Комплект приборов по астрономин, 
созданный членами кружка при Новоси- 
бирском дворце пионеров (защищали Ев- 
гений Бакшанский и Александр Щетннков). 

6. Школьный телецентр, представлен- 
ный юными конструкторами Новосибир- 
ской областной стаицин юных техников 
{защищал Юрий Малов). 

Интересный «Универсальный прибор 
по стереометрии» для кабинета математи- 
ки продемонстрировал ученик школы № 13 
г. Владимира Андрей Чебуханов. С по- 
мощью этого прибора можно быстро со- 
брать различные объемные фигуры и по- 
казать всевозможные сечения в них. 

Заметим, что в целом уровень защит 
был довольно высоким. Однако некоторые 
докладчикн, уверенно поясняя техниче- 
скне принципы устройства свонх моделей, 
значительно слабее представляли себе фи- 
зические явления и процессы, которые они 
моделировали. 

Большой простор для фантазии был 
предоставлен участникам конкурса фан- 
тастических проектов, которым завершил- 
ся слет. Большая часть проектов посвя- 
щалась космической теме, хотя были п зем- 
ные проекты. Победителем конкурса стал 
Слава Хренин из г. Ульяновска. Он про- 
комментировал 106-й слет юных техинков, 
проясходящий на Марсе ш 2178 году! 
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Прндумайте возможные схемы «черного 
ящика» , с помощью которых можно преобра- 
зовать двнжения: 

а) вращательное двнжение горнзонтального 
вала [ во вращательное двнжение вертикаль- 
ного вала 11; 

6) вращательное движение горизонтального 
вала [ в воэвратно-поступательное явиженне 
вергикального вала 11. 


Все участники слета во время его ра- 
боты выполнялн «домашиее заданне»— 
придумать как можио больше варнантов 
решения технической задачи, представлен- 
ной на рнсупке. Обладатель четырех ме- 
далей ВДНХ, ученик школы № 18 г. Ярос- 
лавля Сергей Медовников пока является 
рекордсменом: он предложил 49 решений 
этой задачи. А сколько придумаете вы? 

В. Орлов 
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Выступает Татьяна Бойчук (г. Ростов), по- 
лучнвшая спецпрнз за лучшую защиту. 


Александр Щетннков (г. Новосибирск) де- 
монстрирует комплект прнборов по астроно- 
мин. 


Елена Грушко (г. Горький) рассказывает о 
своей работе. 


Во время защиты работ не было равиодуш- 
ных. 


Ответы, уквзания, решения 


5, 
й 


Московский ниженерно-физический нистнтут 
(см. «Квант» № 1) 
Математнка 
Вариант 1 
1. Обозначнм необходимое количест- 
во пресной воды через х кг; тогда из усло- 
внй задачи: 


5 
30- Тод - «+= 30)-1.100% = 2%: 


решая это уравнение, находим ответ: если 
ре 10; 5], то нужно добавить 


5 
зо ( р гк 
пресной воды. В случае, когда рёЕ]0; 5]. 
задача не имеет решения. 

2. Так как боковые ребра пнрамиды 
$АВСРО (см. рисунок) составляют с плос- 
костью основания равные углы, то ортого- 
нальная проекция О, вершины пнрамиды $ 
на плоскость основання (АВСЬ) есть 
центр окружности. опнсанной около 
прямоугольника АВСО. 

Сечение описанной сферы плоскостью 
основания пирамиды (АВСО) есть окруж- 
ность, описанная около прямоугольника 
АВСЬ. Следовательно, центр О описанной 
сферы прннадлежнт прямой (50,)- 


Треугольник А$С равнобедренвый. 
и 


так как 5АС—$СА. Сторона основания 
ГАС] этого треугольника является в то же 
время диагональю прямоугольннка 
АВСР. поэтому 


ГАС |= АВР ВС] =5. (1) 


Так как центр сферы, описанной около 
пирамиды, принадлежит плоскостн (А$С). то 
радиус окружностн, описанной около тре- 
угольиика А$С, равен Ю —= 6.5. 

Из прямоугольного треугольннка АОО, 
имеем 
2 

О 


$0, |— В)" = А? 


Е 
№: 


(2) 


откуда 
знинсыт ГТГ 
150, | = В+ Ув] — 6,56. (3) 


а) Центр описанной сферы О принадле- 
жит пирамнде $АВС. При этом в формуле 
(3) следует выбрать знак плюс. Длина боко- 
вого ребра определяется из прямоугольного 
треугольника А$Оут: 


145 | = ИГ50, В + В =1 212,5. 


Из треугольника В$С. по теореме косину- 
сов, находим 


С 18514155 -—|8ВС[? 309 
«= ОТВРОР 


> 309 
В$С = агсео$ —39= . 


6) Центр описанной сферы точки О не 
принадлежит пирамиде $5 . В формуле (3) 
следует выбрать знак минус. Вычисления, 
аналогичные предыдущему случаю, дают 


—_ 3 3 
В$5С = п — агссо$ 3) = 2760$ 3. 


а 309 3 
твет. [агесоз 395. ‚ агссо5 ТЕГ | 


3. Определим значение неизвестного 
параметра а, входящего в уравнение парабо- 
лы, нз условия 


(4х2 | ах-Е 2)" 5 = (^ — агсё 20). 


Выполнив действия, указанные в левой 
частн равенства и упростив правую часть по 
формулам приведения, получим 40—а = 20, 
откуда а = 20. 

Определим абсциссы точек пересечения 
параболы и прямой из уравнения 

4х? -|- 20х 2 = —8х - 46. 
Получим 
Х: = —4, Хо = 3. 

Площадь рассматриваемой фигуры опре- 
деляется интегралом 
—3 

{—8х — 46 — (4х? -|- 20х -| 2)] 4х = 
= 


—3 
= а } (х2-- 7-1 12) ах = 2/3. 
—4 


о ие 
твет. 3 кв. ед. 


4. Уравнение определено прн всех й- 
ствительных х, для которых со$ 6х520. Р:с- 
смотрим два случая: 

а) х>—>0; уравненне принимает вид 


зт 6х-с0$ 5х -- 0$ бх-$1 5х =0. (1) 


Используя формулу синуса суммы, пре- 
образуем (1) к винду 
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пл 
зтИх=0 или х=-ур, ПЕР. 
6) Если х<0, то |х| = —хн, учитывая 


нечетность функции тангеяс, получим 
$71 бх-с0$ 5х — с05 бх-зт 5х = 0, 
откуда 
х=Ёл, —ВЕМ. 


Непосредственной проверкой 
что 


убеждаемся, 
блл Е 
605 —п- 30, ПЕ н с0$ блЕ3-0, —ВЕМ. 


п 
Ответ | Етле ил| Ем! . 


Вариант 2 
1. 164850. 


2. При пе | >|, ве] $ | в 


у у , 
Ава Решення: тп (с, -- В). Н эта — В . 


прн «= [о + | ве: >| ‚ я=В, одно 


у 
решение: т (© +В) ‚ 


здесь 
3 
У = = 5? ф. 0$ ф-т 9 5тВ. 
3. {(15; —12)}. 
[б. — 0 
4. бх; а 
Вариант 3 
м-И 2000) 
2 
"2000; со[ (ииаче решений нет). 
2. Площадь сечения равна 
а? зп ф-т (75$) 
4 УЗ зе. т? 2/2 


л 25 
при | >| ‚ се | |; 


а зт\ф. т (? — 1) 
4/3 зи? т 5? 02 


1. при 


2п 
при ТЕ]; $1, “Е № о. 


1ва/2 
0 в остальных случаях; здесь ф-= зиесоч[ 


ты 2 ©! 
а ([Ру=- }- 


3. (9—8 12) кв. ед. 


| 
4. [шисзй | +2 пе? 


Ф изнка 


> — 
в. [би |= р = .4 м/с. 


2. РВ —1) (55+ ме) 


= [5 Н. 
9 (91—42) | Ех 
ча 4лео@ (1 -у=)= 


22 —6-10-68 Дж. 


4. = 5; 


&2т 
|. = риа = 1,6.10-8 Дж. 


5. Хх 2Р п— а = Е см. 
Как быть? 
гсм. с. 22) 
1 
Посколько функция Р, (х) = 5 зи" х явля- 


ется первообразной для функцин |, любая 
другая первообразная для {— в частиости, 


Ео (Х) = и с05? х, имеет внд Р, (х) С. 
Лля Р, константа С находится из равенст- 
| 1 
ва — 5605 х = т? х+.С. — Подстав- 
1 
ляя, запример, х -- 0, получаем С =: — —. 
1 

Итак, Ро. (х) = Е, 4х) — =. 

Разумеется, верно также, что любая 


первообразная для { имеет вид Р» {х) -- С. 


В частности, К, (х] == Р. (х) + —`. 
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Квадраты н шестнугольннки 


Каждый квадрат разделен на четыр 
масти. каждый  шестнугольник = # 
Ишесть. В линух частях (и у квадратов. | 
У цисстнугольников) размешены две циф 
ры: 1. 2. 3 нли 4 (разлиячные!). Остав 
Шинеся части пусты (этн частн на рнсун 
Ках закрашены). В каждой задаче тре 
Фустся использовать все фигурки лаино 
Го набора. При этом фнтуркн толжиь 
быть уложены по «доминонным>» прави 
ам: граинчашие но стороие фнгурк 
Юлжны  сопрнкасаться либо частям 
динаковыми цнфрамн, лнбо закрашей 
ыми частямн. Кроме того. нужно, чте 
не было «висячих» частей е цифрам 
Ге. ие соеднненных с другими). На 
Иимер. иабор из шести квадратов, из 
раженный на рнсунке 1, сложен по пра 
эилам на рисунке 2. 
опробуйте найти правильные располе 
‹ення лля наборов, приведенных на ри 
унках 3--8. Первая задача — довольш 
ростая, вторая н третья немиого слож 
ве. Задачи с шестиугольниками — г® 
Вало сложиее. поэтому не отчанвайте@ 
-лн вам че сразу удастся это сделать 
С. Недвийа 


На этом рисунке показан замысловатый, но 
красивый многогранинк — объединение пяти 


додекаэдров, расположенных, в некотором 
смысле, «максимально симметрично». Вер- 
инны этих 5 лодекаэдров (них 5Х20=100) 
распадаются наз Два типа — одиночные (ях 
60, в них сходятся по три ребра нашего мно- 
гограниика, а сами вершины группируются п 
виде [2 маленьких пятнугольников) и сдво- 
енные (них 20=40:2, в каждой из цих схо- 


днтся 12 ребер). Попробуйте найтн пять 
вершин одной граин одного  додекаэдра 
{две сдвоенные. три однночные}. Найднте 
на рисунке остальиые видимые грани этого 
додекаэдра; найдите грань какого-либо дру- 
гого додекаэдра. Убедитесь. что любые два 
лодекаэдра имеют ровно лве общие вер- 
шины п получаются друг из друга поворо- 
том вокруг оси, сосдиняющей эти вершины. 
Модель сконструирована В. Гамаюновым. 


Цена 30 коп. 


Индекс 70465 


На этом рисунке показана модель много. — гибзний для куска поверхности: пунктир 
гранинка, сделанная из листа бумаги один- обозначает лнини изгиба в одну сторону. 
ми изгибзииями, без разрезов и склеск. силошные лании — в другую 
В иравом верхнем углу показаиа схема из- Модель изготовил А. Волков. 
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14 марта исполняется 100 лет со дня рождения Альбертв Эйнштейна которого 
В. М. Ленин отнес к великим преобразователям естествознания. С именем Эйнштейна 
связано мачало революции з физика, которой ознаменовался ХХ век. Идем созданной 
мм теорим относительности в корне изменилм взеляды нв физическме явленмя, промс- 
ходящие как в ммкромыре, так м во всай Вселенной. Философский смысл этмх откры- 
тий, их дмалентический характер полностью расмрылмсь лишь в нашм днм. 

Эйнштейн внес свой вклад во ммогме разделы физики. Он был одмим из создате- 
лей современных квамтовых представлений с природе изпученмя м заложил основы 
теорми лазеров. Его теория броуновского двмышенмя привелв к окончательному утверж- 
дению молекулярной теорми строения веществв. 

Альберт Эйнштейн не был мабынетным ученым, равнодушным к судьбе чаловечест- 
ва. Он необычайно остро воспринимал все, что промсходило аокруг него. Покинув в 
4933 г. нацистскую Германию, он активно выстулвл против войны, за взаимопонимание 
ыы народамм. 

нштейм был одним мз пераых, ито увмдел опасность рвзамтмя ядерного ору- 
мия. В свонх выступлениях м статьях ом стремился сделать все, что было в его силвх, 


чтобы остановить гонку вооружений м прекратить проповедь аойны. Когде он умер, 
на столмке возле его больничной кровати нашли неокончемную рукопись, посвящен- 


ную проблемам разоружения нм всеобщего мира- 
В этом номере мы помещаем материапы, цель которых — представить нашим чм- 
тателям Альберта Эйнштейна м как ученого, м как человека. 


Обращение в защиту мира 


Советский Союз асегда был в передовых рядах борцов за всеобщее разоружение, 
за прочный ммр между народами. Нвшв страна создалв атомное оружма не дпя на- 
падвымя млм шантажа. Его создание лишило американских имлеривлистов квких- 
либо надежд ма монололмю в областн атомного оружия, привело к установлению 
стратегического равновесия смл м открыло человечеству путь к переговорам о за- 
прещенми испытаний атомных н водородных бомб. Соаетский Союз настамвавт на 
прекращении промзводстав мн совершенствования всех видов оружия массового 
уничтожения. В этой борьбе мас поддерживает все прогрессмвное чеповечество. 
Альберт Эйнштейн активно боролся за мир. Он стремился привлечь как можно 
больше научных рэботников в ряды сторонмиков мира. В декабре 1954 г. по внглмй- 
скому радмо было передано обращение м ученым всего мирв, подписанное один- 
надцетью выдеющимися учеными. Одним мз них был Альберт Эйнштейн. 

В обращенмм, которое не утратило актуальностм м сегодня. в частностм, говормлось: 


„.В трагической ситуации, перед которой находится человечество, мы считаем, что 
ученым спедует собраться на конференцию, чтобы оценить опасиость, возиикшую а 
результата развития оружия массового уничтожения, и обсудить возможность приня- 
тия решения в духе предпоженной ниже резопюции... 

Мы должны научиться мыслить по-новому. Нам иужно перастать спрашивать себя, 
какие шаги обеспечат военную победу той группировке, которую мы предпочитаем, 
потому что таких шагов уже нет; нам нужно задавать себе другой вопрос: какие шаги 
необходимо предпринять, чтобы избежать военной конфронтации, результатом кото- 
рой будет неизбежная катастрофа дпя всех сторон. 

Широкая общественность ы даже многие люди, занимающие авторитетные посты, 
не поняли, к чем была бы связана ядерная война. Общественность по-прежнему дума- 
ет в терминах уничтожения городов, Конечно, новые бомбы более мощны, чем ста- 
рые, м в то время как одна атомная бомба смогпа стереть с лица Земли Хиросиму, 
однв водородная бомба сможет уничтожить тание крупные города как Лондон, 
Нью-Йорк, Москвв. 

И» достоверных источников известно, что можно изготовнть бомбу, в 2500 раз 
более мощную, чем та, которая уничтожила Хиросиму. Такая бомба, если она взрыва- 
ется около земли или под водой, посылает радиоактивные частицы в верхние слон 
атмосферы. Они постепенно опускаются и достигают поверкностн Земли в форме 
смертоносной пыли ыпи дождя. Эта пыпь н поразила японских рыбвков ы их улов, 

Никто ме знает, как будут распространяться смертокосные радиоактивные частицы, 
но авторитетные специалисты утверждают, что война с применением водородных бомб 
может положить конец существованию человечества. Имеется опасение, что, еслн будет 
использовано много водородных бомб, наступит всеобщая смерть, скоротечная для 
меньшинства, медленные мучения, болезни ни неизбежная гибель — для большинства. 

Много предостережений было высказано выдающимися учеными м специалистами 
пс военной стратегии. Никто из них не утверждает, что наихудшие результаты неиз- 
бажны. Но они утверждают, что эти результаты возможны и что никто не может быть 
уверен, что они не будут реапизованы. Мы до сих пор не обнаружили, что эти точки 
зрения экспертов зависят от мх политических взглядов или предрассудков. Они зави- 
сят, как показали наши исследования, ст широты познаний данного эксперта. Мы убе- 
ДИЛИСЬ, что те, кто знает больше всего, наиболее мрачно настроены. 

Проблема, которую мы ставим перед вами, выглядит так: положим ли мы конец 
человечеству ипи же чеповечество откажется от войнь? 

Мы предлагаем будущему конгрессу м, через него, всем ученым мира и мировой 
общественности подписаться под следующей рвзолюцией: 

В связи с тем фактом, что в любой будущей войне ядерное оружне обязательно 
будет использовано н что такое оружие угрожает самому существованию человечест- 
ва, мы настойчиво призываем правительства всех стран мира понять и публично 
признвть, что их цели не могут быть осуществлены с помощью мировой войны, м мы 
нестойчиво призываем их найти мирные средства для решения всех спорных вопросов 
между нимир. 


160 лет со дия рождения Эйнштейнв 


Я. Смородинский 


Альберт 


Эйнштейн 
(1879—1979) 


Сто лет назад в немецком городе 
Ульме появился на свет ребенок, 
которому суждено было совершить од- 
но из самых замечательных открытий 
в историн естествознания — ему суж- 
дено было стать отцом теории отно- 
сительности: 14 марта 1879 года ро- 
дился Альберт Эйнштейн. 

Не было в истории науки другой 
теории. которая выдержала столько 
споров, рассеяла такое упорное недо- 
верие, как теория относительностн. 
Очень немногие современники Эйн- 
штейна смогли сразу принять новое 
учение — так оно отличалось от 
всего, что знали физики девятнадца- 
того века. И прошло немало времени, 
прежде чем теория относительностн 
стала основой всей наукн о прироле. 

Но слава Эйнштейна основывает- 
ся не только на одном этом открытин. 
Когда в 1922 г. ему присуждалась 
Нобелевская премия, теория отно- 
сительности еще не была признана 
всеми, и премией было увенчано от- 
крытие законов фотоэффекта. Нам 
сейчас трудно понять нерешитель- 
ность Нобелевского комитета, но 
и работа о фотоэффекте открыла но- 
вую эпоху физики. Эта работа дока- 
зывала существование кванта света 
— фотона. 

Эйнштейна всегда интересовали са- 
мые общине вопросы физики, он пытал- 
ся понять, как устроен наш мир, ста- 
рался найти глобальные законы, ко- 
торые им управляют. «Меня выводят 
из себя ученые, — говорил он, — ко- 
торые берут доску, выбирают в ней 
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самое тонкое место и уже там, где 
сверлить легко, проделывают очень 
много дырочек». Сам Эйнштейн тра- 
тил свои силы только там, где свер- 
лить было трудно. 

Попробуем рассказать в его рабо- 
тах и о разных эпизодах из жизни 
великого физика в серии коротких. 
не очень связанных между собой трн- 
наднати очерков. 


1. Первые работы 


Свою первую работу Эйнштейн напеча- 
тал в 1901 г.Копии ее он посылал в раз- 
ные лабораторин, пытаясь устроиться 
на работу после окончания Цюрихско- 
го политехникума. Эти попытки ока- 
зались безуспешными. (Через много 
лет те, кто не откликнулся на его 
просьбы, принимали его с величайши- 
ми почестями.) Лишь в июне 1902 г., 


через два года после окончания 
политехникума, Эйнштейн смог 
получить место технического — экс- 


перта в Швейцарском патентном бюро. 

К началу 1905 г. у Эйнштейна 
было уже шесть опубликованных ра- 
бот. Сам Эйнштейн впоследствии не- 
высоко оценивал свон первые науч- 
ные труды. Первая его работа. дей- 
ствительно, была довольно элемен- 
тарным исследованием сил, действую- 
щих между молекулами в капилляр- 
ных явлениях. Следующие четыре 
работы были посвящены тепловым 
явлениям. В них Эйнштейн развива- 
ет общую теорию этих явлений. 
Работы эти нмели бы исключительно 
важное значение. если бы... общая 
теория тепловых явлений не была 
сформулирована несколько раньше 
Гиббсом. Молодой Эйнштейн плохо 
был знаком с научной литературой 
и не знал о работах великого амери- 
канца. 

Щестая работа называлась — «Но- 
вое определение размеров молекул». 
Она была прислана в редакцию не- 
мецкого физического журнала «Ап- 
па!еп дег РВуз\» («Анналы физики»), 
в котором былин опубликованы и пре- 
дыдущие пять статей Эйнштейна, 
30 апреля 1905 г. Работа была посвя- 
щена диффузин в жидкостях, и в ней. 
по существу, былн заложены первые 
идеи теории броуновского движения 


Эту работу Эйнштейн защитил как 
диссертацию на степень доктора фи- 
лософии (так тогда называлась уче- 
ная степень). 


П. Золотой год 


1905 г. -— год первой русской рево- 
люции — оказался золотым годом в 
истории физики. В этом году в жур- 
нале «Аппа!еп дег РлузК» появляют- 
ся одна за другой еще четыре работы 
Эйнштейна. В первой из них была 
создана теорня фотоэффекта. Во 
второй — теорня броуновского дви- 
жения. В третьей были получены 
основные формулы механнки н элект- 
родинамики в специальной теорни от- 
носительности. В четвертой статье бы- 
ла получена одна из самых знамени- 
тых формул ХХ века — формула, свя- 
зывающая массу и энергию. 

Каждая из этих работ обеспечи- 
вала их автору бессмертие. И этн 
открытия были сделаны человеком, 
который работал в полном одиноче- 
стве, не встречался с учеными-физн- 
ками, а 0 своих идеях рассказывал 
лишь близким друзьям. 

С этих работ Эйнштейна начался 
новый век в физике. 


1. Фотоэффект 


В 1900 г. Планк выдвинул гипотезу с 
том, что атомы испускают свет от- 
дельными порциями — квантамн, 
энергия которых пропорциональна ча- 
стоте света: 

Е = йух. (1) 

Такое предположение о характере 
излучения атомов позволяло объяс- 
нить некоторые закономерности излу- 
чения нагретого тела. 

Эйнштейн пошел дальше Планка. 
Один низ вопросов, который он раз- 
бирал, был вопрос об ионизации га- 
зов светом. Было известно, что свет 
с большой длиной волны не ионизу- 
ет атом: существует некоторая крити- 
ческая длина волны А, такая, что 
только свет с длиной волны А < Ао 
может ионизовать атом (для разных 
атомов А, разная).  Загадочность 
этого явления исчезает, если пред- 
положить, что сам по себе свет со- 
стоит из порций — квантов, и энер- 
гня этих световых квантов связана 


с частотой света тем же соотношени- 
ем Е = И». Если перейти от частоты 
у к длине волны А = с/у, то соотно- 
шение (1!) примет вид Е = Ас/А^. Так 
что свет с длиной волны А < А, — 
это кванты, энергия которых Е<Е, = 
=Ас/ о. где Е’ — энергия иониза- 
ции атома. 

Основываясь на предположении о 
квантовом характере света, Эйнштейн 
создал теорию фотоэффекта, объяс- 
няющую основные его законы: су- 
ществованне для каждого вещества 
минимальной частоты света, ниже 
которой фотоэффект не возникает, и 
независимость кинетической — энер- 
гин вылетающих под действием света 
электронов от интенсивности света. 

Если электрон находится вблизи 
поверхности тела и для того чтобы 
вырваться за его пределы ему надо 
совершить работу Р (против снл при- 
тяжения к положительным зарядам), 
то под действием света с частотой у 
(и соответственно, с энергией кван- 
тов Ау) он вылетит с кинетической 
энергией 

то 


—е =№-Р. 


Если энергия квантов света Е = 
= Лу < Р, то и = 0 — фотоэффект не 
возникает. Максимальная энергия 
электронов, вылетающих из тела под 
действием света, не зависит от нн- 
тенсивности света — она определяет- 
ся только частотой падающего света. 

К формуле фотоэффекта Эйнштейн 
пришел. размышляя над различием 
между описанием частиц н света: 
«... может оказаться, что теорня света, 
оперирующая непрерывными  про- 
странственными функциями, прнве- 
дет к противоречию с опытом, когда 
ее будут применять к явлениям воз- 
никновения и превращения света», — 
пнсал он в начале работы под стран- 
ным названием «Об одной эвристиче- 
ской точке зрения, касающейся воз- 
никновения и превращения света» *), 
полученной редакцией упомянутого 
журнала 18 марта 1905 г. 

Еще много лет Эйнштейн продол- 
жал обсуждать вопрос о том, состоит 


*) Эвристический — значит относя- 
щийся к изобретению, открытию, в также 
приводящий к открытию иовых идей. 


Эйнштейн — технический 
эксперт Швейцарского па- 
тентного бюро (Берн, 
1903 г.). 


лн электромагнитное поле из кван- 
тов или же, как думал Планк. дело 
только в том, что атом излучает и по- 
глощает свет порциямн, как автомат, 
который отмеряет порциями воду или 
бензин. 

Правильной оказалась точка зре- 
ния Эйнштейна. В его работе о фото- 
эффекте родилось понятие об элемен- 
тарной частице — кванте света. Пер- 
вой элементарной частицей был 
электрон, второй стал квант’ света — 
фотон. С тех пор список элементар- 
ных частиц непрерывно пополняется. 


1. Броуновское движение 


«О движении взвешенных частиц, тре- 
буемом. ‘’молекулярно-кинетической 
теорией теплоты» — так называлась 
вторая работа «золотого года» (она 
поступила в редакцию 11 мая). 
Эйнштейн сравнивает между собой 
движение молекулы в жидкости ни 
движение маленького плавающего 
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внутри этой жидкости (как говорят, 
«взвешенного») шарика. И молекула, 
и микроскопический шарик, подвер- 
гаясь ударам других молекул, дви- 


жутся в жидкости хаотически. Рас- 
сматрнвая это сходство более под- 
робно, Эйнштейн, исходя из самых 
общих законов кинетической теории, 
показал, что средние кинетические 
энергии хаотически движущихся мо- 
лекулы и шарика должны быть 
одинаковы. 

«...согласно молекулярной теорин 
тепла, тела размерами порядка 
1;1000 мм, взвешенные в жидкости, 
совершают видимое беспорядочное 
движение, обязанное тепловому дви- 
жению молекул. Такое движение на 
самом деле наблюдалось биологами, 
которые называют его броуновским 
движением» (из письма Эйнштейна к 
его другу Габихту весной 1905 г.). 

Шарик в жидкости, двигаясь бес- 
порядочно, будет все же медленно 
перемещаться в жидкости, «диффун- 


дируя» в ней (как молекула). Эйн- 
штейн показал, что среднее значенне 
квадрата перемещения шарика про- 
порционально временн. 

Подробную теорию броуновского 
движения Эйнштейн опубликовал не- 
много позже (в 1906 г.) в другой 
статье. В ней он сообщает, что бро- 
уновское движение, которое наблю- 
дали другие физики, действительно 
хорошо описывается его формуламн. 
Эта работа Эйнштейна лоложила ко- 
нец многолетним спорам о реальности 
существования молекул. 


\. Рожденне теории относительности 


Многие крупнейшие физики и мате- 
матикн (особенно Лоренц и Пуанка- 
ре) думали о том, как надо описывать 
оптические явления в движущейся си- 
стеме координат. Свои взгляды на 
этот вопрос Эйнштейн изложил в 
статье «К электродинамике движу- 
щихся тел». Она поступила в редак- 
цию 30 июля 1905 г. 

В механике все инерциальные сн- 
стемы равноправны (принцип Гали- 
лея). Эйнштейн начинает статью с 
более широкой гипотезы:  «... для 
всех координатных систем, для кото- 
рых справедливы уравнения механн- 
ки, справедливы одни и те же элект- 
родинамические н оптические зако- 
ны...». И дальше он описывает свою 
теорию так: «Это предположение (со- 
держание которого в дальнейшем бу- 
дет называться «принципом относи- 
тельности») мы намерены превратить 
в, предпосылку и сделать, кроме то- 
го, добавочное допущение, находя- 
щееся с первым лишь в кажущемся 
противоречии, а именно, что свет 
в пустоте всегда распространяется с 
определенной скоростью и, ие зави- 
сящей от состояния движения излу- 
чающего тела...». 

Один из главных выводов теорни, 
который никак не хотели принять ее 
критикн, состоял в том, что длитель- 
ность любого физического процесса 
и интервал между двумя событиями 
оказываются разными с точкн .ре- 
ння систем отсчета, которые движутся 
с разными скоростями. Короче гово- 
ря, в разных системах отсчета, дви- 
жущихся друг относительно друга, 
время течет по-разному. Сейчас это — 


твердо установленный факт. Мезоны, 
«родившиеся» в верхних слоях ат- 
мосферы на высоте, скажем, 10 км, 
доходят до поверхности Земли. Дви- 
гаясь со скоростью, близкой к ско- 
рости света, мезоны проходят это 
расстояние приблизительно за 10-4 с, 
хотя в покое мезон распадается за 
время 2-10-68 с. С точки зрения тео- 
рин относительности все ясно: в си- 
стеме, где мезон покоится, еще не ус- 
пели пройти 2.10-6 с. Остановив- 
шись в приборе на Земле, мезон рас- 
падается {именно так н был он от- 
крыт). Таких примеров можно прн- 
вести сейчас много. Открытие Эйн- 
штейна прочно вошло в фундамент 
современной физикн. 

В кабинете Эйнштейна  виселн 
три портрета: Ньютона, Фарадея н 
Максвелла. В своей теорин относи- 
тельности он объединил в единую нау- 
ку механику, созданную Ньютоном, и 
теорню электричества и магнетизма, 
созданную Фарадеем и Максвеллом. 


У1. Эйнштейн о себе 


«Иногда меня спрашивают, как я со- 
здал теорию относительности. Я ду- 
маю, что это произошло по следующей 
причине. Нормальный взрослый че- 
ловек никогда не размышляет о про- 
блемах пространства и времени. О 
таких вещах он думает лишь в дет- 
стве. Мое же умственное развитие 
оказалось замедленным, и я принялся 
размышлять о пространстве и време- 
ни, лишь достигнув зрелого возраста. 
Естественно, что мне удалось глубже 
проникнуть в проблему, чем ребенку 
с обычными способностямин...». 


УНП. Масса н энергия 


В работе, о которой мы только что 
говорили, Эйнштейн получил выра- 
жение для массы движущегося элект- 
рона — формулы, — определяющие 
связь между массой электрона и его 
скоростью. 

Еслн сила перпендикулярна ско- 
рости электрона (электрон движется 
по окружности), то он ведет себя так, 
как будто его масса («поперечная 


то 
у. “ 


масса») равна 


.Ть — масса покоя электрона {ныюто- 
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новская масса), и — его скорость. 


Величину = назы- 


И-ях 
вают сейчас лоренцевым фактором. 
Если сила направлена вдоль  ско- 
рости электрона (электрон движет- 
ся прямолинейно), то он ведет себя 
так, как будто его масса («продольная 
масса») равна ту\?З/?. 

Если над электроном производит- 
ся работа (например, если он двн- 
жется в электрическом поле), то его 
энергия возрастает. Эйнштейн пока- 


зал, что кинетическая энергия К 
электрона связана с его скоростью 
соотношением 


ыы 2 
К = ть(у—1)с”. 
Величину т,“ называют энергией 
покоя, величину 


той 


(2) 
УТ — 93/53 
— полной энергией электрона. Так 
что кннетическая энергия электрона 
равна разности полной энергии н 
энергии покоя. 

Для тех, кто знает элементы диффе- 
ренциального исчисления, приведем вы- 
вод формулы (2). Полное нзменение эиер- 
гии, очевидио, равно работе, то есть про- 
изведеиию силы на перемещение (напом- 
иим, что электрон движется прямолиней- 


Но): 

АУ=[Ах= таАх, 
где п — ускорение электроиа. Заменяя & 
на отношенне Ао/АЁ и вспоминая, что 
и—= Ах! АЕ, получим: 


\ = тьус? = 


во 
АУ =тау Ах = тдёо-о, 


или, 
лами, 


заменяя приращение дифференциа- 


а\//49= ти. 
Если мы подставим т==пуу3!2 и решим 
это простое уравнеиие, то получим фор- 
мулу (2). Поэтому с \ согласуется фор- 
мула для продольной массы. Напомним, 
что сила, перпендикулярная скорости, не 
совершает работы! 

27 сентября 1905 г. в редакцию 
того же журнала пришла совсем ма- 
ленькая заметка Эйнштейна «Зависит 
ли инерция тела от содержащейся в 
нем энергин?». Если раньше говори- 
лось об изменении массы тела с рос- 
том скорости, то в этой заметке было 
доказано, что любое изменение энер- 
гни тела изменяет н его массу: «Мас- 
са тела есть мера содержащейся в 
нем энергии; если энергия изменя- 
ется на величину Ё., то масса меня- 


ется, соответственно, на величину 
[/(9- 10°), причем здесь энергия из- 
меряется в джоулях, а масса — в кн- 
лограммах». 

Этим н устанавливается формула 
Е==тс*, как ее пишут сейчас (раз- 
мерность с — м.с). 

Новую формулу было очень труд- 
но проверить в то время. В следую- 
щей работе Эйнштейн, предлагая спо- 
соб измерения отношення  про- 
дольной н поперечной масс, 
замечает: «Автор не в состоянии 
сам поставить подобный - экспе- 
римент и будет рад, если кто-нибудь 
из физиков заинтересуется предло- 
женным методом». Сейчас формулы 
теории относительности проверены на 
ускорителях, во многих приборах, но 
в начале века надо было понять всю 
глубину теории, чтобы в них пове- 
рить. 


УШ. Работа Бозе 


В 1900 г. Планк объяснил, каковы 
закономерности распределения ин- 
тенсивностн света в спектре нагре- 
того тела. Для этого ему пришлось 
сделать предположение, что свет из- 
лучается и поглощается квантами. 
Как мы уже говорили, через пять лет 
Эйнштейн доказал, что кванты су- 
ществуют в свободном виде и поведе- 
ние их очень похоже на поведенне 
частиц. С такой точки зрения пред- 
ложенную Планком формулу мож- 
но понимать как формулу, которая 
определяет, сколько квантов с оп- 
ределенным значением энергии выле- 
тает из нагретого тела. Свет с этой 
точки зрения можно рассматривать 
как фотонный газ, а распределение 
энергии между отдельными фотонамн 
этого газа («сколько фотонов имеют 
данную энергию?») описывается фор- 
мулой Планка. Но никто, даже сам 
Эйнштейн, не воспользовался в то 
время этой идеей. 

В 1924 г. Эйнштейн получил пись- 
мо от физика из Дакки (сейчас это 
столица Народной республики Бан- 
гладеш). К письму была приложена 
статья, в которой идея Эйнштейна о 
квантах была использована самым 
решительным образом. Не вдаваясь 
в обсуждение тонких вопросов, автор 


статьи Бозе. принимая безоговороч- 
но гипотезу световых квантов и рас- 
сматривая их собрание как идеаль- 
ный газ, вывел формулу для распре- 
деления квантов по энергиям совсем 
так, как выводят формулы для иде- 
ального газа в кинетической теорин. 
При этом Бозе считал (хотя и не 
подчеркнул этого в своей работе), что 
кванты абсолютно тождественны, ес- 
ли они имеют одинаковые энергин. 
Формула Планка получилась совер- 
шенно строго. Это означало, что 
гипотеза Эйнштейна о реальности 
квантов иа самом деле доказывалась 
уже формулой Планка, но никто это- 
го до Бозе не смог заметить. Эйнштейн 
был в восторге от того, что с кванта- 
ми можно обращаться как с атомамн. 
Он перевел статью Бозе на немецкий 
язык н сам послал ее в журнал. где 
она и была напечатана. В примеча- 
нин Эйнштейн написал: «Вывод фор- 
мулы Планка, предложенный Бозе, 
является большим достижением. Ис- 
пользованный им метод дает также 
квантовую теорию идеального газа, 
которую я изложу в другом месте». 
Он увидел в формуле Бозе нечто со- 
вершенно новое. что привело его к 
новому открытию. 


1Х. Статистика Бозе — Эйнштейна 


Идея, которая возникла у Эйнштейна, 
когда он читал статью Бозе, состояла 
в том, что если. пользуясь гипотезой 
о тождествениости фотонов с одина- 
ковымн энергиями, можно было вы- 
вести формулу Планка, то можно 
попытаться применить тот же метод 
к ндеальному квантовому одноатом- 
ному газу, атомы которого имеют от- 
личную от нуля массу. 

Результат был великолепен. Сра- 
зу же получились формулы, описы- 
вающие все тепловые свойства тако- 
го газа, и можно было, продолжив 
аналогию с фотонами, задуматься о 
неожиданных волновых свойствах ча- 
стиц, о которых в 1924 г. написал в 
своей диссертации Луи де Бройль. 

В 1924 г. на физической конферен- 
ции в австрийском городе  Инс- 
бруке Эйнштейн обратнл внимание 
на то, что из теорни де Бройля следу- 
ет существование явлений дифракции 


н интерференции в 
пучках. 

В теорин одноатомного газа он эф- 
фективно использовал идею квантов 
для вывода уравнения состояния 
квантового ндеального газа п изу- 
чения других его свойств. 

Новая теория получила название 
статистнки Бозе — Эйнштейна. Она 
была создана на год раньше, чем 
появилась законченная квантовая ме- 
ханика. Дальнейшее развитие  тео- 
рии привело к созданию теорни сверх- 
текучести гелия и многих других Уди- 
внтельных явлений в квантовом мире. 
Но Эйнштейн сам не был удовлетво- 
рен. Он продолжал считать, что метод 
Бозе ч...ни в коей мере не является 
бесспорным, но кажется обоснован- 
ным лишь благодаря успеху в слу- 
чае излучения...». Хотя Эйнштейн 
был первым, кто ввел гипотезу кван- 
тов в теорию света, он до конца своих 
дней не мог примириться с двойст- 
венной природой частиц и излучения. 
стараясь найти другое описание ре- 
альности. Так до конца своих дней 
основоположник теории квантов и не 
смог примириться с современной кван- 
товой физикой. 


молекулярных 


Х. Вынужденное 
и спонтанное излучение 


В 1916 г. размышления Эйнштейна 
еще раз привели его к замечательным 
результатам. 

Вопрос, который ннтересовал Энн- 
штейна, был по существу прост. Наж 
было понять, как гипотеза квантов 


должна изменить представления о 
законах нспускания и поглощения 
света. 


Если свет состоит из квантов — фо- 
тонов. то почти очевидно, что вероят- 
ность поглотить свет заданной часто- 
ты должна быть тем больше, чем 
болыце квантов этой частоты сущест- 
вует в потоке света. Чем же опреде- 
ляется вероятность излучения света 
данной частоты? 

Ответ, данный Эйнштейном на этот 
вопрос, станет понятней, если мы рас- 
смотрим следующий пример из обла- 
сти механических колебаний. Как 
будет вести себя колеблющаяся стру- 
на, если около нее будет непрерывно 


колебаться с той же частотой другая 
струна? Еслн колебания струн будут 


в фазе — размах колебаний первой 
струны возрастет; если колебания 
будут в противофазе — колебания 


первой струны затухнут. Оба про- 
цесса будут тем интенсивнее, чем г 
большей амплитудой колеблется стру- 
на-«донор», колебания которой под- 
держиваются каким-то источником 
энергии. (Если струны-донора нет, то 
колебания первой струны будут за- 
тухать, даже если нет трения, и вся 
ее энергия уйдет на создание звука 
в воздухе.) 

Анализ аналогичной ситуации для 
света н атома привел Эйнштейна к 
выводу, что если вероятность погло- 
тнть квант пропорциональна числу 
имеющихся в луче света квантов. то 
вероятность нспустить квант состо- 
ит из двух слагаемых. Одно из них 
описывает индуцированное —излуче- 
нне — излученне. которое обуслов- 
лено воздействием на атом света (ко- 
торый «раскачнвает» атом). Эта часть 
пропорцнональна числу имеющихся 
в луче света квантов. Второе слагае- 
мое не зависит от числа квантов и ие 
обращается поэтому в нуль для атома 
в вакууме. Это слагаемое описывает 
так называемое спонтанное, то есть 
самопронзвольное, излучение. 
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Эйнштейя на лекцин (США, 
1932 г.). 


» 


Странкца из письма Эйн- 
штейма немецкому ас о- 
му Халле, в котором уж- 
дается вопрос ю возможностк 
каблюдення отклонения све- 
товых лучей в поле тяжести 
Солнца. 


Если п среду попадает мощный 
световой поток, то есть большое коли- 
чество квантов, индуцированное из- 
лученне преобладает, становясь очень 
интенсивным. 

С индуцированным излучением свя- 
зан принцип работы лазера. Эффект, 
предсказанный Эйнштейном в 1916 г., 
стал сейчас основным для огромного 
количества лазерных приборов и ус- 
тановок. 


Х!. Общая теорня относительностк 
н отклоненне света в поле Солнца 


Об общей теорнн относительности, 
или о теорни тяготения, рассказывать 
трудно. Очень немногие понялн ее 
фундаментальное значение. — Акаде- 
мик Ландау любил говорить, что хо- 
тя он сам глубоко понимает общую 
теорию относительности Эйнштейна, 
он не может себе представить, как 
можно было до нее догадаться. 

Но один из вопросов, с которого 
начал Эйнштейн. совсем прост: как 
влняет поле тяжести, например, поле 
Солнца, на распространение света? 
Как кто-то вспомнил много позже, 
этим вопросом интересовались еще в 
18 веке, и тогда же был получен пер- 
вый ответ. Ответ был тоже прост. 
Если согласиться с Ньютоном, что 


свет есть поток корпускул. то кор- 
пускулы должны пролетать около 
Солнца как кометы. Траекторню ко- 
меты, которая проходит около Солн- 
ца, сосчитать нетрудно. Расчет дает, 
что она отклонится от прямой на 
0,85”. Это малое отклонение было со- 
считано еще в 1801 году немецким 
астрономом Зольднером. 

В 1915 г. Эйнштейн получил дру- 
гой результат: согласно созданной им 
теории тяготения отклонение в поле 
Солнца должно составлять 1.7”. «Уд- 
воение» эффекта было следствием того, 
что около Солнца перестают действо- 
вать законы геометрии Евклида 
и в результате изменяется сам закон 
всемнрного тяготения Ньютона. Тела 
около Солнца притягиваются к нему 
сильнее, чем это следует из закона 
всемирного тяготения. 

В 1915 г. Эйнштейн уже не был 
никому не известным экспертом. К 
его словам прислушивался весь мнр. 
И хотя в Европе бушевала война, 
астрономы начали обсуждать, как на- 
блюдать предсказанное отклонение. 
Ведь в 1919 г. должно было произой- 
тн солнечное затмение, во время кото- 
рого можно было бы проверить, су- 
ществует лин’ эффект, предсказанный 
Эйнштейном. Затмение ожидалось 
23 мая, когда вблизи Солнца прохо- 


дят лучи света от многих очень ярких 
звезд. В апреле две экспедиции поки- 
нули Англию. Одна направилась 
в Бразилию, вторая — на остров 
Принсипн вблизи западного берега 
Африки. 29 мая на острове все утро 
шел дождь, но перед самым затмением 
небо прояснилось, и экспедиция смог- 
ла начать фотографирование. Все же 
погода сделала свое дело: облака за- 
слонили звезды, н когда спустя шесть 
дней снимки былин обработаны, толь- 
ко один снимок дал хорошие под- 
тверждения эффекта Эйнштейна. 
Снимки из Бразнлии обрабатывались 
в Англии. Только четыре месяца 
спустя, 22 сентября (обычные поч- 
товые связи были нарушены войной!), 
пришла телеграмма от Лоренца из 
Голландии:  «Эддингтон обнаружил 
смещение звезд у края Солнца...». 
Конечно, никакое наблюдение не мо- 
жет доказать теорию окончательно, 
но с тех пор в теории Эйнштейна ма- 
ло кто сомневался. Лишь небольшая 
группа старых физиков пыталась (и с 
болышим упорством) отрнцать ее вы- 
воды. 

Но время классической физики 
прошло. Сейчас существует много 
фактов, подтверждающих общую тео- 
рию относительности. Самое главное 
для физиков нашего времени — это 
то, что без этой теорни нельзя понять, 
как развивается Вселенная. 


ХИ. Эволюция Вселенной 


Наверное, самое величественное в 
зданин, построенном Эйнштейном. — 
это его космологические работы. В 
1917 г. была опубликована работа 
под названием «Вопросы космологии и 
общая теория относительности». 

Эта работа выделяется своей сме- 
лостью. Подобио Ньютону., который 
объявил о том, что закон падения тел 
на Земле тот же, что и законы, уп- 
равляющие движением небесных тел, 
Эйнштейн заявил, что законы общей 
теории относнтельности,  проверен- 
ные в пределах Солнечной системы, 
справедливы для всей Вселенной. 
Он написал и решил уравнения Все- 
лениой. Решение. которое Эйнштейн 
получил, было удивительным: Все- 
ленная оказалась замкнутой... 
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Однако при анализе этих уравне- 
ний Эйнштейн не учел всех возмож- 
ных решений. Пять лет спустя со- 
ветский физик А. Фридман показал, 
что уравнения Эйнштейна имеют дру- 
гие решения, но эти решения не ста- 
тические — Вселенная расширяется. 
Эйнштейн сначала не поверил Фрид- 
ману и объявил, что тот ошибся. 
В Берлине в это время находился со- 
ветский физик Ю. Крутков, который 
смог убедить Эйнштейна в его непра- 
воте, и 31 мая 1923 г. Эйнштейн 
опубликовал маленькую ` заметку: 
«...я считаю — писал он —- результа- 
ты Фридмана правильными и пролн- 
вающими новый свет. Оказывается, 
уравнения поля допускают наряду со 
статическнмн также н динамические 
(т. е. переменные относительно време- 
ни) центрально-симметричные реше- 
ния для структуры пространства». 

Решение Фридмана не требовало, 
чтобы Вселенная была обязательно 
замкнута. Современные данные ука- 
зывают скорее на то, что Вселенная 
бесконечно расширяется, причем ско- 
рость ее расширення растет с расстоя- 
нием примерно по закону 


О= 7, 

где Г — постоянная, равная 2 - 10! лет. 
Этот закон носит имя открывшего 
его астронома Хаббла, а постоянную 
Низ! /Т называют постоянной Хаббла. 
Расширение Вселенной подтверждено 
многими наблюдениями, а закон 
Хаббла проверен до расстояний, кото- 
рые свет проходит за 10—12 миллнар- 
дов лет. 

Так Эйнштейн завершил «покоре- 
ние» закочов Вселенной, начатое Нью- 
тоном. Человек на Земле понял за- 
коны, которыми управляется космос. 
«Самое непонятное в природе — это 
то, что ее можно понять», — сказал 
Эйнштейн. 


ХИ. Гравитационные волны 


О гравитационных волнах скажем 
лишь совсем коротко. 

Первым, кто понял. что гравита- 
ционное взаимодействие распростра- 
няется со скоростью света, был Пуан- 
каре. Существованне волн тяготения 


было простым следствием уравнений 
общей теории относительности. Эта 
теория не отвергала тото, что ника- 
кой сигнал не может быть передан со 
скоростью, большей скорости света. 
В 1937 г. (вместе с Розеном) Эйнштейн 
исследовал теоретически гравитаци- 
онные волны — эту его работу про- 
должают и сейчас многие теоретикн. 
Гравитацнонные волны пока не обна- 
ружены экспериментально, но  по- 
видимому, не очень далек тот день, 
когда на Земле зарегистрируют гра- 
витационный сигнал от какой-ни- 
будь великой космической катастро- 
фы — рождения сверхновой звезды 
нли еще чего-нибудь в этом роде. 


Эпилог 


Мы кончаем на 1937г. Эйнштейн не 
перестал работать; он до самой своей 
смерти 18 апреля 1955 г. все больше 
н больше погружался в новые тео- 
рни, о которых рассказать невозмож- 
но. Он хотел найти еще более общие 
законы, чем законы тяготения — он 
работал над тем, что он сам называл 
единой теорией поля. Последние сло- 
ва в его последней научной статье бы- 
ли: *... сейчас никто не знает, как 
найти основу для такой теории». 

К работам последних лет Эйнштей- 
на относились по-разному. Многие 
считали, что успех ему изменил, н 
все, что он делал в эти годы, было не- 
верным. Многие даже считали, что н 
сама задача безнадежна. Так ли это? 
Можно эзншь сказать, что сейчас та- 
кое мненне уже не кажется бесспор- 
ным. Все чаще на страницах журна- 
лов появляются слова «единая теория 
поля». Конечно, время течет, и новый 
путь — совсем не тот, которым шел 
Эйнштейн. 

Но глубокне илен Эйнштейна не 
нсчезают. 

«Все, что исходило из его в выс- 
шей степеви великого нителлекта, 
было столь ясным и краснвым, как 
хорошие произведения искусства» — 
этн слова, написанные Эйнштейном 
в память Лоренца, в полной мере от- 
носятся к нему самому. 


100 лет со дня рождения Эмннштемна 


Автобнографические 
заметки 


В 1949 году Альберт Эйнштейн напнсал 
«Автобиографические заметки». В них он 
рассказал об основных научных принцнлах, 
которымн руководствовался в своем твор- 
честве. Незадолго до смерти, в 1955 году. 
Эйнштейн написал также очень краткие «Ав- 
тобиографические наброски» — воспомчна- 
ния о студенческих годах и о том, как за- 


рождалась общая теорня отиоснтельиостн.. 


Мы помещаем здесь выдержкн из этих ра- 
бот. касающиеся раннего периода жизин 
велнкого ученого. 


...В 1895 г. в шестнадцатилетнем 
возрасте я приехал из Италии в 
Цюрих, после того как без школы 
и без учителя провел год в Милане у 
родителей. Моей целью было поступ- 
ление в политехникум, хотя я не сов- 
сем ясно представлял себе, как это 
можно осуществить. Я был своенрав- 


ным, но скромным молодым челове- 
ком, который приобрел свон не- 
обходнмые знания  спорадически, 


главным образом путем самообразо- 
вания. Я жаждал глубоких знаний, 
но обучение не казалось мне легкой 
задачей: я был мало приспособлен к 
заучиванию и обладал плохой па- 
мятью. С чувством вполне обоснован- 
ной неуверенности я явился на всту- 
пительный экзамен на инженерное 
отделение. Экзамен показал мне 
прискорбную недостаточность моей 
подготовки, несмотря на То, что экза- 
менаторы были снисходительны и пол- 
ны сочувствия. Я понимал, что мой 
провал был вполне оправдан. От- 
радно было лишь то, что физик 


Г. Вебер сказал мне, что я могу слу- 
шать его коллег, если останусь в 
Цюрихе. Но ректор, профессор Аль- 
бин Герцог, рекомендовал меня в 
кантональную школу в Аарау, где 
после годичного обучения я сдал 
экзамен на аттестат зрелости. Эта 
школа оставила след благодаря свое- 
му либеральному духу н скромной 
серьезности учителей, которые не опн- 
рались на какие-либо показные ав- 
торнтеты; сравнение с шестилетним 
обучением в авторнтарно управляе- 
мой немецкой гимназни убедительно 
показало мне, насколько воспитанне 
в духе свободы и чувства личной от- 
ветственности выше воспитання, кото- 
рое основано на муштре, внешнем ав- 
торнтете и честолюбни. Настоящая 
демократня не является пустой ил- 
люзней. 

В том же году в Аарау у мекя воз- 
ник вопрос: если бы можно было по- 
гнаться за световой волной со ско- 
ростью света, то имели бы мы перед 
собой не зависящее от времени волно- 
вое поле? Такое все-таки кажется не- 
возможным! Это был первый детский 
мысленный эксперимент, который от- 
носился к специальной теории отно- 
сительности. Открытие не является 
делом логического мышления, даже 
если конечный продукт связан с логи- 
ческой формой. 

1896—1900 гг. — обучение на от- 
делении преподавателей специальных 
дисциплин швейцарского  политех- 
никума. Вскоре я заметил, что до- 
вольствуюсь ролью посредственного 
студента. Для того чтобы быть хоро- 
шим студентом, нужно обладать лег- 
костью восприятия, готовностью скон- 
центрировать свои силы на всем том. 
что читается на лекини, любовью к 
порядку, чтобы записывать н затем 
добросовестно обрабатывать препод- 
носимое на лекциях. Всех этнх ка- 
честв мне основательно недоставало. 
как я с сожалением установил... Не- 
которые лекции я слушал с болышим 
интересом. Но обыкновенно я много 
«прогуливал» н со священным рвением 
штудировал дома корифеев теорети- 
ческой физики... Это широкое само- 
стоятельное обучение было простым 
продолжением более ранией привыч- 


ки в нем принимала участие серб- 
ская студентка Милева Марнч, кото- 
рая нозднее стала моей женой. Одна- 
ко в физической лабораторин профес- 
сора Г. Вебера я работал со рвением 
н страстью. Захватывали меня также 
лекции профессора Гейзера по диф- 
ференциальной геометрии, которые 
были настоящими шедеврами педаго- 
гического искусства н очень помогли 
мне позднее в борьбе, развернувшейся 
вокруг общей теорин относительно- 
сти. Но высшая математика еще мало 
интересовала меня в студенческие го- 
ды. Мне ошибочно казалось, что 
это настолько разветвленная 0б- 
ласть, что можно легко растратить 
всю свою энергию в далекой провии- 
ции. К тому же по своей наивностн я 
считал. что для физики достаточно 
твердо усвоить элементарные мате- 
матические понятня и иметь их гото- 
выми лля применения, а остальное 
состонт в бесполезных для физики 
тонкостях, — заблуждение, которое 
только позднее я с сожаленнем осо- 
знал. У меня, очевидно, не хватало 
математических способностей, чтобы 
отличить центральное и фундамен- 
тальное от периферийного и не прин- 
ципнально важного. 

В эти студенческие годы развилась 
настоящая дружба с товарнщем по 
учебе Марселем Гроссманом. Раз в 
неделю мы торжественно шли с ним 
в кафе «Метрополь» на набережиой 
Лнммат и разговаривали не только 
об учебе, но н, сверх того, о всех ве- 
щах, которые могут интересовать 
молодых людей с открытымн глазами. 
Ои не был таким бродягой и чудаком. 
как я, но был связан со швейцарской 
средой и в пределах возможного не 
потерял внутренней самостоятельно- 
сти. Кроме того, он обладал в избыт- 
ке как раз теми даиными, которых 
мне не хватало: быстрым восприятн- 
ем и порядком во всех отношениях. 
Он не только посещал все лекции, ко- 
торые мы считали важными, но и об- 
рабатывал нх так замечательно, что 
если бы его тетради перепечатать, то 
их вполне можно было бы издать. 
Для подготовки к экзаменам он одал- 
жнвал мне эти тетради, которые слу- 
жнли для меня спасательным кругом: 
о том, как мне жилось бы без них, 
лучше не гадать... 


+4 


Для меня не подлежит сомнению, 
что наше мышление протекает в о‹- 
новном, минуя символы (слова), и к 
тому же бессознательно. Если бы это 
было иначе, то почему нам случается 
нногда «удивляться», притом совер- 
шенно спонтанно, тому или иному 
восприятию? Этот «акт удивления», 
по-вндимому, наступает тогда, когда 
восприятне вступает в конфликт с 
достаточно установившимся в нас 
миром понятий. В тех случаях, когда 
такой конфликт переживается остро 
н интенсивно, он в свою очередь ока- 
зывает сильное влияние иа наш ум- 
ственный мир. Развитие этого ум- 
ственного мира представляет собой 
н известном смысле преодоление 


чувства удивления — непрерывное 
бегство от «удивительного», от 
«чуда». 


Чудо такого рода я испытал ре- 
бенком 4 или 5 лет, когда мой отец 
показал мне компас. То, что эта 
стрелка вела себя так определенно, 
никак не подходило к тому роду явле- 
ний, которые могли найти себе место 
в моем неосознанном мире понятий 
(действие через прикосновение). Я 
помню еще н сейчас — или мне ка- 
жется, что я помню, — что этот слу- 
чай произвел на меня глубокое и дли- 
тельное впечатление. За вещами 
должно быть что-то еще, глубоко 
скрытое. Человек так не реагирует 
на то, что он видит с малых лет. 
Ему не кажутся удивительными па- 
денне тел, ветер и дождь, он не удив- 
ляется на луну н на то, что она не 
падает, не удивляется различню меж- 
ду живым и неживым. 

В возрасте 12 лет я пережил еще 
одно чудо совсем другого рода: ис- 
точником его была книжечка по ев- 
клидовой геометрии на плоскости. 
которая попалась мне в рукн в нача- 
ле учебного года. Там были утверж- 
дения, например, о пересечении трех 
высот треугольннка в одной точке, 
которые, хотя н не были сами по себе 
очевидны. могли быть доказаны с 
уверенностью, исключавшей как -буд- 
то всякие сомнения. Эта ясность и 
уверенность произвелн на меня не- 
описуемое впечатление. Меня не бес- 
покоило то. что аксномы должны быть 
приняты без доказательства. Вообще 
мне было вполне достаточно. если я 


мог в своих доказательствах опнрать- 
ся на такие положения, справедли- 
вость которых представлялась мне 
бесспорной. Я помню, например, что 
теорема Пифагора была мне показана 
монм дядей еще до того, как в мои 
руки попала священная книжечка 
по геометрии. С большим трудом мне 
удалось «доказать» эту теорему при 
помощи подобных треугольников; прн 
этом мне казалось, однако, «очевид- 
ным», что отношение сторон прямо- 
угольного треугольннка должно пол- 
ностью определяться одним из его 
острых углов. Вообще мне казалось, 
что доказывать нужно только то, что 
ие «очевидно» в этом смысле. И пред- 
меты, с которыми имеет дело геомет- 
рия, не казались мне другой приро- 
ды, чем «видимые и осязаемые» пред- 
меты, т. е. предметы, воспрннимаемые 
органами чувств. Это примитивное 
понимание основано, конечно, на том, 
что бессознательно учитывалась связь 
между геометрическими понятиями и 
наблюдаемыми предметами (длина — 
твердый стержень и т. п.)... 

Хотя это выглядело так, будто 
путем чистого размышления можно 
получнть достоверные сведения о на- 
блюдаемых предметах. но такое «чу- 
до» было основано на ошибке. Все 
же тому, кто испытывает это «чудо» 
в первый раз, кажется удивительным 
самый факт, что человек способеи 
достигнуть такой степени надежности 
н чистоты в отвлеченном мышлении, 


какую нам впервые показали греки в 
геометрин... 


В возрасте 12—16 лет я ознако- 
мнлся с элементамн математики, 
включая основы дифференциального н 
интегрального исчислений. При этом, 
на мое счастье, мне попались книги, 
в которых обращалось не слишком 
много внимания на логическую стро- 
гость. зато хорошо была выделена 
везде главная мысль. Все это занятие 
было поистине увлекательно; в нем 
былн взлеты, по силе впечатления не 
уступавшие «чуду» элементарной гео- 
метрин, — основная идея аналитиче- 
ской грометрни, бесконечные ряды, 
понятия дифференциала и интеграла. 
Мне посчастливилось также получить 


Эйнштейн — ученик кантомальной школы 
в Аарау (1805 г.). 


понятие о главнейших результатах и 
методах естествениых наук по очень 
хорошему популярному изданию, в 
котором изложение почти везде ог- 
раничивалось качественной стороной 
вопроса (бернштейновские — естест- 
венионаучные книги для народа — 
труд в 5—6 томов); книги эти я читал, 
не переводя дыхания. К тому време- 
ни. когда я в возрасте 17 лет посту- 
пил в Цюрнхский политехникум в ка- 
честве студента по физике и мате- 
матике, я уже был немного знаком н с 
теоретической физикой. 

Там у меня были прекрасные пре- 
подаватели (например, Гурвиц, Мин- 
ковский), так что, собственно говоря, 
я мог бы получить солидное матема- 
тическое образование. Я же боль- 
шую часть времени работал в физннче- 
ской лабораторни, увлеченный не- 
посредственным соприкосновением с 
опытом. Остальное время я использо- 
вал главным образом для того, что- 
бы дома изучать труды Кирхгофа, 
Гельмгольца, Герца и т. д. Причи- 
ной того, что я до некоторой степени 
пренебрегал математнкой, было не 


только преобладание естественнона- 
учных интересов над интересами ма- 
тематическими, но и следующее свое- 
образное чувство. Я видел, что мате- 
матика делится на множество спе- 
циальных областей и каждая из них 
может занять всю отпущенную нам 
короткую жизнь. И я увндел себя в 
положении бурнданова осла, кото- 
рый не может решить, какую же ему 
взять охапку сена. Дело было, оче- 
видно, в том, что моя интуиция в 
области математики была недостаточ- 
но сильна, чтобы уверенно отличить 
основное и важное от остальной уче- 
ности, без которой еще можно обой- 
тись. Кроме`того, и интерес к иссле- 
дованню природы, несомненно, был 
сильнее; мне как студенту не было 
еще ясно, что доступ к более глубо- 
ким принципиальным проблемам в 
физике требует тончайших математн- 
ческнх методов. Это стало мне вы- 
ясняться лишь постененно, после мно- 
гих лет самостоятельной научной ра- 
боты. Конечно, и физнка была разде- 
лена на специальные области, и каж- 
дая нз них могла поглотить короткую 
трудовую жизнь, так и не удовлетво- 
рив жажды более глубокого познания. 
Огромное количество недостаточно 
увязанных эмпирическн фактов дей- 
ствовало и здесь иодавляюще. Но 
здесь я вскоре научнлся выискивать 
то, что может повести в глубину, и 
отбрасывать все остальное, все то, 
что перегружает ум ин отвлекает от 
существенного... 
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Эйнштейн 
глазами 
современников 


Много книг н статей написано об Эйнштей- 
не. Он оставил глубокий след в памяти 
всех, с кем дружнл, работал и встречался. 
Мы помещаем здесь высказывання выдаю- 
щихся физиков разных стран: датчаннна 
Нильса Бора швейцарца ‘Вильгельма 
Паулн, советского физика Абрама Федоро- 
внча Иоффе, поляка Леопольда Инфельда, 
немцев Арнольда Зоммерфельда, Макса 
Лауэ и Макса Борна, амернканца Роберта 
Оппенгеймера, — которые помогут нашим 
читателям лучше представить себе этого 
замечательного человека и оценить его 
вклад в развитие науки. Приводнтся также 
высказывание первого советского комнс- 
сара просвещения Анатолня Васильевича 
Луначарского, который встречался с Эйн- 
штейном в 1922 году. 


«... Человечество всегда будет в долгу 
перед Эйнштейном за устранение ограннче- 
ний нашего мировоззрения, которые были 
связаны с примитивнымн представлениями 
об абсолютном пространстве ин времени. 
Он дал нам картину мира, характеризую- 
щуюся единством и гармонией, которые 
превосходят самые смелые мечты прошлых 


лет... 
Нильс Бор 


«...Как ученый, Эйнштейн — велнчин а 
одного порядка с Исазком Ньютоном... 
Подобно тому, как во времена Ньютона 
современники не могли предугадать бо- 
гатство и глубину всех последствий его 
влияния, так же мало мы можем предста- 
вить себе, какое влияние наследство 
Эйнштейна окажет на ход истоони. Это 


покажет время...» 
Макс Лауэ 


«...С глубокомыслием пн последова- 
тельностью философского мышления, не 
встречавшимнся никогда до сих пор в умах 


Ирэн Жолио-Кюри 
и Альберт Эйнштейн. 


естествонспытателен, с математической сн- 
лой, которая напоминает Гаусса и Римана, 
Эйнштейн возвел в течение десятн лет 
здание, перед которым мы, следившие из 
года и Год за его работой с иапряженным 
вниманием, стоим, чувствуя изумление 
и головокружение...» 


Арнольд Зоммерфельд 


«...Я встречал п своей жизни многих 
ученых, более способных, Чем я. Я восхи- 
щался их иителлектом, быстротой, с кото- 
рой они решали проблемы, их блистатель- 
ной дналектикой и тем, что они преодоле- 
вали трудности, непреодолимые для меня. 
В такие моменты переживаешь удивитель- 
ное чувство восхищения и унижения, 
потому что не может быть неомраченной 
радость, когда видишь, как другой одолел 
препятствия, казавшиеся тебе неодолимы- 
ми. Но ни разу не возникло у меня и тени 
этого досадиого чувства, когда я работал 
с Эйнштейном...» 


Леопольд Инфельд 


«...Жизнь его, устремленная в буду- 
щес, будет всегда напоминать нам о ред- 
ком в наше время ндеале человека, мысли- 
теля п созерцателя, чьи помыслы были без- 
раздельно отданы великим проблемам 
строения Вселениой... 

..Для нового мышления, введенного 
п физику Эйнштейном, характерен непред- 
взятый, строящийся я коиечном счете на 
эмпирически проверяемых принципах ана- 
лиз традициониых фундаментальных по- 
нятий. При этом некоторые гипотезы ока. 


2 «Квзит» №3 


зываются нзлишнимин н слишком уэкями. 
а некоторые понятия удается вообще иск- 


ЛЮЧИТЬ. .-» 


Вильгельм Паули 


«..Эйнштейн был передовым ученым 
и высоко ценил построение социализма 
в нашей стране, осуществляющего заветные 
мечты лучших людей всех времен. В борь- 
бе двух миров — коммунизма и капита- 
лизма — он был на нашей стороне и ина 
мой прямой вопрос дал недвусмысленный 


ответ...» 
Абрам Федорович  Моффе 
«... И после войны он неустанно под- 
нимал свой голос в защиту свободы и ми- 
ра, прежде всего — протнв дальнейшего 
использования атомной бомбы. Прн этом, 
как старый борец за свободу, ои выступил 
против преследований за убеждения, пред- 
принятых в Соединенных Штатах под 


эгидой сенатора Маккартни...» 
Макс Лауэ 


«...В частной жизни Эйнштейн был 
скромным человеком, чуждавшимся поче- 
стей. Я помию, как, узнав о предполагав- 
шемся приходе группы его почитателей. 
он предложил скрыться от них н уйтн часа 
на три в парк. Помню, как однажды Эйн- 
штейн договорился, что придет за мной 
К знакомым, где его игре на скрипке 
должны были аккомпанировать на рояле. 
Хозяева квартиры хотели. воспользоваться 
этим. чтобы продемонстрировать своим 
гостям знаменитого Эйнштейна. Но, уви- 
дев посторонних. он надел шапку и остал- 
ся только при условии. что все двери бу- 
дут заперты н иккого, кроме аккомпаина- 
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торши, в комнате ие будет. А игра Эйн- 
штейна была чрезвычайно музыкальной 
и выразительной. ..з 


Абрам Федорович Иоффе 
«... В его маленькой комнате не было 
никакнх покрывал, ковров.  картни — 


только кровать, стол, стул, кннжный шкаф 
г несколькими книгами и несколько пачек 
оттисков. Любое имущество было ему в тя- 
гость, и в стремлении к обладанию собст- 
венностью он вндел самую глубокую осно- 
ву для ссор н войн между людьми...» 

Макс Борн 


‹...Эйнштейн был... по моему впечат- 
лепию... человеком одиноким... У него 
были, конечно, бесчисленные ученики, если 
под этим нонимать людей, которые, чнтая 
его книги или слушая его лекцни, учились 
у него новому взгляду на физику, на при- 
роду нашего мнра, учились иовому мниро- 
воззрению. Но он не создал школы. У него 
было мало студентов, о которых бы он 
заботился как о своих учениках и последо- 
вателях. В нем всегда жил дух ученого- 
одиночки, резко отличавший его от науч- 
ных коллективов. столь популярных в 
наши дни. Не было в нем духа сотрудни- 
чества, под зиаком которого протекает 
развитие некоторых других наук. В но- 
следние годы Эйнштейн работал вместе 


Эйнштейн, Эренфест (сидят 
слева), Ланжевен (сидит в 
центре),  Камерлинг-Оннес 
(стомт слева) н Вайс. 
{Лейден, 1902 г.) 


с некоторыми сотрудниками. Они обычно 
назывались его помощниками... Сотруд- 
ники дали Эйнштейну то, чего ему не хва- 
тало в молодостн...» 

Роберт Оппенгеймер 


*...Глаза у Эйнштейна близорукие, 
рассеянные. Кажется, что уже давно и раз 
навсегда больше половины его взоров 06- 
ратились куда-то внутрь. Кажется, что 
значительная часть зрення Эйнштейна 
постоянно занята вместе с его мыслью 
каким-то начертанием исчислений. Глаза 
поэтому полные абстрактной думой п ка- 
жутся даже немного грустными. Между 
тем в общежитни Эйнштейн чрезвычайно 
веселый человек. Он любит. пошутить... 
он смеется добродушным, совершенно дет- 
ским смехом. При этом иа мгновение глаза 
его делаются совершенно детскимн. Его 
необыкновениая простота создает обаяние, 
что так и хочется как-то прнласкать его, 
пожать ему руку, похлопать по плечу — 
и сделать это, конечно, г огромным уваже- 
ннем. Получается какое-то чувство неж- 
ного участня, признания большой безза- 
щитной простоты н вместе с тем чувство 
беспредельного уваження...*» 
Васильевич 


Анатолий Луначарский 


400 лет со дня рожденмя Эйнштейна 


1. Эанитейн 


Е. = С? 
настоятельная 
проблема 


нашего времени 


Чтобы понять принции эквивалентно- 
сти массы и энергин, мы должны об- 
ратиться к двум законам сохранения 
(или «баланса»), игравшим независи- 
мо один от другого выдающуюся 
роль в дорелятивистской — физике. 
Мы имеем в виду законы сохранения 
энергии и импульса. Первый из них, 
выдвинутый Лейбницем еще в ХУН в., 
рассматривался в ХХ в. по существу 
как следствие принципов механики. 

Рассмотрим. например, маятник, 
который — качается между точками 
А нВ. В этих точках его масса т 
расположена выше нанболее низкой 
точки траекторни С на величину Я 
(рис. 1). С другой стороны, в точке С 
разность высот исчезает, но вместо 
этого масса приобретает скорость и. 
Дело обстоит так, как если бы раз- 
ность высот могла бы целиком пре- 
вращаться в скорость, и наоборот. 
Точное соотношение должно иметь 
т 


вид тай = -_", где & — ускоре- 


нне, сообщаемое силой земного тя- 
готения. Интересно. что это соотно- 
шение не зависит ни от длины маяг- 
ника, ни от путн. по которому дви- 
жется масса. 

Значение этого факта заключается 
в том, что в процессе колебания нечто 
сохраняется н это нечто есть энеркня. 
В точках А и В это — энергия поло- 
жения, или «потенциальная» энер- 
гия; в точке С это — энергия дви- 
ження, или «кинетическая» энергия. 
Если такой взгляд справедлнь, то 


)* 


ОД ——————_—_—_—_—_—— 


т 
тр 
одно и то же значение 
положении маятника, 
понимать высоту, на которой нахо- 
дится масса т над С, а под и— 
скорость в этой же точке траектории 
маятника. И эта сумма действи- 
тельно сохраняется. — Обобщение 
этого принципа приводит нас к зако- 
пу сохранения механической энер- 
гни. Но что происходит. когда трение 
останавливает маятник? 

Ответ дает изучение тепловых яв- 
лений. Анализ этих явлений, осно- 
ванный на предположении, что теп- 
ло есть неуничтожаемая субставция. 
перетекающая из более горячего тела 
в более холодное. приводит нас. ка- 
залось бы, к закону «сохранения теп- 
ла». С другой стороны. с незапамят- 
ных времен было известно, что тепло 
может создаваться трением, как, на- 
пример, при добыванин огня трени- 
ем иалочек у индейцев. Физики долго 
не могли объяснить этот способ «до- 
бывания» тепла. Их трудности бы- 
ли преодолены ливби тогда, когда 
было установлено. что на создание 
любого заданного количества тепла 
нужно затратить и точности пропор- 
цнональное количество механической 
энергии. Таким образом. мы прихо- 
дим к принципу хэквивалентностн ра- 
боты и тепла». В нашем маятнике, 
например, механическая энергия бла- 
годаря трению постепенно превраща- 
ется в тепло. 

Таким образом, законы сохране- 
ния механической н тепловой энер- 
гни слились в единый закон. Это при- 
вело физиков К МЫСЛИ О РОЗМОЖНОСТИ 


сумма тай -т 0 должна 


иметь 


при любом 
если под Я 
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дальнейшего расширения закона со- 
хранения энергин — ирименительно 
к химнческим и электромагнитным 
процессам и вообще ко всем процес- 
сам. Оказалось, что в нашей физи- 
ческой системе именно полная сум- 
ма энергий остается постоянной не- 
зависимо от характера возможных 
превращений. 

Телерь о принципе сохранения 
массы. Масса определяется как про- 
тиводействие тела ускорению (инерт- 
ная масса). Она определяется так- 
же весом тела (тяжелая масса). 
То обстоятельство, что два столь раз- 
личные определения приводят к од- 
ному и тому же значению массы тела, 
само по себе является поразительным. 
Согласно принципу сохранения (а 
именно: масса остается неизменной 
при любых физических или химиче- 
ских превращениях). масса является 
существенной (ввиду своей  неиз- 
менности) характеристикой материи. 
Нагревание. плавление, испарение, 
образование химических соединений 
не должны изменять полной массы. 

Физики считали этот принцип 
справедливым еще несколько деся- 
тнлетнй тому назад. Однако он ока- 
зался несостоятельным перея лицом 
специальной теории относительности. 
Поэтому он слился с законом сохра- 
нения энергии, подобно тому. как 
примерно шестьюдесятью — годами 
раньше закон сохранения механиче- 
ской энергии объединнлся с законом 
сохранения тепла. Мы могли бы ска- 
зать, что закон сохранения энергнин, 
поглотив ранее закон сохранения 
тепла, вкяючил теперь в себя и прин- 
цип сохранения массы и управляет 
всем единолично. 

Эквивалентность массы и энергни 
принято выражать {хотя это и не 
совсем точно) формулой ЕЁ == тс*, где 
с — скорость света, составляющая 
около 186 000 миль:сек, Е — энер- 
гия, содержащаяся в покоящемся те- 
ле, 1 — его масса. Энергня. соответ- 
ствующая массе м, равна этой мас- 
се. умноженной на квадрат чудовищ- 
но большой скорости света, т. е. на 
едниицу массы приходится огром- 
ное количество энергии. 

Но если каждый грамм вещества 
содержит столь больиюе количество 
энергии, то почему это обстоятельство 
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так дольо оставалось незамеченным? 
Ответ достаточно прост: до тех пор 
пока энергия не выходит наружу. она 
остается незамеченной. Дело обсто- 
ит так же, как со сказочно богатым 
человеком. который никогда не тра- 
тит нн цента: никто не может ска- 
зать, насколько он богат. 

Мы можем теперь разрешить это 
соотношение относительно т и ска- 
зать, что увеличение энергии тела на 
величину Е должно сопровождаться 
увеличением его массы на величину 
Е;с?. Я легко могу сообщить некото- 
рому телу энергию, нагрев, наприйер, 
его на десять гралусов. Так почему 
же никогда не замечалось увеличения 
массы, нли увеличения веса. связан- 
ного с этим изменением? Дело в том, 
что в приращении массы огромный 
множитель с* входит в знаменатель 
дроби. Увеличение массы слишком 
мало, чтобы его можно было измерить 
непосредственно даже самыми чув- 
ствительными весами. 

Чтобы увеличение массы было из- 
меримым, изменение энергни, прн- 
ходящееся на единицу массы. должно 
быть невероятно большим. Нам из- 
вестно только одно явление, где ос- 
вобождается такого порядка количе- 
ство энергин в расчете на единицу 
массы; это — радиоактивный рас- 
пад. Схематически процесс идет сле- 
дующим образом: атом с массой М 
расщепляется на два атома с массами 
М” и М”. которые разлетаются с ог- 
ромной кинетической энергией. Если 
мы остановним эти атомы, т. е. заберем 
у них энергию двнжения, то они в со- 
вокупности будут обладать гораздо 
меньшей энергней, чем исходный атом. 
Согласно принципу эквивалентности, 
суммарная масса М’ М” про- 
дуктов распада  должиа быть не- 
сколько меньше, чем первоначальная 
масса ЛМ распадающегося атома. что 
протнворечит старому принцнпу со- 
хранения массы. Относительная раз- 
ность этих масс составляет примерно 
лесятую лолю процента. 

Сейчас мы не можем реально изме- 
рять вес отдельного атома. Однако 
существуют косвенные методы. по- 
зволяющие ТОЧНО измерить вес атомов. 
Мы можем Также определить кинетн- 
ческие энергии. перезаваемые про- 
дуктам раслада М’и М”. Таким об- 


разом, оказалось возможным прове- 
сти проверку и подтвердить соотноше- 
нне эквнвалентности. Кроме того, 
этот принцип позволяет нам рассчи- 
тать заранее по известным с большой 
точностью атомным весам, какое имен- 
но количество энергии должно выде- 
литься при любом интересующем нас 
атомном распаде. Конечно, этот 
прининп ничего не говорит о том, 
когда (нлн каким образом) произой- 
дет распад. 

Происходящие события можно про- 
нллюстрировать на нашем примере с 
богачом. Атом М — это богатый ку- 
пец, который прн жизни не расста- 
ется с деньгами (с энергией). Но по 
завещанию он передает свое состояние 
сыновьям М’н М” при условии, 
что они выделят для общества некую 
малую часть. меньшую одной тысяч- 
ной всего имущества (энергии или 
массы). Сыновья владеют вместе не- 
сколько меньшим состоянием, чем 
владел отец (суммарная масса М’- 
М” немного меньше, чем масса 
АЙ радиоактивного атома). Но часть, 
переданная обществу. хотя и отно- 
сительно мала. все же настолько ог- 
ромна (если рассматривать ее как 
кинетическую энергню), что несет с 
собой большую угрозу зла. Предот- 
вращение этой угрозы стало настоя- 
тельной проблемой современностн. 


Эта работа была написана Эйн- 
штейном в 1946 году. Русский пере- 
вод статьи впервые был опублико- 
ван во И томе «Собрания научных 
трудов» Альберта Эйнштейна (М., 
«Наука», 1966). 


Эйнштейн 
писал: 


До конца жизни я буду 
думать о том, что такое 
свет! 


Ф 


С тех пор, как за теорию 
относительности приня- 
лись математики, п ее 
уже сам больше не пони- 
маю- 


Ф 


Если вы хотите узнать у 
физнков-теоретиков что- 
нибудь о методах, которы- 
ми они лользуются. я со- 
ветую вам твердо ирндер- 
живаться следующего 
принципа: не слушайте. что 
они Говорят. а лучше изу- 
чайте их работы 


Ф 


Работать — значит думать. 
Поэтому точно учесть ра: 
бочий день не всегда лег- 
ко. Обычно и работаю от 
четырех до шести часов 
в день. Я не слишком 
прилежен. 


Ф 


Стыдно должно быть тому, 
кто пользуется чудесами 
науки,  воплощенными в 
обыкновенном радиопри- 
емнике, и прн этом ценит 
их так же мало, каю коро- 
ва те чудеса ботаники. ко- 
торые она жует. 


х 


Открытие цепных атомных 
резкций так же мало грозит 
человечеству уничтоженн- 
ем, как изобретение спичек; 
нужно только сделать все 
для устранения возмож- 
ностн злоупотребления 
этим средством 


Математический кружок 


Н. Вагутен 


Арифметические 
препятствия 


Во многих математических теорнях 
н прикладных задачах, а также в мате- 
матических играх г головоломках 
возникают вопросы такого рода: мож- 
но ли перейти от одной позиции к 
другой с помошью некоторых ‹«до- 
пустимых» операций (ходов)? Как най- 
ти нужную цепочку ходов. если она 
существует, нли доказать, что пере- 
ход невозможен? В этой статье мы 
разберем несколько задач такого тина. 
Их объединяет еще и внешнее сход- 
ство: в каждой из них фигурируют 
целые чнсла, а «препятствия» перехо- 
дам, как правило, имеют арифметн- 
ческую природу. 

Примеры, с которых начинается 
обсуждение каждой задачи, вполне 
доступны даже ученикам младших 
классов. Упражнения «со звездоч- 
кой» и доказательства общих резуль- 
татов требуют от читателя серьезных 
размышлений. Заканчивается статья 
труднымн олимпнадными задачами, 
последняя из которых примыкает к 
неэлементарной, бурно развивающей- 


ся сейчас теории арифметических 
групп. 

1. Задача о коне 

Задача 1. Даны натуральные 


числа т и п. На одном из полец бес- 
конечной шахматной доски стоит фи- 
гура, которая ходит «буквой Г» 
на т полей в одном из направлений 
и на п в перпендикулярном; назовем 
ее  4{$т; п}-конем. На какие 


поля доски этот конь может попасть? 
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Обычный шахматный конь 
({1; 2}-конь) может из любого началь- 
ного ноля О попасть на любое 
другое: за три хода он может по- 
пасть на соседнее с О поле, а такими 
элементарными шагами можно, конеч- 
но, прийти куда угодно. 

А вот {!; 3}-конь, несколько хо- 
дов которого показаны на рисунке 1, 
никак не может попасть на соседнее 
(по горизонтали) с начальным поле- 
На шахматной доске очень легко 
объяснить, что препятствует такому 
переходу: {1; 3}-конь всегда ходит 
по полям одного ивета. С другой сто- 
роны, нетрудно показать, что {1: 3}- 
конь может обойти все поля од- 
ного цвета: за три хода он может 
сдвннуться по днагоналн на соседнее 
поле того же цвета (рис. }), а такнми 
элементарными шагами уже легко 
обойтн все одноцветные поля. 

Попробуйте решить задачу | для 
чисел 

а) 2 и 5; 6) 3н7; в) Юи 25; 
г) 19 ин 79. 

Оказывается, {т; п}-конь может 
попасть на любое поле в том и 
только том случае, когда т и п име- 
ют разную четность и нх наибольший 
общий делитель равен |. 

Полный ответ к задаче } приведен 
в конце пункта 3 (упражнение 10). 
Сейчас мы займемся более простым 
вопросом. Результат. который мы 
получим, нолезен и для задачи о коне, 
и для более серьезных математических 
задач. 


Рис. 1. (1; 3}-жонь может попасть на со- 
седнее (по диагонали) поле того же цвета; 
такнми шагами он может обойтн все одно- 
цветные поля. 


оз За 


79 =4-19 +3 


19=6-3 +1 


19] 5 
7 
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Рис. 2. Числа 19 и 79 взаныно просты, поэтому после нескольких делений с остатком по- 


лучается остаток 1 НОД (19, 79). 
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№19 =2-357+ 105 


357=3-15+42 


15=2-.42+8] 


42=2-21+0 
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Рис. 3. Чтобы найти НОД (819, 357)=21 с помощью алгорнтма Евклида, надо сделать че- 


тыре шага. 


2. Представление НОД 

Задача 2. Даны натуральные чис- 
ла @ и 5. За один ход разрешается при- 
бавить к некоторому целому числу 
одно из чисел а, В или вычесть из не- 
го одно из эпшх чисел. Можно ли та- 
ким образом из числа О получить 
число с? 

В этой зздаче миожество  «позн- 
ций» — это множество & всех целых 
точек числовой прямой. 

Начнем с конкретного примера. 
Предположим. что у покупателя и 
кассира есть только купюры в 10 н 
25 рублей, причем (чего не бывает в 
математических задачах!) в неогра- 
ниченном количестве. Ясно. что по- 
купатель может заплатить кассиру с 
рублей в том и только том случае, 
когда с кратно 5. 

Еще пример. Пусть на множестве 
Я разрешены ходы 519 и 79. С 
помощью этих ходов можно получить 
любое целое число: их комбинация 


позволяет сдвннуться на расстояние 
3, а затем и на расстояние 1 (рнс. 2, а). 

Более сложный пример: а” 819, 
р—=357. В этом случае тем же прие- 
мом удается найти кратчайший 
сдвиг — ма 21 (рис. 3, а). Таким об- 
разом, здесь можно устроить переход 
на любое расстояние, кратное 21. 
С другой стороны. и а, н 6 делятся 
на 21, поэтому никакие другие перехо- 
ды невозможны. 

Заметнм, что 21 — наибольший об- 
ций делитель чисел 819 и 357 (проверь- 
те это!). 

Упражнение 1, 
что если у покупателя и кассира есть 
(в неограниченном количестве) трешки 
и пятерки, то покупатель может заплатнть 
любое чнсло рублей. ` 

6) Можно ли перейти от 0 к 1000, 
если п—\23, $=456? если а=589, Ь= 
— 1984? : 

в) Какие 
а=18, 6=81? 

Теперь сформулируем ответ к за- 
даче 2 в общем виде. Пусть наиболь- 


а) Докажите, 


переходы возможны при 
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ший общий делитель (НОД) чисел а 
и 6 равен 4. Тогда переход от 0 к с 
возможен в том и только том случае, 
когда число с делится на 4. Попро- 
буйте доказать это. 

В несколько иной форме мы по- 
лучим этот результат в следующем 
пункте. 

Упражнения 

2. Докажите, что ответ к задаче 2 
не нэменнтся, если число а разрешается 
только прибавлять, а В — только вычн- 
тать. 

3. Можно ли на чашечных весах с 
помощью гирь 36 ги 60 г (этн гирн нмеются 
|: неограниченном количестве, и нх можно 


класть на обе чашки весов}  отвеснть 
а) 150 г; 6) 132 г? 


3. Алгоритм Евклида 


В следующей задаче позициямн бу- 
дут пары целых чисел. 

Задача 3. Три автомата пе- 
чатают на карточках пары целых чи- 
сел. Каждый автомат, прочитав не 
которую карточку, выдает новую кар- 
точку: первый автомат, прочитав 
карточку с парой (х; у), выдает кар- 
точку (х— у; у), второй — карточку 
(х-- у; у), третий — карточку (у; х). 

Лусть первоначально имеется од- 
на карточка с парой чисел (1; 2). 
Можно ли, используя автоматы в лю- 
бом порядке, получить карточку 
(19; 79)? (819; 357)? 

Какие вообще карточки можно по- 
лучить, если первоначально имеется 
карточка с парой чисел (а; 6)? 


этой лестни- 
цы — одян шаг алгоритма Евклида. 


Рис. 4. Каждый «марш» 


Обозначим операции, которые про- 
делывают автоматы, соответственно, 
через Г, Юн $. Начнем опять с чис- 
ловых примеров. 

Пару (19; 79) из пары (1; 2) опе- 
рациями [, Ю, 5 получить можно. 
Чтобы осуществить нужный переход, 
удобнее не подииматься от (1; 2) к 
(19; 79), а спускаться в обратном на- 
правлении (рис. 4). 

Записав получившуюся цепочку в 
обратном порядке (и, конечно, заме- 
няя при этом Ё. и К), получим «подъ- 
ем» от (1; 2) к (19; 79). 

На рисунке 4 «спуск» от (19; 79) 
к (1; 2) мы продолжили до пары (1; 0); 
сокращенная запись этого «спуска» 
приведена на рисунке 2, в ([* означа- 
ет, что операция [. проделывается № 
раз подряд). Собственно говоря, Тот 
же спуск мы уже проделывали в со- 
ответствующем примере к предыду- 
щей задаче (рис. 2, а). 

Спуск, начанающийся с пары (819; 
357), сокращенно записан на рисунке 
3, в — запишите его подробно. Здесь 
пара (1; 2) (или 1; 0) не получается. 
И не удивительно — тому есть пре- 
пятствие: все получаемые числа 
делятся на 21. В каком бы порядке 
мы ни применяли операции Ё, В, $, 
избавиться от этого препятствия не 
удастся, поскольку, как нетрудно до- 
казать, эти операции сохраняют об- 
щие делители чисел на карточке: 
НОД (х—у, х)= НОД (ху, у) =НОД 
(х, и). Поэтому перейти от пары= 
=(819; 357) к паре (1; 2) или обрат- 
но нельзя. 


Упражненне 4. Можно ли с 


«помощью операций (., К, $ перейти а) от 


авы (1; 10) к паре (5; 25)? 6) от (18; 81) к 
(36; 63)? в) от (589; 1984) к (31; 1953)? 

Теперь мы можем сформулировать 
ответ на последний, общий вопрос за- 
дачи 3: пару (а; 6) можно перевести 


"в пару (р; 9) в том и только в том 


случае, когда НОД (а;%) =НОД (р; 9). 
Это условие необходимо, 
поскольку, как мы уже говорили, на- 
ши операции сохраняют НОД. Но оно 
также и достаточно: если НОД (а, 6) = 
=НОД (р, 9)=4, то каждую из этих 
пар операциями Г, К, $ можно при- 
вестн к паре (4; 0); проделав спуск 
от (а; 5) к (4; 0) и затем подъем 
от (4; 0) к (р; 4), мы получим цепочку 
от (а; 5) к (р; 9. 


Е а $ ь В 5 Ё 5 
[> 


Рис. 5. Операцнями 1, В, $ можно поменять знак у одного чнсла на карточке. 


Покажем, почему от любой пары {а; 8} 
можно перейти к паре (4; 0). Заметим, 
что если один из элементов пары отрица- 
телен. то его легко сделать положитель- 
иым (рис. 5). А пару (а; 5) с нату- 
ральными пи В можио привести к па- 
ре (4: 0} тем же способом, который мы 
применили в примерах: из каждом шаге 
(кроме перестановок-сниметрий) больший 
элемент пары уменьшается до тех пор. 
пока мы не придем к финалу - (4:4) — 
— (0; 4)- (4:0). 


‚ Решая задачу 3, мы получили 
удобный способ отыскания наиболь- 
шего общего делителя двух чисел: от 
пары (а; 6), где а>5>0, переходим 
к паре (6: г), где г — остаток от де- 
ления а на 6, и повторяем эту опера- 
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Рис. 6. 


«Левый перекос» [Г (х; 65) — (х—65;6). 


цию до тех пор, пока не получим па- 
ру (а; 0). Последний не равный нулю 
остаток 4 иесть НОД (а; 6) (рис. 2, 6, 
3, 6). Этот способ называется алгорит- 
мом Евклида. - 


Упражнения 
5. Докажите. что из пары (1357; 2468)нель- 
зя получить пару (1234; в: из пары (123; 
457) нельзя получить (7890; 1979). 

6. Приведнте примеры, р 
что операцни задачи 3 не перета новЕ ны: 
1.5 = 5Е.В $ $ (разумеетси, [Ю=АГ.. 

7. Найдите с помощью алгоритма Ев- 
клида НОД (589, 1984), НОД 23456789, 
987654321). 

Целочисленной решеткой 72? называется 
множество всех точек плоскости с целыми 
координатами. 


/ ша 
ЕЕ 


|й 
\-1-4 Е вх 
НЕ : 


«правый перекос» А (х; 65) -* (х-ЕВ; 8), 


«симметрия» 5 (х; 5) > (5; х) — линейные преобразовання плоскостн, осуществляющие 
взаимно однозначные отображения целочнсленной решетки 22 на себя. 
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Следующее упражнение н рисунок 6 про- 
ясняют геометрический смысл задачи 3: 
8. Докажите, что если отрезок ОА, 
где О — начало координат. А — узел це- 
лочислеиной решетки 72, разбивается дру- 
гими узлами на @ частей, то операциями Ё, 
Ви узел А можно перевести в узлы (4; 0) 
н (-4; 0) пн нельзя перевести нн в какие 
другие точки осн Ох 
Упражнения 9 и 10 обобщают задачи 1 и 2: 
3*. Пусть заданы л натуральных чн- 
сел а:. а2,....@в. Докажите, что целое чис- 
ло с можно получить из 0 ходами -+а:, 
ао. ..., + ал тогда и только тогда, когда с 
делится иа Нод (а1. @%. .... @д)- 
10°. а) Пусть на плоскости Оху заданы п 
— 


векторов 01, ца, ..., 9пс целочисленнымя ко- 
ординатами. Докажите, что множество точек 
ДР плоскости, в которые можно попасть из 


точки О ходамн ы ол, 
представляет собой множество вершин иеко- 
торой косоугольной решетки (так называет- 
ся множество вершин параллелограммов, на 
которые два семейства равноотстоящих пз- 

раллельных` прямых разрезают плоскость). 
6) Пусть вместе с каждым вектором 

- -> 


94 в семействе векторов 91.02. -... 0в 
имеется равный ему по длине н пер- 
пенднкулярный. Тогда миожество «дости- 
жимых» точек Р будет множеством вершин 
некоторой квадратной решеткн. 
Теперь уже нетрудно найти ответ к 
задаче 1: пусть тата, п=4та, где а= 
—=НОД (мт. п}; тогда, если тп. нечет- 
но, достижнмы все поля (4х; 4), где х 
ии — произвольные целые числа (решетка 
с шагом 4); если же т‚--п.: четно — поля 
(ах; 4у), ге х Ел уе Ёи хфу чет- 
но (решетка с шагом 42. поверну- 


тая ма угол 45° по отношению к лнии- 
ям ДОСКИ). 


+ м. 9. ... 


4. Некоторые итогн 


В заключительной части статьи мы 
познакомим вас еще с двумя доволь- 
но трудными задачами. Но прежде, 
оглянувшись назад, попробуем вы- 
сказать общие соображения, которые 
помогли нам — и помогут в дальней- 
шем — выяснять, возможен ли пере- 
ход от одной «позиции» к другой, и 
назовем математические «имена» тех 
понятий, которые встретились нам в 
задачах. 

1°. Чтобы доказать невоз- 
можность того или иного пере- 
хода, мы обнаруживали некоторое 
препятствие — характеристи- 
ку позиции, сохраняющуюся (как го- 
ворят, инвариантную) при всех до- 
пустимых ходах, но различную для 
начальной и конечиой позиций; та- 
ким образом, доказательство невоз- 
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можности Того или иного перехода 
сводилось к отысканию подходящего 
инварианта. Таким инварнантом в за- 
даче о {1; 3}-коне является цвет по- 
ля, В задаче 2 — остаток от деления 
числа на НОД (а, 65) в задаче 3 — 
НОД пары чисел на карточках. Под- 
робнее об этом можно прочесть в 
«Кванте» 1974, №2 (с. 26), 1976, 
№2 (с. 32) и 1976, № 12 (с. 19). 

2°. Чтобы построить цепочку пере- 
ходов на решетке, часто бывает полез- 
но найти какой-то элементарный «клю- 
чевой» ход (или комбинацию ходов), 
либо свести дело к какой-то простей- 
шей канонической позиции, — а затем 
уже сформулировать общее правило 
{алгоритм) отыскания переходов. Так, 
в задаче о {1; 3}-коне достаточно на- 
учнться делать ход по диагонали, в за- 
даче 2 — сдвиг на 4=НОД (а, 65), 
в задаче 3 — «спуск» к канонической 
позиции (4; 0). 

3°. Во всех рассмотренных пока 
задачах переходы были обрати- 
м ы: если от позиции А можно-было 
перейти к позиции В, то можно бы- 
ло вернуться и обратно — от В кА. 
В таких задачах все множество по- 
зиций разбивается на классы эквива- 
лентности: внутри одного класса от 
каждой позиции можно перейти к лю- 
бой другой, а никакие переходы меж- 
ду позициями из различных классов 
невозможны. 

Сейчас мы рассмотрим задачу, в 
которой такой обратимости нет, но 
зато в ней прекрасно работают сооб- 
ражения 1’ и 2° 


5. Избавленне от двоек 


Задача 4. Три автомата печатают 
на карточках пары натуральных чи- 
сел. Автоматы работают следующим 
образом: первый автомат, прочитав 
карточку (а; 6), выдает карточку 
(а-1; 5+1); второй автомат, про- 
читав карточку (а; 5), выдает кар- 
точку (а/2; 6/2) (он работает толь: 
ко в том случае, когда оба числа п 
и 6 четны); третий автомат по двум 
карточкам (а; В) и (5; с) выдает 
карточку (а; с). 


Пусть первоначально имеется 
карточка с парой чисел (5; 19). 
Можно ли, используя автоматы в 


любом порядке, получить карточку 
а) (1; 50)? 6) (1; 100)? 

в) Пусть первоначально имеется 
карточка (а; 6), а<ь, а мы хотим 
получить карточку (1; п). При ка- 
ких п это можно сделать? 

Эта задача предлагалась на ХП 
Всесоюзной математической олимпиа- 
де ученикам 8—10 классов*. Впро- 
чем, даже пятиклассникам хватит зна- 
ний, чтобы решать ее. 

Обозначим операции, которые вы- 
полняют наши новые автоматы, со- 
ответственно, через /, Н и Т. На ри- 
сунке 7 показано, как из карточки 
(5; 19) получить «простейшую» кар- 
точку (1; 8} и затем — карточку (1; 50) 
(вместо «Ё раз применить опера- 
цию /» мы снова пишем /^). Таким 
образом, в задаче а) ответ утвер- 
дительный. 

А вот карточку (1; 100), про ко- 
торую спрашивается в задаче 6), из 
карточкн (5; 19) получить не удастся. 
Препятствие можно обнаружить, внн- 
мательно изучив тот же рисунок 7: 
разность чисел на каждой карточке 
делится на 7. В каком бы порядке 
мы ни применяли автоматы, избавить- 
ся от этого свойства не удастся — 
его сохраняют операции /, Н и Т. 
(Для Г это очевидно. Для Н: если @ 
н 6 — четные и $—а делится на 7, 
то и 5/2—а/2 делится на 7. Для Т: 
если разности &—а и с—6 делятся 
на 7, то ис-а=(с—6)-+(6—а) делит- 
ся на 7.) Но разность 100—1=99 на 
7 не делится, так что ответ к 6) от- 
рнцательный. 

Упражнение 1. Можно ли, 
ия автоматы 1, Н и Т. а) из кар- 
точки (3; 33) получить карточки (5; 293), 
{1; 101), (1; 1978)? 

6} Из карточки (5; 29) получить (3; 33), 
1; 100). (1; 1979} 

Сформулируем теперь ответ на по- 
следний, общий вопрос в) задачи 4: 
из карточки (а; 6), в которой 6—а= 
—=274, где 4>0 и нечетно, можно по- 
лучть те и только те карточки (р; 4), 
@ которых разность р—4>0 делится 
на 4. Таким образом, можно изба- 
виться от всех двоек в разложе- 
нин 6—а но нечетный дели- 
тель разностн 6—а служит непреодо- 
лимым препятствием. 


*) См. также задачу №516 из Задач- 
ника «Кванта» («Книант». 1978, № 8). 


[беты ВВ 
[&] > 
гп тг гган 
ЕР 
р. йе Ге ТА Н 
р [6 


Рис. 7. С помощью операцнй /“ (увеличе- 
ние на 9), Н (деление пополам), Т («тран- 


зитивный» переход) из получаем 


Рис. 8. Большее чисм 6 ина карточке [2 


а 


можно уменьшить (4-6—а: 
а-1, ВБ нечетно). 


или 


В самом деле, как мы уже говорили 
(для 4-7). из карточек. у которых раз- 
ность делнтся па нечетное число 4, с но- 
мощью операций /, Н, Т получаются 
только карточкн, обладающие тем же 
свойством. С другой стороны, от карточки 
{а; 5), где 6 а=274 (4 нечетно), можно 
перейти к карточке (1; 4-- 1). (Одни шаг 
такого перехода показан на рисунке 8.) 
Получив карточку (1; 4-1}. легко изго- 
товить любую карточку (1: А4--1} (как 
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в задаче а) —— нз карточки (1; 8)) и затем — 
любую карточку (Ё 4-70) с разностью 
чисел, кратной 4. 

Упражнения 

12. а) Предположим, что автомат, 
выполняющий операцию Г, сломался. Ка- 
кие карточки можно получнть из (5; 19)? 
(5; 29)? 

6) Пусть сломался автомат, выполия- 
ющий операцию Н. Какие карточки можно 
получить из карточки (а; 65)? 

13*. Какие карточки можно получить 
операцнями /, М, Г иэ л данных карточек 
{а;; 681), (а:: 6)... (ап: 8.) 

Задача 4 выглядит довольно искус- 
ственной. Поэтому, возможно, вам будет 
интересно узнать, что она возникла из 
леммы в одной серьезной математической 
кинге (С. Улам, «Нерешениые математи- 
ческие задачи», М., «Наука», 1964, с. 60). 


6. Пары векторов 


Следующая задача продолжает зада- 
чу 3*). Здесь фигурируютте же три 
операции Г, Ки $, но в задаче 3 
они применялись к парам целых 
чисел, а теперь «позициями» будут 
пары векторов (а; 6) и (с; 4) с 
целыми координатами, и эти опера- 
ции будут применяться одновремен- 
но к обоим векторам пары. Коорли- 
наты обоих векторов удобно запи- 
сывать в Два столбика— получится 


ас 
табличка (; й из четырех чисел; 


такие таблички в математике назы- 
ваются матрицами. 
Задача 5. [@ 


. .) разрешается проделывать сле- 


матрицей 


дующие операции: 
1: [2 с —(“, ь са | 
ба | а 
а с а+ь ста 
Ю: — ; 
| .) Ь а 
5: | с —( а 
Ба а с 
Можно ли этими операциями 


из матрицы () "| получить  сле- 


3 
дующие матрицы: а) |. _ 


* ) Вместе онн составляют содержанне 
задачи М№М420 из Задачинка «Кванта» 
(«Квант». 1976, № 12), решение которой 
еще не публиковалось 
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РЕ, то). 12). 
о (, .: в ( ‚}: о (‹ 3): 
5 (1 з} 

оз 


Какие вообще матрицы можно полу- 
ас 
чить из данной матрицы (; и} 


Будем называть две матрицы эк- 
вивалентными, если одну из них опе- 
рациями Ё, Ю и $ можно перевести 
в другую (здесь переходы обратимы, 
так что все матрицы разбиваются на 
классы эквивалентных). 

В решении очень трудной задачи 
5 нам встретится несколько препят- 
ствий. Будем преодолевать их после- 


довательно. 
а) Матрицы т и в. не эк- 
27 29 
вивалентны; второй вектор" никак 


нельзя перевести в поскольку 


НОД (5, 7)5ЕНОД (3, 9). Вообще, из 
результата задачи 3 сразу вытекает 
условие, необходимое для эк- 
вивалентиости двух матриц 


ас т}. 
И и _ 
НОД (а, 5) = НОД р, 9), 


НОД (с,4-= Нод"... 


Однако, как мы сейчас увидим, это 
условие не достаточно для 
эквивалентности матриц. Во всяком 
случае, если это условие выполнено, 
мы можем разделить каждый столбец 
матрицы на его НОД‚ и далее рас- 
сматривать такие сокращенные мат- 
рицы (ведь НОД каждого столбца со- 
храняется при всех операциях) *). 


# = 


15 11 
6) Матрицы ) . 
) рнц | : и ( о Е 


внвалентны, потому что при любом 


преобразованин /., К, $ нз матрицы 


*) Термин «сокращенная» естествен: 
но возникает, если смотреть на матрицу 


(, с 6 а с \ 

Г к и —_ 
а] как на пару дро ей (4; а 
(как в условин задачи М420). 


| 0-3}. 5 15 158515 15 Е 12 
Е () = р ы 03 " 03 


Рис. 9. Приведение к каноническому виду. При всех преобразованиях [., Л, 5 сохраняется 
площадь параллелограмма и расположенне узлов целочнсленной решетки внутри него. 


( : : | получится матрица с одинако- 


вымн столбцами и Е 


в) Матрицы ь . и ( у) тоже 
м 27 о 1 


не эквивалентны; тут возникает новое 
препятствие: величина 
ас 
д ^[ь я тай ве 
Она сохраняется при всех преобразо- 
ваниях Ё, К, $ матрицы - я || Про- 


верим это для [: (а—5)4—6(е—а)-= 
—а4— с. (Для К и $ проведите про- 


15 
верку сами.) Поскольку д ( о: ) вы. 
х 


о 
ад о 1 = 1, эти матрицы не эк- 


вивалентны. Заметим, что 


. 


и «0 
99 


Величина а4—6с очень часто воз- 
никает в разных задачах про матри- 
цы и называется определителем мат- 


ИВ (; _. 

ь а 

г) Матрицы (, й н ! :) эквива- 
27 03 

лентиы: цепочка преобразований, прн- 


вводящих первый вектор к кано- 


1 
ническому внду о } н небольшие до- 


полнительные ухищрення приводят к 
цели (рис. 9). На рисуике 9 хорошо 
виден н наш инварнант А: это — 
площадь параллелограмма, по- 


строенного на векторах р и } . 
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Рнс. 10. В параллелограммах дяя матриц 


(3 3) " ( з) расположение узлов цело- 


численной решетки различно. 


Осталось еще выяснить, 


11 
д) эквнвалентны ли матрищы{ ) 


18 
и | ( 3) Оказывается, нет, хотя ука- 


зать препятствие здесь не так просто. 
Его геометрический смысл ясен из ря- 
сунков 9 и 10. 

Теперь мы можем дать ответ на 
общий вопрос задачи 5. Любую сокра- 
щенную матрицу операциями Ё, К, $ 
можно преобразовать к каноническо- 
му виду 


Г г 
(о р где О<г< А, (1) 


НОД (г, А) = 1, 
или 


| 
0 о] (если 4 =0). (2) 


Две матрицы эквивалентны тогда 
и только тогда, когда выполнены ус- 
ловия (*} и соответствующие сокра- 
щенные матрицы имеют один и тот 
же канонический вид. (Несколько ина- 
че критерий эквивалентности сформу- 
лирован в упражненни 20.) 

В самом деле, любую сокращенную 
матрицу можно преобразовать к ка- 
ноническому виду так же, как рань- 


` 


ше мы преобразовали матрицу и 7 


(см. рис, 9). Тот факт, что г является 
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- чить композициями сдвигов а, 


ннварнантом, вытекает из упражнений 
№, 15. 


Упражнения 


14. (, .) имеет 
ьа 


канонический внд (1). Тогда внутри па- 
раллелограмма ОАВС, построениого на 
—> 


Е 
векторах ОА*=(а; 5) н ОС=(с; 4), лежнт 
А—{! целая точка. Все этн точкн М, 
М.,....Ма-, могут быть получены прн 
помощи векторных равенств: 


Пусть матрниа 


— > „= 
ОМ; = ША} ОС-- {а — г/А)} ОА, 


где ({х) — дробная часть числа х. 

15. Пусть НОД (а, В)=НОД(с, 4)-=1, 
А- |4а4—5|70. Тогда существует един- 
ственное г такое, что 0=7< А, НОД(г.А) =1 
н оба чнела га-—с, гь—@4 делятся на А, 
причем это г сохраняется прин преобразо- 

ас 


ва 
Это упражнение удобно для конкрет- 
ных вычислений числа г, если А невелико. 
16. Какие матрнцы среди следующнх 
эквнвалентны, а какие — нет: 


2 


( (6 а [529 
7 39] * 19 50!” \79 з ии 


17. Выше мы не рассматривали мат- 
рниы, у которых однн из столбцов нуле- 
вой. В каком случае такие матрнцы эквн- 
валентны? 

18. Докажите, что любые две мат- 
рнцы, у которых А=|, эквивалентны. 

19?*. Сколько существует всего клас- 
сов неэквнвалентных матриц с А=3, 
^=4, А=5, А=10, А=12? Сколько средн 
ннх сокращенных? Нарнсуйте для Каж- 
дДого Класса матрни расположение узлов 
в соответствующем параллелограмме (как 
на рисунке 10). 

20. Докажите, что для любой мат- 
рицы существует едннственная эквнвалент- 


ваннях /., Ю, $ матрицы 


ная ей матрица где &-—0, т>9, 


1>0 н «т при т20. 


Другой возможный подход к задачам 
Зн 5 — выяснить, какне вообще преобра- 
зовання целочнсленной решетки можно 
получить композициями операций [., В, $ 
(подобно тому, как в задаче 2 мы выяс- 
нили, какие вообще сдвнги можно полу- 
#5). 
Оказывается, все этн преобразовання ре- 
шетки нмеют вид (х; и) -* (ах Фи; сх 
-+4и), где а, 6, с, 4 — целые числа и 
[а4—6с|=1. Но это уже — тема отдель- 
ной статьн, посвященной линейной ал- 
гебре. 


Победители конкурса «Кванта» 


В прошлом году редакция получила свыше 12 тысяч писем 
с решениями задач из Задачинка «Кванта». Ниже лублику- 
ется список школьников — победнтелей нашего конкурса 
решення задач. 

В соответствии с решением оргкомитета Всесоюзной олим- 
пнады школьников победителн получили право участвовать 
в четвертом (республиканском) туре Всесоюзной олимпиады 
1979 года. 


Математика 


Око рРРОБ И брРТОрРПРрРОТОЗЗЕОВРЬЮЫЬх 


. АБДУХАЛИКОВ — г. Алма-Ата, РФМШ, 10 кл. 


АГАЕВ — с. Покровка АзССР, 9 кл. 

АЙРИЯН — г. Ереван, ФМШ при ЕрГУ, 10 кл. 
БАДАЛЯН — пос. Берд АрмССР. 10 кл. 
БАЛИНСКИЙ — г. Львов, с. ш. № И, 9 кл. 
БОЛОТНИКОВ -- г. Харьков, -с. ш. № 727, 10 кл. 
ГОРДИЕНКО -— г. Павлодар, с. ш. № 3, 10 кл. 
ГОРЕЛОВ — г. Белорецк. с. ш. № 14, 10 кл. 
ГРАБАРНИК — г. Ташкент, с. ш. № 10, 10 кл. 
ГУБА — г. Вологда, с. ш. № 8, 10 кл. 
ДМИТРИЕВ - г. Саратов, с. ш. № 13, [0 кл. 
ИЗМАЙЛОВ - г. Баку, с. ш. № 134, 10 кл. 


. КАБДЫКАИРОВ — г. Алма-Ата, РФМШ, 10 кл. 


КАПЛАН — г. Сумгаит, с. ш. № 1, 9 кл. 


КАРАГУЛЯН — г. Ереван, ФМШ прин ЕрГУ. 10 кл. 


КЕЛАРЕВ — г. Свердловск, с. ш. № 141, 9 кл. 
КУЗНЕЦОВ -- г. Ангарск, с. ш. № 10. 10 кл. 
КУЗЬМИН — г. Череповец, с. ш. № 4, 10 кл. 


. КУЛЕСКО — г. Донецк, шк.-инт. № ШО. 10 кл. 
. ЛАПУСТА — г. Тернополь, с. ш. № 3. 10 кл. 


МЕШОЙРЕР -- г. Москва, с. ш № 444, 10 кл. 


. МИНДЛИН — г. Ташкент, с. ш. № 5, 10 кл. 


НАДЕЖДИН — г. Москва. ФМШ № 18 при МГУ, 


кл. 

НОВИКОВ — г. Киев, ФМШ № @ при КГУ, 9 кл. 
ОПАРИН — г. Москва, ФМШ № 18 прн МТУ, 10 кл. 
ПОПЕЛЮХИН — г. Киев, ФМШ № 2 при КГУ, Экл. 


. СЕВРЮК — г. Москва, ‘с. ш. № 2, 10 кл. 

. СУКОЧЕВ -— г. Ташкент, с. ш. № 103, 10 кл. 
. ТАВГЕНЬ — г. Мииск, с. ш. № 54, 10 кл. 

. ТАТАЛЯН — г. Ереван, с. ш. № 8, 10 кл. 

. УМАНСКИЙ — г. Баку, с. ш. № 134, 10 кл. 


ХОСИЛ -—- г. Алма-Ата. РФМШ, 10 кл. 


Физика 

А. БАРЗЫКИН — пос. Черноголовка Московской обл..с. ш. 
№ 82,10 кл. | 

М. ГАВРИЛОВ — пос. Черноголовка Московской обл., с. ш. 


= 


ходоЗЕрыятА+ 


о 82.10 кл. 


ЖУКОВ — г. Москваа. ФМШ № 18 при МГУ, 10 кл. 
ЗУДИН — г. Александров, с. ш. № 4. 10 кл. 


. ЛАШКИН — г. Киев. с.ш. № 96, 10 кл. 
. ЛЮДМИРСКИЙ —- г. Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
. МОГИЛЬНЕР — г. Свердловск, с. ш. № 105, 10 кл. 


ОМЕЛЯН — г. Львов, с. ш. № 11. 10 кл. 
ПАВЕЛКИНА — г. Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 


. ПРЯДКИН -- г. Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
. РОМАНОВСКИЙ — г. Лида, с. ш. № 1. 10 кл. 


ШИШКОВ — г. Москва, с. ш № 179. 9 кл. 


.- ЭФРОИМСКИЙ — г. Ленинград, с. ш. № 30, 10 кл. 


я 


Этот раздел ведется у нас нз 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публн- 
куемые в нем задачи не 
стандартны, но для их реше- 
ния не требуется знаний, вы- 
ходящих за рамки нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачн отме- 
чаются звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто нам 
ее предложил. Разумеется, 
не все этн задачн публику- 
ются впервые. Решення за- 
дач из этого номера можно 
отправлять не позднее 15 мая 
1979 года по адресу: 113035, 
Москва, М-35, Б. Ордынка, 
21/16, редакцня журнала 
«Квант». В графе «Кому» 
напишите: «Задачник «Кван- 
та» № 3—79» н номера за- 
дач, решення которых вы по- 
сылаете, например, «М5б1, 
№552» или «Ф563». Решення 
задач из разных номеров 
журнала нли по разным 
предметам (математике н 
физике) присылайте в раз- 
ных конвертах. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашим адресом 
{в этом конверте вы получи- 
те результаты проверкн ре- 
щений). 

Условие каждой оригнналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для публнкации (нли цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с ваши- 
ми решениями этнх задач 
(на конверте пометьте: «За- 
дачник «Кванта», новая за- 
дача по физнке» нли «.., но- 
вая задача по математике»). 
В начале каждого письма 
проснм указывать ваше нмя, 
фамнлию, номер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 
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задачник 


пбанта 


Задачи 


М551—М555; Ф563—Ф567 


М551. а) Какое наименьшее число точек достаточно 
отметить внутри вынуклого пятнугольника, чтобы 
внутрн любого треугольника с вершинами в вер- 
шинах пятниугольника содержалась хотя бы одна 
отмеченная точка? 
6)* Тот же вопрос для выпуклого л-угольника. 
Московская городская математическая олимпиада 


М552. а) Найдите хотя бы одну пару (р, 9) целых 
чисел, отличных от нуля, для которой трехчлены 
2 2 
х + рх + чих" + 4х | р имеют целые корнн. 
6) Найдите все такие пары (р. 9). 
Э Туркевич 


М553*. Дан треугольник АВС, причем [ВС |<АС |< 
<|АВ|. На лучах ВА и СА отложены отрезки 
ВО и СЕ такие, что |ВО [=|СЁЕ|=|ВС |. Докажите, 
что раднус окружности, описанной около треуголь- 
ника АДЕ, равен расстоянию между центрами ок- 
ружностн, описанной около треугольника АВС, 
н окружности, вписанной в него. 


С. Мейдман 
М554*. Назовем натуральное число п хорошим, 
если существуют такие натуральные числа а, 
аз. ..., ак (не обязательно различные), что 
а а. =... На, = п, 
" 1 1 1 Я 
т [ 


Известно, что все числа между 33 и 73 — хо- 
рошие. Докажите, что все числа, большие 73, — 
тоже хорошие. 

Митематическая олимпиада США (1978 г.) 


М555. Рассмотрим пересечение 

а) двух; 

6) трех 
цилиндров одинакового радиуса г. оси которых вза- 
имно перпендикулярны и проходят через одну точ- 
ку. Сколько плоскостей симметрин имеет это пере- 
сечение? Каков его объем? 

С. Пухов 


Рис. 4. 


Ф563. Посередине барометрической трубки имеется 
столбик воздуха (рис. 1). Площадь сечения трубкн 
$ = 0,3 см?. При температуре # = 0°С длина стол- 
бнка равна &=10 см. Какой станет длинна этого 
столбика при {=20°С? 


$564. Автомобиль движется по повороту дороги 
радиуса Ю. Виезанно водитель увндел на дороге 
препятствие и начал тормозить. Какое расстояние 
автомобиль пройдет до остановки, если его ско- 
рость равна и, коэффициент трения колес о до- 
рогу А и автомобиль тормозит с максимально воз- 
можным постоянным ускорением? 


рамаем, 93 

2 ое восвивемюенаоеаеноееооае 
7327) 88 610 03 8 8 5 О 0 0 (0 А Я 8 0 0 С О С РВ С 8 С 68 
2820300208 80 99 8 8 8 0 5 Г 9 (6 (8 С 5 (5 29 (8 089 


$565. На рисунке 2, взятом из работы Милликена, 
приведена зависимость задерживающего напряже- 
ния от частоты света в опытах по фотоэффекту. 
Определить из этого графика отношение постоянной 
Планка А к заряду электрона е. 


Ф566. Атом, движущийся со скоростью и (и<‹с), 
испускает фотон под малым углом & к направлению 
своего движения. Доказать, что если %, — частота 
излучения покоящегося атома. а ш — частота вол- 
д —® 
ны фотона, то для видимого света = — 
© 


=-—^ с0$ а (формула Доплера). 


$567. На рисунке 3 приведена зависимость тока 
через автомобильную лампочку от напряжения 
на ней. Лампочку включают в цепь. показанную на 
рисуике 4. Найтн мощность. выделяющуюся на лам- 
почке. 


№504. На шахмитную доску 
пхп клеток уложено Ё пли-. 
ток разиером 2х [, причем 
так,что положить (--1)-ю 
плитку, не перемещая уже 
имеющихся плиток, нельзя. 
Докажите, что свободных 
клеток осталось не более чем 

а) (п? п-1),3; 

6). (пз--2):3; 

8) п?/З. 
Можно ли получить для 
некоторых п еще более точ- 
ную оценки? 


Рис. 2. 


Эта клетка 
обязательно свободная 


Рис. 3. 


Рис. 4. 
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Решения задач 
М504, М506, М507; $513, $516, Ф5!7 


Пусть свободных клеток х- 

а) Сопоставнм каждой свободной клетке, не лежащей 
на верхней горнзонталн доски, плитку, «накрывающую» 
ее сверху (рис. !). Ясно, что каждая плнтка сопоставлена 
не более чем одиой клетке (так что количество свободных 
клеток, ие лежащих на верхней горнзонтали доски, не 


з 
п" —х 
больше общего колнчества р] плиток, уложенных 
так, как сказано в задаче). Пусть на верхней горизонтали 
п! 
доскн х; свободных клеток; тогда х;<> оо. Имеем 


п —х 
Е — 


то есть 
Зх == па 2х, = па -- п 1, 


откуда 
х« (тэ п-- 1/3. 


6} Обозмачим через х; количество свободиых клеток 
внутри доски, через хз— количество свободных клеток 
на границе доски, не считая угловых клеток; наконец, 
через хз» обозиачим количество свободных угловых клеток 
доски. Тогда х=х!- хз ху. Через и, обозначим количество 
расположенных строго внутрн доскн плиток; через 
уз— количество плиток, выходящих на края доскн хотя 

п" —х 
бы одной клеткой; тогда и; -|- уз = Е“. 


Подсчитаем, сколько нмеется пар: свободная клет- 
ка — граничащая с ней плитка. С одной стороны. их 4х1 
-НЗх.-Н2хз. С другой стороны, поскольку плитки уложе- 
ны так, что добавнть нн одной уже нельзя, этнх пар не 
более чем 4у,-ЁЗи; (каждая плитка, выходящая на край 
доски, граничит не более чем с тремя клетками, а каждая 
плнтка строго виутри доски — не более чем с четырьмя). 


Поэтому 
4-Е Зха-[ 2х4 Зуя. (1) 


Поскольку каждые две свободные клетки на границе дос- 
кн разделяются плнткой, нмеем 


ха-ха из. (2) 
Складывая неравенства (1) и (2), получаем 
: 4х 4х. За < 4(и, Низ). 
или 
1 п? —х 
*— а хз = р ы 
п? —х 
Но х.<4; значит, х < р. Е илн  Зх«ап?- 2, 


откуда х« (п? --2)/3. 
в) Заметим, что если неравенство (1) — строгое, 
то мы получнм то, что надо ш пункте в): строгое иеравен- 


п —х 
ство х<——©о +! равносильно такому нестрогому: 
па — пз 
х< —5 ‚откуда х < —3—. Поэтому, если допустить, что 
пз 


х_> —; _‚ тововсяком случае нужно, чтобы к каждой плит- 


ке обязательно прилегало максимально возможное число 
свободных клеток. В частностн, к любой стороне плнткн 
длины 1, не упнрающейся в край доски, должна прнлегать 


№506. Докажите. что для 
положительных а, в си4 
справедлиоо — неравенство: 
аи -- А -- 4 -- 2ащка> 
2>а263 ++ ас? -- аа? + 62с3-- 
Е ЗА -{ сзаз. 


свободная клетка. Поэтому плитки должны располагать- 
си «рядами» (рнс. 2), причем «ряды» не могут ни упирать- 
ся друг п друга, ни пересекаться друг с другом, посколь- 
ку и п том и другом случае возникает картинка. изобрз- 
женпая на рисуцке 3,— до тех пор. пока не достигнем 
края. Значит, все «ряды» должны быть параллельны, что 
возможно лишь тогда, когда п делится на 3. В этом слу- 
чае число плиток равно 12/3 (соответствующий при- 
мер изображен на рисуике 4). Итак. для досок пхл. 
п 


где л=3ЗА, оцеика а точная. 


С. Фомин 
Ф 


Не ограннчивая общности, можно считать, что 0«а5 6554. 
Сложнв трн очевидных неравенства 

а(а— 8) (@— д (а+ 24—50, 

в (а — 5) {2+ 2% (а— 4 >0, 

о{а- 26) а—да-—- дым. 
ИОлУчнМ 


З2* — 303 (5-4 64+ г4 + 6 аба >90. 
или 
а — а? (5 -- ва са + Зака 0. 1) 
С другой стороны. неравенство 
ИН ф — а (с #2 — Ее — а -— сд — 
— 6253 — 624? — 6342 >0 (2} 
эквивалентно очевидному 
(6-Е 62 — а:1 (6 — с) (6-4) — а — 4) + 
+ [С++ 93 — а] с —а:>0. 
Сложив неравенства (1) и (2), получим утверждение задачи. 

Приведем решение этой задачи, использующее математи- 
ческий анализ. Нам понадобится следующая геометрически 
очевидная 

Лемма. Если функция [ имеет неотрицательную про- 
изводнуию в каждой точке луча [хо:-Ё ©о{, то она — неубы- 
вающея на этом луче. 

Заметим, что если какие-то два из чисел а. В. с, И совпадают, 
то доказываемое керавенство справедливо. В самом деле, пусть 
например, а = 4. Тогда яаше неравенство можно переписать 
так: 

а -- 2 (5 — 52 — 3) аз-- “4 м — #1 210. {3) 
Левая часть неравенства (3) — квадратный трехчлен относн- 
тельно а? с неположительным дискримииантом — 2 ре (6 —5)?, 
поэтому (3) справедливо. 

Перепишем теперь требуемое неравенство в таком виде: 

4& — (1 -- № + с) @-+ 2ака-+ 

9 - Мф а — а — ас — ме 0 (4) 
и рассмотрим левую часть (4) как функцию от &; обозиачим 
эту функцню через {. Нам нужно доказать. Чхо } (4) >0 при 
42с (и 0«а< вс). Имеен: 

К =468 —2 (4 9+ 2) а+ 205, 
так не Е (<) = 263 — 2 (а + 9) с заб 0 (0<а< во. 
алее, 

Г 9 = 122-24 - 9+ 52) >0 
при 0«ав<с=4. Поэтому по лемме Ё (а) ()>0 при 
4>>с. Используя то, что { (6)=0 (см. замечание выше) н 
[(4} >0 при 4 >>с, и снова применяя лемму. получим иервенст- 
во { (4 >0 прн 42=с, которое и требовалось. 


Интересное обобщение этого неравенства придумал Ф. Шлей- 
фер (Рязань): для любых ау, ..., @п 
2 [- 2 
{" — 1) (а а> -- ..- На) - 
п 
212 тео ® 
тя 1-45... `би > (ар ааа а,)-- 
При 1-4, а.=а*, а,=:63, аз=08, @4--4* получим утвержде- 
ние нашей задачи. 
В. Сендеров, 3. Тиркевич 
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М507.Пистьа<а:<... а 
«2п — конечная — последо- 
вательность — натуральных 
чисел (п >> 6). 

а) Докажите, что 


тт [а;, а; = «(|-> + '), 


где [а а означает наи- 
меньшее общее кратное чисел 
а} иа};. а минимум берет- 
ся по всем парам различных 
чисел а}, ау. 

6) Докажите, что 


38п 
тах (@1, а} > ат — ©, 


где Е не зависит от п, п 
(а1, а] означает наиболь- 
ший общий делитель а] и а}. 
Оценки в задачах а) п 6) 
нельзя улучшить (то есть 
коэффициент 6 заменить 


38 
меньшим, @ 147 — ббльшим)- 


Ниже будет доказано более общее утверждение. Пусть аг« 
«а.<... «аа п. 

а) Докажем, что требуемое неравенство выполняется при 
п>5. Пусть средн элементов последовательностн ат, ас, ..., @л 
найдется число а<п. Еслн чнсло 2а также принадлежит дан- 
ной последовательиости, то 


тат [441 . @у] < (а, 24] -21 << 6 {|5 | +1), 


что дает решение задачн. Если же 2а не принадлежит после- 
довательности, то выбросим из нее число а н заменим его на 
2а. Ясно, что  пип [ар а) для новой последователь- 
ности не меньше, чем для исходной. Применив это же рассуж- 
денне к каждому элементу а<п, мы придем в конце концов 
к последовательностн п Е л- 2, ..., 99, причем 
пип (а;, а)] для этой последовательности не меньше соответ- 
ствующего минимума для любой другой последовательиостни, 
из которой она была получена, и частности — для нсходной- 

Докажем теперь, что для последовательности п- 1, 
п-|2,.... 2п при л>5 выполняется равенство 


если п = 2 
п = 2Е- 2. 


: п 
пап (а1. а;] = в(|-= -- у . В самом деле, 


или п = 24-1, возьмем следующие чнсла: 
$=ЗЕ + 3. Тогда прн п>5 


п 1<а<Ь< я 


а, Бр == 6 6—6([--|+). 


А теперь провернм, что для любой пары чисел с. 4. удовлет- 
воряющей условню п-|- 1<с« 4< 21, выполняется не- 


п 
равенство [с, 4] 6 = -- 1}. Действительно, (с, 4] = 


== ра == 46, где 4>р>1. При этом либо р = Ви 9-3. либо 
924. первом случае с — число четное, тем самым 


‘>2([=|+') н [с. 4] -#>#>6([3 +1. Во 


втором случае [с, 4] = 4224 (п + > (|| зе '. Этим 


завершается доказательство утверждения а). 

6) Рассмотрим более общую задачу: лусть а«а« 
«<... «а, =В — последовательность натуральных чисел; тре- 
буется оценить снизу тах (а;, а}. Для этого  по- 
лезно решать обратную задачу: пусть А. В— положительные 
(не обязательно целые) числа; определить максимальное Ё. 
Оля которого найдется последовательность из В различных 
натуральных чисел аз. @3,.... ал такая, что 

(1) каждый элемент последовательности не превосходит В; 

(2) (а!. а)<А для любых различных элементов а;. а;. 

Будем обозначать это макснмальное количество через 
# (А. В). Для решения исходной задачн нужно подобрать 
А так. чтобы # (А. 2 п) примерно равнялось л. Действитель- 
но. если для какого-то А 


в (А. 2 п) <л. 


то для любой последовательности а,<аз< ... «аи 2н будет 
тах (а:. а) >А; если же # (А, 2п)>л. то найдется нос- 


ледовательность а«<а.<...«а<2п такая. что 
тах (41, а) < А. 
Пусть а1,..., ак — последовательиость, удовлетворяю- 


щая условиям {1) н (2). Если у какого-то элемента а; этой 
последовательности найдется собственный (то есть не 
совпадающий с а}) делитель {>А. то в силу условия (2) 4 
не является элементом последовательности. Тогда, заменяя 


а; на 4, мы получим повую последовательность той же дли- 
ны. также удовлетворяющую условиям (1) и {2}. Поступая 
такнм же образом, мы получим в конце концов последова- 
тельность, в которой никакой элемент не имеет собственных 
делителей, больших А. Такую последовательность назовем 
несократимой- 

Рассмотрим теперь множество М всех натуральных чисел, 
которые не превосходят Би не имеют собствениых делителей, 
больших А. М является несократимой последовательностью, 
удовлетворяющей условиям (1) и (2), и любая другая несокра- 
тимая последовательность содержнтся в М. Поэтому ясио, что 
# (А, В) просто равно числу элементов множества М. 

Чтобы подсчнтать число элементов множества М, сосчи- 
таем отдельно число четных элементов, число нечетных эле- 
ментов, делящихся на 3, ит. д. Более точно, пусть М з состоит 
из всех четных элементов миожества М, М; состоит нз всех 
нечетиых элементов из М, делящихся на 3. Мь состоит из 
всех элементов М, лелящихся на 5, но не делящихся нн па 2. 
ии на 3. И вообще. для любого простого числа р множество 
Мр состоит из тех элементов множества М, которые делятся 
на рн не имеют простых делителей. меньших р. 

Подсчитаем число элементов множества Мр. Любой эле- 
меит из Мр нмеет вид рс. где с<.А (так как М — несократи- 
мое множество}, ре В и с ие имеет простых делителей, мень- 
ших р. Еслн рА<В, то условие ре<В можно не принимать 
во внимание. и число элементов Мр равно колнчеству натураль- 
ных с<А, не имеющих простых делителей, меныших р (такое 
число будем обозначать через тр{А}). Если жерА>В. то чис- 


ло элементов Мр равно р 7 | н не превосходит 7р(А). 


Зафиксируем простое число р. Множества Ма, Мз. Мь,... 
.... Мр. вообще говоря. не нсчерпывают множества М. Обоз- 
иачим через М множество всех оставшихся элементов М. 
Они не имеют делителей среди`чисел 2, 3, 5. ..., р, поэтому 
их количество не превосходит чнела а (В). где 9 — следую- 
щее за р простое число. Таким образом, 


А(А. В)<т, (А) { тз (А) +... 4 ть (А) + тив). 


Если рА<В«дА, то это неравенство превращается в равенст- 
во. Действительно, ясно, что каждое М, содержит ровно п; (А) 
элементов. С другой стороны. каждое чнсло с<8В. которое не 
нмеет делителей, меньших 4, не имеет тем самым делителей, 
больших А (если с = 41, где 4>А и с«53В« ЗА, то «4, 
н поэтому входит в М; следовательно, № содержит то (В) 
элементов. 

Теперь займемся оценкой чисел вида т, (С). Во-первых. 
то (С] равно количеству всех натуральных {5С. то есть 
равно [С], иотличается от С меньше. чем на|!. Далее, 


[® 
тз (С} = те (С) — т, (5) (Количество всех {С минус 


С 
количество четных {=С). Поскольку т2(С) и ть (5) от: 


С 
лнчаются от С и-5_ меньше, чем на |. то тз(С} отлнчается 


| 
от С (1 — > | меньше чем ва 2. 


Рассуждая такнм же образом, мы получим, что еслн ри 
$ (2<39) — пва соседних простых числа, то то(С) = тр(С) — 


Г.С 
— тр (5). откуда нндукцней получается. что (С} отли- 


[ | \ 
чается от числа (1!) -3;...(1 вагя мень- 


‘ 


ше, чем на 2—1, где Г — номер простого числа 4. Иначе го- 
воря, обозначив через 2 пронзведение всех чисел внда 
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1 
( г | где г — простое число, меньшее 9 (и положив 


2: = 1), получим 
| то(С) — С-2| <=" 


{г — номер простого числа 4). Таким образом. для числа 
^ (А, В} верны следующие оценкя 
Е (А, В) ть(А) --...-- тр(А) -тч(В) «А. 2. - 
4 2р) + В-20+1+2+...+2-'  А(2.+. р) - В 29 
=: 21—10; 
если же рА<В<дА, то 
# (А, В) = т (А) --... ++ тр(А] | п (В>А (2. -- ..-т р) Е 
-|- В-2%— (2 = . 13) 
Вернемся теперь к исходной задаче и выясним, при ка- 
ких Л Ё(А, 2п) «ан. Для этого достаточно решить относи- 
тельно А неравенство 
АИ 2, + ... + 2р) +- 21-24 -- (27 — П<и. 
Беря р равным 3,5 нли 7, мы получим, соответственно. 


Ре: м 14 90 
а и ИЕ. 


38 310 
48-м т--2т. 


в Ь 38 
При р --7 появляется таинственный множитель 47. <“ 


мый большой из трех. Брать р>П бессмысленно. так как 
1. 47 п 222м, н неравенства для А (1, 21} будут менее 


точными. Итак. мы доказали, что при п>2 для любой 
последовательности а,<Саз<<...<Сав =2п 


_ 38 310 
тах (а;, а) > 47” 5. 


38 
Чтобы доказать. что коэффициент — 47 Чельзя увеличить, 


38 310 
возьмем А == 47" г Тогда при п>543 будет 


ТАЗ2т<« ИА, н, используя неравенство (3), получаем 
# (А, 2н) эп. Следовательно, при л>543 всегда найдется 
последовательность а, <а.<...Чав=2н, для которой 


38 310 
паха, ада 


Если оценить пь(С) слегка аккуратней. то можио полу- 
чить более точные неравенства. при п>2 для любой после- 
довательности а;<а.<...< ав 529пв 


38 73 
тах (01, ай > 47“ 49°; 


в, кроме того. существует последовазельность а<а.<= . 
...а»=2п, для которой 


38 73 
пах (а}, а) = 147 п + 45 


73 
{замечательно то. что константу 6 и этих неравенсгвах 


уменьшить уже нельзя). . 
Д. Бернштейн 


Ф513. В ясным солнечный 
день, когда Солнце находит- 
ся высоко над горизонтом, 
получите на гладком экране, 
например, на белой стене, 
тень от ровного края куска 
картона. Если теперь под- 
нести к листу картона па- 
зец так, как это показано 
на рисунке 5. то на экране 
навстречу тени пальца из 
тени, отбрасываемой —али- 
стом картона. высунется 
тень второго пальца. Про- 
едите такой опыт и объяс- 
ните его результат. 


7 


Рис. 5. 


$ 
4 


Полутень 


Тень 


Ф516. Тяжелые диск радиц- 
са ЕЮ скатывается на двух 
нерастяжимых нитях, на- 
мотанных на него. Свобод- 
ные концы нитей закрепле- 
ны (рис. 7). Нити при 
Овижении диска постоянно 
натянуты. В некоторый 
момент Ффугловая скорость 
диска равна ®. а угол между 
нитями &. Какова в этот 
момент скорость центри 
диска? 


Привлечь для описания явлепия понятие дифракдии не. 
возможно, так как размеры дифракционной картины при 
таких расстояниях малы. 

Решеине задачи вбзможно только тогда, когда мы 
учтем, что Солнце — нЕ точечный нсточинк сяста, а обла- 
дает конечиыми угловыми размерами. 

Чтобы понять, как появляется встречиая тень. обра- 
тимся к рисунку 6. 

Так как Солнце как источник света имеет некоторые 
угловые размеры (около половнпы градуса). то тени от 
всех предметов н солнечный день размыты. Степень раз. 
мытня Края тени зависнт от расстояния от предмета до 
новерхности. где наблюдается тень. Хотя п приведенном 
опыте кажется. что край тени предмета резко очерчен, 
на самом деле это не так. Кроме областн полной тени есть 
еше и область полутени. Когда налеи, приближаясь к пред- 


мету, перекрывает часть лучей. попадающих п область 
полутени. на экране появляется встречная тень. Слияние 
гени п встречной тени прн дальнейшем движении пальна 
вниз происходит на границе полутеин н освещенной части 
экрана. 

Измерив расстояния между предметом п экраном, 
между пальцем и предметом и размер встречной тени перед 
слиянием с прямой тенью. чожно ва основе простых гео- 
метрических соображений оценить угловой размер Солица. 

Г. Солавьянюк 


Рассмотрим движение точек к и @, в которых пити касаюлт- 
ся диска, в системе координат. начало которой совпадает 
« точкой О, п которой находится нентр диска. когда угол 
между нитями ранен <, п оси ОХ н ОУ составляют угол 
х друг е другом н параллельны нитям (рис. 7). В этой 
системе коордннат (как н к любой неподвижной системе} 
скорости точек си 4 равны соответственно 


— = - - > -—= 
Че — Шт 0, 00а -— №? 9ю- 
=> > => 
где % — скорость цевтра диска. Ис И уд — скорости го- 
=> | 
чек с И 4 относительно центра диска. Очевидно, | ий 


—- 
=] В н при угловой скорости внрашения диска 


= Г 
| без | = 


= шВ =4. 
о | : 


ИП; условня перастяжимости нитей следуег. что. ко!- 
да ити образуют угол %. проекции у. И ги скоростей 
—- 


рН с на оси ОХ п ОУ равны нулю: 


вах= бох—-Н РЗ 0, 
Иги-=оу—и== 0. 
Отсюда 
Сох-= оу и. 


Эт» означает. что вектор % скорости центра диска направ- 
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лен вдоль биссектрисы угла ХОУ н равен по абсолютной 


величине 

|-> ыы и _____©Ю 

м & [22 

? с0$ — 605 — 

2 2 
А. Матвеев 
$517. Пучок электронов с Отклонения электронов и конденсаторах «компенсируют» 
энерене! Е—1.0 кэВ про- друг друга, если за время АЁИе, пока  элект- 
ходит через два небольших роны летят п промежутке между конденсаторами (и — 


конденсатора. отстоящих — абсолютиос значение скорости электронов). фаза иапри- 
друг от друга на расстоянии жения на кондеисаторах меняется на &л. где Ё — 
= 20 см. Оба конденсатора нелое число. Так как Аф-=юФАЁР и &=2л% (у — частота 
подключены параллельно к генератора}, значения частот. при которых это условие 
одному генератору. Изме-  выполияется. определяются соотношеинем 

нением частоты генерато 1 пы 

ра добиваются того, что = 

пучок электронов проходит т 

эту систему без отклоне- Если и и уз— последовательные значения частоты генс- 
ния. Определить отноше- Ратора, при которых электроны пролетают систему без 
ние е/т для электрона, если  Отклопения, то 


два последовательных значе 2 о=Ал, ЗлузИи=Е- Пл. 
ния частоты, при которых Отсюда находим 
выполняется это условие, и—=2(у.—\1)7. 
равны 141 МГц и 188 МГц. Итак, влетающий п систему электрон обладает кине- 
з 
то 
гической энергией Вэ. Эту энергию Е=! кэВ 


электрои прнобрел. пройдя «предварительно» разность 
нотенцналов и=] кВ: Е==ен (е — заряд электрона). Та- 
ким образом, 


то? 4т (7, —1)*Ё 
А. 
откуда 
6 4068 
ра — и  =1,- 10" Кл/кг. 


И. Слободецкий 


Нельзя сказать, чтобы НЛ МАРКАХ АЛЬБЕРТ ЭЙНШТЕЙН 
Альберту. Эннштенну очень 
повезло. в филателым. Су: 
ществует всего несколько 
марок, посвященных ему м 
его научным достимженням 
Правда, с течением време. 
нн значенме . его. вклада в 
науку растет — мы все луч: 
ше м лучше понимаем вели 
чие _ его трудов. Поэтому 
наверное, з будущем по- 
язнтся еще немало эннштей. 
новских марок 

мы воспронзводым 
здесь две почтовые марки с 
портретамн Эйнштейна. Од- 
‚ на нз мнх выпущена в Поль- 
ской народной республике, 
другая — в США. 

А. Алтыкнс, 
В. Рудов 


По страницам школьных учебников 


В. Рыжик 


Где ошибка? 


В некоторой школе, в некотором 
(девятом) классе решалась 

Задача. Найти наибольшее зна- 
чение площади боковой поверхности 
прямоугольного параллелепипеда, если 
площадь его основания равна 1, а дли- 
на диагонали равна 2. 

Обозначим длины сторон основа- 
ния через а и 6, длину бокового реб- 
ра — через с. Тогда площадь @ бо- 
ковой поверхности будет равна 2(а-- 
--Ь)с. Итак, для решения задачи нуж- 
но найти наибольшее значение выра- 


жения 

@=2 (авс. (1) 

Из условия вытекает, что измерения 

параллелепипеда а, 6 и с связаны ра- 

венствами 

аб =1, (2) 

а? + 62 с? =4. (3) 

Запишем выражение (1) как функ- 

цию от одной переменной. В той шко- 

ле, в том классе были предложены 
два способа ‘для этого. 


Первый способ. Из (2) 5 =. 


Тогда из (3) = У:-=-— > 


Значит, функция, наибольшее значе- 
ние которой надо найти, имеет вид 


| 1 
© (а}=2 ( + =) У*-—=- =. (4) 
Как полагается, возьмем производ- 
ную. Преобразовав ее, получим 
р 4 (@— 1) (а-+ 1) (4* — 1+1) 
9 (а) = 


ура 


Областью определения функции @ (а) 
является множество 


[-И2+УЗ; —И2-УЗ] Ц 
иИ2—У3; У2+У3.. 
По смыслу обозначений а>0. 


Таким образом, нужно — найти 
наибольшее значение функции (4) на 


отрезке [И? УЗ; У2+УЗ ]. 
Обычным способом («Алгебра и на- 
чала анализа 9», п. 59) находим 


тах О (а) = 9 (1) =412. 
Второй способ. Из (2) и (3) 
легко следует 
(а- 6)? с =6 (5) 
или 
а+6=Уб— с. (6) 
Из (1) и (6) получаем 
0 (5) = 2 Иб—с?. 
Опять возьмем производную: 
й № 6 — 2с° 
а 
Областью определения функции О (с) 
является отрезок | —У6; Уб]. По 
смыслу обозначений с >0. Поэтому 
будем искать наибольшее значение 
фуикции (7) на промежутке [0;/б}. 
Обычным способом иаходим 


тах 0 (с) = 9 (УЗ) =6. 

Оказалось, что, по-разному выб- 
рав переменную, через которую мы 
выражаем целевую функцию 
(1), мы получили разные результаты. 

В той школе, в том классе доволь- 
но быстро разобрались, в чем дело. 
А вы? 


(7) 


41 


квант 
для младших школьников | 3% 


| Х ВЕТКИ 


| | 
\ й 


СЕЛАТВОРЕТ 


Задачи 
1. Прочтите 14 зашифрованных = 


цифрами слов: 
5916, 1378, 609136, 6094, 9721, 
591, 690958, 634, 7958, 8374, 

61274, 790968, 4242025, 79691, 
заменив для этого в приведенном на 
рисунке примере на умножение бук- 
вы на цифры (одинаковым буквам 
соответствуют одинаковые цифры). 

2. В языке некоторого племени 
любое сочетание восьми различиых 
букв И, Г, Р, Ё, Т, Н, О, К явля- 
ется словом и других слов нет. Вождь 
племени, узнав о существовании сло- 
варей. поручил своему придворному 
Лингвисту составить аналогичный сло- 
варь из всех слов племени. Лингвист 
выписал буквы в порядке И, Г, Р, 
Е, Т, Н, О, К и стал упорядочивать 
слова в соответствии с этим алфави- 
том. Он дошел до слова ЁКОНТРГИ. 
Какое слово он должен написать сле- 
дующим? А после слова ИЁНГТКОР? 
После слова ИГКОНТЁР? Можете ли 
вы предложить Лингвисту простой 
способ упорядочивания слов в сло- 
варе? Кстати, какое слово будет по- 
следним? 
`° 3. Задача— шутка. В ком- 
нате стоят табуретки и стулья. У 
каждой табуретки 3 ноги, у каждого 
стула 4 ноги. Когда на всех табурет- 
ках и стульях сидят люди, в комнате 
всего 39 ног. Сколько стульев и сколь- 
ко табуреток в комнате? 

4. Два человека бегут по ступе- 
ням эскалатора метро. Однн бежит 
быстрее другого. Кто из них насчита- 
ет больше ступеней? 
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А. Савин 


Число — буква — число 


(поупражняемся 
в устном счете!) 


Чтобы заполнить цифрами клетки 
изображенного на рисунке | крос- 
снамбера (в отличие от кроссворда он 
составляется не из слов, а из чисел), 
необходимо расшнфровать числа х, 
у, 2, и, в и выполнить над ними не- 
сколько арифметических действий. По- 
лученные числа нужно поставить в 
клетки кросснамбера. 

Все вычисления постарайтесь сде- 
лать «в уме», используя карандаш и 
бумагу лишь для записи окоичатель- 
ных результатов. 

На рисунке 2 изображен код, с по- 
мощью которого зашифрованы Числа 
х, у, 2, ии 9; однако, чтобы расшиф- 
ровать эти числа, нужно применить 
свой ключ для каждого числа. Пока- 
жем это на примере. 

Пример. 

Ключ: умножить на 2. 33— 
—-10—8—35—8—30—3—25—15—35— 
—26—9—8—27—25—8—17. Умножим 
эти числа на 2 н прочитаем с помощью 


кодовой картинки (рис. 2): 
66—20—16—70—16—60—6—50—30— 
—70—52—18—16—54—50—16—34 

ЭТО*жОЧЕН Ь*ж ПРОСТО. 
Теперь попробуйте найти эти чис- 
ла. 


Число х. 

Ключ: прибавить 7. 33—34— 
—31-—26—13—23. 

Ч исло у. 

Ключ: разделить на 3. 60—87— 
—67—99—75—3. 

Число 2. 

Ключ: вычесть 6. 26—24—16— 
—21—42—11-—30—7—26—36. 

Число и. 

Ключ: умножить на 2 и вычесть 
2. 9—21—6—26. 

Ч исло 0. 

Ключ: умножить на 3 и при- 
бавить 1. 6—18—5. 

Найдя числа х, и, 2, и, 9, мы смо- 
жем заполинть клетки кросснамбера: 


По горизонталн 
Ь) (х--2-и) чи; 

4) и:(х— и); 

е) (и—\м) : (2—х); 

в) уг—(х- 2) (х-Ни); 

в) (хи) уг, 

Я (2=—^) и): 

р хо; 

т) и (уи) 22. 
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м 
йа 


Рис. 2. 


По вертикали: 
а) (х+2) у; 

ь) аи г—х: 

с) хаки Ко; 

4) хо 2; 

рр в (2+ и—х); 

) иг: 

Е) х—2. 

7) хо. 
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Числовые ребусы 


Замените буквы н звездоч- 
ки цифрами так, чтобы по- 
лучились верные «примеры». 
В каждой задаче разные бук- 
вы обозначают разные цифры 
(разумеется, в различных за- 
дачах одна и та же буква 
можетобозначать разные циф- 
ры); звездочки можно заме- 
нять любымн цифрами. Нер- 
вая задача состоит из двух 
«примеров». 

3. Рекстин 


хСРЕДА 
НИКТО 
во» О 
ев] 
зоне К 
ху» *И 
и жжеое || 


цене ДРеж 


ИНДЕКСАТОР | НИКТО 
учжочяя СРЕДА 


_ *** ЕДА 
жи жя 
ежи 
ии 
—_ чении 
жми 


ТА 
2. 


офи око 
аа жж хосжх 


%+** 
жж * 
жи ж 
Ээ\ижжа 
— ежи 


+ ж 
жфаж 
жжаж 


3. 


ис + ев С° = икс 


Практикум абитуриента 


( 


Л. Асламазов 


Работа и мощность 
электрического 


тока 


Прн перемещении заряда 9 в элект- 
рическом поле совершается работа 
А=9 ($1—Ф)=90, 
где И=ф:—$.— разность потенциа- 
лов начального и конечного положе- 
ний заряда. Электрический ток — это 
направленное двнжение зарядов. За 
время Е через поперечное сечение про- 
водника, по которому течет ток Г, 
проходит заряд 9 == /{. Поэтому пол - 
ная работа, которую может со- 
вершить электрический ток в провод- 

нике, равна 

А=9и=и11. 
Отсюда получается известная форму- 
ла для полной мощностн 
тока: 

Р=01. (1) 

Количество теплоты, 

выделяемое током в проводнике, оп- 
ределяется законом Джоуля—Ленца: 


О0=1-Юё. 
Соответственно, мощность теп - 
ловых потерь определяется 
формулой: 

Р. =РК. (2) 


Для обычного проводника, для ко- 


торого справедлив закон Ома И=/Ю, 
формулы (1) и (2) эквивалентны, и, 
следовательно, вся работа электриче- 
ского тока переходит в тепло. При 
этом для мощности можно пользовать- 
ся еще и такой формулой: 


(2 
а (3) 


Предпочтительность — использования 
какой-либо из формул (1), (2) и (3} 


определяется постановкой 
ной задачи. 

Задача 1. Две электрические 
лампочки, рассчитанные на включение 
в сеть с напряжением И=220 В, име- 
ют мощности Р,=25 Вт и Р.= 
=100 Вт. Какая из лампочек будет 
гореть ярче, если их включить в сеть, 
соединив между собой последовательно? 

Найдите отношение яркостей каж- 
бой лампочки при обычном (одиноч- 
ном} и последовательном включениях. 

Считать, что яркость пропорцио- 
нальна тепловой мощности, выделяе- 
мой в лампочке. 

При последовательном соединении 
лампочек через них течет один и тот 
же ток. Поэтому для сравнения выде- 
ляемых в них мощностей удобнее 
пользоваться формулой (2): 


Р: ТВ: | 
В РВ № 


Для нахождения отношения сопротив- 
лений воспользуемся формулой (3), 
так как известные номинальные мощ- 
ности Р; и Р, соответствуют одному 
н тому же напряжению И на лампоч- 
ках: 


конкрет- 


а м Во, ь К.  Р’ 
Таким образом, получаем: 
Р' Р. 
А 
Ро РУ: 


— лампочка мощностью в 25 Вт прн 
последовательном включении будет го- 
реть в 4 раза ярче. 

Сравним теперь мощности, выде- 
ляемые в каждой лампочке при обыч- 
ном (одиночном) и последовательном 
включениях. В первом случае 

и и 
Р 1 = в иР = К. - 
Отсюда можно найти сопротивлекия 
лампочек Ю, и Ю.: 


Р; 
Когда лампочки соединены после- 
довательно, через вих течет ток 


= —. ла\ х 
И, Выделяемые в лампочка 


мощности можно найти по формуле (2): 
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. _- 02, . а иЮ. 
ЕАО И РЕ" 


Тогда для отношений мощностей 
нолу чаем: 


— 06бе лампочки при последователь- 
ном включении горят менее ярко, од- 
нако для второй лампочки уменьше- 
ние мощности в 16 раз больше. 


Когда на участке цепи имеется 
источник ЭДС &, выражения для пол- 
ной мощности и мощности тепловых 
потерь (формулы (1) и (2)) перестают 
быть эквивалентными, и поэтому в ба- 
лансе энергий необходимо учитывать 
работу сторонних сил &/1. При этом 
напряжение {/ на участке отличается 
от ЭДС & на величину падения напря- 
жения /А: 


И=-8 1Ю (4) 


(знак «минус» относится к случаю, 
когда направление тока на участке 
совпадает с направлением тока, соз- 
даваемого ЭДС. «плюс»— к противопо- 
ложному случаю). Соответственно, 
полная мощиость тока (7 не равна 
тепловой мощности /?Ю: 


И & ГР. {5) 


Задача 2. Определить работу 
электрических сил и количество теп- 
лоты, выделяемое за {=Г с, в аккуму- 
ляторе: а) при его зарядке током 
1 =9 А. разность потенциалов меж- 
ду полюсами аккумулятора Ц,-- 20 В, 
ЭДС аккумулятора &=12 В; 6) при 
разрядке того же аккумулятора на 
внешнее сопротивление, ток разряд- 
ки 1 ой А. 

В первом случае — при зарядке 
эккумулятора — направление элект- 
рического тока противоположно на- 
правзению тока, создаваемого ЭДС 
(рис. 1, а), поэтому в формулах (4) 
и (5) необходимо поставить знаки 
«плюс». Это означает, что полная ра- 
бота электрических сил, равная 


А, = (11 =: 100 Дж, 
складывается из работы &/{ против 
сторонних сил (зарядка аккумулято- 
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ра) и выделяемого количества тепло- 
ты; следовательно, количество тепло- 
ты равно 


9. =А,—&11=(0—8) АЕ=40 Дж. 
Формула (4) позволяет также оп- 
ределить и внутреннее сопротивление 
г аккумулятора: 
ве 


И =, иг= 
1 


Во втором случае — при разрядке 
аккумулятора — ток на интересую- 
щем нас участке совпадает по направ- 
лению с током, создаваемым ЭДС 
(рис. 1, 6). поэтому работа электриче- 
ских сия равна 


АИ = (8 ПШ = 


ВИСЕТАЕЕЛ ЕЕ 
бе —оее Е 104 Дж. 


а количество теплоты — 
7 (Е, —= 
О. = [51 ыы 1.6 Дж. 
т 


Задача 3. Источник тока с 
ЭДС ®& и внутренним сопротивлени- 
ем г замкнут на реостат с перемен- 
ным сопротивлением Ю (рис. 2, а}. 
Построить графики зависимости си- 
лы тока №, напряжения на источнике 
(И, мощности Р, выделяемий во внеш- 
ней цепи, полной мощности тока Ри, 
а также КИД Ч при изменении си- 
противления реостата К. 

Напишем вначале аналитические 


выражения для указанных зависимо- 
стей. Сила тока находится по закону 


Р г) Р, 
5%, УЕ, 5 
г В 
Рис. 2. 


Ома для замкнутой цепи: 
< 


ре аа 


Напряжение на источнике равно на- 
ипряжению на внешнем сопротивлении: 
88 
р 
Ю Вт, 
Мощность, выделяемая во внешней це- 
пи, равна мощности тепловых потерь; 
ее можно определить по формуле (2): 
. #2 
о 
Полная мощность тока равна мощно- 
сти сторонних сил или суммарной 
мощности тепловых потерь на внут- 
реннем и внешнем сопротивлениях: 
= (В- — 
Р, =& = 1 { 2 Г) == В: 
Для коэффициента полезного действия 
имеем: 


ОЕ 

Ри  Ю-!` 
Соответствующие графики пноказа- 
ны на рисунках 2, б—е. Обратите 
внимание на наличие максимума у 
мощности Р, выделяемой во внешней 
цепи (покажите самостоятельно. что 


1] — 


5) 


9} 


мощность Р максимальна прн равен- 
стве внешнего и внутреннего сопро- 
тивлений). 


Другой пример, когда не вся ра- 
бота электрических сил переходит в 
тепло, дают электромоторы. 

Задача 4. Электромотор вклю- 
чен а сеть постоянного тока с напря- 
жением И=220 В. Сопротивление об- 
мотки мотора Ю-=5 Ом. Сияа по- 
требляемого тока 1=10 А. Найти 
механическую мощность мотора п его 
КПД. 

Полная мощность электрического 
тока в данном случае складывается 
из механической и тепловой мощно- 
стей: 

Л :-Р,--РЮ, 
поэтому 
Ри = 1-—РВ = 1100 Вт 
п КПД мотора 


Рмы И—РЁВ 


-Р. И ту 20,77 = 77% ° 


|: 
Задача 5. КАКакую максималь- 
ную полезную (механическую) мощ- 
ность Рии.х может развить элект- 
ромотор, имеющий сспротивление об- 
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мотки Ю и включенный в сеть с на- 
пряжением И? Какой ток при этом 
он потребляет? 

Найдите значение тока через об- 
мотку мотора при мощности Ри < 
<Ры пах. Какой физический смысл 
имеет неоднозначность ответа? 

Из решения предыдущей задачи 
следует, что зависимость Р»„ от тока 
| является квадратичной н графиче- 
ски изображается параболой и 3). 


(2 
Максимальная мощность Ры тах = ® 
достигается при токе Г= 57 


(проверьте это). 

Как видно из рисунка 3, одна и та 
же мощность Ры <Ры „ах Рразвивает- 
ся при двух значениях тока 


и— УЦ? — ЗРыВ 


Е = 5Е 
н 

р М У —4Рьв . 

2 2В 

Объясним физический — смысл 

этой неоднозначности. — Запишем 
закон Ома для обмотки мотора: 
где &„ид — ЭДС индукции, которая 


возникает вследствие вращения об- 
мотки в магнитном поле (знак «плюс» 
в формуле выбран в соответствии с 
правилом Ленца). По закону электро- 
магнитной индукции & „ил пропорцио- 
нальна скорости вращения. Следова- 
тельно, различные значения тока со- 
ответствуют разным значениям ЭДС и, 
соответственно, разным скоростям вра- 
щения мотора: одиу и ту же механи- 
ческую мощность мотор может раз- 
вивать, поднимая медленно тяжелый 
груз или быстро — легкий. 


Р. 
и 
ии 
| 
| 
| 
| 
| 
9 ЧУ Ч 1 
Рис. 3. 


Задача 6. МЛакую полезную 
мощность развивает мотор, включен- 
ный в сеть с напряжением И=220 В, 
при потребляемом токе Г, = Ю А? Из- 
вестно, что при полном затормажи- 
вании якоря через обмотку течет ток 
5=40 А. 

При полной остановке мотора ЭДС 
индукции в обмотке равна нулю; сле- 
довательно, (/=/.,Ю. Отсюда найдем 
сопротивление К обмотки мотора: 
В = (/11,=5,5 Ом. Полезная (механиче- 
ская) мощность при токе /, равна 


Р„= И - ПВ-. 1650 Вт. 


Теперь обсудим вопрос о тепло- 
вых потерях при передаче энергии по 
проводам на далекие расстояния. Как 
известно, для того чтобы тепловые 
потери сделать минимальными, в Лн- 
ниях передач используют высокое на- 
пряжение. Не следует путать пере - 
даваемое напряжение — 
разность потенциалов между ипрово- 
дами линии электропередачи п па- 
дение напряжения в линии 
АИ=1В, которое связано с текущим 
по проводам током / н сопротивлени- 
ем линии Ю. Передаваемая по про- 
водам мощность равна Р= а а теи- 


= {2В == 


н ту же мощность р можно Не 
при меньшем токе, если увеличить 
передаваемое напряжение (/. При этом 
падение напряжения в линии АИ и 
тепловые потери Р„ уменыцатся. 


Задача 7. Тиния электропере- 
дачи должна передать мощность Р= 
=100 кВт на расстояние [.=100 км. 
Потери энергии не должны превы- 
шать 2%. Какое минимальное сечение 
провода (с удельным сопротивлением 
р= 1,7. 10-8 Ом-м) пригодно для этой 
цели, если передаваемое напряжение 
И=5000 В? 

Во сколько раз можно уменьшить 
сечение провода при увеличении на- 
пряжения в 10 раз? 


Сила тока в линин /:-= РИ. Макси- 


мальные тепловые потерн Р. = /2Ю = 
з 


Ю 
= = должны составлять 0,02 Р. От- 
сюда Пеле ЛИНИН 


К-5в 


ловые потери— Р ‚ Одну 


равно 
р Используя известное выраже- 


и. [9 
--- —ю 
Рис. 3. 
В 
А 
Рис. 5. 


ние для сопротивления Ю=6рИ$, по- 
лучаем: 

НЫ ее. = 17.101 м?. 

Г [2 
Отсюда видно, что при увеличении 
напряжения в 10 раз сечение можно 
уменьшить в 100 раз! 

Задача 8. Во сколько раз сле- 
дует повысить напряжение источни- 
ка, чтобы снизить потери мощности 
в линии в 100 раз при передаче на на- 
грузку одной и той же мощности? 
Известно, что в первом случае паде- 
ние напряжения в линии составляет 
п=0,03 от напряжения на нагрузке. 
Надо ли при этом изменять сопротив- 
ление нагрузки? 

Тепловые потери в линии с со- 
противлением В равны Р, = /?Ю. По- 
этому для уменьшения потерь в 100 раз 
необходимо уменышить ток в 10 раз: 
Га= 1110. 

Напряжение источника Ин отли- 
чается от напряжения иа нагрузке & 
на величнну АЙ=1К падения напря- 


ження на подводящих — проводах 
(рис. 4): 
Иа=ИЕАЕ но Чж=И, НЫ. 


Так как мощность, передаваемая на 
нагрузку, не меняется, то 


и =Ы-Ь. 
Кроме того, по условию задачи 
АЮ=пЦ,. 


Используя написанные соотноше- 
ния, для отношения напряжений на 
источнике получаем: 


Чи _ 100 п 
О 10 (1-Е л) 


Так как передаваемый ток умень- 
шается в 10 раз, то Для того чтобы 
нагрузка потребляла ту же мощность, 
ее сопротивление необходимо увели- 
чнть в 100 раз. 


Упражнения 


1. Имеется пять электрических лам- 
почек. рассчитанных на напряжение 110 В. 
Мощность трех лампочек 40 Вт, а двух — 
60 Вт. Как следует включить их в сеть 
< напряжением 220 В, чтобы все они го- 
рели полным накалом? 

2. Кольцо из однородной проволоки 
включено в цепь, как показано на рисун- 
ке 5. При каком положении движка В 
в кольце будет выделяться мннимальное 
количество теплоты? Считать, что напря- 
жение на нсточинке постояино. 

3. Аккумулятор с внутренним со- 
противлением г-=0,5 Ом замкиут на внеш- 
нюю цепь. При токе //=2 А иа внешнем 
сопротивленин выделяется мощность Р;= 
==8 Вт. Какая мощность выделнтся во 
внешней цепи при токе {,=1 А? Чему 
равна ЭДС аккумулятора? 

4. Почему электромотор, работаю- 
щий вхолостую, нагревается меньше, чем 
когда он нагружен? В каком случае в 
обмотке мотора выделяется наибольшее 
количество теплоты? 

5. Двигатель локомотива массой т-- 
=50 т при подъеме в гору с уклоном 
&=0.0| потребляет ток /,=100 А, а при 
спуске с той же горы — ток №=50 А. 
Найти скорости поезда в обоих случаях. 
Напряжение в линии (22000 В; КПД 
двнгателя \=0,7; коэффициеит трения 
#-=0.02. 

6. Объясните, почему при включении 
п сеть электроприборов, потребляющих 
большую мощиость, яркость горящих лам- 
почек уменьшается. Рассчитайте, во сколь- 
ко раз уменьшится яркость лампочки < 
номинальной мощностью Р;=100 Вт при 
включении параллельно ей утюга мош- 
ностью Р,- 1000 Вт (считать. что яркость 
лампочки пропорциональна выделяемому 
в ней количеству теплоты}. Сопротивление 
подводящих проводов от источника иоми- 
нального напряжения И=127 В до розетки 
В=2 Ом. 
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Неше обложка 


Постройте 
многогранник! 


С помощью этого рисунка 
можно построить сколько 
угодно миогогранных — по- 
верхностей. (Фотография од- 
иой из них приведена на 
второй стренице обложки.) 
Строятся они так. 

Возьмем большой кусок 
кальки н изложим его на 
рисунок. Перенесем на него 
произвольный = многоуголь- 
иик, обрезованный линиями 
нашего рисунка. Отметим 
на кальке некоторую вер- 
шину миогоугольника и на 
любой из содержащих его 
стороиы прямых иайдем точ- 


ку с дужкой. — Повернем 
кальку вокруг этой точки 
на отмеченный угол. При 
этом ребро иашего много- 
угольника обязательно сов- 
местится с ребром некоторого 
другого многоугольника. Его 
мы тоже перенесем из каль- 
ку — он «приклентся» К 
первому  миогоугольнику с 
виешией стороны. Затем на 
любой из тех прямых, со- 
держащих два «свободных» 
ребра нашего чертежа. ко- 
торые примыкают к отме- 
ченной вершиие, иайдем точ- 
ку с дужкой, виовь повер- 
нем кальку и срисуем сле- 
дующий многоугольинк. Бу- 
дем действовать так до тех 
пор, пока при очередиом 
повороте мы ие получим уже 
срисованный многоуголь- 
иик. Как только это про- 


изойдет, у иас окажется раз- 
вертка всех примыкающих 
к даиной верщине граией 
строящейся поверхиостн. 

Заметим, что иам ие 
всегда удастся обойтись од- 
иим листом кальки. Если 
граин в вершине сходятся 
«гармошкой», то развертка 
«налезет» иа себя и придется 
перейти на другой лист каль- 
ки. Поступим также со сле- 
дующей вершииой и г.д. 
В результате мы получим 
развертку некоторой много- 
граниой поверхности. После 
некоторой — тренировки вы 
научитесь извлекать из эпю- 
ры (так называется рису- 
нок) самые разнообразные 
поверхности. 


(Окончание си. 


с. 53) 


С. Сефибеков 


Доказательство 
геометрических 
неравенств 


В математических задачах часто бывает 
полезен такой прием: двумя способами най- 
ти одну и ту же величину н приравиять по- 
лучеиные для нее выражения. Пусть мы, ма- 
пример, двумя способами иашли площадь 
некоторой фигуры. Еслн в одном из выра- 
жений для площади входит, скажем, синус 
какого-либо угла с, то при помощи соотмо- 
шения $11051 из полученного равенства 
можно получить некоторое меравенстао, по- 
рой интересное. В статье С. Сефибекова 
этот прием иллюстрируется восемью зада- 
чамн. Эти задачи доступны восьмикласснн- 
кам, но они митересны м для поступающих 
в вуз — задачи такого типа попадаются на 
устных эйзамеиах. 


Ключ к решению приведенных ни- 
же задач — три формулы для площа- 
дей. Как известно («Геометрия 8», 
п. 108), площадь треугольни- 
ка равна половине произведения 
двух (любых} его сторои на синус уг- 
ла между ними: 


$= аб зта (1) 


Выведите отсюда, что площадь вы - 
пуклого четырехуголь- 
ника равна половине произведе- 
ния его диагоналей на синус угла 
между ними*): 


$=-- Цьзта. (2) 


Докажите также, что площадь опи- 
санного многоугольни- 


®*) Почему не нужно указывать. ка- 
кой именио угол между диагоналями рас- 
сматривается? 


ка равна половине произведения его 
периметра на радиус вписанной ок- 
ружности: 


$=-- Ри. (3) 


Задача 1. Доказать, что про- 
иэведение любых двух сторон тре- 
угольника не меныцше произведения его 
периметра на радиус вписанной ок- 
ружности: аб>Р. 

Решение. Достаточно прирав- 
нять выражения (1) и (3) для площа- 
ди треугольника и учесть, что зп 01. 

амечание. Из решения 
видно, что если угол между сторона- 
ми с длинами а и $ — не прямой, то 
а5>Рг. (4) 

Из неравенства (4} и замечания 
следует, что для любого треугольнн- 
ка 

ав вс са>ЗРг. 


Задача 2. Доказать, что ра- 
диус К окружности, описанной око- 
ло произвольного треугольника, ра- 
диус г вписанной окружности и его 
периметр Р удовлетворяет неравен- 
ству 


а) в > УР, (5) 


если треугольник остроугольный или 
тупоугольный; 


9 8= ур, (6) 


если треугольник прямоугольный. 
Решение. а) Соединим центр О 
описанной окружности с вершинами 
треугольника. 
Для остроугольного треугольника 
(рис. 1) 


Злвс == Злов-Ё вос -Ё Эсол. (Т) 


Рикс. 1. 


Рис 2. 


По формуле (3) 
Завс == = р, (8) 


а по формуле (1) 
Зов = Юта, (9) 


$нос -- ВазтВ, ° (10) 


бсол = 5 Взту. = (1) 
Из равенств (7)— (11) 
Рг= Ю?(зт а чт В+ У). (12) 

Из общих свойств синуса $ а-| 
т В-Е т у<<3. Поскольку а-ЕВ-Е 
+ у=360°, 

эт а--;т В-Ету < 3. (3) 

Для тупоугольного треугольника 

(с тупым углом в вершине В — рис. 2} 

Завс=(5лов + $ сов)— лос 

или 

Рг= Ю(5т а зт В-— чт (“-ЕВ}}. (14) 
Поскольку эт < 1, этВ = 1, зп (а- 
+В >—1 и а+В=180°, мы имеем 
;ш а-- т В— чм (@«-- В)<3. Отсюда и 
из (14) получаем (5). 

6) Соединим вершину прямого уг- 
ла С с центром О описанной окруж- 
ности. Для прямоугольного треуголь- 
ника АВС аналог равенств (12), (14} 
имеет вид: 


^^ —^ 
Рг-= К*(5т АОС-Е эт СОВ). 
Отсюда и =.2, что доказывает нера- 
венство (6). 
а: р__ о 2 а 

Если А-В=45 ‚ток = У УР»: 
в этом случае радиус К принимает 
наименьшее значение. Таким обра- 


зом, из всех прямоугольных треуголь- 
ников с фиксированным произведени- 
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ем Рг или, что все равно (см. форму- 
лу (3)), с фиксированной площадью 
$, минимальный раднус Ю имеет рав- 
нобедренный треугольник. 

Задача 3. Доказать, что пе- 
риметр Р четырехугольника, описан- 
ного около окружности радиуса г, и 
длины его диагоналей Ц, Ё удовлет- 
воряют неравенстви: 


и+В 
=_=. 
Решение. Из формул (2) н © 
Ре= 4, чт ©. 
Из неравенства (1; — [,)* = 0 и 
ПВ 
НЫ = —— . 


Рг= 


откуда, в снлу (15), получаем иско- 
мое неравенство. 

Если диагонали четырехугольни- 
ка взаимно перпендикулярны, то 


5т а=1, т.е. Рг=ЬЬ. Если еще 
1=[=1 (т.е. для квадрата), то 
21 р 
Рг = 2 Е . 


Задача 4. В выпуклом четы- 
рехугольнике АВСР диагонали АС и 
ВО пересекаются в точке О. Пусть 
Ру, Р., Рз и Р.— периметры, соот- 
ветственно, треугольников АОВ, ВОС, 
СОР и рОА, аг,, Го, гу и г.— радиу- 
сы вписанных в них окружностей. 


Доказать неравенство: 
1041-10908 |-10С|-| ОВ |= 
> и (Р.г.)- (Рого) - (Рьгз) -(Ргз - (16) 
Решение. С одной стороны, по 
формуле (3) 


1 
Злов = 5 Ра!1- (17) 


С другой стороны, по формуле (1) 
Злов = —10А|-|ОВ|-т АОВ. (18) 
Из (17) и (18) 


Риг. <|04А]|-|ОВ|. (19) 
Аналогично, 

Рог. < |ОВ|-1ОС], (20) 

Риз <10С|-102], — (21) 

Ра, <|00|-104]|. (22) 


Из (19) — (22) легко получается тре- 
буемое неравенство. 

Равенство достигается, когда 
[АС] 1 1ВВ]. Из (16) и (13) легко 
получается неравенство: 


Злов`Эвос`Зсор`Эрол < 
< 5 10АП-| ОВОС 2-1 ОБ] 


Задача 5. Докажите, что для 
выпуклого четырехугольника АВСО 
справедливо неравенство 

- а + 84 42 
Завсо < ИЕ, (23) 
где а, 6, с, 4— длины его сторон. 

Решение. Разобьем. четырех- 
угольник диагональю на два тре- 
угольника (рис. 3). Тогда 


ЗАвсо = Здвс -— ЗАБС- 
По формуле (1) 


Завс == аб В | 


Отсюда и из неравенства аб > 
р а? + 52 
< —— получаем 
а? -- 53 
авс < Е (24) 
Аналогично 
с? .1. аз. : 
лос <. (25) 


Из (24) ин (25) получаем требуемое 
неравенство. 


Если В =Ш= 90° иа=в=с=а, 
т. е. четырехугольник АВСР — квад- 
рат, то соотношение (23} превраща- 
ется в равенство. 

В заключение —три задачи для 
самостоятельного решения. 

Задача 6. Доказать, что для 
трапеции с высотой |, диагоналями 
1, Ь и основаниями а, 6 


В 
й < ав. 


Задача 7. Доказать, что для 
треугольника АВС 


блвс < 5 (+ +09, 


где а, 6, с— блины сторон. 


Задача 8. Доказать, что для 
выпуклого четырехугольника АВСО 


Завср< 
< ечечечненеч р. 


где а, 6, с, 4— длины сторон, е, {[— 
длины диагоналей. 


Постройте 


многогранник! 


(Начало на с. 50) 


Миогограиник на второй 
странице обложки получен 
из этой эпюры — несколько 
более сложиым образом: в 
нем «окружения» — вершин 
Зи7 нспользованы по пять 
раз — из них образован 
купол модели г вершиной 9. 
Боковые поверхности тоже 
получены из эпюры. 

Как же строить эпюры? 
Делается это г помощью 
равногранно полуправильных 
многогранников. 

Такие многограиники 
замечательны тем. что все 
нх грани равиоправны: для 


любых двух граней такого 
многогранника можно ука- 
зать такое перемещенне про- 
странства, при котором мно- 
гогранник перейдет в себя, а 


первая грань перейдет во 
вторую. Возьмем любой 
такой многогранник и рас- 


смотрим плоскости всех его 
граней. Зафнксируем  одиу 
из этнх плоскостей (назовем 
ее 7). В ней остальными 
плоскостями «высекается» 
система прямых линий. Точ- 
но такие же системы обра- 
зуются и в остальных пло- 
скостях. Рассмотрим теперь 
некоторую прямую Е систе- 
мы. Она является пересече- 
инем плоскости Пи пло- 
скости еще одной грани. При 
повороте, переводящем эт 
плоскость п Плоскость Й, 


прямая { перейдет в неко- 
торую прямую [плоскости ЛП. 
Оказывается, прямая Г по- 
лучается из прямой { либо 
поворотом (в плоскости Г) 
относнтельно их общей точ- 
кн, либо параллельным пе- 
реносом. Остается нане- 
сти на чертеж точки пово- 
ротов с соответствующими 
дужками н стрелочки для 
параллельных переносов. 

Эпюра на рисунке  по- 
лучена из равиогранного 
полуправильного  шестиде- 
сятнугольника {«Кванг», 
1976. № 1). 

Совет. При изготов- 


ления эпюры я большем мас- 
штабе воспользуйтесь тем, 
что пятиугольиик АВСОЕ 
правнльный. 


Ленинградский 
государственный 
университет 

нм. А. А. Жданова 


Ниже публикуются образцы вариантов всту- 
лительных экзаменов по математнке и задач 
ло физике и 1978 году. 


Математика 
{письменный окзамен) 


Математнко-механический факультет м фа- 
культет прикладной математики — про- 
цессов управления 

1. Для каких ан (а. 6 © В) графикн 
функций /(х)=24— 0 --6—1 ны &(х= 
=2ах°—1 имеют лишь две общие точки? 

2. Сколько шестизиачных чисел со- 
держат точно четыре различные цифры? 

8. Решить уравиение (а 6 В) 

1+ 2(91182х— 2а- со52х-- а) 192 х—с034х--0. 

4. Угол между смежнымн боковыми 
гранями правильной четырехугольной пи- 
рамиды равен ©, длииа сторомы осиова- 
ния — а. Найтн раднус сферы, касающейся 
боковых граней пирамиды и описанной 
около пирамнды сферы. 


5. Найти вектор а-=(х; у; 2), образую- 
щий равные углы к векторами 68—(у; 
— 22; 3х), с= (22; Зх,— 9), если а перпеидику- 

—> > 
лярен вектору & = (1;—1;2), 12| = 23 
и уро между вектором а и осью Оу — ту- 
пой. 


Отделение экономической кнбериетикн м 
отделение пламмирования народного хо- 
зяйства экономического факультета, хими- 
ческий факультет н факультет психологин 


1. Найти площадь плоской фигуры, 
ограинченной графиком фуикции и=4х— 
—х*-|-| и касательными к иему, проведеи- 
ными в точках с абсциссами х=0 и х-= 3. 

2. Сумма коэффициентов трех первых 


т 
слагаемых разложения (#->) рав- 


на 97. Найти член разложения. содержа- 
щий 
3. Найти решения уравнения 


&п (+++) —= 2811 (+= +3) 


принадлежащие сегменту [—л; 7]. 

4. Длииы боковых ребер треугольной 
пнрамиды равны а, 5, с; плоскне углы, 
образованные этнми ребрами, прямые. 
Найти длину высоты, опущеиной на ос- 
иоваиие пирамиды. 

8. При каких аи В (а, 6 С В) система 


32 ®—Ю —6.3—27—3—1->0, 
| + у = 5 


имеет решения? 


Географический н геологический факуль- 
теты к отделекие политэкономии экономн- 
ческого факультета 


1. Найти экстремумы, а также нан- 
большее и иаименьшее значения функции 
Г =({— 1 |2 —2х--3 иа сегмен- 
те [0; 3}. 

2. Решить неравенство 

№ -- 6х9 — 
Е ЗИ -+ 108: (х-- |< 0. 


3. Найтн три числа, образующие гео- 
метрическую прогрессию, если нх сумма 
равиа 35; а сумма их квадратов равна 525. 

4. Решить уравиение 


вп хп Зх— п 4х 


2а — 605 х) (1 —с0$ 3х) _ (=) х- (1: ах! 
14 


5. Найти объем тела, полученного 
при вращеиин правильного шестиуголь- 
иика вокруг его стороны длины а. 


Физнка 
(задачи устного экзамена) 

1. При каком наименьшем значенни 
коэффициента трения Е между стеикой 
н шаром точка подвеса шара и его цеитр 
могут иаходиться на одной вертикали 
(рис. 1)? 

2. Человек стоит на неподвижной те- 
лежке и бросает горизоитально камень 


массы т-=8 кг со скоростью |и|=5 м/с. 
Масса тележки вместе с человеком равна 
М=160 кг. Опредезить работу, соверша- 
емую человеком при броске. 

3. На коице доски массы М и длины (. 
находится маленький брусок массы т 
(рис. 2). Доска может скользить без тре- 
иия по горизонтальной плоскости, а Ко- 
эффициент трения между бруском и дос- 
кой равен #. Резким толчком доске сооб- 


> 
щают начальную скорость в (трением меж- 
ду доской и бруском в момент толчка пре- 
иебрегаем) Опишите дальнейшее движе- 
ине системы. Соскользиет ли брусок с 
ДОСКИ? 


а 

Рис. 3. А В 

1) 

®5 
2) 
3) 
.5* 

4} 

Рис. 4. 


4. Посередине откачанной н эапаян- 
ной с обоих коицов горизонтальной труб- 
ки длины [= м иаходится столбик ртути 
длииы {=20 см. Если трубку поставить 
вертикально, столбик ртути сместится на 

—10 см. До какого давления была отка- 


чана трубка? Ответ выразить в атмосфе- 
рах (} атм соответствует 76 см рт. ст.). 

5. Пластины плоского конденсатора 
присоединены к батарее, напряжение ко- 
торой И=600 В. Пластины квадратные, 
площадью 5=100 см? каждая; расстояине 
между пластинами 4=0,| мм. Какой ве- 
личины ток будет протекать по проводам 
при параллельном смещении одной пла: 
стииы отиосительно другой с постоянной 


скоростью |0]=6 см/с? 


6. Амперметр с виутрениим сопротив- 
леинем глд=2 Ом. подключенный к за- 
жимам батареи, показывает ток [-=5 А. 
Вольтметр с виутренним сопротивлением 
гв —=150 Ом, подключениый к зажимам 
той же батареи, показывает напряженне 
/—12 В. Найти ток короткого замыка- 
ния №. 


7. Под горизоитальным прямолиней- 
ным проводом, по которому течет ток, на 
расстоянии 4 от провода помещен метал- 
лический стержень АВ (рис. 3). Стержень 
отпускают, и он начинает свободно па- 
дать. Найти вид зависимости разиости по- 
теициалов (/ иа концах стержия от рас- 
стояния К до провода. 


Указание. Считать — известиым, 
что ток, текущий по прямолинейному 
проводу, создает магиитное поле, индук- 
ция которого по модулю обратно пропор- 
циональна расстоянию до провода и для 
точек в плоскостн рисунка 3 направлена 
перлеидикулярно этой плоскости. 


8. Предмет находится иа расстояиин 
[—0,9 м от экрана. Между предметом и 
экраном перемещают линзу. При одном 
положении лнизы на экраме получается 
увеличенное изображение предмета, а при 
другом — уменьшенное. Найти фокусное 
расстояние линзы, если известно, что ли- 
иейные размеры первого изображения п 
4 раза больше лииейных размеров второго. 


9. Найти построением положение цеит- 
ра, вершины и фокуса сферического зер- 
кала для показанных на рисунке 4 четы- 
рех различиых вариантов положений ис- 
точиика 5, его изображения 5% ин главной 
оптической оси зеркала. 


А. Васильев, А. Пономаренко 


Геометрическое 
доказательство 
тождества 

а:— Ь: а 


= (а—Ъ) (а-Ъ). 


А. Савик 


35 


Хроника НОУ 


15 лет 
Челябинскому НОУ 


Прошло 15 лет интересной плодотворной 
работы Челябннского научного общества 
учащихся. За это время десяткн тысяч 
школьников нашли в нем свое призвание, 
Но самое главное — заповедью каждого 
стали слова: «Роднне — наши мысли, 
таланты, дела!». 

В иастоящее время в обществе 68 сек- 
ций н групп в институтах и 27 филналов 
в школах города и области, в которых за- 
нимаются более 3,5 тысяч старшеклассии- 
ков, увлечеиных различиымн областями 
иаукн и интересующихся отраслямн на- 
родного хозяйства, характерными для Юж- 
ного Урала. Содержание, формы н методы 
работы общества способствуют тому, что 
его члены в своей поисковой деятельности 
не только овладевают новыми знаниями 
н уменнями, но и ириннмают посильное 
участие в производительном труде. 

Показательным для нашего НОУ яв- 
ляется то, что бывшие члены НОУ, ныне 
специалисты, возвращаются в него в ка- 
честве руководителей секций. Среди них 
преподаватели педагогического института 
И. Жуков и Е. Жмаева. кандидат медн- 
цинских иаук В. Циркин. аспирант ка- 
федры математики политехнического ин- 
ститута В. Кононов, учитель литературы 
школы № 1 г. Челябинска Л. Мельнико- 
ва. А всего более 200 ученых и преподава- 
телей вузов г. Челябинска учат ребят 
любить науку. 

За 15 лет в обществе сложились свон 
традицин. Лучшая из них — связь иссле- 
дований с жизнью, с яотребиостями про- 
изводства. Так. работы секцни физиологин 
«Состояние здоровья школьинков в раз- 
личные сезоны года», «Дневные н сезонные 
колебания пульса у людей разного воз- 
раста», «Кислородная емкость легких у 
юных конькобежцев», выполненные под 
руководством преподавателей кафедры 
физнологии ЧГМИ, имеют большое прак- 
тическое значение для физнологин труда 
человека и спорта. 

По заданию кафедры аналитической 
химии Челябинского полнтехнического ин- 
ститута учащиеся под руководством стар- 
шего преподавателя ЧПИ Г. Т. Кирья- 
новой выполнили целый ряд апализов 
сплавов железа на содержание и ннх нн- 
келя. кобальта, хрома, марганца н других 
элементов. Ребята определили процентное 
содержаине этих компонентов в сплавах, 
что ломогло п проведенни лабораторных 
занятий со студентамн. 

Автоконструкторская секция совмест- 
но к научными согрудниками технологи- 


ческого автомобильно-транспортного 
сектора научио-исследовательского иисти- 
тута открытых горных разработок выпол- 
нила работу по созданию действующей 
модели перспективного колесного тягача. 
«Одиим нз дальнейших этапов этой работы 
явнлась разработка и создание действую- 
щих стендов-моделей для проведения лабо- 
раторных испытаний и проверкн теорети- 
ческих закономериостей бортового поворо- 
та колесиых двигателей», — так оценил 
работу юных автоконструкторов генераль- 
ный конструктор ЧТЗ, доктор техииче- 
ских наук И. С. Кавьяров. 

Членами НОУ освоена технология 
получения различиых пигментов в школь- 
ных условиях, исследованы закономер- 
ности действия новых иигибиторов кор- 
розии металлов, внедряемых в промышлен- 
ность. Все это убедительно доказывает, 
что под руководством научных работников 
учащиеся могут проводить исследования на 
высоком научном уровне. 

За страннцами каждой работы виден 
кропотливый, не всегда интересный. но 
целеустремленный и упорный труд — труд, 
который приносит удовлетворение школь- 
нику, создающему материальные и ду- 
ховные ценности. 

Творческая работа в НОУ способ- 
ствует формированию устойчнвых иитере- 
сов ребят. Для большинства членов НОУ 
вопрос «Кем быть?» был решен сравни- 
тельно легко — более 90% избрали про- 
фессню, близкую к секции, в которой за- 
нимались. Примечательно и то, что чле- 
ны НОУ, поступившие в ннституты, быст- 
ро находят дорогу в научные студенческие 
общества, а те, кто пошел работать на за- 
воды и фабрики, вскоре становятся актн- 
вистами ВОИР. 

Работа в НОУ влияет и на развитие 
обществениой активности школьников. На 
ежегодных учебных сборах в летием ла- 
гере «Юиый курчатовен» в г. Симе — на 
родине академнка И. В. Курчатова — ре- 
бята не только отдыхают, но и обменн- 
ваются опытом работы, получают навыки 
пропагандистов техинческих ин полити- 
ческих знаний. В результате более 100 
ниструкторов-общественников НОУ ру- 
ководят кружками в младших классах, 
ведут большую пропагандистскую работу. 
В целом 73% членов НОУ постоянно за- 
нимаются общественной работой. 

Девизом нашего общества ребята из- 
брали слова: «Бороться, искать, находить 
н отстаивать. члены НОУ вот уже 
15 лет иастойчнво борются за претворе- 
ине этнх слов в жизнь. 

Обозревая пройденный обществом путь, 
миоготысячная армия школьников Челя- 
бинска мечтает многого добиться, держа 
равнение на слова замечательного совет- 
ского писателя, аюбимца молодежи Нико- 
лая Островского: «Только внерелд!... И ин- 
куда нначе». 

Т. Кузнецова. 
зам. председателя Совета кураторов НОУ 


Ответы, указзиня, решения 


<, 
® 


Где ошибка? 

Условие (5) вытекает нз условнй (2), 

{3}, но вовсе ие равносильно им. 

При первом способе мы ищем наибольшее 

значение выраження (1) при условиях (2), 

{3). при втором — при условии (5). 
Между прочим, нз (2) и (3), используя 


1 
а 
6872. Но 


тождественное неравенство 


на |0: + оо|, легко вывести 


тах О (с) = 9 (1/2) =415. 
]о: Уз} 


Число — буква — число 
х — девять, и — тысяча, 
надцать, и — однн, и — сто. 


2 -— три- 


Работа и мощность электрического тока 

1. Лампочки одинаковой мощиости сое- 
ДИНЯЮТСЯ параллельно, а полученные две 
цепочки включаются в сеть последова- 
тельно. 

2. Точки ‚А и В (см. рис. 5 в статье) 
должны лежать на одном днаметре. 

3. Ре== 15((11— 1)г-- РИ) =4,5 Вт: 

*—=1/-+ РИ =5 В. 

4. При работе вхолостую мотор вра- 
щается быстро, ЭДС индукции велика. 
Следовательно, по обмотке мотора течет 
малый ток, и она нагревается иезначи- 
тельно. Наибольшее количество теплоты 
выделяется при полном затормаживанин 
якоря, когда ток максимальный. 


о 


> 
5. [|= ти (та #с05а) — 


— 9,3 м/с ==33,5 кмуч; 
ее 
921 = тд сова — та) — 


—= 14 м/с==50 км/ч. 


в. _@ _ ЮР). 
"4, — Е ЕРЫР 1,8. 


Ленниградский государственный универ- 
ситет нм. А. А. Жданова 
Математика 


Математико-механический факультет и фа- 
культет прикладной математики — про- 
цессов управления 


4/Т5- с 

1. 6 >0иаЕ -и 1%; РЕЦ) 
А %Итов 

(1 #5; Ем или 550 м а 


число. 
график 


любое действительное 
Указание. Нарисуйте 


функцин в(х)=/(х)—Е(х) при а>0, а«0 
Н 4-=0. Прин 8>>0 п а=0 этот график пе: 
ресекает ось абсцисс в двух точках тогда и 


только тогда, когда # (а) <0н *(—=) >0. 


При 5>0 и а=0 график не имеет с осью 
абсцисс общих точек. При 6=0 он нмеет 
с осью абсцисс одну (при а=0) или три 
(при а30} общие точки. Прин 5<0 график 
ири любом а Е И пересекает ось абсинсс 
в двух точках. 


2. СЗ (АСЗ РУС СЕС?Р.)-+ С (СЕРУ+ 
+5-ЗСЗР.+С2-ЗС?Р, + 5-362С?)=294 840 


чнсел. Указание. Либо среди цифр 
нет нуля, либо есть. В первом случае либо 
какая-то цифра стоит на трех местах, 
либо имеется два «дублета». Во втором 
случае одно из четырех: либо нуль занн- 
мает три места. либо какая-то другая 
цифра занимает трн места, либо нуль 
занимает два места, либо, наконец, нуль 
занимает одно место и есть два «дублета». 


3. При а6 №; 4 х = дё (#62), при ос- 
тальных а х, = д (ЕЕ 2), х. = 
1 а-12 
= 285 — | +9 (ЕВ. У ка- 


Зание. Исходное уравиенне равносильно 
системе 


1 (2 (1 — а) соз 2х + 2 | а} тах = 0, 


| 0$ 50. 
5. @& 
} А $118 — | 
у? ск [1+ УРена ) 
Указание. Пусть МАВСР — данная пн- 
рамида (рис. 1, [СР] 1(МВ} (тогда 
[АР] 1 (МВ) и СРА= о). (ММ 1 (АВС). 


—^ ^^ 
[М9] 4 (АБ), ММВ=Ф$, 9ММ-=8, 0,- 
центр «искомой» сферы 5 У: 2), К — точка 
ее касания с гранью МБА, Ё= 
Тогда 


$0(мМО,. 
[О.К | = 10,6 |— искомый  раднус. 


$7 


Рис. 2. Ё 


Поскольку ММВ == РМВ, нз АРМВ получа- 
МР | ГМР | а 

ем 205 Ф = ТК = АГ = с -5-. (От- 

сюда, 

(, в] >; = .) Из АОММ находим 18 В, из 


ЛДЕМВ— |] МЕ] и, иакоиец, из ДО, МК — 
ГО:К|. тя 

5. а = (2; —2; —9. 
Отделение экономической кибернетики 
н отделение планирования народного 
хозяйства экомомнческого Факультета, 


химический Факультет и Факультет 
психологыи 


между — прочнм. вытекает, что 


3. +. 2. 11205%. Указание. 
1+ С1.(—2) + С? - (2) = 97. 
рл л 5 у 
3. | 6, 2,671’ 
а5с 


ь.——==. Указа. 
Иа; -- с - 63а 
ние. Введите систему коордниат с иачалом 
в вершине данной пнрамнды н с осями «по 
ребри»- Далее см. задачу 14 в «Геомет. 
ин Ю». 
* 5. 6—0. 30 или 650. а\— 26 или 


—5<5<0, а= —15. Указание. Обе 


части неравенства разделить на 3—7. Ис- 


ходная система равносильна системе 
| ух —1, 
| ах+6у 5. 
Географическня и геологический факультеты 


отделение политакомомни экономического 
факультета 


1. Точка ху =. | является точкой миии- 
мума функцин {, точек максимума на отрез- 


ке [0; 3] у иее нет, пах (9 =/ (3—6, 
пт () -= Ра) = 0. 
{0; 3} 


Указаине. 


2. ]—- 11+ 22 


Данное неравенство равносильно системе 


9х1 
Юз (3) < 0. 
х + >. 
3.5, №, 0ни>2, 0.5. 34. хЕя- 
^- 21 {1 Е 2). 5, 7 лаз. 
Фиэика 
1. Ели = 1. 


= 
2. А=Е (1+5) = 105 Дж. 


3. В проекциях на ось Х скоростн и 
координаты доскн н бруска изменяются по 


формулам: 
Ата АТИ а 
ди --МЬ жж и—эм Г. 


Е 
ив = АЯ, жб = — в. 


Брусок соскользиет с доски, если выполия- 
ется условие 
В Ми 
< 2 (Мп) ° 


11-14291) _ 
р=т о ВЕ = 


20,49 атм, где [› == 76 см. рт. ст. 


= 
5. УЗИ 3,5. 0-А. 


_ (в — гА) 


6. ‘о = тв — 1гА) 


т. 0и- УК-4. 
К 


= 29,6 А. 


2 
8. Р=-— Е =0,2 м. 
9. См. рис. 3. 
Чнсловые ребусы 


1. ИНДЕКСАТОР =. 2509341867. 
2. 1283 496 750: 1983 —647 250. 
3. 13-- 62 -| 33 = 153. 

Почему плохо кричать против ветра? 
(см. «Квант» № 2) 


1. Скорость жука направлена верти- 
кально вверх, следовательно, жук откло- 
интся от цели иа угол 30° ПА 4). 

2. Жук летит по параболе (рис. 5), 
которая описывается уравнением 


[1 
х = Чва-в — 2 япа №. 


Рис. 3. 


Рис. 5. 


3. Фронт преломленной волны состав- 
ляет с границей угол В такой. что 


Зав эта 
21+ [та | 


Решение неравенств с модулем 
(см. «Квант» № 2) 


1. ХЕ] оо, —=2— ИЗ 3: 
4+ ©9|. 

2. и Е. 
И == у 5 
= 

3. а) {6.3}; 


3.1: 
в) | — оо, — 2] (] И, + ©931|. 


г у лу, 


+ 2; 

6) | —<°. —5— У Ц/[-—2+ 
+У2.+ ©; 

в) |—5,3+2У`2 |. 


| 
$. а) При—3 4 <а< 3. 


3 
6) При — — <а<?. 


Московскнй физико-техннческий инстнтут 
{см. «Квант» №2) 


Математика 
Вариант 1 


в. х= 5+ 1 (#2). 2. [+64 


3. асы УР. Указание. Еслн О — 


точка пересечения меднан н | ОБ| =а. то 
[ГАО | = 24а. Исходя из того, что отрезок ВО 
является высотой в прямоугольном треуголь- 
ннке АВР. выразнте | АВ] и | ВБ | через 2. 


Можно также „разложить векторы АО н ВЕ 

по векторам ВА н ВС ивоспользоваться гем, 
> -— 

что АО.ВЕ == 0. 


3 
4. х, = агссо$ 4 + 244, у; — 


1 Е 
= — агссоз -5- +27; х» = — агссо$ —4- +- 


1 
- 212, уз = эгссо$ 85° 4-24 (Е, (Е 2). Ре- 


шенне. Из первого уравнеиня снстемы 
6 с0$х-=5 —4с0$у, нз второго 6 &пх = 
= —43зту. Возводя в квадрат н склады- 
вая, — Получаем 


1 
с95у— 3 или у= 


1 
— 3+ агссо$ = + 272 (262). Тогда нз пер- 


3 
вого уравнення снстемы с05х = -4_ ИЛИ х-— 


3 
= + агсс0$ г + 2^1(1Е 7). Поскольку мы 


возводили в квадрат, требуется проверка. Не- 
посредственной подстановкой убеждаемся. 
что из Четырех комбинацнй знаков годятся 
только те две, которые указаны в ответе. 


5. 3 ч. 24 мин. Указанне. По- 
скольку уменьшенне скорости течення на 


Рис. 6. 


участке АВ приводит к увеличению ско- 
рости катера относительно берега при 
движении от А к В, река течет от С к А. 
Обозначнв расстояние между Ан В че- 
рез а. расстояние между В ин С — через 6, 
скорость катера относнтельно воды в пер- 
вых двух рейсах — через ы н скорость 
течення реки — через и, составьте систему 
из трех уравненнй. Исключив а и 6. вы- 
разите нз полученного уравнения че- 
рез и. 

5. ал. Решение. Пусть Е 
н Е — точки пересечення плоскости (АВС) 
г окружностью основання конуса (рнс. 6). 
Поскольку (ВС) | (В, Ср. а прямая (В,С,) 
лежнт п глоскости основания конуса, то 
(ВС) ||(ЕЁР). Значит. ЛАБЕААВС, в 
частностн, АЕЁЕ — правильный треуголь- 
ник. Образующие конуса нмеют равные 


длнны, поэтому |АЁЕ|=|АВ,|. откуда 
1АЕ]: |АВ]=5. Пусть ‚Мн Р— 
середины отрезков [ВС]. |ЕЁ] н [8,СиИ 
соответственно, О — центр основання ко- 

Поскольку (0№) 1 [ЕР|, а 


нуса. 

[ЕЕ В.С, прямая (ОМ) проходнт и 
через середину отрезка [8,С,}. Очевидно, 
отрезок ТА №] проходит через точку М и 
перпенднкулярен [ЕЁ]. Отметнм еще. что 
(МР) (АМ), так как (МР) ||(ВВ,). п 
({ВВ,) | (АВС) н, в частности. (ВВ,} _1(А №). 
Пусть |АВ]=а, тогда 


там = УЗа, АЕ | = 50. | АМ! = 


= УЗа, мм = 2`УЗа. 


В прямоугольном треугольнике АВ,В 
находнм |В8,|- У24а. Далее в пря- 
моугольном угольнике РММ, 
учитывая. что |РМ|=|88,|. находим 


| РМ] == ба. Вычисляя двумя способами пло- 
щадь треугольника АХР. в котором [РМ] н 
({^О] — высоты, получаем [АО|^МР|]= 
= [ АМ |-| МР |, 


откуда |1АО|= 


т. 
У‘ 


Теперь находим радиус основания конуса 
5 
В = [08 = УТАВ В —ТАОЙ = 


У“ 
| 
объем конуса Ук= —3_ я8*. [А9 [= 5/2 аз, 


125 л 


3 
объем призмы Ул = у а’ и отношеине 


125 
Ук: Уп = ап. 
Варнант 2 
1. |--09; —4(11]0; +0[. 2. п= 4 + 


+ 1@Е2). Указание. Рассмотрите слу- 
чан п = 48, п=4-+-Ё п= 442, п= 


=48 +3. 3. п= 6, х= 5. 4. ас У5. 
Указание. ЛАСАР — равнобедренный, 
д АСА 
АБМ = АСМ. Выразите | СМ | н [ ММ| через 
и 
МО| н СР. 


1 
50|; 5} ан& 1. реше 


ние. Уравнеине прямой ВБ у= —х— 1. 
Требуется найти все значення а, при кото- 
рых снстема 


2% —у— 2а=:0, 
2х -|- бу-{ 5а=0, 
=—х— №, 
—З=х=3 
нлн система 


ыы 9 ее 


— 


2а—1 (1) 


—3<х<3 


имеет решенне. Чтобы система (1) нмела ре- 
шение, необходнмо, чтобы п удовлетво- 
—6+5а 2—1 


ряло неравенству 4 < 3 : 


т.е. 


Рис. 7. 


а=2. Итак, система (1) равносильна системе 


— 6+ 5а 2а—1 
боль И ЗВ 
(2) 
— 3<х<3, 
аз 2. 
—6-+5а 2—1 
Чтобы отрезки =“; и {[-3; 3] 


имели общие точки. необходимо и достаточ- 
но, чтобы левый конец каждого из ннх не 
превосходил правого конца другого отрезка, 
т. е. чтобы имела решение снстема 


— 6-1 5а 
ВМ в 

2а—1 9) 
—3< ЗО 


Решив снстему (3) и учтя условие а=2, по- 
лучаем ответ. Можно действовать и по-дру- 
гому: «решив»  снстему (1) графически 
(рнс. 7). вндим, что — 4<а<2. 


8. Ва Решеияне. Положим 


= 
уг.) т, АВ=Т, АА, =. В ‚силу кол- 
лннеарности векторов АМ и:, а также 
> => >> ‚> => > 
АМ н / можем записать АМ = ж, АМ = у. 
-> > > => $ 
Отсюда ММ = МА-+ АА, -- АМ = —м + 
-> > => => 
Чи-ЕА. Из условня ММ-ОР =0. учиты- 


= = 1 
вая, что ФР --# + -о Г. получаем у == 2х. 


Условие, что [ММ] и (ОР) пересекают- 
ся, можно реализовать в внде уравнений 
разлнчными способами. Например, так: 


еслн [ММ] и (9Р) пересекаются, то 
точки М, №. Р, О лежат в одной плоскости; 
> 


значит, вектор М компланарен с векто- 


ка > | 
рамн ОР и ОМ. Это означает, ‘что сущест- 
вуют такие числа & и В, для которых 


> > >> 
МИ-=адР--ВОМ. () 

Отсюда 
ЗАнЕ- ет. 


В снлу единственности разложения это 


векториое равенство равносильно трем 
скалярным 
—х=а -- Вх. 
&—В 
Ут, 
[ 
1 = — 2. 


Исключив нз этнх уравнений х и В, найдем 
х-=2,у—2. Отсюда и нз у=2х получаем 


$4 


2 4 
хз, у=: 5. Значит, 
= ТР, 
Е Ве 
[МХ | = Ут+в+1е- У а. 


Заметим, что условне (1) является, 
вообще говоря, лишь необходимым для 
пересечення отрезка [ММ№] и прямой 
{9Р). Для того чтобы доказать, что при 
найденных положениях точек М и М пе- 
есеченне  нмеет место. спроектнруем 
ММ] и (9Р) на плоскость АВСР цы, и О, 
— проекции). Легко видеть, что н №: 
лежат по разные стороны прямой (@ и 
а потому отрезок (ММ,] и прямая (6 } 
пересекаются. Отсюда н из того, что точкн 
М, М, Р, @ лежат в одной плоскостн, 
следует, что. пересекаются [ММ] ни (0Р). 


Физика 
Вариант | 


1 
(. "> а>1. 


2. = (1 Ир)= 0,72. 

3. В начальном положенни поле над 
ннжней пластимой равно полю Земли Ез 
а под пластиной — равно нулю. Точко 
такая же картнна нмеет место для заря- 
женной проводящей сферы. Следователь- 
но, поверхностная плотность заряда на 
нижней пластине равна озл=е,Ез. а пол- 
ный заряд пластнны равен Огл=б,л5= 
=2Е35. Когда верхняя пластнна за- 
кроет ннжнюю, поле между верхней пла- 
стнной и Землей станет равным нулю, 
поэтому н заряд нижней пластнны тоже ста- 
нет равным нулю. Значит, через гальвано- 
метр протечет заряд 9= Опл=вЕз5, от- 
куда нскомая напряженность поля Земли 


= 14 м. 


— 


Указанне. Тем. у кого возннк- 
нут затруднення прн решении этой за- 
дачи, советуем прочитать статью А. До- 
зорова «Что это значит — «навестн 
на резкостьь?» («Квант». 1978, № 2). 


Варнант 2 

1. Если считать, что при двукратной 
перегрузке снла давлення иа опору 
{а значит, в реакция опоры) равна по 
модулю 2тй. то нскомая высота (которая 
находится из уравнения движення н за- 
конв сохранения энергин) равна 


2ы—Ю 8 


с ра аа 3 м. 


Еслн же перегрузкой считать величину 
—78. то |М|=3Зтв ни 


2 4 
=‘ — В = м. 
2. Предполагая. что масса пара ти 
мала, получны: 
т см 8 —_ 
г = = $30 =— 0.015 —1.5%. 


что. действительно, не противоречит пред- 
лоложенню. 

3. Вдоль магнитного поля электрон 
даижется равномерно со скоростью 


19 |с0з я н пролетает расстоянне |АБ |= 


=[. за время ч=Ё/( [9 [с0$ &).В плоскостн, 
перпенднкулярной магннтному полю, элек- 
трон движется по окружностн радиуса В: 


т (ГИ ат о =е У: 15 эта 
В | 


Время одного оборота 


2лЮ 2лт 
о 
Гота  е[В| 
Из условия т=лТ. где п =! 2, 3..... 
получаем: 
2л [1 05 & 
- т С 
[8 = 1 п. 
4. Г=3. 


Варнант 3 
у 1 
1. ГА =—5` (#:—#1) тв с0$ д.13 Н. 


2. Так как вся выделяющаяся прн ра- 
спаде ядер энергия ндет на нагревание мнк- 
рокалорнметра, закон сохранения энергии 


т№ 
СЫ -—. д 


имеет внд: Уа. Здесь я-= 


п —п 
= — — отношение числа распавшнхся 
Е 


атомов к нх первоначальному 
— тМ/А. Отсюда найдем с: 


числу Ль — 


Закон радиоактивного распада можно прел- 
ставнть в виде: 
т 


т 
по п 
—®_ =2 7 или —— = 


дог 
п ь И 
Так как (1— 0)-1я5 И? , то 

т 

т =0.5, н Тех 100 мин. 
3. 9 = С8. 
4. Е= — 9.6 см (Линза рассеивающая). 
Вариант 4 


1. х =- 8.51 — Н/Ё = 1/3 ч (тело остано- 
вится не сразу. а лишь после четвертого 
соскальзывания с правой стенки ямы). 


ПрРУ 

2. (= РМ = 8.35. 10-3 с. 

3. Выделим участок поверхности шара 
еднннчной площади и найдем силу, дейст- 
вующую на выделенный участок. Напря- 
женность электрического поля у поверхно 


у [2 
стн шара снаружи равна | | = ле ЕР, 


а внутрн — | Вы! =0. Пусть Е = напря- 
женность поля. создаваемого единичной по- 
верхностью, а Е” — напряженность поля, 
создаваемого всей остальной поверхностью. 
вблизн выделеиного участка. спользуя 
принцип суперпознинн, для поля над участ- 
ком и под ним (внутрн сферы) получны: 


ГР, Е о. 
Отсюда находим напряженность поля, дей- 
ствующего на выделенный участок: 7:2 |= 


-= |Е 1/2. Тогда сила. действующая на 
единицу площеди поверхности, равна 


| © 0: 
ГЕ |адт = Зря в. 


Направлена эта сила по раднусу от центра 
шара. Теперь запншем условне равиове- 
сеня для половинки шара непосредственно 
перед разрывом: 

{Е |лА?=2лВАЮдиу. 
Отсюда найдем велнчниу заряда 0: 


© =8я8® УЮАЮспр =2.10-2Кл. 


4. РЕЗ {= см. 


«Каант» для младших школьников 
(см. «Квант» № 2, с. %5) 
1. Перепншем зашифрованный ребус 


я столбик: 
ТАМТАМ 
__ МРАК 


КОШМАР 
Нетрудно сообразнть, что А=9, О-=0, 
так что 


М-+К=Р-10, 
К — 


=Т-1, 
и лнбо Т--Р-1=М, либо ТРЕ 1=М-- 10. 
Пусть скачала Т-ЕР--1=М. В этом 
случае Т=4, К=5, так что 


мМ-+-5=Р--Ю, 
Р-- 6 =м. 

Учнтывая, что 15<Р<59, 15 М=9, по- 
лучаем три возможностн для Рн М: Р= 
-=1, 2, 3 н, соответственно. 15М=9. 

Прн Р=! н Р=3 получаем две рас- 
шифровкн: 


-+ 


_ 49646 —_ 498498 
6 195 Г 8395 
502697 * 505883 . 


в прн Р=2 получаем Ш=4=Т, что ке- 
возможно. 

Для случая, когда ТЕРМ, 
получаем Т=9=А, что также не годится. 


Рис. 8. 


Итак, существуют ровно две рэ8з- 
лнчные расшнфровкн ребуса. В условни 
говорнтся, что знатоков было несколько — 
значит, нх двое! 

8. См. рнсунок 8. 

4. Переверием стаканы шесть раз, 
каждый раз оставляя неперевернутым но- 
вый стакан. Тогда каждый стакан окажет- 
ся перевернутым пять раз, то есть всё ста- 
каны т поставлены вверх дном- 

В. Гочки, стоящие на одной вертн- 
калн, нельзя краснть все в однн цвет (нна. 
че можно будет построить несколько пря- 
моугольннков с одиоцветными вершннамн). 
Поэтому на каждой вертнкалн должны быть 
точкн обоих цветов. Очевндно, что еслн 
майдутся две вертнкалн с одннаковым рас- 
положеннем одноцветных точек. то най- 
дется н прямоугольннк с одноцветнымн 
вершинами. Из трех разноцветных точек. 
стоящнх на одной вертнкалн, две точкн 
обязательно одинакового цвета. Две же 
одиоцветные точки вертнкалн мотут за- 
ннмать только трн разных положення (см. 


Рыс. 9. 


рнсунок 9: красные точкн на второй. треть- 
ей и четвертой вертнкалях). Так как у нас 
нмеются два цвета, то «разных» вертнка- 
лей может быть только шесть. Следова- 
тельно, среди имеющихся семн вертнка- 
лей по крайней мере две будут с однна- 
ковым расположеннем одноцветных точек. 
.м фокус ие удался 

(см. «Квант» № 2, с. 97) 

—ы——— 

Обозначим — через Зп@л—1.. 830100 
десятнчную запись натурального Чнсла, 
у которого а, еднниц. а; десятков, @; со- 
тен.... 

Имеем: 


алап-1.. .@з@1ао = 10?-ал -- 10 ап 
+ .-- + 10% + 10-а, +в =9 (П. Их 
п 


эбав + Ш ава .. + 1. а} + 


п 1 
+ (4 + ав +... + @ + а: а, + 40). 


Отсюда вндно, что остаток от деле- 
мия числа из девять равен остатку от де: 
лення суммы его цнфр. Поэтому нсходное 


число н чнсло, получениое нз него пере- 
стаиовкой цифр, прн деленнн на 8 дают 
одинаковые остаткн. Значит, нз разность 
делится на девять. Это верно н для суммы 
пифр разностн. Теперь понятно, как уз- 
нать зачеркнутую цифру. еслн сумма не- 
зачеркнутых цнфр разности ие делится 
на 9. В случае же, когда сумма незачерк- 
нутых цифр разностн делнтся на 9, зачерк- 
нутая цнфра может быть Как нулем, так 
н девяткой. Псэтому а таком случае нужнс 
задать еще один вопрос. например: «Вы 
зачеркнулн 0?» Если ответ отрицательный. 
то зачеркнута девятка. 


Чнслогые ребусы 


{см. «Квант» № 2, с. 44) 
1. 96787Х 21817. 

2. ДВА=-459. 

3. 142068:3=47356. 


Итак. одна сажень равна трем аршинам. 


Задачн нашнх чнтателей 
(см. «Квант» Л№ 1, с. 44) 
10 дней. 


2. См. рис. 10. 


1 иг. 


1. Около 


Рис. 10. 
Головоломкн нашнх чнтателей 
(см. «Квант» № 1. с. 64) 


1. Наименьшее число равно 488, наи- 
большее — 500. Один нз возможных спо- 
собов расстановкн этих чнсел показан на 
рисунке 11. 


Рнс. 11. 


2. Наименылее расставляемое чисзо 
равно !!, наибольшее — 19; способ В 
новки чисел показан на рисунке 12. 


«Квант» для младшнх школьников» 
(см. «Квант» № 1. с. 41) 
1. Задача имеет 64—1296 решений, 


которые могут быть получены из шести 
решений, нзображенных на рисунке 13 пу- 
тем перестановок цифр в кружках одного 
цвета. 


Рис. 13. 


2. Пусть а. б. в. г — число бутылок. 
звыпитых, соответственно, миссис Адамс, 
Браун, Вильсон н Грин. Тогда 


а 14. 
о -+ 26 -+- Зв -|- 4г =35. 


Вычитая первое уравиение системы из вто- 
рого. получим: 
6-+: 2в-Е3Зг:=21. откуда следует, что б+3г— 
нечетное число. Учитывая это эамечанне, 
нетрудно найтн. что а=$, б -2. в-- 5, г= 3. 
Такнм образом. фамнлня Сессиль— Адамс. 
фамилня Анны—Браун. Дороттн—Виль- 
сон н Бетти —Грин. 
3. Указание. Выпншите все воз- 
можные п языке племеян женские имена. 
4. 1132—1331. 
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Рукописи пе возврацаются 


Этот многогранннк, сконструнрованный нм изготовленный В. Гамаю- 
ковым, определенным образом связан с равногракно полуправиль- 
ным шестидесятигранником («Квант», 1976. № 1). 

О том, как построить его развертку. рассказано на с. 50 


МАГИЧЕСКИЙ 
СТЕРЕОКВАДРАТ 


Куб разбнт на 125 маленьких 
кубиков, 25 из которых помече- 
ны числами от 1 до 25. Внизу 
показано, каким образом отме- 
ченные кубикн располагаются 
в каждом нз пяти горизонталь- 
ных слоев кубз. Если теперь 
на куб посмотреть сверху, по- 
том спереди, а затем сбоку. то 
мы увндим целиком заполнен- 
ные квадраты 5%Ж5 (см. рису- 
нок наверху), каждый из кото- 
рых является магическим, т.е. 
сумма чисел в каждом горн- 
зонтальном ряду, каждом вер- 
тикальном ряду и по диагона- 
лин каждого такого квадрата 
одна и та же. 

Е. Кривошеев 


Иидекс 70465 


Цена 30 коп. 


На этом рнсунке наш художннк изобразил 
«магнческие окружности»  змериканского 
естествонспыьтателя Б. Франклнна (1706— 
1790). Из 64 чисел. расположенных на них, 
по крайней мере 28 способамн естественно 
выделяются восьмеркн чисел, сумма кото- 
рых равна 348. Это — восьмерки чысел, ле- 


жащне в восьмн концентрических кольцах. 
восьмерки чисел, лежащне в восьмн секто- 
рах восьмеркн чисел, лежащие в трех розо- 
вых эксцентрнческих кольцах, в трех голу- 
бых эксцентрическнх кольцах, в трех жел- 
тых и трех зеленых. Понщите другие инте- 
ресные свойства этой конфигурзции. 
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Международные космические экипажи 


2 марта 1977 года на- 
всегда войдет знаменатель- 
ной датой в нсторню кос- 
монавтикн. В оьэтот день 
впервые на корабле «Со- 
юз-28» на космическую ор- 
биту был выведен между- 
народный экипаж, состоя- 
щий из командира корабля 
летчика-космонавта СССР 
Героя Советского Союза 
Алексея Губарева 
н космонавта-нсследовате- 
ля гражданина ЧССР Влз- 
димнра Ремека. 

Запуском корабля «Со- 
юз-28» открылся новый 
этап в исследованин и ис- 
пользованин — космнческого 
пространства в мнрных цс- 


лях, проводимых социали- 
стйческнмн  странамн по 
программе сотрудничества 


«Интеркосмос». 
Программа полета пер- 
международного экн- 
космонавтов была 
весьма насыщенной — она 
предусматривала стыковку 
корабля «Союз-28» г орбн- 
тальным  научно-нсследова- 
тельским комплексом «Са- 
лют-6» — «Союз-27», пнло- 
тируемым космонавтамн 
Ю. Романенко и 


вого 
пажа 


В. Ремек (ЧССР), А. Губарев (СССР) на 
одной нз тренировок. 


Г. Гречко, н проведение 
на борту станции совмест- 


ных исследований и экспе- 
риментов. 
17 июня 1978 года в 


Советском Союзе был осу- 
ществлен запуск  космичс- 
ского корабля «Союз-30», 
на борту которого нахо- 
дился второй международ- 
ный экипаж в составе ко- 
мандира корабля дважды 
Героя Советского Союза 
летчика-космонавта СССР 
Петра Климука и 
космонавта - исследователя 
гражданнна ПНР Мнрос- 


лава Гермашевско- 
го. 

Программа полета пре- 
дусматривала стыковку с 


орбитальным 
довательским 
«Салют-6» —  «Союз-29», 
пилотируемым  космонавта- 
ми В. Ковалёенком п 
А. Иванченковым, н 
проведение на борту стан- 
цин совместных  исследова- 
ний н экспериментов. 

26 августа 1978 года 
был осуществлен запуск 
космического корабля «Со- 
юз-З1ь», пилотнруемого 
третьим международным 


научно-иссле- 
комплексом 


А. Иванченков, 
в Центре подготовки космонавтов им. Ю. А. 
Гагарина. 


экипажем в составе коман- 
дира корабля дважды Гс- 
роя Советского Союза лет- 
чика-космонавта СССР В з- 
лерия Быковского 
н космонавта-исследоватеня 
гражданина ГДР Зиг- 
мунда Иена 
Программа полета пре- 
дусматрнвала стыковку с 


орбитальным комплексом 
«Салют-6» — «Союз-29» п 
продолжение совместно с 


Ковалёнко и Иванчен- 
ковым исследований п экс- 
периментов, начатых  пре- 
дыдущнми экипажами. 
Идея международных 
полетов космонавтов соци- 
алистических страи по прог- 
рамме «Интеркосмос» была 
выдвинута Советским Сою- 
зом еще Е 1976 году. В 
нюле н сентябре в Москве 
состоялось совещание пред- 
ставнтелей НРБ, ВНР. 
ГДР, ПНР, республикн Ку- 


ба. МНР. СРР, СССР и 
ЧССР, на которых были 
обсуждены органнзацио- 


ные вопросы, связанные © 
подготовкой к международ- 
ным пилотнруемым  косми- 
ческим полетам. В конис 
1976 года в Москву прибы- 


В. Коваленок (СССР) 


ла первая группа кандида- 
тов в космонавты — граж- 
дан ЧССР, ПНР и ГДР — 
н уже в декабре 1976 года 
онн приступили к треинров- 
кам н занятиям в Центре 
подготовки космонавтов 
нменн Ю. А. Гагарина. 
Дружеская  товарнщеская 
помощь опытных советских 
специалистов мн космонав- 
тов позволнла им в крат- 
чайшие сроки получить не- 
обхолнмые теоретические и 
практнческие зиаиня. 

Эксперименты, — прово- 
димые в рамках этой прог- 
раммы, весьма — обшнрны. 
Они ведутся в русле таких 
важных направлений, как 
космнческая  фнизнка, дн- 
станционное = зондирование 
Земли, космическая  техно- 
логия. космическая  биоло- 
гия н медицина. 

В настоящее время п 
Центре подготовки космо- 
навтов нм. Ю. А. Гагарина 
тренируются кандидаты п 
космонавты — граждане 
НРБ, ВНР, МНР, респуб- 
лики Куба и СРР, которые 
до 1983 года также совер- 
шат полеты на советских 
космических кораблях. 


М. Смолянский 
Фото А. Моклецова 


А. Губарев (СССР). О. Пельчак, В. Ремек (ЧССР) у ор- 
битальной станции «Салют-6». 


Экипаж «Союз-30» П. Климук (СССР) н В. Быковский (СССР), 3. Иен (ГДР) 
М. Гермашевский (ПНР) в Центре подготов- в Центре подготовки космонавтов им. 
ки космонавтов им. Ю. А. Гагарийа на од- —Ю. А. Гагарина на одной из тренировок. 

ной нз треннровок. 


Г. Балк, М. Балк, В. Болтянский 


Метод 
малых шевелений 


При испытании геометрических вы- 
сказываний на правдоподобие, при 
поиске контрпримеров математик не- 
редко рассуждает так: 

— Возьму случай, когда вы- 
сказывание подтверждается, и «по- 
шевелю» одну точку (или отрезок, 
или какое-либо другое множество то- 
чек). Не могу ли я таким способом 
получить такой случай, когда вы- 
сказывание не подтверждается? 

Рассмотрим простой пример: 

Задача 1. Из точки Р, рас- 
положенной внутри выпуклого мно- 
гоугольника, опускаются перпендику- 
ляры на его стороны или на их про- 
должения. 'Условимся основание тако- 
го перпендикуляра называть «прият- 
ным», если оно принадлежит сто- 
роне, и «неприятным» в противном 
случае. Верно ли, что всякая внутрен- 
ная точка любого многоугольника имеет 
по крайней мере две приятные про- 
екции? 

Решенне. Возьмем сначала 
в качестве искомого выпуклого мно- 
гоугольника треугольник 
АВС. Если ои остроугольиый, то 
все проекции любой его внутренней 
точки — приятные. Пусть А АВС 
тупоугольный. В этом случае вну- 
три него легко выбрать такую точ- 
ку Р, у которой будут две прият- 
ные проекции (рис. 1). Теперь не- 
трудно построить выпуклый че- 
тырехугольник и точку, 
лежащую на его контуре, так, чтобы 
эта точка имела только одну прият- 
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ную проекцию. Таков, например, че- 
тырехугольник ММСВ на рисунке 2 
(ММ — любая прямая, оставляю- 
щая снаружи проекции А’, В’, С°). 
Точка Р на его контуре имеет одну 
приятную проецию (этой проекцией 
будет сама точка Р). Но точка Р 
не лежит внутри многоуголь- 
ника ММСВ. Поэтому «пошевелим» 
точку Р — сдвинем ее немного внутрь 
четырехугольника. При малом «ше- 
велении» точки Р мало пошевелятся 
и ее проекции. Поэтому при достаточ- 
но малом шевелении те проекции, 
которые были неприятными до шеве- 
ления точки Р, останутся такими ин 
после шевеления. Значит, после ше- 
веления точки Р мы получим внутри 
четырехугольника точку Р’, у ко- 
торой будет ровно одна приятная 
проекция (а именно — проекция на 
сторону ММ). 

Задача 2. Известно, что 
в каждом треугольнике три высоты 
(или их продолжения) пересекаются 
в одной точке. Верно ли аналогичное 
утверждение для тетраздра: «все вы- 
соты любого тетраздра (или их про- 
должения) имеют общую точку»? 

Решение. Возьмем произ- 
вольный тетраэдр АВСО и проведем 
в нем высоты АМ ин БМ (рис. 3). 
Теперь пошевелим этот тетраэдр, 
сдвинув вершину О в положение О’, 
находящееся, однако, в плоскости 
ВСО. В новом тетраэдре АВСО” вы- 
сота АМ та же (поскольку плоскости 
ВСР и ВСО’ совпадают), т.е. эта 
высота «выдерживает» шевеление точ- 
ки В в плоскости ВСО. В то же вре- 
мя высота П’М№’ нового тетраэдра 
может сместиться в любое положение, 
параллельное ОМ (и достаточно блнз- 


Рис. $. 


кое к ОМ). Ясно теперь, что за счет 
шевеления точки О можно получить 
тетраэдр, в котором высоты АМ и 
р’М№’ не имеют общих точек (даже 
еслн в первоначальном тетраэдре вы- 
соты АМ и ОМ пересекались). Зна- 
чит, утверждение, аналогичное тео- 
реме о трех высотах тре гольника, 
для произвольного тетраэдра неверно. 

Задача 3. Существует ли 
выгуклый ограниченный  многогран- 
ник, ортогональная проекция которого 
на любую плоскость является 1979- 
угольником? (От редакцин. Эту 
задачу прислал наш читатель из Но- 
восибнрска А. Кузьминых.) 

Предположим, что такой много- 
гранник существует. Вместо того, 
чтобы проектировать этот многогран- 
ник на всевозможные плоско - 
стн, нам будет удобнее, придавая 
ему всевозможные положения 
в пространстве, проектнровать его 
на фиксированную плоскость &. 

Расположим наш многогранник 
так. чтобы одно нз его ребер — ска- 
жем, А.А. — было перпендикуляр- 
но плоскости я. При проектировании 
его в этом положении вершины А, 
А; перейдут в одну и ту же верши- 
ну Р, некоторого 1979-угольника 
РаРз ... Рлоть- 

Пошевелим многограннник так, 
чтобы ребро А:А, перестало быть 
перпендикулярным плоскости © и вер- 
шины А, и А» спроектировались 
в две разные вершины многоуголь- 
ннка проекцин. Если это шевеление 
сделать достаточно малым, то различ- 
ные вершины Ри, Р, останутся верши- 
нами (не уйдут «внутрь»), прнчем 
различнымн. Таким образом, в новом 


положенин наш многогранник спроек- 
тируется по крайней мере в 1980- 
угольник. Противоречие! 

Следовательно, искомого много- 
гранника не существует. 

На этих простых примерах уже 
видна суть применяемого здесь при- 
ема «малых щшевелений». Свойства гео- 
метрических объектов распадаются на 
два тнпа: устойчивые — сохраняю- 
щнеся при всех (достаточно малых) 
шевелениях фигуры, и неустойчи- 
вые — разрушающиеся при некото- 
ром малом шевеленни. Так, в задаче 1 
свойство «проектироваться на про- 
долженне стороны» устойчиво, а свой- 
ство «находиться на контуре мно- 
гоугольника» неустойчнво. В третьей 
задаче свойство «проекции двух вер- 
шин многогранника различны» устой- 
чиво, в то время как свойство «проек- 
ции двух вершин многогранника сов- 
падают» неустойчиво. Самостоятель- 
но установнте, какне свойства устой- 
чивы и какие неустойчнвы в задаче 2. 

Поэтому, еслн мы ищем фигуру, 
обладающую некоторым — набором 
свойств, то мы сначала добиваемся 
выполнення нужных устойчи - 
вых свойств, а затем подходящим 
малым шевеленнем устраняем ненуж- 
ные нам неустойчивые свой- 
ства. 

Решим теперь более сложную 


задачу: 
Задача 4. Можно ли в пра- 
вильном — тетраздре — просверлить 


сквозное отверстие (не обязательно 
круглое), через которое может пройти 
такой же тетраздр? 

Решим сначала родственную ма- 
тематическую задачу: 


Рис. 2. 


Рие. 3. 


Рис. 4. 


Задача 4а. Можно ли рас- 
‘положить в пространстве два кон- 
груэнтных правильных тетраэдра, 
так, чтобы при ортогональном про- 
ектировании их на некоторую — од- 
ну и ту же — плоскость проекция 
одного тетраздра лежала целиком 
(включая и ее границу) внутри проек- 
ции другого тетраздра? 

Решение. Расположим тет- 
раэдр 7’ так, чтобы его грань А’В’С” 
лежала |5] ПЛОСКОСТИ проекцин [22 
(рис. 4). Второй тетраэдр Т располо- 
жим сначала так, чтобы проекция 
его гранн АВС на плоскость & совпа- 
ла с треугольником А’В’С”. Теперь, 
шевеля тетраэдр Т, попытаемся до- 
стнчь того, чтобы его проекция на 
плоскость @& оказалась целиком 
внутри треугольника А’В’С’. 
Прежде всего повернем тетраэдр Г 
так, чтобы внутри треугольника 
А’В’С’ оказалась проекция вершины 
С. Это можно сделать, например, так: 
повернем тетраэдр Т вокруг ребра АВ 
до положення, в котором ребро СО 
станет перпендикулярным плоскости 
@. При этом проекцией тетраэдра Г 
окажется равнобедренный треуголь- 
ник А,В.С., причем | А,В, | =| А’В' | 
(рис. 5). 

Пошевелим теперь тетраэдр Т 
так, чтобы проекция ребра АВ ока- 
залась короче отрезка А’В’. Для это- 
го отметим середины Ё и К ребер АВ 
н СР н новернем тетраэдр Т на малый 
угол вокруг прямой РК. После такого 
щевелення проекцией тетраэдра Т 
на плоскость & окажется трапеция 
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Рис. 5. 


А,В.С.О. (рис. 6). Если угол пово- 
рота лостаточно мал, то эта трапеция 
будет расположена в треугольнике 
А’В’С”, причем сторона А.В», будет 
лежать на границе этого треуголь- 
ника, 

Чтобы трапеция оказалась цели- 
ком внутри треугольника 
А’В"С', достаточно теперь подверг- 
нуть тетраэдр еще одному шевелению, 
в именно, сдвинуть тетраэдр на ма- 
лый вектор, коллинеарный вектору 


РК (рис. 7). 

Мы внлим, что тетраэдры Ти Т”’ 
можно расположить в пространстве 
таким образом, чтобы проекция тетра- 
эдра Т на плоскость «@ оказалась 
лежащей целиком внутри проекции 
тетраэдра Т’ на ту же плоскость. 
Задача 4а решена. 

Значит, возможно я тетраэдре 7” 
просверлить отверстие, через которое 
пройдет тетраэдр Т (просверливать 
отверстне в Т' следует перпендику- 
лярно плоскости А’В”С’, причем так, 
чтобы проекцией отверстия на пло- 
скость А’В’С’ оказалась какая-либо 
фигура, содержащая внутри себя тра- 
пецию 4А,8,С.,0, н лежащая внутрн 
треугольника А’В’С’. 

Идею малых шевелений полезно 
привлечь и тогда, когда в каком-то 
множестве фигур требуется выбрать 
(построить, найти) ту, которая в том 
нли ином смысле является «наилуч- 
шей» (например, имеет нанменьший 
периметр, наибольшую пло- 
щадь ни т. п.). В таких задачах основ- 


Рис. 6. 


ная трудность состоит в том, чтобы 
сначала угадать правильный ответ; 
для этого и может оказаться полез- 
ным метод малых шевелений: возьмем 
сначала какую-то фнгуру из данного 
множества и попробуем малым шеве- 
лением се улучшить. Если это не 
удается, то правдоподобно, что взятая 
фигура является искомой (за этим, 
разумеется, должно последовать стро- 
гое доказательство). 

Задача 5. Внутри угла С. 
меньшего, чем развернутый, дана точ- 
ка Р. Укажите способ построения 
прямой. проходящей через точку Р 
и отсекающей от угла С треугольник 
наименьшего периметра. 

Поиск решения. Прове- 
дем через точку Р произвольную пря- 
мую А’В’ (рис. 8), и нусть Г — «вне- 
вписанная» окружность для АА’СВ’, 
касающаяся стороны А’В’ н яродол- 
жений сторон СА’и СВ’. Представим 
себе сначала, что окружность Г рас- 
положена «далеко» от точки С. Пери- 
метр 2р треугольника А’СВ’ равен 
др = АС СВ 1 + 14" |=. 
=1А'С|-+ СВ’ + А’! + ВТ |= 

= АСТ СВТ + АМ + 

+ 18° М1 = ©М1 + СМ|. 
Будем приближать касательную ок- 
ружность Г к вершнне С, уменьшая 
ее раднус. При этом будут умень- 
шаться отрезки СМ, СМ, а значит, 
н периметр 2р = |СМ| -+ СМ | тре- 
угольника А’СВ’. Если точка Р рас- 
положена вне окружности Г, 
то мы можем пошевелнть эту 


Рис. 7. 


окружность так, чтобы ее центр не- 
много приблизился к вершине С, 
но чтобы точка Р еще по-прежнему 


оставалась вне окружности Г; 
при этом периметр треугольника 
А’СВ’ уменышится. 


Такая возможность — получения 
наряду с данным треугольником дру- 
гого треугольника с меньшим пери- 
метром — исчезнет, как только точ- 
ка Р окажется не вне окружности 
Г.а на этой окружности. Поэтому 
правдоподобно, что треугольник ми- 
нимального периметра получится то- 
гда, когда прямая А’В’ будет касать- 
ся окружности, проходящей через 
точку Р и касающейся сторон угла С 

Решенне. Построим какую- 
либо окружность Г’, вписанную в 
угол С; пусть О’ — ее центр. Далее, 
обозначим через Р’ первую (считая 
от С) точку пересечения луча СР 
с построенной окружностью. При го- 
мотетии с центром С и коэффициентом 


| СРЕГ точка Р’ перейдет в точ- 
ку Р. и потому окружность Г” перей- 
дет в окружность %ф. вписаиную в 
угол С и нроходящую через точку Р. 
(Заметим, что окружность, обладаю- 
щая этими свойствами, единст- 
венна; это также вытекает из сооб- 
дажений гомотетии.) Через АВ обо- 
значим касательную к окружности %, 
проведенную через точку Р (точки А 
и В лежат на сторонах угла). 
Докажем, что треугольник 
АВС — искомый. В самом деле, если 
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[А*В*] — какой-либо (отличный 
от [АВ]) отрезок с концами на сто- 
ронах угла, проходящий через точ- 
ку Р’ (рис. 9), то прямая А*В* не яв- 
ляется касательной к окружностн уф, 
т. е. пересекает ее в двух точках Р 
и 09. Следовательно, вневписанная 
окружность Г* треугольника А*В*С 
получается из ‘у гомотетией с козф- 
фициентом, большим единицы. 
Но тогда ясно, что С М* | + |С№]| > 
> ЮМ| + СМ] (рис. 9), т. е. пе- 
риметр треугольника А*В*С боль- 
ше периметра треугольника АВС. 

Идея малых ‹ шевелений может 
оказаться полезной не только в гео- 
метрических задачах. Для примера 
рассмотрим следующую ‹ задачу 
(«Квант», 1974, № 1, стр. 73): 

Задача 6. Три друга — 
Алик, Боря и Вася — рассказали, 
что они будто бы однажды сыграли 
некоторое число партий в шахматы, 
причем каждый с каждым сыграл 
одинаковое число партий. Потом, ко- 
гда стали решать, кто лучше сыграл 
н должен считаться победителем, 
Алик сказал своим товарищам: «У ме- 
ня меньше, чем у каждого из вас, 
проигрышей». Боря сообщил: «А цу ме- 
ня больше, чем у каждого из вас, вы- 
игрышей», а Вася заметил: «Я набрал 
больше всего очков» (выигрыш — ! оч- 
ко, ничья —1/. очка, проигрыши — 
0). Мог ли в действительности быть 
турнир с такими результатами? Ес- 
ли нет, то докажите; если да. то 
приведите пример. 

Решенне. Попытаемся скон- 
струнровать турнир, который удов- 
летворял бы поставленным трем усло- 
виям: 

1. Алик должен иметь меньше 
всего проигрышей. 


Рнс. 9. 


Н. Боря должен иметь болыше 
всего выигрышей. 

ИТ. Вася должен набрать боль- 
ше всего очков, 

Будем его составлять из отдель- 
ных туров (в туре три партии — 
каждый игрок играет с каждым дру- 
гим одну партию). Например, может 
быть такой тур: Алик сыграл с двумя 
другимн игроками вничью, а Боря 
выиграл у Васи. Или такой тур: 
Алик сыграл с двумя другими игро- 
ками вничью, а Вася вынграл у Бори. 
Пару таких туров назовем двойным 
туром типа А («типа Алнка»). В тур- 
нире, который состонт только из од- 
ного такого двойного тура, выполняет- 
ся, очевидно, Условие [: у Алика 
меньше, чем у остальных, пронгры- 
шей (нуль пронгрышей); при этом 
каждый игрок набрал по 2 очка. 
Турнир, составленный из любого 
числа таких двойных туров тнпа 
А, будет обладать свойством [. 

Пусть турнир составлен из боль- 
шого числа двойных туров типа А — 
скажем. нз 100 таких туров. В нем 
каждый набрал по 200 очков, причем 
у Алика меньше всего пронгрышей — 
нуль проигрышей (но и яуль выигры- 
шей), а Боря и Вася имеют по 100 вы- 
игрышей н по 100 проигрышей. 

Теперь немного пошевелим тур- 
чир. А именно, пусть сыграно еще 
неболышое число туров (не обязатель- 
но «типа А»); тогда Алик будет нметь 
по-прежнему меныше пронгрышей, 
чем Боря и чем Вася (нначе говоря, 
прн малых шевеленнях турнира свой- 
ство | устойчиво»). Подберем это 
шевеление так, чтобы. выполнялось 
еще условие 11. Для этой целн снача- 
ла вообразим себе двойной тур ти- 
па В («тнпа Васн»): в нем каждый 


игрок с каждым из остальных сыграл 
по две партии, причем Вася сделал 
4 ничьих, а Алик и Боря имеют по од- 
ному выигрышу ни но одному проиг- 
рышу; каждый из трех игроков на- 
брал по 2 очка. Если (после указан- 
ных 100 двойных туров типа А) 
были сыграны, скажем, 10 двойных 
туров типа В, то в результате такого 
небольшого «шевеления турнира» 
Алик будет иметь 10 проигрышей, 
Боря — 110 проигрышей, а Вася — 
100 проигрышей, т. е. свойство Г со- 
храняется. В то же время Боря будет 
иметь 110 выигрышей — больше, чем 
Алик (10 выигрышей) и чем Вася 
(100 выигрышей). Значит, условие П 
тоже выполняется. Кроме того, в ито- 
ге каждый набрал по 220 очков (так 
что условие ИТ пока не выполнено). 

К вновь полученному турниру 
применим еще одно малое шевеле- 
ние в виде какого-либо одного допол- 
нительного тура; независимо от его 
исхода условия Ги П останутся вы- 
полненными (эти условия устойчи- 
вые). Подберем этот дополнительный 
тур так, чтобы Вася набрал в нем 
больше очков, чем каждый из осталь- 
ных игроков (например, Вася наби- 
рает в нем 2 очка, выигрывая у Алика 
и Бори, а Алик и Боря делают между 
собой ничью). Таким образом, мы 
сконструировали турнир, в котором 
все три условия Т, И, ИТ выполнены, 
т. е. турнир, о котором говорится 
в условии задачи, возможен. 


Упражнения 


1 В четырехугольвике АВСО диагоиалн 
перпендикулярны и конгруэнтиы н. кроме 
того, | АВ |= | СБ | Обязательно лв 
этот четырехугольннк — квадрат? 

2. В выпуклом пятиугольнике все сто- 


$3 В выпуклом пятиугольнике все ди а!о- 
нали конгруэнтиы Обязательно ли этот пя- 
тиугольник правильный? 

4 В выпуклом щестиугольннке противо- 
положиные стороны попарно параллельны. п 
днагонали, соединяющие противоположные 
вершины. конгруэнтны Обязательво ли этот 
шестнугольвнк правильный? 

$5 Около окружности описан четырех- 
угольник, днагонали которого конгруэнтны 
Обязательно лв этот четырехугольник — 
трапеция? (Указание. Начните с квад- 
рата!} 

В На плоскости давы 27 точек 
А,, .., Ал. В,, ‚ Ви Докажнте, что ма- 
лым шевеленнем этнх точек можно добиться 
того, чтобы никакне два из отрезков 
А1В,. ‚ АпВл не были параллельны и ви- 
какие трн ие пересекались в одвой точке 

7. В пространстве даны п точек А1. 

‚ Ап Докажите, что малым шевелением 
этих точек можно добиться того. чтобы для 
каждых четырех различных индексов 1, |. 
А, [ точки А,, А}, Ав, А; не лежалн в 
одной плоскости. 

8*) Дан выпуклый п-угольник М До- 
кажите, что шевеленнем м — 5 вершин этого 
миогоугольвнка можно добиться того, чтобы 
никакие три днагонали не пересекались в 
одной точке 

9. Даи многочлен 

хп ах "1 +8. _ 1х3 в. 

Докажите, что малым «шевелением» сво- 
бодвого члена а» можно добиться того. 
чтобы многочлен не нмел кратных корней 
(Указание Число хо тогда и только 
тогда является кратным корнем миогочлена, 
когда оно одновременно является корнем 
этого мвогочлена и его производной ) 

10. Внутри угла С, меньшего, чем раз- 
вернутый, дайиа точка Р О: прямую, 
проходящую через точку и отсекаю- 
щую от угла С треугольник наименьшей пло- 
щади 

И! Если четырехугольвнк выпуклый, то 
сумма длин днагоналей больше его полупе- 
рнметра Прнведите контрпрнмер, показы- 
вающнй, что обратная теорема неверна. 


роны конгруэнтны. Обязательно ли этот пя- *) См. также задачу М533 («Квант», 
тиугольинк правнльный? 1978, № ||). 

ной механики 495 с 8 Штерн М И * Кос: 

Советуем р 95 к мос — Земле 182с 73к 

4 Муратов М В * Про- Э Яздовский В И Их- 

купить! нсхождение матери- кусственная биосфе- 


1 Барабой В А н Ки- 


ричинский Б Р* Ядпер 
ные излучення н 
жизнь 232 с 77 к 


2 Белоусов А С* 
Счетчики элементар- 
ных частниц 156 с 47 к 

3 Ндельсок Н И Этю- 
ды по истории небес- 


ков и океанических 
впадии 176 с 1 р к 
5 Летрушов А Чело- 


век н Земля* 224 с 
72 к 

6 Физика на рубеже 
ХУН-—ХУНТ вв * Сборинк 


статей 248 с 85 к 

7 Черкасов Н И и 
Шварев В В Грунт Лу- 
ны 140с 57к 


а 322 с 72 к 

аказы иа книги направлять 
по адресу 
117192 Москва, Мичуривский 
проспект, 12. магазнн № 3 


«Книга — почтой» «Академ 
книга» 
*, Книги. отмеченные 


«звездочкой». имеются в ог- 
раннченном количестве 


----- 
— 


И. Белкин 


() Ньютоновских 
законах движения. 
Сила 


Слово «сила» в обычной речи имеет 
много значений и допускает множе- 
ство толкований. Говорят о покупа- 
тельной силе денег и о силе привыч- 
ки, о силе воли и о силе обществен- 
ного мнения, о моральной силе и 
даже... о нечистой силе. В этих при- 
мерах и во множестве других слово 
«сила» не имеет вполне ясного и одно- 
значного объяснения. Во всяком слу- 
чае, это слово имеет в них совершенно 
различный смысл. 

Но в механике сила определяется 
совершенно строго и однозначно. Как 
говорил Ф. Энгельс, в механике 
«...действительно знают, что означает 
слово сила». В этой статье и пойдет 
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речь о силе как механическом поня- 
тии и механической величине. 


Взаимодействия ин силы 


В первой нашей статье о законах дви- 
жения («Квант», 1979, № 2) уже упо- 
миналось, что сила — это влияние 
одного тела на другое. Но мы видели, 
что влияние тел всегда взаимиое — 
тела всегда взаимодействуют, то есть 
влияют друг на друга, и сообщают 
друг другу ускорения. Значит, прн 
взаимодействии лвух тел к каждому 
из них приложена сила. Сила, при- 
ложенная к телу, — причина его уско- 
рения. Ньютон так и определяет силу: 
«Приложенная сила есть действие, 
производимое над телом, чтобы изме- 
нить его состояние покоя или равно- 
мерного прямолинейного движения». 
В этом и состоит смысл понятия силы 
в механике. Но пока это только по- 
нятие. Нас же интересует сила как 
физическая величина, которую мож- 
но измерить, выразить числом. 
Слова «влияние одного тела на 
другое» солержат нечто неясное, не- 


определенное. Что значит влияние? 
Как оно происходит? Тело падает 
вниз с ускорением, потому что на не- 
го влияет Земля. Дверь, снабженная 
пружиной, движется с ускорением, 
потому что на нее влняет пружина. 
Кусок железа движется с ускорением 
под влиянием магнита. Но разве по- 
хожи одно на другое эти влияния? 
Ясно, что они совершенно различны 
по своей природе. Во времена Ньюто- 
на о природе всех этих влияний ни- 
чего не было известно. Но в механике 
этого, оказывается, можно и не знать. 
Важно только, что влияние на тело 
состоит в том, что телу сообщается 
ускорение. А это значит, что совер- 
шенно различные ло своей природе 
влияния (силы) можно сравнивать 
между собой, если мы сумеем их вы- 
разить числами. А для этого необ- 
ходимо установить, как связаны силы 
с сообщаемыми ими ускорениями. 


Второй закон Ньютона 


Эту связь и установил Ньютон из ана- 
лиза опытных данных. Он сформули- 
ровал ее в виде второго закона движе- 
ния (второй закон Ньютона). 

В изложении самого Ньютона этот 
закон гласит: «Изменение движения 
пропорционально приложенной двн- 
жущей силе и имеет то направление, 
в котором эта сила действует». 

В этой формулировке заключена 
основная идея механики: сила вызы- 
вает изменение движения, а не само 
движение, как думали до Ньютона 
(н как думают и теперь люди, не изу- 
чавшие механику). Однако слова «из- 
менение движения» несколько зага- 
дочны: ведь движение — это процесс, 
а не величина; пропорциональными 
же друг другу могут быть только ве- 
личнны. Неясно также, откуда Нью- 
тон узнал, что существует именно 
такой закон — закон пропорциональ- 
ности между силой н изменением дви- 
жения. Разумеется, закон этот уста- 
новлен на основании опыта или опы- 
тов. Но каких? Ньютон об этом не 
сообщает. Он просто «велит» телам 
вести себя так, а не иначе. 

Мы можем теперь считать, что 
слова «изменение движения» означают 
ускорение, поскольку ускорение 
представляет собой быстроту изме- 


нения скорости движения тела, если 
масса его постоянна *). Что касается 
опыта, из которого может быть уста- 
новлена связь между ускорением ин 
силой, то он должен состоять в том, 
чтобы различные тела (различные по 
массе) подвергались действию одной 
и той же силы; при этом надо изме- 
рять ускорения, которые получают 
эти тела. Та величина, которая в этих 
измерениях окажется одной и той же 
для всех тел, и будет служить мерой 
силы, приложенной к этим телам. 

В нрироде существует одна-един- 
ственная сила, которая не зависит 
от того, к какому телу она приложе- 
на. Это — упругая сила деформнро- 
ванного тела, например пружнны. 
Эта сила называется силой упругости. 
Особенность силы упругости состоит 
в том, что она зависит только от того, 
насколько деформировано тело. Так, 
сила упругости пружины зависит 
только от ее растяжения (или сжатия) 
10 сравнению с исходной длиной (во 
времена Ньютона этот факт был уже 
известен). Поэтому, если поддержи- 
вать растяжение пружины постоян- 
ным (фиксированным), то она дей- 
ствует на любое прикрепленное к ней 
тело с одной и той же силой незави- 
симо от того, какова масса этого тела 
(конечно, необходимо, чтобы масса 
самой пружины была пренебрежимо 
мала по сравнению с массой прикреп- 
ленного к ней тела). 

Итак, опыт, который позволил бы 
установить связь между ускорением 
и силой, может быть проведен только 
с использованием пружины. Такой 
опыт описан в учебнике «Физика 8» 
(с. 85). Оказывается, пружина, сжа- 
тая (или растянутая) на фиксирован- 
ную длину, сообщает прнкрепленным 
к ней телам ускорения, направления 
которых всегда совпадают с направле- 
нием действующей на тела силы уп- 
ругости, а абсолютные значения раз- 
личны для тел с разными массами. 


*} В современных книгах обычно пншут, 
как бы «исправляя» Ньютона. вместо «изме- 
нение движения» — «изменение количества 
движения». Под количеством движения при 
этом понимают произведение массы тела на 
его скорость (телерь эту величину чаще на- 
зывают импульсом). Нетрудно понять, что 
такое толкование слов Ньютона не противо- 
речит принятому намн. 
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Но для всех тел остается одной и 
той же величина произведения мас- 


сы т тела на его ускорение а, то есть 
> 
величина та. Отсюда следует, что 
> 
сила Р определяется уравнением 


Е = та. 

Второй закон Ньютона так теперь 
и формулируется: сила, действующая 
на тело, равна произведению массы 
тела на сообщаемое этой силой уско- 
рение. 

Ясно, что. зта формулировка впол- 
не соответствует ньютоновской, по- 
скольку из нее следует, что ускорение 
(«изменение движения» по Ньютону) 
пропорционально силе: 

Е 


> 
а = — 


т 


Итак, сила, о которой говорилось 
только, что она представляет собой 
меру влияния одного тела на другое, 
стала теперь физической величиной, 
которая может быть выражена чис- 
лом. Для нее можно установить еди- 
иицу измерения. За единицу силы 
естественно принять силу, которая 
сообщает телу с массой, равной еди- 
нице (1 кг), ускоренне, равное еди- 
нице (1 м/с?). Справедливо, что этой 
единице присвоено название «ньютон» 
{Н) в честь творца классической ме- 
ханики. 


- 


Р =та — универсальный закон 


Мы уже упоминали, что влияния 
одних тел на другие могут быть раз- 
личной природы. Иными словами, 
различна природа сил взаимодейст- 
вия. Между тем ко второму закону 


Ньютона Р = та нас привели опыты 
с силами упругости. Быть может, 
только для этих сил и справедлив 
закон Ньютона? 

Оказывается, нет. Второй закон 
Ньютона — фундаментальный закон, 
он справедлив для любых сил я для 
всех тел. Им пользуются при изуче- 
нии движения снарядов и молекул, 
ветра и звезд, морских волн и дета- 
лей механизмов. 

Когда к закрепленной одним кон- 
цом вертикально расположенной пру- 


#2 


жине прикреплен груз и груз этот 
находится в покое, это значит, что 
ускорения, сообщаемые грузу пружи- 
ной и Землей, равны по величине ни 
противоположны по направлению. 
Сколь ни различны два тела — Зем- 
ля и растянутая пружина, действую- 
щие на покоящийся груз, сколь ин 
различна природа этих действий, в ол- 
ном они похожи — они, действуя по 
отдельности, сообщили бы этому тру- 
зу одинаковые по численному значе- 


нию ускорения (равные |2|). Они, 
Так сказать, взаимозаменяемы. 

Конечно, для физики вопрос о 
природе различных взаимодействий 
и сил — очень важный вопрос. Но им 
занимается не механика, а другие 
разделы физики. Для механики важ- 
но, что всякая сила, приложенная 
к телу, равна произведению массы 
тела на сообщаемое этой силой уско- 
рение. 


Е=та — уравненне движения 


Второй закон Ньютона — самый важ- 
ный закон механики, потому что 
именно он позволяет решить любую 
задачу о движении тел. Дело в том, 


что ускорение а, входящее в уравне- 
ние второго закона, представляет со» 
бой быстроту изменения (по модулю 
и по направлению) скорости тела со 
временем: 


Нужно помнить, что за этим век- 
торным уравнением стоят три уравне- 
ния для проекций ускотения на оси 
координат: 


&и _ Аи Аи, 
та а та 


гле Аи, Аи,, Аи, — изменения про- 
екций скорости, А! — промежуток 
времени, за который произошли из- 
менения. 

В свою очередь проекция скоро- 
ст — это быстрота изменения коор- 
динат тела со временем: 


Ах _ Ау _ 42 
АЕ" АЕ * 


Ре АЕ. ЕО 
Значит, за величиной ускорения во 
втором законе Ньютона в действи- 
тельности в сложном виде «скрывает- 
ся» изменение координат со Временем: 
быстрота изменения быстроты изме- 
нения координат (на языке выс- 
шей математики это  причудливое 
словосочетание выражается проще: 
вторая производная коордннат по 
времени). 


- 


Решив уравнение ЕЁ = та, мы по- 
лучим выражение, показывающее, 
как координаты движущегося тела 
изменяются с течением времени. Сле- 
довательно, можем ‘узнать положе- 
ние движущегося тела в любой мо- 
мент времени. А это и есть главная 
задача механики. Для этого и суще- 
ствует эта наука. Вот почему уравне- 
ние, выражающее второй закон Нью- 
тона, называется уравнением движе- 
ния. 

Чтобы составить это уравнение 
и решить его, нужно знать силу, 
действующую на тело. Кроме того, 
нужно еще знать так называемые 
начальные условия — координаты 
тела и его скорость в некоторый на- 
чальный момент времени. Наоборот, 
если закон движения тела известен 
из опыта, уравнение движения (вто- 
рой закон Ньютона) позволяет найти 
силу, приложенную к телу. Если, на- 
пример, координата х тела изменяет- 
ся со временем по закону х == жь -- 
-- и.!, то есть тело движется вдоль 
оси х с постоянной скоростью и, 
то, согласно второму закону Ньюто- 
на, сила, действующая на тело (вдоль 
оси х), равна нулю. Если координата 


х изменяется со временем по формуле 
а, 

о * 
тело движется по оси х с постоянным 
ускорением а... По второму закону 
это означает. что к телу приложена 


Хх =Хь -= 91 -- 


постоянная сила ЁЕ,, направленная 
вдоль оси х и равная по модулю 
та,. 


Что значит «знать силу»? 


Знать движение -— это значит знать, 
как координаты тела зависят от вре- 
мени. Это ясно из только что приве- 
денных примеров. Но что значит 
«знать силу»? 

Чтобы ответить на этот вопрос, 
вспомним, что сила — всегда резуль- 
тат взаимодействия. Если на тело 
действует сила, то существует какое- 
то другое тело, от которого она «ис- 
ходит». И сила зависит от взаимного 
расположения — взаимодействующих 
тел, от расстояния между ними. Это 
следует уже из того, что тела, беско- 
нечно удаленные друг от друга, вовсе 
не взаимодействуют. Но при движе- 
нии расстояние между взаимодейст- 
вующими телами может изменяться. 
Поэтому могут изменяться и силы 
взаимодействия между этими телами. 
Значит, сила, приложенная к данному 
телу. зависит от положения движуще- 
гося тела относительно того тела, 
которое на него действует. Может 
она зависеть и от скорости движения 
тела относительно того тела, которое 
эту силу «создает». 

Знать силу — это значит знать, 
как сила зависит от координат и ско- 
ростей лвижущихся тел. И если вид 
этой зависимости известен, то соот- 
ветствующее выражение и нужно под- 


ставить вместо Ё в формулу Е = та. 

А как узнать эту зависимость? 
Здесь, как всегда, нужно обратиться 
к опыту. 

Для сил, изучаемых в механике, 
зависимости от координат и скоростей 
известны давно. 

В 1678 году Роберт Гук (1635— 
1703) опытным путем установил, что 
сила упругости пружины пропор- 
циональна ее уллинению. «Каково 
растяжение. такова сила» — такой 
короткой фразой объявил Гук об от- 
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крытом им законе. Теперь этот закон 
носит его имя. Выражают его фор- 
мулой 


Е = —. 


Здесь А — коэффициент пропорцио- 
нальностн, характерный для каждой 
пружнны: х — удлинение пружины, 
то есть разность длин деформирован- 
ной и недеформированной пружины. 
Если вести отсчет координаты свобод- 
ного конца пружины от положения 
этого конца при недеформированной 
нружине, то х -—— это координата кон- 
ца пружнны. Следовательно, формула 
Е = —Ех как раз н показывает, как 
сила упругости зависит от коорди- 
наты. 

Для другой важной механической 
силы — силы всемирного  тяготе- 
ния — вид зависимости от координат 
был установлен самнм Ньютоном. Си- 
ла эта определяется формулой 


Здесь г — расстояние между взанмо- 
действующими теламн, т, и т. — 
массы этих тел, ф — коэффициент 
пропорциональвости. Расстояние ги 
опредезяет координаты одного тела 
относительно другого. В земных Ус- 
ловиях проявлением силы всемирного 
тяготения является сила тяжести, 


равная по молулю ше], гле т — 


масса тела, с —— ускорение свободного 
падения. В это выражение коорли- 
наты тела как будто не входят. Одна- 
ко нужно иметь в виду, что значение 


«| зависит от расстояния до тела 
от центра Земли, то есть от его коор- 
динат отновительно этого пентра. Так 
что и сила тяжести зависит от коор- 
динат. (Только вблизи поверхности 


Землн ускорение Ш! можно при- 
ближенно, хотя и с большой точно- 
стью, считать постоянным.) 

Несколько позже, уже в ХУШ ве- 
ке, была изучена и третья механиче- 
ская сила — сила трения. Это един- 
ственная из механических сил, ко- 
торая зависит не от координат тела, 
к которому она приложена, я от от- 
носительной скорости тела и направ- 
лена против скорости. 


Две из трех механических снл -- 
снла упругости и сила трения — 
имеют, как выяснилось, электромаг- 
нитную природу. Природа электро- 
магнитных сил, законы, которым они 
подчиняются; стали известны около 
ста лет назад. Природа третьей меха- 
нической силы — силы всемирного 
тяготения — была объяснена всего 
шестьдесят лёт назад. А законами 
механикн пользуются уже триста лет. 
Это связано с тем. что для механики 
природа сил несущественна. Важно 
лишь знать, как зависят силы от 
координат и от скоростей. 


Силы складываются 


Итак, опыт показывает, что механиче- 
ские силы зависят от координат и ско- 
ростей движущихся тел. И опыт же 
показывает, что ни от чего другого 
они не зависят. В частности, сила, 
приложенная к телу, не зависит от то- 
го, действует ли она на тело «в одино- 
честве» или вместе с другими силами. 
Силы, приложенные к телу, не «ме- 
щают» друг другу сообщать ему уско- 
рение. Конечно, о теле, к которому 
приложено несколько сил, нельзя 
сказать, что у него и ускорений не- 
сколько. У него одно ускорение, рав- 
ное векторной сумме тех ускорений, 
которые сообщила бы ему каждая 
из сил, будь она единственной. Мож- 
но поэтому сказать, что и сила на тело 
действует одна, но она равна вектор- 
ной сумме всех приложенных к телу 


сил. И когда к телу приложено сразу 
тА 


ЕРВУЛЬБО сил, в уравнении Ре 


под Е нужно поннмать векторную 
сумму всех приложенных сил. Ее на- 
зывают равнодействующей силой. 


Третий закон Ньютона 


О третьем законе Ньютона нам остает- 
ся сказать очень ‘мало. Не потому, 
что закон маловажный, не заслужи- 
вающий серьезных пояснений. Наобо- 
рот, в нем содержнтся самая главная 
идея механики. А потому, что об этом 
законе у нас уже была речь и мы им 
уже пользовались. 

В том законе движения, который 
в книге Ныютона значится под 
третьим номером и который сохра- 
няет этот традиционный номер во 
всех книгах по механике от Ньютона 
до наших дней, говорится о том, что 
силы возникают при взаимодействии 
тел, что силы, действующие на каж- 
дого из участников взаимодействня, 
одинаковы по модулю и противопо- 
ложны по направлению. Об этом мы 
уже говорили в предыдущей нашей 
статье. Там указывалось, что при 
взаимодействии двух тел каждое из 
них получает ускорение: эти ускоре- 
ния направлены в противоположные 
стороны и отношение модулей уско- 
рений равно обратному соотношению 
масс взаимодействующих тел. Все 
это может быть выражено формулой 


> — 


та, = — т.а.. 


Теперь мы знаем, что произведе- 
ние массы тела на его ускорение рав- 
но силе, приложенной к телу. Так что 


тат н та, — это силы Е. и Е» 
действующие на первое и второе тела, 
и мы можем написать 


> - 
Е =—Ё.. 

В этом и состоит третий закон 
Ньютона: два тела взаимодействуют 
друг с другом силами, равными по 
величине и противоположно направ- 
ленными. 

Сам Ньютон выразил третий закон 
движения такими словами: «Действие 
всегда равно противодействию, или 
действия тел друг на друга всегда 
равны ин противоположны по направ- 
лению». Ньютон пользуется здесь сло- 
вами «действие» и «противодействие», 
но второй фразой своей формулиров- 
ки он поясняет, что между действием 
и противодействием никакой разни- 
цы нет. И то, и другое — сила, Доба- 
вим к этому, что и по природе своей 
силы, с которыми тела действуют друг 
на друга при взаимодействии, одина- 
ковы. На силу упругости тело «отве- 
чает» силой упругости, на силу тре- 
ния — силой трения и т. п. 


Таковы законы движения, откры- 
тые триста лет назад Исааком Ньюто- 
ном. Именно открытые, открытые в 
природе, а не придуманные. Истек- 
шие столетия показали, что для тех 
движений, которые имел в виду Нью- 
тон, эти законы справедливы, они 
нензменно подтверждаются опытом. 

Имел же в виду Ньютон те движе- 
ния, которые он, его современники 
н предшественники могли наблюдать 
н изучать. Это — обычные в окру- 
жающем нас мире движения тел — 
полет брошеного камня н течение рек, 
движения маятников и кораблей, пла- 
нет и ветров. 

Одно из «правил рассуждения», 
которые Ньютон приводит в своей 
книге, гласит: «Такне свойства тел, 
которые... оказываются присущими 
всем телам, над которыми можно про- 
изводить опыты, должны рассматри- 
ваться как свойства всех тел вообще». 
На этом основании считалось, что 
законы движения Ньютона справед- 


$$ 


ливы для всех движений всех без 
исключения тел. Для движений бы- 
стрых н медленных, для тел больших 
н малых. 

И только в начале ХХ века вы- 
яснилось, что это не так. Механика 
Ньютона оказывается неверной, во- 
первых, тогда, когда тела движутся 
со скоростями, близкими к скорости 
света. Это было установлено теорией 
относительности А. Эйнштейна в 
1905 году. Связано это с тем, что 
взаимодействие между телами пере- 
дается не мгновенно, как считалось 
раныше, а с определенной конечной 
скоростью. Эта скорость как раз и 
равна скорости света. Неудивитель- 
но, что когда скорость движения тела 
близка к скорости передачи взаимо- 
действия, законы механики становят- 
ся иными. Но и в механике теории 
относительности (в релятивистской 
механике) мы нмеем дело со знако- 
мыми понятиями и величинами — 
расстояниями н временем, скоростями 
и ускорениями, массами и силами. 
Но соотношения между ними совсем 
другие. В эти новые формулы всегда 


ый 
входит отношение —= скорост и тела о 


к скоростн света с. Когда это отноше- 
ние малб и его можно считать равным 
нулю, формулы сразу превращаются 
в формулы механики Ныютона. По- 
этому появление теории относитель- 
ности не привело ни к отказу от этой 
механики, ни к ее пересмотру. 

Во-вторых, механика Ньютона со- 
вершенно неприменима к движениям 
очень Малых частиц, из которых об- 
разованы атомы и молекулы. Здесь 
явления описываются новой теорней, 
появившейся в физике пятьдесят лет 
назад. .В этой теории даже привычные 
механические понятия, такие, как 
траектория, скорость, ускорение, си- 
ла, теряют свой обычный «механиче- 
ский» смысл. Самое понятие движения 
здесь отличается от привычного. Но и 
появление этой новой теории (ее на- 
зывают квантовой механикой) ни- 
сколько не повлияло на механику 
Ньютона, которая остается незыбле- 
мой для тех движений, для которых 
она была создана. 
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В «Кванте» № 9 за 1975 год 
под заглавием «Когда катет 
длиннее гипотенузы» была 
опубликована беседа с экс- 
чемпноном мнра Мнханлом 
Талем. Мы тогда ме подо- 
зревалн, что в редакцию 
придет следующее лисьмо.. 

Докажем, что в любом 
прямоугольном треугольнике 
гнпотенуза конгруэнтна ка- 


тету. 

Пусть [88,] — бис- 
сектриса угла В ‘прямоуголь- 
ного треугольннка АВС (см. 
рисунок), О — середина ка- 
тета АС, О — точка пере- 
сечения перпендикуляра к 
[АС] в точке Р г (ВВ,), 
[ОЕ] и [02] — перпен- 
дикуляры, опущенные из 
точки О на прямые АВ и 
ВС соответственно. Легко по- 
казать, что ^ ВОЕ = ДВОР. 


ткуда 
|ВЕ| = |ВЕ|. (1) 

Далее, из равенства 
ОА = 10С1 


следует, что 
АОЕА = ДОСЕ, 


уда 
[АЕ] = [66][. (2) 
Из равенства (1) и (2) полу- 
чаем, что |АВ| = и 
Где здесь ошибка 
С. Сефибеков 


отк 


Лаборатория «Кезнта» 


О. Кобардин, И. Шефер 


Самодельные 
дифракционные 
решетки 


Впервые дифракционные решетки для 
изучения спектров использовал в 
1821 году немецкий физик Фраунго- 
фер. Его решетки, изготовленные пу- 
тем наматывания тончайшей прово- 
локи на два параллельных винта, 
содержали всего лишь несколько де- 
сятков проволочек на одном милли- 
метре длины решетки. (Заметим, что 
хорошие современные решетки, пред- 
ставляющие собой прозрачные пла- 
стинки с нанесенными на них непро- 
зрачнымн штрихами, имеют до не- 
скольких тысяч штрихов на | мм.) 
Попробуйте и вы изготовить про- 
стую дифракционную решетку. В до- 
машних условиях это можно сделать, 
например, фотографическим способом. 
Для этого нужно на листе ватмана 
плакатным пером начертить тушью 
систему параллельных полос одина- 
ковой ширины. Расстояние между 
полосами можно выбрать равным их 
ширине. После фотографирования н 
проявления на негативе получится 
система светлых и темных полос, 
то есть чередование прозрачных и не- 
прозрачных для света промежутков. 
Укрепив получениый негатив в рамке 
для диапозитивов, работу по изготов- 
лению дифракционной решетки мож- 
но считать законченной. 
Фотографирование лучше прово- 
дить при хорошем солнечном освеще- 
нии или с подсветкой лампой днев- 
ного света. 
С одного шаблона можно получить 
дифракционные решетки с разлнч- 
ными периодами, если фотографиро- 
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вать его с различных расстояний. 
Пусть, например, ширина А светлых 
полос и ширина В темных полос на 
шаблоне одна и та же и равна 3 мм; 
мы хотим получить решетку с по- 
стоянной 4 =а + $ = 0,05 мм (а = 
— ф == 0,025 мм), фокусное расстоя- 
ние объектива фотоаппарата Ё = 
— 50 мм. Тогда расстояние $ до шаб- 
лона можно найти из выражения 


5 А 


Е 


—а 
откуда 
аб: 
а 


Полученная после проявления решет- 
ка будет содержать на одном милли- 
метре 


ое 
а 0,05 


Я = 20 штрихов, 
то есть примерно столько же, сколько 
в первых решетках Фраунгофера. 

Основное назначение дифракцион- 
ной решетки как спектрального при- 
бора — определение длины световой 
волны. Из условия 

4зтф = #А 
главных максимумов дифракционной 
картины, полученной с помощью ре- 
шетки, следует, что чем меньше по- 
стоянная решетки 4, тем под большим 
углом будет наблюдаться максимум, 
соответствующий длине волны ^, 
в спектре А-го порядка. 

Это означает, что с уменьшением 
постоянной решетки (с увеличением 
числа штрихов на единицу длины) 
увеличивается возможность разделять 
близко расположенные спектральные 
линии (как говорят, увеличивается 
дисперсия решетки)*). Кроме того, 
по мере увеличения общего числа 
штрихов все больше света попадает 
в главные максимумы, и они стано- 
вятся все более яркими. 

В связи с этим желательно изго- 
товить решетку с возможно болыннм 


*) Подробнее см.. например, книгу: 
Кабардин О. Ф.. Орлов В. А., 
Шефер Н. И. Факультативный курс 
физики. 10 класс. (М., «Просвещение», 1979.) 
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общим числом штрихов № и возмож- 
но менышей постоянной решетки 4. 

Выполнение первого требования 
определяется в основном терпением 
н аккуратностью. Нужно вычертить 
шаблоны на двух-трех листах ват- 
мана и затем склеить их в один боль- 
цюй шаблон для фотографирования 
(нли взять один лист ватмана и умень- 
шить щириму светлых и темных полос 
до одного мнллиметра). 

На второе требование накладывает 
ограничение разрешающая ‘° способ- 
ность фотоэмульсии, обусловленная 
ее зернистым строением. Фотопленки 
с чувствительностью 130—250 единих 
ГОСТа обладают разрешающей спо- 
собностью не более 75—70 штрихов 
на миллиметр, с понижением чувстви- 
тельности до 32 единиц ГОСТа раз- 
решающая способность возрастает до 
115 штрихов на милляметр. 

Период 4 полученной дифракцион- 
ной решетки можно определить, из- 
мерив размер С изображения листа 
ватмана на негативе и разделив его 
на число № черных линий, нанесен- 
ных на чертеж до фотографирования: 


[2 
а=-у. 

После изготовления решетки мож- 
мо приступить к экспериментам. На 
одном конце деревянной линейкн длн- 
ной 40—50 см укрепите дифракцион- 
ную решетку. а на другом — само- 
дельную шкалу из миллиметровой 
бумаги, наклеенной на полоску 
картона со щелью. Расположите ре- 
шетку так, чтобы штрихи были па- 
раллельны щели, и направьте на щель 
свет от лампы накаливания. Поместив 
глаз вблизи решетки, изменением 
взаимного расположения экрана н 


лампы добейтесь наилучших усло- 
вий виднмости спектра. 

Ход световых лучей при наблю- 
дении спектра с помошью дифрак- 


ЦИОННОЙ 
рисунке. 

Используя самодельную дифрак- 
ционную решетку, можно оценить 
границы спектральной чувствитель- 
ности глаза. Для этого нужно опре- 
делить длину волны красного света 
на одном краю наблюдаемого спек- 
тра н длину волны фиолетового све- 
та на другом краю спектра. Если 
известны период решетки 4 и поря- 
док спектра #. определение длины 
волны А сводится к измерению уг- 
ла $ между нормалью к плоскости 
решетки и направлением на положе- 
ние максимума, соответствующего 
избранной длине волны: 


решетки представлен на 


4зтф = &А, 
а. 
^= пФ. 


Рассматривая щель в экране через 
дифракционную решетку, найдите по- 
ложения красного и фиолетового кра- 
ев спектра 1-го порядка. По обе сто- 
роны от шели отсчитайте расстояния 
р и & (см. рисунок) и найдите их 
средние значения. Измерив расстоя- 
ние $ от щели до решетки, найдите 
тангенсы Углов Ффкр и ФФ (1 $Ф= 
—1$), а по ним — синусы соответ- 
ствующих углов. Зная период решет- 
ки, определите длины волн Для 
красных и фнолетовых лучей в спск- 
тре 1-го порядка. 

Такие же нзмерсния и вычисле- 
вия проделайте для спектра 2-го по- 
рядка. 


Математический кружок 


И. Янтаров 


Коммутирующие 
многочлены 


От редакцин 

Обычно математические задачи, предлагаю- 
щиеся школьникам, либо весьма косвенно 
связаны к новыми результатами, либо каса- 
ются кх отдельных деталей и не дают воз- 
можности увидеть картину в целом. Навер- 
ное, это происходит потому, что в матема- 
тике все взанмосвязано н, как правяло, 
для того, чтобы полностью разобраться 
даже во вполне элементарном вопросе, при- 
ходнтся привлекать соображения из не- 
элементарных областей математики. 
Задача с коммутирующих многочленах, ко- 
торой посвящена эта статья, — счастливое 
исключение; здесь удается достаточно близ- 
ко подойти к проблематнке, имеющей об- 
щематематический — нитерес, пользуясь 
лишь элементарными средствамн. 

Нам эта задача стала изаестна из письма, 
прислаияого два года назад в «Квант» 
Э. Туркевичем, которому принадлежат здесь 
первые результаты. Задача эта, дополнен- 
ная некоторымн пунктами, предлагалась 
иа нсслеловательском туре ХП Всесоюзной 
олимпиады ня была помещена а Задачнике 
«Кванта» (М455). 


Формулировка задачи 


Многочлены Р и @ от одной перемен- 
ной называются коммутирующими *), 
если Р (0 (х)) = О ЕР ()). Выписан- 
ное равенство означает, что если в 
обеих частях равенства раскрыть все 
скобки и привести подобные члены, 
то получатся одинаковые многочлены. 
Это эквивалентно тому, что для лю- 
бого действительного числа & выпол- 
няется численное равенство 


Р (9 (9) =Ч ФР 4). 


*) От 
няющийся- 


латинского “ сотиш аи — ме- 
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В задаче М455 рассматриваются 
только многочлены со старшим коэф- 
фициентом |; такие многочлены мы 
будем называть унитарными. (Как 
мы увидим ниже, вопрос о произволь- 
ных коммутирующих  многочленах 
можно свести к вопросу о многочле- 
нах со старшим коэффициентом, рав- 
ным +1.) 

а) Для любого числа а найдите 
все многочлены степени не выше трех. 
коммутирующие с — многочленом 
Р (х) = х? —а. 

6) Дозажите, что существует не 
более одного многочлена заданной сте- 
пени, коммутирующего с данным мно- 
гочленом Р степени два. 

в) Найдите все многочлены степе- 
ней 4 и 8, коммутирующие с данным 
многочленом Р степени два. 

г) Докажите, что если два много- 
члена @ и Е коммутируют с некото- 
рым многочленом Р степени два, то 
они коммутируют между собой. 

д) Докажите, что существует та- 
кая последовательность многочленов 
Р,Р., ..., Рь..... Ккоммутирующих 
между собой, что степень многочлена 
Рь равна Е и Р. (х) =х'— 2. 


Решенне задач а)—г) 


а) Пусть О (х) = х? +. ах? + вх Ес. 
Распншем равенство  Р (0 (х)) = 
= @{Р (): 
(хз -- ах? -- бх го — а = 
Ев (х? — а)? {а (х? — а)? -- 

+ ( — в) + с. 
Прежде чем раскрывать скобки, за- 
метим, что справа стоят только чет- 
ные степени х, а слева коэффициент 
при хз равен 2а. Значит, а = 0. 
Но тогда слева коэффициент при Хх? 
равен 2с, так что и с = 0. Поэтому 
О (х} = хз -- 6х. Раскрыв скобки и 
нриравняв коэффициенты, получаем 
систему 


26 = — За, 

62 = За? - 5, 

@ = @3 4. да. 
Пусть а = 2%; тогда 6 = —3Зу. Из 
2-го уравнения 9? = 122 — 3у, то 
есть \2 — } = 0. Значит, ф = 0 или 


> = 1. Легко проверить, что оба эти 
решения подходят. 
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Таким образом, многочлен 3-й сте- 
пени О, коммутирующий с многочле- 
ном Р (хх =е-фяа, существует 
только при а =@{Р (х) = д°, 
О (х) = хз) и при «=? (Р(х) = 
2, 9®=®- 3»). 

Аналогично доказывается, что если 
стелень О равна 2, то @ = Р, а если 
она равна 1, то © (х) = х. 

Этот пункт очень простой. Он да- 
вался школьникам на олимпиаде, что- 
бы они лучше разобрались в условии 
задачи и немножко привыкли к ней. 
Кроме того, если внимательно разо- 
браться в уравнениях, которые были 
выписаны, то возникает идея, как 
решать пункт 6) — один из ключевых 
пунктов задачи. 

6) Пусть О (х) = ха, хи 
+ ам? 4... + ак-ах +4, Р®)= 
=х?-+ рх--9. Распишем равенство 


(хе ах 14. - + 4) + 
ре -.- + ак) +9— 
— (+ рх+9*— 
— а, (х* + рх + а)*- 1 --- фак =0. 


= х? — 


Приравнивая к нулю коэффициен- 
ты при х?, х-1,...,х, х, мы полу- 
чаем систему уравнений для 
а:. ао, ..., @,, Р, 9. Решить эту си- 
стему и даже просто вынисать ее до- 
вольно трудно. Однако легко заме- 
тить, что коэффициенты ЁБ,, 6», ... 
..., к при степенях х?^-1, х2\-?,..., жк 
имеют следующую форму: 

6, = 2а, + Е, (р, 9} = 0, 
Ь, — 2а. + К, (р, 9. а} =0, 


Здесь Ю; — некоторое алгебранческое 
выражение от р, 4, а. ..., а;_:. Из 
первого уравнення вытекает, что а, вы- 
ражается через р и д; из второго — что 
а, выражается через р, диа:н, значит, 
выражается через рн 4; из третье- 
го — что а, выражается ‚через р, 49, 
а, на, и, значит, выражается через 
ри $94. ... Итак, мы видим, что все 
коэффнциенты а1, .... @ выражаются 
через р и 9, то есть коэффициенты 
многочлена @, коммутирующего с Р, 
однозначно выражаются через ри 4, 
что и требовалось доказать. 

Легко проверить, что аналогич- 
ное рассуждение можно провести для 
любого многочлена Р, лишь бы его 
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степень была болыше |] (а @ был уни- 
тарным), то есть утверждение пункта 
6) верно для любого такого много- 
члена. 

Пункт 6) является ключевым п за- 
даче. Из него уже легко вытекают 
пункты в) и г). 

в) Докажем, что многочлен 
@ (х) = Р{Р ()) коммутирует с Р. 
Действительно, О Р (*)) = 
= Р(Р(Р (>))) =Р (00). —Много- 
член (©) имеет степень четыре и в силу 
6) является единственным многочле- 
ном такой стелени, коммутирующим 
с Р. Аналогично доказывается, что 
единственным многочленом степени 8, 
коммутирующим с Р, является много- 
член К (х) = Р(Р{Р (*)}). 

г) Пусть $ () =90 №0) в 
Т®) = В (0 (3). Поскольку Р ком- 
мутирует с О н К, то Р ($ (х)) = 
= Р (9 (К 9) = ЧР (Ко) = 
— 9 (В {Р (*))) = $ {Р (5); значит, 
Р коммутирует с миогочленом $. 
Аналогично проверяется, что Р ком- 
мутирует с многочленом Т. Кроме 
того, ясно, что 5 н Т — унитарные 
многочлены одинаковой степени (ес- 
ли Чи КЮ имеют степени # и [, то сте- 
пени многочленов 5 и Т равны #1. 
Из 6) вытекает, что $ = Т, то есть 
О (В (*)) = В (0 (<). что и требова- 
лось. 

Так же, как и в пункте 6), утверж- 
дение остается верным, если Р— 
любой многочлен степени больше 1, 
а О и ВЮ унитарны. 


Многочлены Чебышева. 
Решение пункта д) 


Пувкт д) намного сложнее остальных 

пунктов. Мы приведем несколько раз- 

личных подходов к его решению. 
Первый способ. Пусть 

х= {+ Ё*. Тогда легко проверить, 

что х^ имеет вид 

ЖЕНЕ = (ИГ) + 

+ а, (#—! + [-[“- п) + а (1? + 


Еи- +... +1 (14 + 
+ ак, где а,,..., @к — некоторые 
фиксированные числа. Индукцией 


по А отсюда выводится, что # 4 {^^ 
представляется в виде 
Хх + Вх —1 +4... БА ах ба, 


где 6,,.... В, — некоторые фикси- 
рованные числа. Обозначим много- 
член ХАНЬ... тб, через 


Р, (х). По определению Ра (Ё-- #-')= 
—=#-- Г *, так что Рь (РЕ "= 
= РАЕН Е Ри (Е+ 

+[-'). Таким образом, Р, (Р, (х)) = 
= Р‚; (х) = Р: (Р, ()), то есть лю- 
бые два из многочленов Р‚ комму- 
тируют. Поскольку Р.(х) = х*—2, 
мы построили искомую последователь- 
ность многочленов. 

Второй способ. Приведем 
способ получения многочленов Рь 
при помощи многочленов Чебышева Ту. 
Мы не будем давать прямого опреде- 
ления этих многочленов, но приведем 
соотношения, которым они удовлет- 
воряют (и которые определяют их 
однозначно): 


Ть (с0$ {) == с0$ #1. 


Можно доказать, что Т‚ — много- 
член степени №. Легко проверить, что 
многочлены Чебышева коммутируют: 


Ть (Т» (х)} = Тьт (%) = Т» (Ть (%)) 


— дело сводится к тому, что 
с0з В(пи) = с0$ ЁТЁ = с0$ П(Ед. 
Но Т, — не унитарный многочлен: 
его старший коэффициент равен 2-1. 
Этот недостаток легко исправить, 
«растянув» с помощью замены пере- 
менной аргумент и значение много- 
члена в два раза, т.е. положив 
Рь (х) = ЗТ», (х/2). От такой проце- 
дуры коммутативность не нарушится 
(проверьте это!). Замечательная по- 
следовательность многочленов Чебы- 
шева, появляющихся в самых разных 
вопросах анализа (особенно в теорин 
приближения функций многочленз- 
мн), оказывается  последователь- 
ностью коммутирующих многочленов. 
Именно таким способом постронл по- 
следовательность Р, Э. Турке- 
вич. 

Оба описанных способа основаны 
на одной идее. Пусть имеется некото- 
рая функция {, принимающая беско- 
нечное число значений и такая, что 
для каждого натурального п 


р (и) = 9, ( (0), 
где @„ — многочлен. Тогда много- 
члены Ом и @, коммутируют. Напрн- 
мер, если { (1) = е!, то получаем се- 
рию  коммутирующих многочленов 
Е, (х)=< Если Ё=е+е"*, 
то получавм серию многочленов Р» 


(это — в точности наш первый способ. 


построения многочленов Р„, только 
{ заменено здесь на 2). Если { (В = 
= с0$ $, то получаем серию мно- 
гочленов Т„. (Те, кто знаком с ком- 
плексными числами и формулой 
с0$ ф = (6%  е9)/2, без труда най- 
дут объяснение, почему функции е' -|+ 
её и с0$ { приводят по существу 
к одной и той же, с точностью до рас- 
тяжения вдвое, последовательности 
многочленов.) 

Приведенные решения пункта д) 
очень красивы, но обладают одним не- 
достатком: совершенно непонятно, как 
до них можно додуматься. Мы приве- 
дем еще одно решение; оно будет ме- 
нее коротким, но зато будет ясно, как 
его придумали и как быстро выписы- 
вать многочлены Р,;. 

Третий способ. Как вы- 
текает из пункта 6), может существо- 
вать только один многочлен Р, сте- 
пенн &, коммутирующий с Р, (х) = 
—= х* — 2. Вынишем несколько пер- 
вых таких многочленов: 


Р‚ (%) = х, 
Р.(х) =х*—2, 
Р. (х) == хз — Зх, 


Ру (х) = х*— 4х2 +2, 
Р. (х) = хб — 5х3 -- 5х, 
Рь (х) = х8 — 6х4 + 9х2—2 


(здесь Р. (х) =Р, (Р. (5)), Ре ©) = 
= Р» {Р. (%)), Рь (х) находится так 
же, как в пункте а)). Посмотрев на 
эту последовательность многочленов, 
можно заметить, что она удовлетворя- 
ет рекуррентной формуле Рь,, (х) = 
= ХР) (х) —Р,_, (х). — Естественно 
предположить, что эта формула вер- 
на при всех # > 1. 

Итак, определим последователь- 
ность многочленов Р., Ро, ..., Ри,... 
по индукции, считая, что 


Р, (х) =х, Р.(х) = — 2, 


а при &>1 
Рь.ц(х)=хРь(х)—Рк-цх). 

Докажем, что все многочлены Р; 
коммутируют с многочленом Ру; тог- 
да они все коммутируют между собой 
(пункт г)). 

Проведем доказательство по ии- 
дукции. Ясно, что многочлены Р, 
н Р, коммутнруют с Р.; предполо- 
жим, что все многочлены Р., Р,... 
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.... Р» коммутируют с Р,, и докажем, 
что многочлен 2Р;,, коммутирует 
с Р.. 

Нам нужно показать, что 


Рьз1 (2—2) — (Риз (х)}— 2. 


Подставляя в это равенство рекур-. 


рентиую формулу для Р,.1, перепи- 
шем его в виде 


(^*—2)Р, (х1—2) — Ри, (х?— 2) -- 
== (хРа (х)— Рь_ | (х) #2. 
Теперь используем предположение нн- 
дукции: 
(<? —2) (Рь(х)*—2) —(Рь-(х)—2) = 
= (хРь (х) — Рь— 1 (х))*—2. 


Раскрывая скобки н приводя 
подобные члены, получим такое ра- 
венство: 


— 2 (Рь (х)*—хРь (х) Рь 1 (х) + 
+ Рь—, (х)*) = 2х:—8 
или 
Р, (х)*—хР, (х) Рь-а (х) + 
- Р,_, (х)* =4—х?. (*) 
Обозначим левую часть (») через 
5, (х). Нам остается доказать, что 


5 (х) не зависит от А (и равно 4—х"). 
Действительно, пусть #>>2. Тогда 


$» (х) = Р,‚ (х)*—хР, (х) Ри 4х) + 
+Р,-, (х)* = Р,‚ (х)[Р, (х)— 
—хРь- 1 (х1 + Р‚-, (х)* = 

= —Р, (х) Р»- (*) +Р,-, )*= 
= Р,-з (х)*—хР,-, (х) Рь-в (х) + 
+ Р,- 1 (х = 5,-1 (х), 


т. е. 5(х)=5$,-кх). Поскольку 
$. (х) =4—х?, 5,(х)=4—х? при 
всех х> 2. Таким образом, мы по- 


казали, что Р, коммутирует с Р. 
при любом А. 
Задачи 


о коммутирующих многочленах 


Мы хотим обсудить задачи, связанные 
со следующей общей пробле- 
мой: описать все пары коммути- 
рующих (не обязательно унитарных) 
многочленов Р ин. 0. 

Задача 1. Докажите, что два много- 
члена Рн О первой степени коммутируют в 
том и только в том случае, когда лнбо 
Р(х)=х--а, О(х)= х-ЕВ, либо существует хо 
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такое, что Р(хо)==0(хо)-=хо (общая «непод- 
внжная» точка). 


Задача 2. Решите общую проблему 
для случая, когда степень одного из много- 
членов Р, @ равна |. 

В дальнейшем мы будем считать, 
что степени многочленов Р и © боль- 
ше ]. 

Пусть Р (х) = вох* ах 1+... 
Ната, 9) =вх +... 
бе х-6.. Прежде всего ио- 
кажем, что можно свести общую за- 
дачу к случаю, когда коэффициенты 
а, и 6, равны 0 (многочлены тако- 
го вида называются приведенными). 
Для этого воспользуемся  следую- 
щей операцией. Зафиксируем число 
а и с его помощью построим из 
каждого многочлена К новый, «сдви- 
нутый» многочлен Ю“® по формуле 
Ю® (х)=Ю(х—а)-|4. Ясно, что мно- 
гочлен Ю восстанавливается по много- 
члену Ю(® : Ю(х) = Ю@(х--а)— в. 


Задача 3. а) Докажите, что еслн 
многочлены Р н О коммутируют, то 
Р@) и 018) тоже коммутнруют. 

6) Докажите, что любая пара комму- 
тирующих многочленов Р и @ степенн 
больше | имеет вид Р=5$(@), 9 = Т@,, 
где а — некоторое число, а $ и Т — комму- 
тнрующие приведенные многочлены. 


В дальнейшем мы будем считать, 
что многочлены Р и О приведены. 
Кроме того, мы будем считать, что 
они унитарны, то есть их старшие 
коэффициенты равны 1. Ясно, что 
это — наиболее ннтересный частный 
случай. Кроме того, рассуждения, 
аналогичные проведенным выше, по- 
казывают, что можно свести общую 
задачу к случаю, когда старшие ко- 
эффициенты многочленов Ри © рав- 
ны +1, так что этот частный случай 
не сильно отличается от общего (в 
этих рассуждениях надо использовать 
операцию — «растяжения», которая 
каждому многочлену К сопоставляет 
многочлен Ю{^] по формуле Ю{*} (х)= 
—=АЮ(х/^)). Опишем несколько серий 
коммутирующих многочленов: 

1. Пусть К — многочлен сте- 
пени г. Рассмотрим серию многочле- 
нов Рох)=х, Рх=В(х), Р.(х)= 
=К(К(х)), Рз@)=Е(К(В())) —(вооб- 
ще Р,.1()=РЕКО))). 

Ясно, что все многочлены Р; 
коммутируют и степень многочлена 
Р; равиз г". 


2. Серия многочленов Ё ‚‚ (х) = х*. 
Все многочлены №, коммутируют ин 
степень многочлена Ё, равна К. 

3. {Р‚} — серия многочленов, 
построенная при решении пункта д) 
задачи М455. Эти многочлены опре- 


деляются условием Р,(1-- 1 = 
-:#--Ё—*. Стеиень многочлена Р, 
равна Ё. 


4. Определим серию многочленов 
Н,, Нъ, Ну... таким условием: ЯН, (1— 
ПЕЙ * (Е — нечетно). 
Легко проверить, что такие мно- 
гочлены существуют и  однознач- 
но определяются выписанным усло- 
вием. Все эти многочлены коммути- 
руют и степень многочлена Нь рав- 
на Ё 


На самом деле, примеры 3 ни 4 являютси 
частными случаями более общего примера. 
Чтобы описать этот общий пример, сделаем 
одно замечание с коэффициентах многочле- 
нов. Мы до сих пор считали, что эти коэффи- 
циенты — действительные числа. Однако в 
большинстве алгебраических вопросов лучше 
работать с комплексиыми числами. Поэтому 
давайте считать, что коэффициентами наших 
многочленов могут быть любые комплексные 
числа. 

5. Фиксируюм натуральное число т и та- 
кое комплексное число А, что А" = | (для 
каждого л! существует ” — | такое число, 
отличное от 1). 

Рассмотрим такие пары чнсел (м. ци), 
что и.и= А, и положны х = и -- и. Легко 


проверить, что р ах И 
+... Ра, ‚где ал. ..., ах- некоторые числа, 
Рк(® =" + 
.. ах: многочлен Р» харак- 
Р, (и) = 


зависящие от А. Положим 
ах" '+. 
теризуется таким условием: 
= ий ^. если из =А. 


Пусть { — число, дающее прн делении 
на т остаток 1. Тогда и! = (ви = 


=А/ =, так что Рь (м -- у) = им оч. 
Таким образом, если # и { дают при делении 
на т остаток #, то Р,(Рии + 5) } = и 

+0! = РИРии + 9}, то есть многочле- 
ны Ркн Р; коммутируют. Мы постро- 


илн По числу А серию коммутирующих 
многочленов — Р:, Рича, зт+1» :-- Все 
эти многочлены 


степень Р» равна 

Прн т=1, А=| мы получаем при- 
мер 3. при т — 2, А = —1 — пример 4. 

Примеры 1—5 нечерпывают все „извест- 
ные примеры коммутирующих многочленов, 
так что можно высказать гипотезу, что если 
Рин @ — коммутирующие унитарные приве- 
денные многочлены степени больше | с ком- 
плекснымн коэффициентами, то они входят 
в р из серий, построенных в примерах 
1, 2, 5- 


уарны, приведены и. 


Можно, не решая общей пробле- 
мы, попытаться ответить на некото- 
рые частные вопросы: 

1. При каких а многочлен Р(х)= 
=х—а  коммутирует с каким-ни- 
будь многочленом нечетной степени. 

2. Пусть Р — унитарный мно- 
гочлен степени больше 1. Отметим 
степени всех унитарных многочленов 
9. коммутирующих с Р. Какое под- 
множество в натуральных числах прн 
этом может получиться? 

Например, в примере | это — 
геометрнческая  прогрессия; в при- 
мере 5 — арифметическая. 

3. Пусть Р, © — коммутирующие 
унитарные многочлены степеней Ё 
и /. Предположим, что [ делится на А. 
Верно ли, что @ имеет вид О(х)= 
—=Р(Ю(х)}, где К — унитарный мно- 
гочлен, коммутирующий с Р? 

Можно сформулировать более об- 
щую проблему — найти все комму- 
тирующие рациональные — функцин 
Р и 4. В этом случае появляется 
много новых интересных примеров. 

Здесь также годится общий спо- 
соб, о котором мы говорили в решении 
нункта д) для многочленов. Пусть 
нмеется функция { (принимающая 
бесконечное число значений) такая, 


что 

Ит)=Рь( (1), 
где Р„ — рациональная  функцня. 
Тогда для разных п и т функции 
Р‚ н Р» коммутируют. 

Возникает интересный вопрос: 
для каких функций } можно при лю- 
бом п подобрать такую рациональ- 
ную функциню Р,„, чтобы Р„(Кё)= 
=[(п0. Например, легко проверить, 
что этому условию удовлетворяет 
функция Д= Е. 

Можно построить другие примеры функ- 
ций | используя теорию эллиптических 
функций. Поскольку это — незлементариая 


теория, мы не будем эдесь описывать соответ- 
ствующее построение. 


Все эти примеры показывают, 
что задача об описании коммутирую- 
щих многочленов (и, более общо, 
коммутирующих рациональных функ- 
ций) непосредственно связана с очень 
глубокими и красивыми математиче- 
скими теориями. Решение этой задачи, 
видимо, откроет какие-то новые, не- 
известные ранее факты. Короче го- 
воря, это задача, которой стоит за- 
ниматься. 
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Этот раздел ведется у нас 
яз номера в номер с момен- 
та основання журнала. Пуб- 
лнкуемые в нем задачи не 
стандартны, но для их ре- 
шення не требуется знаний, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Нанболее трудные за- 
дачн отмечаются звездоч- 
кой. После Фформулнровкн 
задачн мы обычно указыва- 
ем, кто нам ее предложнл. 
Разумеется, не все эти за- 
дачн публикуются впервые. 
Решения задач из этого но- 
мера можно отправлять не 
позднее 1 нюня 1979 года 
по адресу: 113035, Мос- 
ква, М-35, Б. Ордынка, 
21/16, редакция  журиала 
«Квант». В графе «Кому» 
мапишните: «Задачник 
«Кванта» № 4-—79» и но- 
мера задач, решення кото- 
рых вы посылаете, напри- 
мер «М556, №557» или 
«$568». Решения задач 
нз разных номеров журнала 
нли по разным предметам 
{математике и физике} при- 
сылайте и разных конвер- 
тах. В пнсьмо вложнте кон- 
зерт с написанным на нем 
вашным адресом (в этом кои- 
верте вы получнте резуль- 
таты проверкн решеннй). 
Условне каждой орнгнналь- 
ной задачн, предлагаемой 
для публнкацин (нлн цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
землярах вместе с вашими 
решениями этнх задач (на 
конверте пометьте:  «За- 
дачник «Кванта», новая 
задача по физнке» или 
«... новая задача по мате- 
матнке» ). 

В начале каждого письма 
проснм указывать ваше 
нмя, фамилию, номер шко- 
лы и класс, в котором вы 
учитесь. 
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задачник 


ябанта 


Задачи 


№М556—М560; $Ф568—Ф572 


М556. Обязательно ли конгруэнтны два остроуголь- 
ных равнобедренных треугольника, имеющих рав- 
ные по длине боковые стороны и равные радиусы 
вписанных окружностей? 

А. Егоров 


М557. Дано п попарно взаимно простых чисел, 
больших | и меныших (2п—1)?. Докажите, что сре- 
ди них обязательно встретится простое число. 

А. Колотов 


М558. В круге расположено >| черных секторов, 
угол каждого из которых меныше 1807/(?—&--1). 
Докажите, что круг можно повернуть вокруг цент- 
ра О так, что все черные секторы перейдут в белую 
часть круга. 

В. Произволов 


М559. Докажите, что если х, у, 2 — длины сторон 
треугольника, то 
у 2 х 


К. 
а < Ь 


А. Ермилов 


М560. В дне ящика имеется дырка. Нужно сделать 
выпуклую заслонку наименыней площади, прн 
любом положении которой на дне ящика дырка бу- 
дет закрыта. Решите эту задачу, если: 

а) дно ящика — квадрат 4%Х4, а дырка 1х1 
расположена так, как показано на рисунке 1; 

6) дно ящика — квадрат пхп (п нечетно), 
а дырка 1х1 расположена в центре (рис. 2); 

в)* попробуйте решить аналогичную задачу 
для каких-либо других случаев, когда дно и дыр- 
ка — выпуклые фигуры.- 

В. Батырев 


$568. При бомбардировке литиевой мишени про- 
тонами с энергией не меньше 1,88 МэВ может 
происходить ядерная реакция 

тт -- р" Ве + п. 
При какой энергии протонов образующиеся в реак- 
ции нейтроны могут лететь назад от литиевой 
мишени? 


Рис. 3. 


$569. Электрическим кипятильником мощностью 
\ —=500 Вт нагревают воду в кастрюле. За две мн- 
нуты температура воды увеличилась от 85°С до 
90°С. Затем кипятильник выключили и за одну 
минуту температура воды упала на однн градус. 
Сколько воды находится в кастрюле? Удельная 
теплоемкость воды равна 4,19.10* Джхкг- К). 


Е. Сурков 


Ф570. Из-за наличня объемного заряда в межэлект- 
родном пространстве плоского диода распределе- 
ние потенциала ф (х) между катодом и анодом име- 
ет вид: ф (х) = х* — 2х (х — вмм, а ф — в вОЛЬ- 
тах). Расстояние между катодом и анодом 4== 10 мм. 
Координата х совпадает с расстоянием до катода. 
Определить, при какой минимальной кинетической 
энергии электрон с поверхности катода сможет 
достичь анода. Каким будет максимальное уско- 
рение электронов, которые достигнут анода? 


$571. Батарен и резисторы собирают в цепь двумя 
способами — как на рисунке 3, а и как на ри- 
сунке 3, 6. Определить токи, текущие через рези- 
сторы в обоих случаях. Сопротивлениями источни- 
ков тока и соединительных проводов пренебречь. 
Как изменятся токи в случае а, если разрезать 
провода в точках А и В? 


Ф572. Перрен исследовал зависимость от высоты 
числа шарообразных частиц особой смолы — гум- 
мигута во взвеси этих частиц в воде. Для частиц 
радиусом г, = 0,212 мкм он получил зависимость, 
график которой показан на рисунке 4 (п — кон- 
центрация частнц на высоте Я, п. — их концентра- 
ция у дна кюветы). Такой же график получается 
для частиц с радиусом г.=0,106 мкм, только кар- 
тина растянута по высоте в 8 раз. В то же время 
известно, что плотность кислорода в земной атмо- 
сфере убывает с высотой так, как показано на 
рисунке 5 (р — плотность кислорода на высоте Н, 
Ро — у поверхности кюветы). Определить массу 
молекулы кислорода. 
Плотность гуммигута р; = 1,194 г/смз. 


Решения задач 
№508 —М512; Ф515, Ф518—Ф520 


№508. Окружность касается Пусть О, — центр полуокружностн 7; е днаметром [АС], 
трех полуокрижностей с дие- О. — центр полуокружности уз с диаметром [В О; — 
метрами [АВ]. [ВС] и [АС] центр полуокружности Уз с диаметром (АВ]. и, наконец, 
(СЕ1АВ]. рис. 1). Докожите, О — центр окружности у. касающейся трех данных полуок- 
что радиус окружности вдвое  ружностей (рис. 1). Обозначим длниы радиусов окружностей 
меньше расстояние от ев \1. уз НУ, соответственно, через г, В к х. Тогда длина радиуса 
центра до прямой АВ. полуокружности уз равна в 

Рассмотрим треугольник 0:0О;. Имеем: |010] = г х. 
Ю02| = В -+х, [0,0.| = ю{ г. Обозначим расстояние 
от центра О до прямой А В через #. Записав площадь треуголь- 
ника 0,00. по формуле Герона и через длины основания 
1010.] н высоты. опущенной из вершины О. получим урав- 
нение 


И Вх (В Ре») => (ВЛ. 


Аналогичное уравнение для треугольника О.ОО, имеет 
вид 


пень бак 
УЕ К—й=- В. 


Возводя левую и правую части обоих уравнений в квадрат 
и затем вычитая из одното уравнения другое, получаем 


гх [В (Ю-+е-+ д — (ВОК —г)]= 
1 
== (®-+ 0 — 81, 


откуда 1? = 83/4, то есть х = 1/2. что и требовалось. 

Эту задачу можно решить более изящно, если применить 
инверсию (06 инверсин и ее свойствах см. «Квант» — 1974, 
№1, с. 16, 1976, № 2, с. 34, 1977. № 6. с. 38). 

Произведем инверсию / относительно произвольной ок- 
ружности с центром в точке С. При этой инверсии окружности 
1. 2. Узи 7? преобразуются так, как показано ив рисунке 2: 
окружности $: н 7 перейдут, соответственно, в прямые [1 
н /,. перпендикулярные [АВ], а окружиостн уз и У — соот- 
ветственно в окружности %; и 1’. касающиеся прямых 


11 я [,, причем центр окружности $1; принадлежит прямой 
АВ (эта прямая на рисунках | ин 2 выделена красным цветом). 

Легко сообразить, что окружности у н \'=/ ($) гомоте- 
тичны с центром гомотетии С. Это видно из рисунка 3: про- 
ходящие через точку С касательные к окружности У при ин- 
версии / переходят в себя и являются касательнымя к ок- 
ружности ф = / (1). Обозначим радиус окружности “через 
х, а через & — расстояние от центрз окружности 7’ до пря- 
мой АВ. Поскольку у н 7’ гомотетичны. имеем №/4 = х/х’ 
{Е — расстояняе от центра окружностн у до прямой АВ, х — 
радиус 1). Но. очевидно, х’ = 4/2 (окружностн у’я у — 
одинакового радиуса, см. рис. 2), так что х == №/2, что и тре- 
бовалось показать. 


Рис. 3. В. Сендеров, И. Шарыгин 
Ф 

№509. Решите в натуральных Нетрудно видеть. что уравнения 2) и 6) — частные слу- 

числах уравнения: чаи уравнення в) при 2= 2 нуи—= Я соответственно. Мы 

а) 2х--1= 3; разберем случай а} отдельно. а затем решим уравиенуе в). 

6) = 1= (241%; а) Если х = 1, ттни== 41. 

в) = 1-= (21. Пусть х>1. Тогда 2* - 1=1 (тоф 4). откуда следует, 


что у — четное чис.1о (если ы нечетно, то 3У=3 (710$ 4}, и ра- 
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веиство 2Х- | = 3У невозможно). Итак, у=2Ё, 2%== 
=3%* — 1, то есть 2=(3* — 1) (3*-+ 1). Поскольку х>1, 
оба множителя 3 — 1 и 3А -- | должны быть степенямн двой- 
ки (отличающимися друг от друга на 2). Это возможно только 
при & = 1. Поэтому и == 2, так что 2% -|- 1=9, и х = 3. 

Итак, у уравнения а) два решения: (1; 1) и (3; 2). 

в) Решение уравнения в) проведем в несколько этапов. 

Пусть 2 имеет простой делитель р: 2== р” 2:, т, 
21 взанмно просто с р. Пусть у= р”"у:. где п>0 и 
НОД (уз, р)=1. 


Рассмотрим выражение (1- 2)**'. Имеем: 
а Те + С... 2 = 


= 1+2 +24... +2м-!). 


Поскольку и: не делится на р (будем записывать это так: 
#1780 (то4 р)), получаем 


(1-Е 2) = 1+ рт А. где АЕ и)г, (то р). 


Рассмотрим теперь (1 -{ 2)У. Докажем следующее вспомо- 
гательное утвержденне (верное, впрочем, при некоторых ог- 
раничениях): для любого натурального В 

(1 + р'В)Р = 1+ рен 2(ё>0), 
причем ВЕД (то4 р}. В самом деле, применим формулу бн- 
нома Ньютона: 


(Тре ВР С-В + С-В" +... 

се рр ВР = В б-р В? +... + рр". 
Легко видеть, что если 27>{-[ 1, то есть > 1. то утверждение 
справедливо. Если же {-=1, то коэффициент при р! будет 
раве В + С2В?. Если р — нечетное, то Сь делится 
нар, так что В + (28? = В (109 р), н наше утверждение 
для иечетных р верно н в этом случае. 

Пусть 2 имеет нечетный простой делитель р. При- 


меним доказанное утверждение к выражению (1 -- 2)». 
Имеем: 


(аи = (Е аи)" = (1+ тд)" = 


= (+ р" 4.) =... 51+” +" Аа, 
на АА, = ...ЕА р; (то4 р). то есть Аз на р не делится. 
ы ищем решение уравнения в): (1- 2); = {-{ 2”, или 


п 
р"+" Аз = р”х 21. Поскольку 210 (то р). должно вы- 
полняться равенство 
т-+ п = мх. 
С другой стороны, очевидно. что ху. Если хру, то хрип, 


откуда 
т п> тр т 1-Е п(р— 1), 
и п>итл (р — 1), что невозможно. 

Аналогично разбирается случай, когда у 2 иет нечетных 
делителей, но оно делится на 4. Таким образом, если х>0, 
то уравнение в) не может иметь таких решений (х. и; 2) в на- 
туральных числах, что 2 делится на нечетное число или на 4. 
Случай 2 = 2 разобран в пуикте а). Остается рассмотреть 
случай, когда г = |, и случай х = у. 

Если 2 = 1, получаем уравнение 1“ -|- 1 = 2%, 2 = 2, 
откуда и == |, х — любое. 

В случге х = и имеем: 


= (2 1», 
то есть 
= (е- 0х = @+ 0-х 
хе - Пхи аня а... 271] = 
=(2- 1х1 (2 Па... + 2 Арх. 
Таким образом, х=у= |1, 2— любое. 
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№510. В книге «Венгерские 
математические олимпиады» 
приводится такая задача 
(Ле 148): ‹Докозать, что для 
всех положительных “< п 
выполнено неравенство 


; т 
па + 9т 2“ — 


| 
+ т За > 0». 


Докажите следующее 
обобщение этого неравенст- 
ва: для вех О«%а«пн 
натурального п 


Е а 
п © + 2 мп 2а + 
ПИ 
+ 3 зтзе + ..- 


|: -- 
+ яп па > 0. 


Итак, уравиение в) имеет два набора решений: 

(х; 1), х — любое, 

{1; В 2}, г — любое, 

и два решения, получающиеся при 2=2: 
(1:1; 2) и (3; 2; 2). 

Теперь нетрудно видеть, что уравнение 6) (являющееся 
частным случаем уравнения в) при у=2) имеет едниственное 
решение: х = 3, г= 

Л. Лиманов 


Ф 


Докажем это неравенство по нндукцни. 
1. При я = 1 иеравеиство справедливо: $т;?>0, если 
© Е 10: п[. 
ри п = 2 имеем: 


| 
п а -- т 25 = п о (1 -1- с0$ <) >0 если а © |0; л[. 


2. Пусть $п_в (а) = “па + > яп 2и--... 
... та ("—1) <>0 при а Е 10: п{. Докажем, что функция 
$п(@) = 51- ка) — зтпо также положительна при 
© Е 10: л[. Предположим противное. Тогда $п(@&) имеет ми- 


нимум в искомой точке © (0<о<п), причем $ (0) =0. При 
этом $ (о) = 05 5 -- ©05 ар - ... -- 60$ По, == 


яп | + 3) чи — т —— 


0. 

25 бо 

1 . 
Значит. т [п 4 —5 | %| = п -—2_, откуда 
1 [2 
с05 ("+ = = 0$ =. 
1. 1 

Поэтому $л(“) — $1 (6) = —я ЭП пак, == —- [п [(- + 


(°+ >) оо Уп ты. 


то есть бп—1(@0)< $ (60)=0, что протнворечит предполо- 
жению индукции. Поэтому $„(<)>>0 при всех © Е 10; л[. 
Рассмотренная сумма 


1 у [2 
+} С0$ 2 — с0$ 


п, т 
$09 = У т 
Хы | 


является частичной суммой бесконечного тригонометрическо- 
го ряда, про который можно доказать, что ои на интервале 


Хх 
|—л; д сходится к функции —2. а на всей прямой — к 
пернодическому продолжению (с интервала | —л; л[) этой 


функции. Коэффициенты —Е ЭТого ряла связаны с функцией 


х 
5 формулами Фурье: 


л 
1 1 х . 
вые. | —5_ п Ахах, 
—п 


МЫ, Внитри четырех- 
угольника АВС отмече- 
на точка М такая, что че- 
тырехугольник АВМО — 
параллелограмм. Докажи- 


И . 
те. что если СВМ СОМ. 
И Ри. 
то АСО = ВСМ. 
[© 


^ 
„АОДь 


Рис. 4. 


мМ512. Пусть (хр = 9— 
—х {1 Докижите. что дая 
аюбого натурального т>1 
числа т.}(т). [Г ({т)). 
ГС (т))). - попарно 


взаимно просты. 


с б 
этёх х 
я ряд 2 —Е является рядом Фурье функции >. 
= 1 
Теория рядов Фурье. бесконечных сумы ° внда 


со [= 
\' ак соз 8х. У Бы зтёх — чрезвычайно важный н бога- 
= Ка | 


тый результатами раздел математического анализа. Нера- 
венство 


х т Ех 
д В 
В =] 


(для любого натурального пих Е] 0; л| ) было доказано Ли- 
потом Фейром 1880—1959), известным венгерским математи- 
ком, внесшим значительный вклад в развитие теорни триго- 
нометрических рядов (ему, в частности, прннадлежит один 
нз первых примеров расходящегося в точке ряда Фурье не- 
прерывной функции). 

В. Скворцов 


Ф 


Проведем ма и (ВА\)МС} (рис. 4). Тогда четы- 
рехугольникн ВМСМ и АМСО — параллелограммы. от- 


куда следует, что МАВ=СРМ, Юсв=свм. 
чир ре 5 


| ры 

По условию СВМ=<СОМ; следовательно. МАВ= МСВ 

и точки А, В, М. С лежат на одной покр Поэтому 
| в 2 — 


АВС-МАС. Но №ВС=ВСМ. в №МАС=АСР ччетырех- 
угольники ВУСМ и АМСЬ — параллелограммы). Поэто- 
о 
му ВСМ=АСО. что и требовалось доказать. 
Ю. Михеев 
Приведем еще одио решение этой задачи. основанное 
на том, что четырехугольники АВСР и МВ’СО’ подобны: 
здесь В'=4ВМ)[\{9С). Б’—ОМ)Г(ВС). Действительно, 
у этих четырехугольников угол С общий, а остальные уг- 
лы попарно конгруэнтны;: А-= М. В=’, р=р’. Однако 
одной конгруэнтности углов для подобия четырехуголь- 
ннков недостаточно. Заметим теперь, что треугольники 
ВО’М и РМВ’ подобны. Из этого подобия и того, что 
четырехугольник АВМО — параллелограмм. вытекает ра- 
венство 


| МВ'| _ | МО’ 
`АВ\ — 1 АБТ 


из которогс уже следует подобне четырехугольннков АВС 
ни МВ'СО’. Из и подобия в свою очередь следует, что 


ЗИ. 
АСр= МСО' (= МСВ). 
Л. Лиманов 


Ф 


Положим }ф; (х) - х3 —х |1, и для каждого п=2, 3, .. 
ху Е Чи). 

Тогда /(0) = /(=1 и (по индукции) [и (0) = (= 
для каждого п. Таким образом. свободный член [и (0} 
миогочлена /5(х) с целыми Коэффициентами равен 1. По- 
этому прн любом натуральном п н целом а число [и(а)} 
дает прн делении на а остаток 1. Отсюда следует, что при 
любых целых #& > {> 0 и т число (т) = А фит) 
при делении на /1(т) дает в остатке 1, так что (т) и (т) 
взаимно просты. 

Возникает естествеиный вопрос: каков должен быть 
многочлен ] (х) с целымн коэффициентамн. чтобы для ие- 
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х(х— 1} 7(х)-- 1; 

Я(х-- 1) (х— 1)7(х)-— 1-1; 

х[(х— 1)7(х)—2х|--1; 

м м 1]- Е; 

х[(х8— 1)7(х)-Н 2х |—1: 
х(х-- 1} (х)—1 

(здесь 7(х) — произвольный 

многочлен с целыми коэффи- 

циентамн). 


$Ф515. Легкий стержень дли- 
ны { закреплен в вертикаль- 
ной плоскости на оси, про- 
ходящей через точку О, ко- 
торая делит стержень в 
отнощении 1:3. К одному 
из концов стержня прикреп- 
лен тяжелый шарик массы 
т. другой конец стержня 
прикреплен м гориэонталь- 
ной пружине жесткости № 
(рис. 5). Пружина не рас- 
тянута. когда стержень 
вертикален. Определить пе- 
риод малых колебаний 


стержня. 


х 
Ша 


"», 


$518. На рисунке 6 показано 
положение двух точек А п 
В и их изображений А’ н 
В’. которые дает тонкая 
линза. Найти построением 
положение линзы и ге фо- 


кусов. 
Рис. 6. 
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го выполиялось условие задачи: 

для любого натурального т числа (*) 

т (т), ({(п)}). -.. попарно взаимно проеты. 
Из нашего решения ясно. что для этого достаточны 
условия /[ (0)=} (1)=1. другимн словами, любой много- 
член вида { (х) == х (х—1) г (х) - 1 (гдег (х]} — любой мио- 
гочлен с целыми коэффициентами) удовлетворяет условию 
{*). Оказывается. полный ответ на наш вопрос таков: мио- 
гочлен /{ (х) удовлетворяет условию (+) тогда я только тог- 
да, когда он принадлежит одному из шести типов, приве- 
дениых на полях. 

Заметнм, что в решении задачи мы построили беско- 
нечную последовательность натуральных чисел, в кото. 
|. все числа попарно взаимяо просты (например: 2, 
1(2)=7. /(2)=/(7)=337. ..., [м(2), ...). Из существова- 
ниня такой последовательности сразу вытекает бесконеч- 
ность множества простых чисел. 

А. Колотов 


Ф 


Смещение верхнего и иижнего концов стержня от верти- 
кали при колебаниях обозначим соответственно х, п х.. 
Тогда 

4 3 


Хх, = ЗФ, х, = 4 $ШФ. 


Проекции сил. действующих на шарик, на ось Х. 
касательную к траектории движения шарика (рис. 5). 


> > 
равны — т] зпфи —]Р']. где Р’— скла нормальной 
реакции стержня. Так как стержень иевесом. моменты 


- > 


сил Е н Ё’ равны. Следовательно, 
|= Я 
[Е + [ЕН 
откуда 


[7 = 5-м 


Теперь запишем уравиение движения маятника: 


—т [@[ зи Ф — |/^"| = ма. 
ИЛИ 


Пи р ПЕ 
ет 12 пф м в зу $} = 68 4 54. 


Выражая циклическую частоту ис через пернод Т 
и сокращая иа 5 ф, находим Т: 
Т = 6л {т —. 
К-т | 2 


Ю. „Левчук 
Ф 


Лучи, кдущие без преломления из точки А а точку А’ 
н из точки В в точку В’, проходят через оптический центр 
линзы. Следовательно, точка О — оптический центр лин- 
зы (см. рис. 6). 

Луч. проходящий через точкн А и В. после прелом- 
ления в линзе проходит через точки А’и В’. Следователь- 
но, точка М — точка пересечення лучей АВ и А’В’— 
лежит в плоскости лиизы. 

Итак, положение лиизы мы определили. Главная оп- 
тическая ось линзы перпендикулярна плоскости лииЗы. 
Лучи Аа и ВЬ, параллельные главной оптической осн, пос- 
ле преломления проходят через фокус лиизы. Следова- 
тельно, Ри Р”— фокусы лиизы, ОО’— главная оптическая 
ось ЛИНЗЫ. 


$519. Груз А подвешен к 
пружине ВС с помощью ни- 
ли АВ (рис. 7). Какова 
должна быть амплитуда 
колебаний груза, чтобы эти 
колебания были гармониче- 
скими? Масса груза т -— 
—= 0,1 кг, жесткость пру- 
живы Е -— 1600 Н/м. 


Рис. 7. 


Ф520. В проточном калори- 
метре (рис. 8) — исследуе- 
мый газ пропускают по тру- 
бопроводу и нагревают с по- 
мощею спирали. Газ посту- 
пает в кадориметр при тем- 
пературе 1= 20°С. При 
мощности нагревателя У, = 
=] кВт ип расходе газа 
ту= 540 кг/ч температура 
газа за нагревателем ока- 
залась такой же, как при 
мощности нагревателя ,—= 
—=2 кВт и расходе газа 
т:= 720 кг/ч. Давление га- 
за в трибе всюду одинаково. 


Найти температуру газа’ 


{. если его теплоемкость 
при постоянном объеме су 
— 2! Дж/(моль- К), а мо- 


лярная масса газа М = 
== 29 ^г/кмоль. 
о | 


Рис. 8. 


Еслн колебания груза гармонические, то есть его смеще- 
ние х от положения равновесия меняется со временем по 
закону 
х = 4 со5 
(А — амплитуда. ® — частота колебаний), то ускорение 
груза равно 
@ = х"= — Ао? с0$ 63. 

Модуль ускорения максимален при х = == А. Так как 
груз прикреплен к пружине с помощью нити. ускорение 


груза в верхней точке не может быть больше 8: следова- 
тельно, 


[а] 5 18|. или А?< [|4 |. 
Отсюда находим. что 
03 


Частота гармонических колебаний груза совпадает с ча- 


ить. 


стотой колебаннй пружниы, то есть в -=- 
т 


ким образом, 


АЗ о. см. 


® 


Выделяемая иагревателем энергия расходуется на изме- 
ненке внутренней энергии газа (АЁЕьн), совершение рабо- 
ты (А) и на потери энергин из-за теплоотвода от калори- 
метра. Эти потери завнсят от разности температур кало- 
риметра и среды. Так как температуры в первом и втором 
случаях одинаковы, одинаковы и потерк энергин. Следо- 


вательно, 
У, =— АЕвна > А, - О, 
т. — АЕвн. а + А, -- 0. 


\,— 7, — АЕви. з— АЕвнл- А.— А,. 
с 
Но. АЕвн = — м т (4, — 6) 


откуда 
(== хак су-— теплоемкость 
[4 
моля газа. удельная теплсемкость газа равна -#). 
т т 
А = рлУ = м КАТ = м К(: —1). Такнм образом, 


би 
\, — №, = м 6-ы (т. —т) + 


ю 
+ — 6 — 1) (т. — т). 


Отсюда 
(И. —\)м 


ит)" С, 4409 С. 


И. Слободецкий 


Список читателей, 
приславших 

правильные решения 

задач из Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамилин 
тех, кто прислал правильные решения задач 
м506—№М545 н Ф508—Ф522 (жирные цифры 
лосле фамилий — последние цифры номе- 
ров решенных задач). 


Математнка 

Н. Абдибеков (Аральск} $а), в); К. Абдиуха- 
ликов (Алма-Ата) 7а). 8, 9, 1, 2.5а), в): 
Е. Абрамочкик (Куйбышев) 1, 58}; А. Агаев 
{с. Покровка АзССР) 8, 9в), 6), 1, 2; С. Азна- 
баев (Новотронцк Оренбургской обл.) 7а), 
8, 96). 2, 5а); В. Айриян (Раздан) 1,2; К. Ар- 
хангельский (Киев) 8, 96), 58а), 6); Б. Баасан- 
дорж (МНР) 9а), 6); А. Бадалян (пос. Берд 
АрмССР) 2,5; 5. Байсакалов (Алма-Ата) Та), 8, 
9а),6), 1.5а), в), г}; К. Бакланов (Тула) 96); А. 
Балинский (с. Дубляны Львовской обл.) 96). 
1—3, 58); А. Барг (Николаев) ба, в): Д. Бат- 
тулта (МНР) 2; Б. Бегун (Москва) 5а), в). г): 
А. Бекжанов (Алма-Ата) 8; С. Беспамятных 
{Артемовский Свердловской обл.) 2; 5. Бов- 
суновский (с. Путиловнчи Житомирской обл.) 
8, 1; В. Болотников (Харьков) 8, 93а), 6), 
2, 3, 5: А. Боричев (Ленинград) 1—4, 5а}, 
8); Ю. Бусин вена 9а), 6); А. Ва- 
сильев (Саратов) ; В. Виноградов (Ка- 
зань) 9а), 6): В. Виноградов (Москва) 8, 
0—2. 4, 52). 6), в), г); И. Власов (Мичуринск) 
92), 6); А. Воронин (Бугуруслан) 8; А. Во- 
ронов (Москва) 58а), 6); А. Галенко (Пенза) 
1, 5а); А. Гильман (Москва) 8, 9а), 6), 1—3. 
ба): „7. Гитлин (Витебск) 5а), 6); Ю. Глухов 
(Щелково) 8, 1: А. Галовин (Москва} 9а), 6). 
2, 5а); О. Гордиенко (Павлодар) 96). 1. 2, 5а}, 
в). г); М. Горелов (Белорецк) 8, 9а), 6), 1—3; 
Е. Горелова (Саратов) 78а). 8, 39а). 6}; 
Г. Грабарник (Ташкент) 6, Та), 8, 9а). б), 
1. 2, 4, 5; Н. Гринберг (Киев) 2, 5а), 6}; 
В. Губа Вологда) 6, Та), 8, 9а). 6), 0—4, 5а), 
6). в); С. Гузов (Львов) 5а). В. Джалоян 
{с. Урцадзор АрмССР) |; В. Димантман 
(Баку) 8. 96); О. Дмитриев (Саратов) 8, Ва, 
6). 2, 58): С. Довбыш (Москва) 1—4, 5а), 
б). в); А. Дороговцев (Киев) 2; И. Елишевич 
(Чернигов) 98), 6), 5а); А. Ермолин (Петро- 
заводск) 96), 58), в); И. Ефимов (Красноярск) 
5а): С. Забаринов (д. Харчи Ивановской обл.) 
2; В. Забелин (Саратов) 8. 1, 3. 5а}, в), г); 
Д. Зехаров (Москва) 8, 9а). 6); А. Захарян 
(Сочи) 58); И. Зверович (Минск) 8а), 2. 5а), в); 
М. Зельдич (Киев) 2—4; Е. Зиманов {Алма-Ата) 
2; М. Ибрагимов (Шуша) 96), 2; Е. Ивченко 
(Винница) 2; О. Ижболдин (Ленинград) 6, 7а); 
0; Р. Измайлов (Баку) 8, 1—5; К. Ильин 
{Вильнюс) 9а). 6); А. Исманлов (с. Чайра- 
суллу АзССР) 1; Ф. Кабдыквиров (Алма-Ата) 
8, 9а), б), 1, 2, 58), в). г); С. Калашников 
(Рязань) 5в), г); А. Каплан (Сумгаит) 6, 7а), 
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8, 9а), 6), 1—3. 5в); Г. Карагулян (Ереван) 
6, 8, 9а), 1—3: А. Келарев (Свердловск) 8, 98), 
6). 2, 3,5: А. Коломыцее (Ангарск) 1, 58), в); 
А. Король (Ташкент) 5а); Коростишев- 
ский (Орск) 58); Д. Кофман (Кнев) 8; С. Ко- 
четов (по Дружба Краснодарского 
1. 2, $8); О. Аровец (Воронеж) 2, 3; С. Киз- 
нецов (Ангарск) 7, 8, 0—3. 56), в), г), д); 
Б. аи (Череповец) 6, 7а). 1-3, 5а), в), 
г); А. Кулагин (Москва) 1. 5а); А. Кулеско 
(Донецк) 7з), 8, %, 2, 4. 5а), 6); Ю. Лопуста 
(Тернополь) 8, 96). 2, 5; А. Латифуллин 
(п. Азнакаево ТатАССР} 2; Д. Людмирский 
(Киев) 5а); К. Маринов (НРБ) 8, 98а), 6), 0; 
В. Матчишин (Целиноград) 8, 96), 2, 5в), г); 
Р. Мешойрер (Москва) 8, 96), 1, 2, 58); 
Б. Меламед (Запорожье) 58); А. Миндлин 
(Саратов) 8, 96). 2, 5а), в); Д. Миндлин 
(Ташкент) 1—3, 58), г): С. Морейно {Москва) 
2, 58}, в); О. Мирсакулцийев (Сиазань) 9а), 6); 
Б. Надеждин (Долгопрудный) 1—3, 5а) в), 
г); 0. Номазов (с. Фахрало ГрССР) 9а), 6}; 
Н. Нестеренко (Новосибирск) 0; В. Никитюк 
{Москва} 5а), 6); А. Николоев (д. Октябрь 
ТатАССР) 1; С. Новиков (Херсон) 2, 5в), г); 
А. Опарин (Горький) 7а), 8, 96), —5; 
А. Орехов (Херсон) 96), 2, 5а); С. Осенний 
(Киев} 96}; Е. Палош (Ворошиловграл) 8, 9, 
2. ба), в); А. Петров (Красногорск Москов- 
ской обл.) 8; В. Подругина (Ангарск) 8; 
В. Подстригач (Львов} 2, 52); Л. Полтерович 
(Москва) 2; А. Попелюхин (Киев) 1, 2, 56а), 6); . 
В. Процишин (с. Песчаное Павлодарской 
обл.) 8, 9а). 6), 2, 5а), в), г); Б. Рабинович 
й ула) 2, 5а), в); Г. Рыбкия (Смоленск) 1, 58); 

. Савенков (Москва) 8, Эа), 6), 1, 2; М. Сев- 
рюк (Москва) 7а), 8—3, 5а), 6); А. Сивацкий 
(Ленинград) 8, 7а), 8—2: Соколовский 
(с. Михайловичн Львовской обл.} 8; С. Стад- 
ниченко (Пенза) 96, 1, 5а); Ф. Сукочев (Таш- 
кент) 6, 7а), 8. 92), 6). 1. 2, 4, 56), в), г, д); 
О. Товгень (Мииск) 6, 9а), 6), 0, 2, 58), в); 
К. Таталян (Ереван) 2, 3, 5а}; Н. Трифонов 
(Канск) 2.4, 58), в). г); Ю. Трофимчук 
(п.г.т. Калиновка Винницкой обл.} 9; 
С. Трохов (Оренбург) 8, 9а), 6), 0, 2, 5в), г); 
Д. Тураев (Горькнй) 8, 2, 5а); В. Уманский 
(Баку) 8, 9а), 6), 5в); В. Фарбер {Баку) 96): 
С. Хосид (Алма-Ата) 8, 9), 6), 1, 2, 5а), 
в), г): 7. Цаленко (Москва) 2, 3, 58), 6), в); 
П. Чеботарев (Москва) 9а), 6); И. Черная 
(Ленинград) 9а), 6); В. Шарафяк ею 
8; С. Шарипов НЫ УзССР) 2; 
Е. Шкляр (Гомель), 2, 5а); Ф. Эрдман (ГДР) 
96); М. Эфроимский (Ленинград) 8, 96), 0, 
2, 52); В. Якибович (Москва) 5а); А. Ялышев 
(Тула) 7а), 96), 2. 52а); П. Ярошевский (До- 
нецк) 5а). 


Физика 


Почти все читатели, приславшие решения за- 
дач Фб08—Ф522, справились г задачами 
Ф508 и Ф521. Остальные задачи правильно 
решили: А. Аннабаев {Чнмкент) И; А. Ар- 
батский (Благовещенск Амурской обл.) 
13, 17-19; Б. Байсакалов (Алма-Ата) 13; 
Ю. Балоян (Баку) 15; А. Барзыкин (п. Чер- 
ноголовка Московской обл.) 10, 16, 18, 19, 22; 


(Продолжение см. на с. 36) 


По страмицем школьных учебнммов 


В. Дубровский 


Площадь 
поверхности 
по Минковскому 


Длина дороги равна ее площади, 
Оделенной на ее ширину. 
(Нз лекини для школьннкоа} 


В предшествующей заметке о площади по- 
верхиостн ( «Квант», 1978, № 5) мы рас- 
сказали с том, как не следует ее опре- 
делять. Мы показали там, что для 
этой цели не подходят нн развертка, ии 
приближение многогранными — поверхно- 
стями. 

В данной заметке будет предложен коррект- 
ный способ определеиня площади поверх- 
ности, придуманный выдающимся немец- 
ким физиком и математнком Г. Минковским 
(1864—1909). Его определение отличается 
общностью н простотой. Оно позволяет 
легко вычислять площади простейших по- 
верхностей. В «Геометрни 10» это опре- 
деление нспользуется прн нахождении пло- 
щадн сферы ($ 69) н площади поверхностей 
цилиндра, конуса и шарового сегмента 
(приложение к гл. УП. 


Идея определения Минковского очень 
наглядна. Представим себе слой по- 
стоянной толщины, «окутывающий» 
поверхность. Интуитивно ясно, что 
его объем У(5) (26 — толщина слоя) 
примерно равен 26-5, где 5 — пло- 
щадь рассматриваемой — поверхнос- 
ти. Вычислив величину У(6)/26, мы 
найдем приближенное значение $5, 
причем приблнжение будет тем луч- 
ше, чем меньше 5. 

Переведем эту ндею на язык ма- 
тематики. Математическим  эквнва- 
лентом «слоя постоянной толщины» 
является понятие окрестности фигу- 
ры *). Дадим определение этого по- 


*) О применении этого понятия к ея 
щению задач можно почитать в статье « - 
рестность фигуры» («Квант», 1973, № 10). 


нятия. Пусть Ф — произвольная фи- 
гура в пространстве, 6 — положи- 
тельное. число. Множество Ф, точек 
Р пространства, удаленных от Ф 
на расстояние, не превышающее 8, 
РР $) < 6 
называется (замкнутой *%)) 
ностью фигуры Ф. 

Чтобы это определение стало по- 
нятным, надо определить понятие рас- 
стояния от точки до фигуры. Под 
расстоянием  р(Р, Ф) от точки Р 
до фигуры Ф понимается такое число 
4, что любой шар с центром Р и ра- 
диусом, меныцим 4, не имеет с Ф 
общих точек, а любой шар с центром 
Р и радиусом, большим @, имеет. 

Впрочем, 6-окрестность фигуры можно оп 
ределить и без понятия расстояния до Ф. Ока- 
зывается, данное определение эквивалентно 
следующему: б-окрестность фигуры Ф — это 
множество Фу таких точек Р простраиства, 
что всякий шар с цеитром Р ни раднусом, 
большим 6, имеет с Ф общие точки. Проду- 
майте это. 

Если в определении расстояния 
от точки до фигуры заменить слова 
«пространство» н «шар» на «плоскость» 
и «круг», то получится опре- 
деление 6-окрестности фигуры на 
плоскости. Везде, где не ого- 
ворено противное, мы будем рассмат- 
ривать пространственные 
окрестности. 

Упражнения 

1. а) Найти плоскую н, пространствен- 
ную б-окрестности отрезка. Доказать, что 
площадь первой и объем второй равны, соот- 


264--л5? и лбза + = л6з, 


где 4 — длина отрезка. 

6) Решить ту же задачу для окружности 
радиуса К>>8 (в этом случае ответы такие: 
4л6К н 212863). 

2. Найти в пространстве б-окрестиость 
правильного шестиугольника. Доказать, что 

(5)/26, где (6) — ее объем, при 6—0 
стремится к площади шестиугольника. 

Дадим теперь основное для этой 
заметки определение: пло- 
щадью поверхности И называется пре- 


дел 


6-окрест- 


ветственно, 


$ = РС, (1) 


$0 


*) Так как мы будем рассматривать 
только замкнутые окрестности, прилага- 
тельное «замкнутый» в дальнейшем опуска- 
ется. 
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где ИЛ г) — объем ее б-окрестности. 
Предостережение. Разумеется. 


. предел (1) может н не существовать. Можно 


показать, что для всех «хороших» поверх- 
ностей они существует (в простейших случаях 
ои будет иами вычислен). Однако не следует 
думать, что из его существования для неко- 
торой фигуры ЛП вытекает. что П является 
поверхностью в общепринятом смысле. Кро- 
ме того, для площади по м ие 
всегда справедляво равенство (ПИ, = 
=5 (П1) + $ (Пз) (при Л, ПП = 5); 
соответствующий пример рассматривается в 
задаче 4. Впрочем, с «хорошими» поверх- 
иостямн таких неприятностей не случается. 


Примеры вычисления площадей 


Вычислять площади поверхностей, не- 
посредственно пользуясь данным вы- 
ше определеинем, удается, конечно, 
только в простейших случаях *). 

Мы найдем площади сферы, тора 
(поверхности, получаемой при вра- 
щении окружностн вокруг непересе- 
кающей ее прямой), боковых поверх- 
ностей цилиндра и конуса. Половинки 
осевых сечений 6б-окрестностей этих 
поверхностей изображены на рисун- 
ках 1,2, За, 4а. 

Упражиения 

3. Доказать. что 6б-окрестность поверх- 
ности, получаемой при вращении плоской 
кривой Ё вокруг оси [. лежащей п одной пло- 
скости с кривой, есть результат вращения 
плоском 6-окрестности этой кривой во- 
круг оси {. 

4. Доказать, что тела, возникающие при 
вращенни фигур желтого цвета, изображен- 
ных на рнсунках 1, 2, За. 4а, являются 
8-окрестностями соответствующих  поверх- 
ностей. 

1. Сфера. Очевидно, что объем 
б-окрестности сферы Х=3(Ю) ра- 
диуса Ю равен разности объемов ша- 
ров радиусов Ю-6 и Ю—6 (рис. 1): 


у (56) = я [(Ю + 5)—(А— 5) = 
= 25-4 п (3+ 67. 


Деля последнее выражение на 25 
и переходя к пределу при 6—0, на- 
ходим, что 5(%(Ю))=4лЁ*. 

2. Тор. Рассмотрим тор Т= 
=Т(Ю, г), получающийся при вра- 
щении окружности радиуса г вокруг 
оси, отстоящей от ее центра на рас- 


*) В более сложных случаях площадь 
поверхности находится к помощью тех или 
нных интегральных формул. 
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Рис. 1. 


Рис. 2. | 


Рис. 3. 


Рис. 4. [$ 


стоянии АЮ>>г (рис. 2). Ясно, что 
ограниченное им тело есть г-окрест- 
ность окружности радиуса Ю, объем 
которой, согласно результату уп- 
ражнення 16), равен 2л°Юг?. Поль- 
зуясь этой формулой, легко найти 
объем б-окрестностн тора (см. рис. 2) — 
он равняется разности объемов (г-- 
--$)-окрестности и (г—6)-окрестностн 
окружности радиуса Л: 
У(Т=2л2Ю(г--6)*— 
—2л2Ю(г—6)1=26-4л?Юу. 
Следовательно, $(Т(Ю, г))=4л?Вг. 

Из рисунков За и 4а видно, что 
найти объемы б-окрестностей боковых 
поверхностей цилиндра и особенно 
конуса не так просто, как для сферы 
и тора. Вычисления существенно уп- 
рестятся, еслн чуть-чуть «подправить» 
эти окрестности (рис. 36 и 46). Мы 
проведем подсчет, воспользовавшись 
«поправками», а затем докажем их 
правомерность. 

3. Цилиндр. Обозначим через 
С=сС(Ю,Н) боковую поверхность ци- 
лнндра радиуса Ю ивысоты Н. Объем 
ее «исправленной» 6-окрестности С, 
(рис. 36) равен разности объемов 
цилиндров радиусов А-+6б и Ю—6 
с одинаковой высотой Н: 

и\ Св] =я НИЕ + 6)" —В— 6)" = 
=26.2^ЮН, (2) 
поэтому 


ис) 
За. р, 


$(С(к,Н)) = т 
8-0 


4. Конус. Пусть Ю — раднус 
основания конуса, «— угол между его 
осью и образующей, а К-= (К, а&)— 
его боковая поверхность. Тогда объем 
тела К, (рис. 46) равен разности 


объемов конусов с радиусами А + ЕЕ 


5 
= *| Е. в а 
и Ю са И одинаковыми углами & 


$ \3 
ве: |— 


ав 
ва |= 


„Легко видеть, что 


у (Кг) = лова (+ 


г за ва — 


ол 5 
= 46 та (= + зо 7 


лЮ* 
та ° 


Следовательно, 5 (К (К, а)) = 


а} 
Рис. 5. 


Если вместо угла © задана длина / 
образующей конуса, то, поскольку 
па, Для площади 
чаем формулу 5(К)=л |. 

Докажем теперь законность замены ок- 
рестностей С я К, на Су н Кь. Ясно, что 
замена окрестности Пь в формуле (1) на ка- 
кое-то тело Пь не влияет на результат 
в том я только том случае, когда ведичина 

и (Пь) —УНль) 
“вЫ 25 
нулю при 6-0. Разности объемов И Сь } 
н УГСь). И (Ка) ну (Кь} по модулю 
не превосходят, очевидно, объемов тел, по- 
лучаемых при вращении прямоугольников 
О: и О, на рисунках 5а н 56 соответственно. 
Найдя эти объемы Гзаметим, что для этого 
можно воспользоваться формулой (2)), мы 
получим, что в случае цилиндра | (6) |3 
4лАб. а в случае конуса |046) < 


АлЮ пб 
и $. Следовательно, в обонх 


случаях Ито (6) = 0. 
8—0 


полу- 


стремится к 


Обобщения 


Пусть для какого-то множества Ф 
существует конечный п положитель- 
У (Фо 
5-0 ; 
тогда, очевидно, при замене знаме- 
нателя 26 на с5" этот предел обра- 
тится в нуль при п<Т н в бесконеч- 
ность при л>!. В определенном смыс- 
ле это свойство специфнчно для по- 
верхностей. Легко понять, 
что для тел таким пограничным зна- 
чением будет уже п=0, а для ли- 
ний — п=2. 

В частности, в последнем случае 
принимают следующее опреде- 


ный предел 


3 


ление: длиной линии Ё по Мин- 
ковскому (в простраистве) называ- 
И (в) 

пб. 
Интуитивным оправданием — этого 
определения служит то, что сечение 
окрестности Ё,, перпенднкулярное ли- 
нии [.. есть круг радиуса 6 (площади 
я6?), так что объем Ё, должен при- 
мерно равняться произведению лб? 
на длину линии Ё.. Проверьте, поль- 
зуясь результатом упражнения 1, что 
определение Минковского дает для 
длин отрезка и окружиости нужные 
зиачения. 

Менее содержательно, но вполне 


ется предел 


осмысленно рассмотрение величин 
Ти (6) 

Им — при п=0 и лп=3, 
8-0 26 

где с — надлежащим образом выб- 


ранные постоянные (см. задачу 7). 
Аналогичные определения можно 
дать и на плоскостн, где наиболее 


интересен случай п-=|: величину 
1 > (Ев) 
17 где 5(2,) — пло- 
8-0 26 ‚ 


шадь (плоской) 6б-окрестностн кри- 
вой [., естественно принять за длину 
линии ([. (ср. эпиграф). 
Дальнейшие обобщения касаются 
п-мерных пространств при п>3 н 


на них мы, конечно, останавливаться 
не будем. 


Задачи 
1. Покажите, что не всегда 6-окрест- 
ность фигуры Ф является объединением всех 
шаров раднуса 6 с центрами в точках этой 
ФУР: 
. Приведите пример двух различных 
фигур Фи Ф' таких, что Ф, = Фь : а) при 
некотором 8; 6) при всех 6. 
окажите, что объем 6-окрестности 
выпуклого п-угольника равен 95.$ + 
+ лба.Р $ дб, $ — его 


‹ 


где пло- 


щадь, а Р — полупериметр. 

4. Пусть О — квадрат, лежащий в пло- 
скости Оху. 9, — множество его точек, у 
которых обе координаты х и у рациональны, 
0, — его остальные точки. Докажите, что 
все эти множества имеют площадь по Мин- 
ковскому, причем $ (0) = 5 (01) =$ (0.), 
так что $ (9: 0 9; <$ (@, + $ (3, 
хотя множества @;, и (О, не пересекаются. 

Найдите площаль поверхности, полу- 
чаемой при вращении дуги окружиости во- 
круг стягивающей ее хорды. 

6. Найдите площадь поверхности тела, 
являющегося пересечением двух (достаточно 
длинных) цилиилров раднуса К, оси которых 
проходят через общую точку п взаимно пер- 
пенднкулярны. 

7. Подберите константы с; и с. так, 


_ УФ С: 

чтобы пределы а) т 25) 6) ы 
8-0 с: 6-0 С-68 

имели содержательный геометрический 


смысл. Для каких фигур Ф они положи- 
тельны? 


Список читателей, 
приславших правильные решення... 


(Ночало см. на с. 32} 


В. Беркут (Днепропетровск) 18. 19; А. Бол- 
дырев (Алма-Ата) 19; В. Болотников (Харь- 
ков) 10,12, 14—М, 19, 22; Г. Борисов 
(п. Комсомольский Тюменской обл.) 11, 12, 
15. 17; А. Бродин (Киев) 11, 12; О. Булыгин 
{Павлодар) 18; М. Валейко (Киев) 9, 10; 
О. Васильев (п. Урмары Чув АССР) 9; С. Ва- 
сильее (Калинин) 16; А. Велько (п. Сахарный 
завод Минской обл.) 18; Д. Володько (Долго- 
прудный) 18. 19, 22; Ф. Габбасов (то Насибаш 
БэшкАССР) 18; М. Гаврилов (п. Черноголов- 
ка Московской обл.) 9—1, 16, 189; Гольц- 
ман (Днепропетровск) 10, 11, 15, 20; И. Го- 
пич (Новосибирск) 9. 10. 14, 15; И. Грузберг 
{Пермь} 9, 13; Е. Давыдов (п. Поплевино 
Рязаиской обл.) 13; И. Даниловский (Г ея 
кий) 19; В. Джалоян (с. Урцадзор АрмССР) 
15; В. Дидиух (Львов) 10; А. Дремин (п. Чер- 
ноголовка Московской обл.) 11, 15, 18, 22; 
М. Ермолаев (Кострома) 18; В. Жилич 
{с. Хабары Алтайского кр.) 15, 18; Ю. Жик 
(Москва) 13, 15; В. Жуков (Абаза) 19, 20, 22; 
К. Жуков (Москва) 13, 15; Д. Захаров (Моск- 
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ва) 18; А. Земсков (Ухта) 18; Е. Зиудин 
{Александров) 10, 11, 13—17, 22; Е. Ивченко 
(Винница) 18; К. Ильин (Вильнюс) 18; С, Ка- 
лашников (Рязань) 10; А. Каплан (Сумгаит) 
18: В. Кельман (Москва) 19; О. Кириленко 
(Балашиха) 22; А. Клочков (Челябинск) 13; 
В. Ковтуненко (Киев).9, 10; Е. Коган (Дне- 
пропетровск) 10. 15, 16; М. Коков (с. Батех 

БАССР) 9: В. Комов (Александров) 10, 11, 
13, №, 16—10, 22; А. Коробейников (Бала: 
шов) 10; А. Костеров (Семилуки) 20; 
0. Кравец (Воронеж) 19; Р. Кришитиул (Бо- 
я 16; Е. Кузьмин (Череповец) 9, 18, 19; 

. Куприн (Москва) 8—12, 18—20, 22, 
В. Курьян (Ростов-на-Дону) И—-13, 15, 17, 
19, 20; В. Лашкин (Киев) 12. 15, 18, 22; 
А. Леонович (Лида) 16; В. Линьков (Калуга) 
10; Д. Людмирский (Киев) 10, 17—10, 22; 
Ю. Макаров (п/о Чагода Вологодской обл.) 
18; С. Маламанов (Ленинград) 15, 18; И. Ма- 
ничев (Слуцк) 18; А. Матюкас {Каунас) 15, 
16, 19; Л. Марухленко (п. Старая Купавна 
Московской обл.) 12; С. Медведев (Москва) 
10, 11; В. Микулов (Павлодар) 20; А. Мо- 
гильнер (Свердловск) 20; А. Молотовщиков 
(Тейково) 16; С. Муратнаев (Махачкала) 10; 


(Окончание см. на с. 51) 


НЫ ный” 
зе -м= вым 
+ . = 


поант 
те для младших школьников 


вме+ Ш=евх 
вошы: ю0= шы 


| АДА“ ИнАНАиИ $ 
ддАл = лнджнА АД 


ЖИКА= визы ИКА. 


РИ. . _ 7% де 3: 3 


Задачи 


1. Числовые ребусы. 
В первом ребусе цифры зашифрованы 
фигурками, в остальных—буквами н 
звездочками (см. рисунок). Одина- 
ковым фигуркам и буквам соответ- 
ствуют одинаковые цифры, разным— 
разные; звездочки могут быть лю- 
быми цифрами. Ни одно число не 
начинается нулем. Расшифруйте ре- 
бусы. 

2. Решите уравнения: 

а) ва —сы 1, 

6) ххуи= (хх)*-- (уу)? 
(запись аб означает двухзначное чис- 
ло, у которого $ единиц и а десятков; 
запись с4аб — четырехзначное чис- 
ло, у которого В единиц, а десятков, 
4 сотен и с тысяч). 

3. Числовое колесо. 
В кружочки изображенного на ри- 
сунке числового колеса поставьте пер- 
вые девять нечетных простых чисел 
так, чтобы сумма любых трех чисел, 
расположенных по диаметру, была 
простым числом. Докажите, что при 
этом в центре может стоять любое из 
этих простых чисел, кроме числа 3. 

4. Параллелограмм составлен из 
трех равнобедренных треугольников, 
среди которых нет конгруэнтных. Най- 
дите величины его углов. 

5. Двое мальчиков играют в та- 
кую игру: они по очереди ставят 
ладьи на шахматную доску. Выигры- 
вает тот, при ходе которого все клет- 
ки доски оказываются побитыми по- 
ставленными фигурами. Кто выигры- 
вает в этой игре, если оба стараются 
нграть наилучшим образом? 


С. Гиндикин 


Арифметика 
на клетчатой 
бумаге 


Почему тетрадь по математике — в 
клетку? Такой вопрос задают иногда 
первоклассники, которым не очень 
удобно писать цифры в клеточках. 
Позже они узнают, что на клетча- 
той бумаге удобно делать геометри- 
ческие чертежи. Оказывается, рисуя 
различные фигуры иа клетчатой бу- 
маге, можно много интересного уз- 
нать и про арифметику. 

Способ представления чисел фи- 
гурами на клетчатой бумаге уходит 
корнями в глубокую древность — 
к математике Древнего Вавилона, 
Египта, Грецнин. Конечно, тогда ма- 
тематики не разлиновывали глиняные 


таблички или папирусы на клетки, 
а составляли фигуры из точек. Мы 
же воспользуемся клетчатой бумагой. 
В Древней Греции число, равное 
произведению двух натуральных со- 
множителей, называли плоским чис- 
лом: оно связывалось с точками, рас- 
положенными в виде прямоугольной 
решетки (рис. 1). Мы же договоримся 
изображать плоское число  прямо- 
угольником на клетчатой бумаге и 
считать число клеточек в нем. 
Свойства умножения хорошо ил- 
люстрируются чертежами. Например, 
распределительному — закону (пра- 
вилу раскрытия скобок) соответст- 
вует разрезание прямоугольника на 
менышие прямоугольники (рис. 2). 
Название «плоское число» теперь за- 
быто, а слово «квадрат», обозначаю- 
щее произведение равных сомножи- 
телей, сохранилось по сей день. 


Квадраты и гномоны 


Нечетные числа изображались в Древ- 
ней Греции при помощи уголков тол- 


+ (4+) * (244. 
АЯ Е РАНЫ М 


щиной в одну клетку — гномонов 
(рис. 3). Первое рассуждение, кото“ 
рое мы приведем, относнтся к квад- 
ратам п гномонам; принадлежит оно 
Никомаху Геразскому, жившему при- 
мерно в [ веке. 

Нарисуем подряд несколько квад- 
ратов и гномонов (рис. 4). Не правда 
лн, каждый гномон хочется дополнить 
некоторым квадратом; прн этом полу- 
чнтся следующий квадрат 
(рис. 5). Это наблюдение означает, 
что каждое нечетное число является 
разностью двух последовательных квад- 
ратов. 

Теперь сложим подряд несколько 
гномонов, начиная с самого малень- 
кого. Получится квадрат (рис. 6). 
Значит, сумма последовательных не- 
четных чисел, начиная с первого, яв- 
ляется квадратом: 1-+3=4, 143+ 
4+5=9, 1--3+5-+7=16 ит. д. 


Пифагор и пифагорейцы 


Полулегендарный мудреи Пифагор 
(УГ в. до н. э.), любил путешество- 
вать, н многое в его ученин почерп- 
нуто из восточной мудростн. 

Для пифагорейцев характерно мис- 
тическое отношение к числам. Онн 
коллекционировалн всевозможные чис- 
ловые «диковины», вндя в них про- 
явление божественных сил. При по- 
мощн числовых образов пифагорейцы 
умели выражать свои мысли и чув- 


Рнс. 5. 


Рис. 6. 


ства. Четные числа назывались жен- 
скими, нечетные — мужскими. Осо- 
бенно ценнли пифагорейцы число 190= 
=1--2--3-4 (рис. 7), называя его пре- 
восходным или тетрадой, и клялись 
«тем, кто вложил в нашу душу тет- 
раду — источник и корень вечной 
природы». Числа. равные сумме сво- 
их (собственных) делителей 
(6=1--2--3), назывались совершен- 
ными, и Никомах знал четыре со- 
вершенных числа: 6, 28. 496, 8128. 
Дружбу символизнровали пары дру- 
жественных чисел, каждое из которых 
является суммой (собственных) де- 
лителей другого числа. Например, 
числа 284 и 220 — дружественные: 
284=1--2--4--5--10+-20--11--22-- 

+-4455+110,220=1-+2-+4--71--142. 
Но раз есть «хорошие» числа. то 
должны быть и «плохие». «Плохо», 
если число не обладает ннкакимн до- 
стоинствами, еще хуже, если оно ок- 
ружено ннтересными числами. Боязнь 
числа 13 — «чертовой дюжины» —по- 
ражает своей бессмертностью. Но кое- 
что забыто. Вот что пишет Плутарх: 
«Пифагорейцы питают отвращение к 
числу 17. Ибо 17 лежит как раз по- 
середине между числом 16, представ- 
ляющим полный квадрат, и числом 18, 
являющимся удвоенным квадратом; 
оба этн числа являются единствен- 
ными плоскими числами, для которых 
периметр (прямоугольника) равен его 
площади...». Другими словамн, ут- 


39 


ве 
Тетрада 


Рис. 7. 

м ш} пот чи 
та 8} М |" > Г 
2 Е к +4 #4 а 
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А 
ранами, НЕА, , 


Рис. 8. Древневавнлонский  клинописный 


текст. 


верждается, что если произведенне 
двух чисел (разумеется, натуральных) 
равно нх удвоенной сумме, то это 
либо пара Зи 6, либо пара 4 и 4 
(почему?). 


Пифагоровы тройки 


Существует легенда. согласно  ко- 
торой Пифагор в честь какого-то 
из своих открытий принес в жертву 
не то одного быка, не то сто быков. 
Витрувий утверждает, что столь важ- 
ным Пифагору показалось открытие 
двух квадратов, сумма которых рав- 
на третьему квадрату *). Речь идет 
о соотношении 33--4*=5?. Теперь трой- 
кн натуральных чисел а, 6, с, для 
которых а?-5*=с*, принято назы- 
вать пифагоровыми тройкамн. Оказы- 
вается, пнфагоровы тройкн знали уже 
Вавилоне (рнс. 8). Постепенно на- 
шли их и греческие математнки. 
Попытаемся понять, как можно 
найти пифагоровы тройкн. Вспомним, 


*) Впрочем, другие источники указывают 
другие причнны. Есть также мнение, что ни- 
какого жертвоприношения вообще не было, 
поскольку жертвоприношения — противоре- 
чили философии пифагорейцев. 
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что всякое нечетное число представ- 
ляется в виде разности двух после- 
довательных квадратов. Тогда нечет- 
ный квадрат вместе с квадратами, 
разностью которых он является, обра- 
зуют пифагорову тройку. Например, 
3*=9=2-4--1=5*—42 (рис. 9). Так 
получается тройка 3, 4, 5. Аналогич- 
но 52=25=2.12--1=13*—122, откуда 
1224-5132; 72=49=2.24+{1=25— 
—24?, откуда 242-|-72=25?. Таким об- 
разом получаются все пифагоровы 
тройки а, 6, с, у которых с=а-Е1. 
Их общий вид: 


т — | № _ т 1 
ем, = — 


(т — нечетно!). Докажите это. А как 
найтн все пифагоровы тройки? 


а= 


Общая задача о пифагоровых тройках 


Накопленный опыт подсказывает, что 
надо исследовать разность двух лю - 
бых (а не только соседних) квадра- 
тов с*—@*, где с>а. Получается 
«толстый гномон» толщиной в с—а 
клеток (рис. 10). Задача, таким обра- 
зом, сводится к описанию всех воз- 
можных способов преобразования (без 
изменения числа клеток!) квадрата 5* 
в некоторый «толстый гномон». 

Первое наблюдение состоит в том, 
что «толстый гномон» можно преобра- 
зовать в прямоугольник (плоское чис- 
ло!) со сторонами длины т=с—а и 
п=с-а (рис. 11; мы получили гео- 
метрическое доказательство формулы 
#—а*=(с—а)(с-а)). Возннкает воп- 
рос, какие плоские числа могут быть 
преобразованы в «толстые гномоны». 
Ясно, что числа т=е—а и п=е-а 
не равны друг другу и являются либо 
одновременно четнымн, либо одновре- 
менно нечетными — других же огра- 
ничений нет. Итак, если имеется 
прямоугольник, не являющийся квад- 
ратом, длины сторон которого т 
и м имеют одинаковую четность, то 
его можно преобразовать в «толстый 
гномон», являющийся разностью квад- 
ратов 


2_ т п\? [тп 2 
с ( р ) иа 5 
{при наших прелположениях числа 


тп и т—п четны и отличны от 
нуля). 


Рис. 10. 


Итак, мы свели задачу о нахож- 
дении пифагоровых троек к вопросу 
о том, каким образом квадрат Ь* мо- 
жет быть преобразован в прямоуголь- 
ник со сторонамн длины т, п одина- 
ковой четностн (тэеп). Эта задача 
легко решается. Пусть г5Е — дели- 


тель числа 65? (но не обязательно — 
з 


ь 
делитель числа 5), для которого — 


нмеет ту же четность, что и г. Прн 
этом г должно быть той же четности, 
что ин 6, хотя это условие и недоста- 
точно (почему?). Тогда прямоуголь- 


ник со сторонами длины т -гил = [- 
может быть преобразован в «толстый 


гномон», являющийся разностью квад- 
ратов 


| Баг --г | ты и — г | 
=“ - 


Отметим, что г может равняться 1 
н что можно ограничиться делите- 
лями г<3Ь (почему?). 

Итак, все пифагоровы тройки име- 
ЮТ вид 

м — 
> 


63 -- га 
2 ' 


где | < г< В — такой делитель чис- 
ла 52, что ги 6?/г имеют одинаковую 
четность (совпадающую с четностью в). 
Пользуясь этим правилом, можно 
выписывать пифагоровы тройкн ав- 
томатически. Попробуйте проделать 
это; для контроля мы приводим таб- 


‚6, бы 


лниу пифагоровых троек с Ь из пер- 
вого десятка: 


В таблице встречаются тройки 
а, 6, с, отличающиеся только пере- 
становкой чисел а и 6; это объясня- 
ется тем. что в пифагоровой тройке 


а н Ь можно переставлять. Кроме 
того, мы видим, что не существует 
пифагоровой тройки с 5-=2: в этом 
случае нет подходящего делителя г 


Рис. 13. 


(условию г < 2 удовлетворяет лншь 
натуральное г=|, но единица — не- 
четное число). Для всех же осталь- 
ных 6 хотя бы одна пифагорова трой- 
ка существует. Если ВБ иечетио, то 
можно взять г—1; при этом полу- 
чаются ан с, отличающиеся на едн- 
ницу (мы рассмотрели этот случай 
в самом начале). Если же №522 — 
четное, то можно взять г=2; при этом 
получатся тройки с с-а=2 (почему?). 


Треугольные числа 


В клинописных табличках вавилонян 
содержится способ вычислять сумму 
первых п натуральных чисел: 1--2-- 
+-3-...-п. Такие суммы стали на- 
зывать треугольными числами, по- 
скольку из точек, соответствующих 
слагаемым, можно составить  тре- 
угольннк (рис. 12). На клетчатой бу- 
маге удобнее нарнсовать фигуру, на- 
поминающую лестницу (рис. 13): в 
каждом следующем ряду лестницы на 
одну клетку больше, чем в предыду- 
щем. Чтобы сосчитать число клеток 
в лестнице (равное искомой сумме), 
нарисуем еще одну такую же лест- 
ницу, но перевернутую; после чего 
«сдвинем» обе лестнины (рис. 14). 
Зубцы лестниц соединятся и полу- 
чится прямоугольник, у которого длни- 
на одной стороны равна п, я другой 
пф!. В таком прямоугольнике 
п(п--1) клеток: в лестнице же 
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Рис. 14. 
вдвое меньше, те. ож 


Таким образом. 


13 2--3+..- 41-1 ЕО. 


Задача 1. Пользуясь лестни- 
цами, найдите сумму 1-+3+5-+... 
...-- (28-1) нечетных чисел; сумму 
2—-4--6--...Н2К четных чисел, сумму 
1--4--7-+...--ЗЕ-! чисел вида ЗЕ-Н1 
(первую из этих сумм мы уже нашли 
при помощи гномонов). 

Следующая задача связана с еще 
одним интересным наблюдением Ни- 
комаха: 

Задача 2. Убедитесь в том, 
что гномон, являющийся разностью 
квадратов соседних треугольных чи- 
сел, яваяется кубом, точнее 


пп 1) ]2 (—1)7]2 _ 
вы 


Из этого соотношения Никомах полу- 
чил формулу для суммы кубов 
л (п р 
Ри 
Для ее доказательства достаточно соб- 
рать все гномоны, отвечающие сосед- 
ним треугольным числам. 


Практикум абмтурмента 


В. Можаев 


Движение 
заряженных частиц 
в электрическом 

и магнитном полях 


Действие электрического и магнит- 
ного полей на заряженные частицы 
приводит ко многим интересным явле- 
ниям н широко нспользуется в сов- 
ременной технике. Это, например, 
управление движеннем электронов в 
различных электровакуумных прн- 
борах и ускорение заряженных ча- 
стиц до высоких энергий, фокусировка 
частиц с помощью электростатнче- 
ских и магнитных линз и разделение 
частнц по их удельным зарядам в 
масс-спектрографах. 

Ограничимся рассмотрением наи- 
более простых случаев — движением 
заряженных частиц в однород- 
ных н стационарных (не 
завнсящих от времени) электрическом 
и магнитном полях. 


В электрическом поле 


с напряженностью ЕЁ на частицу с за- 
рядом д и массой т действует электрн- 
ческая сила 


Ел = 
которая сообщает частице ускорение 


т 
т 


= ЧЕ 
ЧЕ. 


Это ускорение направлено по полю, 
если 9>>0, и против поля, если 9< 0. 
Следовательно, положительная ча- 
стица начнет равноускоренно дви- 
гаться по полю, а отрицательная — 
против поля. 

Пусть частица переместилась из 
точки с потенциалом ф, в точку с 


потенциалом $ф.. При этом ее кине- 
тнческая энергия нзменилась на ве- 
личину 
А\ „= —9(Ф.—$л). 

Вот почему энергию заряженных ча- 
стиц удобно измерять в электрон- 
вольтах (1эВ — это энергия, которую 
приобретает частнца с зарядом, рав- 
ным заряду электрона, при прохож- 
денин разности потенциалов в один 
ВОЛЬТ}. 

На движущуюся заряженную ча- 
стицу в магнитном поле дей- 
ствует магнитная сила, называемая 


силой Лоренца ЁР,„. Ее модуль 
|= [5 [В] за, 
где 4 — заряд частицы, и — ее ско- 


рость, | индукция магнитного по- 


- 


ля и а — угол между векторами п 
> 


и В. Характерной особенностью этой 
силы является то, что она всегда 
перпендикулярна направлению двн- 
жения частицы и индукции магнитного 
поля. 

Поскольку сила Лоренца перпен- 
дикулярна скоростн частицы, работа 
этой силы равна нулю. Следователь- 
но, если на частицу не действуют ни- 
какие другие силы, при движении 
в магнитном поле энергия частицы 
будет оставаться постоянной величи- 
ной *). 

Рассмотрим несколько конкретных 
задач. 

Задача 1. Отрицательно за- 
ряженная частица движется в одно- 
родном электрическом поле так, что 
эквипотенциальную поверхность с по- 
тенциалом ф, она пересекает под 
углом оа к нормали, а эквипотенци- 
альную поверхность с потенциалом 
ф› — под углом а. (рис. Г). Известно, 
что в точке, где потенциал поля ра- 
вен нулю, скорость частицы равна 
нулю. Найдите связь между углами 
0, и @. 

Если в точке с нулевым потенциа- 
лом кинетнческая энергия частицы 
была равна нулю, в точках [ин 2 


«) Подробнее об этом можно прочитать 
в статье Ю. Зайчикова «Сила Лорен- 
ца н ее работа» («Квант», 1979, № 2). 


&3 


Рис. 1. 


она будет равна соответственно 


"ГГ = 9, 
у 
т] 51| 
5 — —9Фа, 


НИ у Фа 
| о. Фа 

В направлении оси Х на частицу 
действует электрическая сила, по- 
этому проекция скорости и, будет воз- 
растать: и,„, >49, . В направлении 
оси У нет никаких действующих на 
частицу сил; следовательно, проек- 


ция скоростн и, будет оставаться 
постоянной: 


|5. [ пе = [24 [те 


ИЛИ 
5 . 
| лая 
„Г-н 
из 
Сравнивая два выражения для 


отношения модулей скоростей части- 
цы в точках Ён 2, найдем связь меж- 
ду синусами углов 9: и ©: 


Это, _ 1/4. 
Эт © Ф1 
Обратите вннмание на такой факт: 
траектория частицы отклоняется в 


направленни нормали к эквипотен-* 


цнальной поверхности, если (как в 
рассмотренном намн случае) частица 


Рис. 2. 


движется в сторону возрастания по- 
тенциала. Это позволяет понять н 
более сложные движения зарядов в 
неоднородных электриче- 
ских полях, например принцип элек- 
тростатической фокусировки. На рни- 
сунке 2 показана так называемая 
электростатическая линза, составлен- 
ная из двух коакснальных цилиндров; 
пунктирными линиями изображены 
сечения эквипотенциальных поверх- 
ностей. Точка О — источник расхо- 
дящегося пучка медленных электро- 
нов, а точка О’М— изображение схо- 
дящегося пучка быстрых электронов. 

Задача 2. Электрон влетает 
в пространство между пластинами 
плоского конденсатора, между кото- 
рыми поддерживается постоянная раз- 
ность потенциалов (=60 В (рис. 3). 
Определите минимальную — скорость 


электрона отт, При которойон достиг- 
нет верхней пластины. Удельный за- 
ряд электрона е/т=1,76-10 Кл/кг, 
угол падения @&=60°. 

При движении в конденсаторе на 
электрон будет действовать постоян- 
ная электрическая сила, направлен- 
ная против поля, то есть от отрица- 
тельной пластины к положительной. 
Поэтому проекция скорости электрона 
на ось У будет равномерно умень- 
шаться, а проекция на ось Х — оста- 
ваться постоянной. Нетрудно пока- 
зать, что траекторией движення элек- 
трона будет парабола (проверьте это 
самостоятельно). 

Минимальная — начальная 
скорость электрона будет соответ- 
ствовать случаю, когда парабола ка- 
сается верхней пластины конденса- 


тора. Это означает, что в момент ка- 
сания проекция и, скорости электрона 
будет равна нулю. 
В точке / кинетическая энергия 
2 
т] и 
р О 


электрона была ав 


точке 2 она равна 


6 ( - д м. 
о» | я 
и 2 
гой стороны, изменение кинетической 
энергни связано с разностью потен- 
цналов между пластннамн конденса- 


тора: А! „= —е0 *). Таким образом, 


С дру- 


‚| = 2 2 
=] а ак т] | за 
2 > ь 
4 
| о | -У?-= т анг 


—9,9. 108 м,с. 

Попробуйте решить эту задачу 

другим способом: запишите уравне- 

ния движення электрона по осям Х 

и Уи из них найдите минимальную 
начальную скорость. 


*) Под е здесь и в дальнейшем чы будем 
понимать модуль заряда электрона. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


Задача 3. Пучок однократно 
заряженных положительных ‘ ионов 
14*(А —=6) испускается эмиттером «Э». 
Ионы ускоряются электрическим по- 
лем и, пройдя разность потенциалов 
(3000 В, попадают в камеру с 


поперечным магнитным полем |В |= 
3: 10-?* Т (рис. 4). Найдите вели- 
чину отклонения пучка №. Длина 
камеры [—15 см, заряд электрона 
е— 1.6.10 Кл, маса протона 
рии ,67 102 г. 
Пройдя ускоряющую разность по- 
тенциалов (/, каждый нон прнобре- 
тает кинетическую энергию 


- 


где п1— масса нона, и — его скорость. 


Отсюда 


С такой ‹коростью ион влетит в 
камеру, где существует только маг- 
нитное поле. На ион начнет действо- 
вать снла Лоренца, которая сообщит 
ему центростремительное ускоренне. 
Поскольку сила Лоренца в каждый 
момент перпендикулярна скорости но- 
на, нон будет двигаться по окруж- 
ности. Радиус этой окружности мож- 
но найти из А движения иона 


се 58| 
С учетом того, зы | ЗА, по- 
лучим 
в заЫ Вто. 
В] ГЕ] 


Величина отклонения пучка И на- 
ходится из простых геометрических 
расчетов (см. рнс. 4): 


в-Ю—И В?— [220,02 м. 


Задача 4. Слаборасходящийся 
пучок электронов вылетает из точки О 


со скоростью и и движется в продоль- 


ном магнитном поле с индукцией В 
(рис. 5). При каких значениях моду- 
ля вектора магнитной индукции бу- 
дет происходить фокусировка пучка 
на экране «Э», расположенном на 
расстоянии Ё от точки 0? 
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Рассмотрим движение отдельного 
электрона, вектор скорости которого 
лежит в плоскости рисунка 5 и с0- 


ставляет угол @ с вектором В. 
Поскольку на электрон действует 
только сила Лоренца, проекция ко- 
торой на направление поля равна 
нулю, проекция скорости электрона 
на это направление будет оставаться 


постоянной и равной 
В плоскости, 


© <о$ а. 
перпендикулярной 


вектору В, электрон будет двигаться 
по окружностн с линейной скоростью, 


равной |9|з5т а. Запишем уравнение 
движения электрона по окружности: 


а Иа 
т и] 59а | | 5 
—‚__ 8 5||В ИП @. 


Отсюда найдем раднус окружности Ю 
и период обращення Т: 


| | 
|.) т ое 
и, 

. |8 
2лт 


д 

па“ =". 
[ие е[В| 

Одновременно электрон равномер- 

но движется по полю со скоростью 


| [с0$ @&. 
Ь 
Если через время Т 


| а 
электрон окажется в точке 0’ (см. 
рис. 5), это будет означать, что он 
сделал целое число п полных оборо- 
тов: 

т=п 7, 
или 
ГР 2пт 


= —— 
> — ‚ 
ее е|В„| 


где п=1, 2, 3,... В результате полу- 
чаем дискретный набор значений мо- 
дуля вектора магнитной индукции, 
прн которых электрон будет попа- 


дать в точку О’: 
Я. | ое ь 
в- её 
Говоря строго, значения фокусирую- 
щих полей зависят от угла &«. Однако 
прн малых углах со$ «| и 


Еее 


Задача 5. Положительно за- 
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ряженная частица влетает в скре- 
щенные однородные электрическое и 
магнитное поля. Начальная скорость 


< 


частицы о перпендикулярна 


и электрическому полю Е, и магнит- 
ному полю В (рис. 6). По какой тра- 


ектории будет двигаться частица? 
Оказывается, при фиксированных 


значениях Ё и В вид траектории ча- 
стицы целиком определяется величи- 


> 


ной её начальной скорости 0. 
Если [о | = |1 ‚ сила Ло- 
|8] 


ренца будет равна по модулю, но 
противоположна по направлению элек- 
трической снле. поэтому частица бу- 
дет двнгаться равномерно н прямолн- 
нейно вдоль осн Х. 


[Е 
> ъ 
|8 
Лоренца в начальный момент будет 
больше модуля электрической силы; 
следовательно, на частицу будет дей- 


ствовать результирующая сила, на- 
нравленная вниз. По мере смещения 


Если | и | > модуль силы 


частицы вниз. против поля Ё, она 


будет постепенно терять скорость н 
все снльнее и сильнее загибаться маг- 
ннтным полем (см. рис. 6). В самой 
нижней точке траектории проекция 
скорости частицы и, станет равной 
нулю, а ее полная скорость будет 
минимальной. Раднус кривизны тра- 
екторни в этой точке будет наимень- 
шим, а ускоренне частицы, направлен- 
ное вверх. — нанбольшним. 

Затем частица начнет двигаться 


вверх, по полю Е, ее скорость будет 
увеличиваться, а вместе с ней будет 
увеличиваться и раднус крнвизны тра- 
екторин. В некоторый момент ско- 
рость частнцы станет равной началь- 


ной скорости 5. 
В результате частица будет «дрей- 
фовать» вдоль оси Х. Траекторней ее 
движения является циклонда. На рн- 
сунке 6 показана траектория частицы 


|, | >2 |8 : 
Я 

(Строгий расчег показывает, что 

движение по циклокде можно пред; 


ставить как суперпозниию равномер- 
ного движения го осн Х со скоростью 


В 


для случая, когда 


нЕ — и движения по окруж- 


Я 


ности в плоскости ХА.) 


Упражнення 


1. Две заряженные частицы с равными 


скоростямн |2 |= }0% см.с однсвременно 
влетают в плоский конденсатор (рис. 7). 


Определите, при какой напряженности Е 
электрического поля в конденсаторе частицы 
смогут столкнуться. Удельные заряды частни 
равны по абсолютной величнне (е/ы— 
== 1,76. 09 Кл/кг). 
знаку. Расстоянне между пластннами кон- 
денсатора 4 = 1 см; # == 5 см; угол падения 
частиц @ = 45°. 

2. В планетарной модели агома водорода 
(по Резерфорду — Бору) предполагалось, 
что электрон эращдется по круговой орбите 
вохруг небольшого тяжелого положительно 
заряженного ядра (протона). Определите 
радиус атома водорода, еслн нэвестио. что 
минимальная энергия, которую нужно до- 
полннтезьно сообщить электрону для удале- 
ния его из атома (энергия ноннзацин), равиа 
У = 2,2.10-1ю Дж. Заряды электрона н 
протона равны г = 1,6. 10-1 Кл. 

3. В устройстве для определения изотоп- 
ного состава (масс-слектрографе) однозаряд- 
ные ионы калия с атомными весамн А, = 39 
н А, = 41 сначала ускоряются в злектриче- 


но противоположны по. 


ве ГГ 
ет" 
| Бе. 
| = | 
1 1 я 
1 1 
г. 4 

| 

| 


Рис. 7. 


Рис. 8. 


ском поле, а затем попадяюг в однородное 
магинтное поле, перпендикулярное направ- 
ленню их движения (рис. 8). В процессе 
опыта из-за несовершенства аппаратуры уско- 
ряющий потенциал меняется около среднего 
значения (о па величнну АИ. С какой от- 
носительной точностью АУ! И, нужно под- 
держнвать значение ускоряющего потенциа- 
ла, чтобы пучкн изотопов калия ие пере- 
крывзлись? 

- 4. Селектор скоростей заряженных час- 
тнц представляет собой устройство со взанм- 
но перпезднкуляриымн электрическим н 
магинтным полямн. Прн некоторых величн- 
нах полей через селектор прямолниейно про- 
ходят злектроны с кннетнческой энергией 
Т.. Протоны какой энергии Тр пройдут 
прямолннейно через тот же селектор? 
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Н, Возов 


Читатели 
советуют 


В обширной редакционной почте «Кванта» 
значительная часть писем наших читате- 
лей — школьников, преподавателей, лю- 
бнтелей математнкн — касается тематики 
раздела «Практикум абитурнеита». Мио- 
гие из инх затрагивают частные вопросы — 
на такие пнсьма редакция отвечает лично 
нх авторам. Но в целом ряде писем и заме- 
ток высказываются нитересные соображе- 
ния по различным теоретическим вопросам 
школьного курса математики, излагаются 
прнемы решения некоторых типов экза- 
менационных задач, сообщаются полёз- 
ные замечания, предложения методнче- 
ского характера, самостоятельно состав- 
ленные задачи. Хотя приводимые а подоб- 
ных письмах соображения н задачи не 
всегда являются новымн и оригннальнымн, 
с их содержаннем целесообразио, на наш 
взгляд,  позмакомнть всех читателей 
«Кванта». Не считая возможным публи- 
ковать этн письма н заметкн полностью, 
редакцня подготовыла подборку матерна- 
лов, составленную по ндеям н предложе- 
нням читателей журнала, с необходимыми 
дополинтельными комментариями. Мы на- 
деемся, что включенные в подборку вопро- 
сы окажут помощь поступающнм в вузы. 


Свободное владенне школьным 
курсом математики, которое абиту- 
риент должен показать на приемном 
экзамене, подразумевает, в част- 
ности, умение правильно проводить 
вычисления, грамотно преобразовы- 
вать алгебраические выражения. К 
сожалению, поступающим часто сни- 
жают оценку именно за ошибки, до- 
пущенные в ходе преобразованнй. 
Такие ошибки происходят, как пра- 
вило, не нз-за незнання — это, ско- 
рее, результат невнимательности п 
небрежности, неумения проверять са- 
мого себя, результат недостаточной 


практики в решении примеров, отра- 
батывающих технику  преобразова- 
ний. 

Прн решеини подобных примеров 
полезно иметь в виду следующее 
соображение: иногда преобразование 
алгебраических выражений удается 
упростить, еслн удачно использовать 
трнгонометрические функции, т. е. 
сделать трнгонометрическую подста- 
новку (см. «Квант», 1974, № 3, с. 49— 
50). Суть этого метода состоит в том, 
что вместо одной из входящих в ал- 
гебраическое выражение переменных 
подставляется некоторая тригономет- 
рическая функция вспомогательного 
угла, причем она подбирается так, 
чтобы исходное выражение в силу нз- 
вестных формул тригонометрии уп- 


ростилось. 
Конечно, удачная трнгонометри- 
ческая подстановка бывает полезна 


не только для преобразования алгеб- 
раических выражений, но и во мно- 
гнх задачах — при решении уравне- 
ний, доказательстве неравенств и 
т. д. Болышой набор интересных 
примеров такого рода прислал наш 
читатель В. Ольхов (Горький). 

Пример 1. Доказать тож- 
дество 


У ау = У 9+ 


+] и а- уе , (1) 


Прежде всего заметим, что обе 
части равенства (1) одновременно име- 
ют смысл, если 


6—0, а>0, а>уУБ (2) 


для этнх значений а н В мы и дока- 
жем наше тождество. Наличие под 
квадратным корнем выражения а— В 
наводит на мысль положить 

о=а?$т? ф, где О<ф<л/2, (3) 
— ведь тогда 


у а*—6 =асо$ф. 


Такая трнигонометрическая подстанов- 
ка допустима, поскольку в силу не- 
равенств (2) дробь Ь/а* (при а=20) 
заключена между 0 и | н ее можно 
принять за значение квадрата сину- 
са некоторого угла первой четверти 


(если а=0, то и 6=0 н тождество (1) 
очевидно). 

После подстановки (3) правая часть 
равенства (1) запишется в виде 


ь фа 
Ув (5$ +5 5 )- 


В то же время 


Из+иЬ= У атазтф= 


= Иа ( соз № +ыт-® 
У (сз о ГП : 


так как | + зт ф= с0$—- + 


Ф ств ил = а 
+ 2с0$ > ЯП + мп = (с° о + 


+ эт =}. н тождество (1) доказано. 


Прнмер 2. Доказать, что 


при с>0, а>с, 6 >с 
и ао 8 -+о+ 
+У @—9 6—9 < 245. 


Когда в этом неравенстве дости- 
гается знак равенства? 

Перепишем доказываемое нера- 
венство в виде 


У (1+9 0+5) + 


[2 с 
+У0-5)0-=)<2 в 
Так как по условию 
[2 [2 
0—< о 1, 0<—-< 1, 
можно положить 


-- =с05 а 0<а<л!2, 


[2 , 

-;- = с0$В, 0<В<л;2. 

Если в левой части неравенства (4) 
выполнить эту тригонометрическую 
подстановку, то можем последова- 
тельно записать: 


У И соз <) (1-+ созВ) + 
У 1— с0$ @) (1 —с0$ В) = 
—2 (> -5- с05 + + п -5- п =) м 


ы 


а [2 
205 (4+4—-->) < 2: 


что и доказывает неравенство (4). 

Из приведенной цепочки преоб- 
разований видно, что равенство в 
соотношении (4) достигается, когда 

а В 
т. е. при а = В; это возможно толь- 
ко прн а=ёф (проверьте самостоя- 
тельно!). 

Следующее ниже иррациональное 
уравнение с параметром без особого 
труда решается стандартным мето- 
дом — возведением в степень; надо 
только внимательно проследить за 
тем, чтобы не получить посторонних 
корией. Мы покажем, как это урав- 
нение решается иначе — с помощью 
трнгонометрической подстановки. 


Пример 3. Решить уравне- 
ние 
И РЕх-+ У р-х=х. {5) 


Заметим прежде всего, что если 
уравненне (5) прн каком-нибудь зна- 
чении параметра р имеет корень, то 
этот корень — неотрицательное чис- 
ло (почему?). Отсюда следует, что 
прин р<О уравнение (5) корней не 
имеет, при р=0 оно имеет один ко- 
рень х=0 и при р>>0 корни должны 
удовлетворять неравенствам 0<х<р 
(докажите этн утверждения). 

Сделаем трнигонометрическую под- 
становку 


х = рсо$ф, 0<=ф<-—; 


тогда уравнение (5) примет вид 


УТ: созф + УТ - созф= Ирсозф, 


или 
ИУ2-- Ур (со $ — эт $) 


(проделайте выкладки). Возведя обе 
части последнего уравнения в квад- 
рат, получим 

р-—?2 


яп =: . 
ь р 


Определяемое отсюда значение ф 
можно выбрать в первой четверти 
только тогда, когда р > 2; следова- 
тельно, уравнение (5) имеет корни 
только для значений параметра р>2. 
При любом значении параметра, 
удовлетворяющем этому условию, 
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созф = УТ мй?ф- > Ур в 


а потому при р? уравнение (5) 
имеет корень 


х=Ур—1. 
Упражнения 
. Упростить выраженне 


Уз @е—0+Уа+У4@—0. 
Уп 


2. Доказать, что при а=> [61 


ьу2 2а-- Иа — в В 


а- уе 


= У@-+ь:—уУ@- 5). 


3. Доказать, что для неотрицательных 
чисел а, В, с. Ч 


У У У@е+9е-а. 
4. Доказать, что еслн а >> с > бир >с> 
>>0. то 


У3@-эЭ+Уу6-д= Ум. 


Когда в этом неравенстве достигается знак 
равенства? 
$. Решить уравнение 


уу. 6—х г СЕ о № 


ЗУ 


Ученик 10 класса Валерий Голу- 
бенко (г. Черкесск Ставропольского 
края) предлагает читателям журна- 
ла решить составленную им задачу: 

6. Пусть БР — точка пересечения высот 
[АЕ] н [ВЕ] равнобедренного треуголь- 
ника АВС, в котором | АВ |= | ВС |. Рас- 
сматривается отношение № площадей тре- 
угольников ВЕД п АВС. 

а) Доказать, что №=1:90, если точка О 
лежнт на окружности, впнсанной в треуголь- 
ник АВС. 

6} Вычислить № в случае, когда точка 
О является центром тяжести треугольника, 
симметричного треуголькику АВС относи- 
тельно середины высоты [ВЁ}. 


* ф % 


Судя по письмам, большой инте- 
рес у читателей журнала вызвали 
примеры систем уравнений, которые 
решаются не стандартными преобра- 
зованиями, а логическими рассужде- 
ниями («Квант», 1978, №4, с. 50. 

С. Мириев (пос. Хиллы — Нефте- 
чалинского р-на Азербайджанской 
ССР) прислал в редакцию задачу, 
решение которой остроумно исполь- 


зует неравенство Бернулли («Алгебра 
и начала анализа 9», п. 2). 


Пример 4. Решить в целых 
числах иравнение 
х= 1 (9х1). (6) 


Ясно, что уравнение (6) целых отри- 
цательных корней не имеет, а х=0— 
его корень. Поэтому будем искать 
целые положительные корни. Пере- 
пишем уравненне (6) в внде 
(1-+9)*=1-9х. 
Но в снлу неравенства Бернулли при 
любом натуральном п 
(1--9)7 > 1--9п, 
причем знак равенства достигается 
только при п=1. Поэтому уравнение 
(6) имеет единственный целый поло- 
жнтельный корень х=1. 
Предлагаем читателям самостоя- 
тельно подумать еще над двумя «не- 
стандартными» — задачами — уравне- 
нием, которое прислал А. Ермилов 
(г. Коломиа Московской областн), 
п системой неравенств, составленной 
М. Левиным (Таллин): 
7. Решить уравнение 


х У Ту Ух = у. 


8. Решить систему неравенств 


Их -и>2- ха, 

а Е ео 
ху ОЕ, авы 
- 1+а—и:: 


Говорят, что в геометрии обосно- 
вать сложное утверждение часто ока- 
зывается проще, ‘чем строго доказать 
наглядно очевидный факт. Об одном 
Таком факте я ндет речь в задаче 
С. Сефибекова (село Кашкент Хив- 
ского р-на Дагестанской АССР): 


9. Доказать, что если сечение прямо- 
угольного параллелепипеда плоскостью пред- 
ставляет собой треугольник, то этот тре- 
угольник остроугольный. 


В ряде случаев оказывается по- 
лезным представить выражение 
а “п х-ЕВ со5 х в следующем виде: 
азтх | 6 с0$х = 

= Иа - т (х-+ 9), (7) 
где а ни 6 — константы, а вспомога- 
тельный угол Фф определяется соот- 


ношениями 
т ф= ы с0$ ф = ы 
_ Узы’, — Уязчы 


(«Квант», 1976, № 4, с. 41—42). 

На любопытное обобщение форму- 
лы (7) указывает в своем письме 
М. Шкапенюк (Одесса). Продемонстри- 
руем это обобщение на конкретной 
задаче. 

Пример 5 (МГУ, мехмат, 
1965). Сколько корней имеет урав- 
нение 

т х--2 эт 2х=3--ят 3х? 

Применяя известные формулы 
тригонометрин, предложенное урав- 
нение перепишем в виде 


эп 2х— зтх с0$ 2х = >. (8) 


Теперь левую часть 
следующим образом: 


преобразуем 


т 2х —$тх с0$ 2х = 


= УТ 2х [ее я 
} У! -Е 51 х 
тх 


> УГ ях 
Так как при любом х 


п 2х— 


с0$ 2] В 


( 1 } + ( зтх у 
И ям х УЕ: х 
существует зависящий от х угол 
ф= (5) такой, что 


1 
ЗЕЕ = <0$ Ф (>), 
Япх . 
ЗЕ 


Но тогда 
Яп 2х — п х<с0$ 2х = 
= У 1+ т? х эт (2х +-Ф (х)}, 


так что уравнение (8) равносильно 
уравнению 


Ут япёх т (2х + Ф (%)) => 


Поскольку левая часть последнего 
уравнения при всех значениях х не 
превосходит У 2, это уравнение кор- 


ней не имеет. 
* ® * 


Наш читатель В. Колмыков (Воро- 
неж) предлагает найти ошибку в 
«доказательстве» следующей явно не- 
верной «теоремы»: 


10. Теорема. сли две плоскости па- 
раллельны, то они совпадают. 


Доказательство. Пусть 
ах + ыу Ее + а=о0 {9} 
— уравнение плоскости м, а 
Ах + Ву+ С +В =0 


— уравнение — плоскости В. п пусть 
&||В. В силу параллельности этих пдо- 
скостей 

А В С 

а с’ 


или, если обозначить эти отношения через #, 
А= вю, В =, С= с. 
Но тогда уравнение плоскости В можно запн- 
сать в виде 
Гр) 
ах бу + сё + =0. (10) 
Вычитая нз равенства {10) равенство {9), по- 
лучаем, что р = Е4, а потому уравнение (10) 
плоскостн В можно переписать в виде 
ах |- ву + + а=0. 
Поскольку это уравненне совпадает с урав- 
нением (9} плоскости &, получаем а ов 


Список читателей, 
приславших правильные решеиня... 


(Начало см. на с. 32. 36} 


И. Овчинников (Ленинград) 9—11; И. Омелян 
(Львов) 9—12, 15, 18, 19; А. Опарин {Горь- 
кий) 19, 22; В. Остапенко (Алма-Ата} 9. 10; 
Т. Павелкина (Киев) 10, 11; А. Павенис 
{п’о Нагале ЛатвССР) 13; А. Павлов (Узло- 
вая) 16; А. Паланджян ван 16: Г. По- 
плаускас (Гарлява) 16; А. Персе (Москва) 15; 

Петров {Красногорск Московской обл.) 
18, 19; С. Прядкин (Кяев) 98—11. 15—17; 
С. Пузанов (Одлиниово) 10; И. Романовский 
(Лнда) 10, 18, 20; И. Риузин (Ленннград} 22; 
И. Савенков (рп Лысые Горы Саратовской 
обл.) 11, 18; С. Сафронюк {Ровно} 18, 19, 22; 


В. Сачков (Чебоксары} 11, 19; „1. Семенова 
(Днепропетровск) 10; В. Середа (Львов) 12; 
П. Сильвестров (Новосибирск) 15—17, 19, 20; 
Е. Ситников (Туймазы) 9; 0. Скри- 
пачев (Казань) 9. 10, 12; Ю. Солдатенко 
(Пниск) 10, М, 16; А. Степанович (Ннколь- 
скнй Карагандинской обл.) 10, 13; М. Стро- 
ааинский (Донецк) 9, 10. 1: К. Грутнев 
{Казань} 18; НЯ. Федин (Омск) 10, 12—19, 22; 
И. Халтарсв (Улан-Удэ) 10; С. Хриулин 
(Моршанск) 15; В. Швейдель (Велнкие Лукн) 
11; 8. Шевкунов (Фрунзе) 12, 15; Р. Широков 
(Киев) 13, 15, 18, 18; С. Шичянин {Невинно- 
мысск) 19: С. Шишков (Москва) 13—19, 22; 
Е. Шкляр (Гомель) 16: Шосточенко 
{Кишннев} 18; М. Эфроимский (Ленинград) 
15, 22; О. Янчук (п/о Иванополь и 
ской обл.) 12; В. Яровой (Ленинград) 22. 


Варианты вступительных экзаменов 


в вузы в 


Казанский 
государственный 


университет 
им В. И. Ульянова-Ленина 


О Казанском государственном унниерснтетс 
подробно рассказывалось п «Кванте» № 6 
за 1976 год. 


Математнка 
{письменный экзамен) 


Механико-математнический факультет 


1. Решить уравнение 
2 т бх = $2х — 23 9%. 


— 


2. Найтн коордниаты вектора р, кол- 
линеарного вектору д = (3: —4), если нз- 
вестно. что вектор р образует с осью Ох ту- 


р 
пой угол и |р | = 10. 

3. Основаннем пирамиды служит равно- 
бедренный треугольник, у которого боковая 
сторона равна а, а угол прин вершине равен 
о. Все боковые грани наклонены к плоскостн 
основання под углом В. Найти объем пнра- 
мИдДы. 

4. На координатной плоскости изобра- 
зить множество точек, координаты которых 
удовлетворяют неравенству 


Тобачи (1 -- т х) > 1. 


Факультет вычислительной математики 
кибернетики 
1. Решить уравнение 


` 


л 
2? (*—4 | == 2518 х — Хх. 


2. Решить неравенство 
13° —3 [9% —3>0. 

3. В правильную четырехугольную пи- 
рамилу с высотой Я и стороной основания п 
винсан прямоугольный параллелепипед, ос- 
нованием которого является квадрат со сто- 
роной В, так, что его ннжнее основание ле- 
жит на основании пирамиды, а вершнны верх- 
него основания лежат на боковых ребрах пи- 
рамиды. При каком 6 объем вписанного па- 
раллелепнпеда будет наибольшим? Найтн 
объем при этом значении 6. 
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1978 году 


4. На дороге на расстоянни 10 м друг 
от друга лежит некоторое колнчество стол- 
бов. Начав с одного крайнего столба, рабо- 
чнй перенес все столбы по одному к другому 
крайнему столбу, причем для этого ему в 
общей сложности пришлось пройти 1,44 км. 
Сколько столбов лежало на дороге? 


Физический факультет 
1. Решить уравнение 


125с05х —1| 


-ы Не 
те Х = - 
Эх — | ЗИ = зах 


зтх — 


2. Решить систему уравненнй 


3. На кривой у = хз — 3х2 |- 2 найти 
точкн, в которых касательная параллельна 
прямой у == Зх- 

4. Двуграиный угол между боковымн 
гранями правнльной четырехугольной пни- 
рамиды равен х, п сторона основания равна 
а. Найти объем пирамиды. 


Физика 
(задачи устного экзамена} 


1. Цилиндр радиуса В н массы т стоит 
перед ступенькой высоты А«К. Какую 
иаименьшую горизонтальную снлу, прохо- 
дящую через ось цнлнндра и перпендику- 
лярную к стенке, иадо приложить к цилинд- 
ру, чтобы он мог подняться на ступеньку? 
Трение не учитывать. 

2. На резиновой ннти, длина которой в 
иерастянутом состоянии {+ подвешеи тяже- 
лый шарик массы т, который равномерно 
вращается в горизонтальной плоскости во- 
круг вертикальной осн, проходящей через 
точку подвеса; при этом нить отклоняется 
на угол ©. Деформация иити упругая. коэф- 
фициент упругости #. Найти угловую ско- 
рость вращення 0. 

3. Льдииа с площадью поперечного сече- 
ния 9 н высотой Н плавает в воде. Какую 
работу надо совершить. чтобы полностью 
погрузить льдину в воду? 

. Шарик плотности ра; подвешен на 
невесомой нити длины [ в жидкой среде 
плотности р. Определить пернод его колеба- 
ний. Треннем пренебречь. 


5. Колеса паровоза имеют радиус К = 
— | м при 0°С. Определить разницу 
в числах оборотов колеса летом при темпе- 
ратуре 2; = 25°С и зимой при температуре 
5°С на пути пробега ‘паровоза 
{ = 100 км (тепловой коэффициент линейино- 
го расширения @ = 1,2.10-® К-1). 

6. Электромотор питается от батареи с 
ЭДС $ = 12 В. Какую механическую работу 
совершает мотор за время 1 = 1с при про- 
теканин по его обмотке тока / =2 А, если 
прн полном затормаживании якоря по цепн 
течет ток 1. = 3 А? 

7. В электроплитке сопротнвления сое- 
динены в схему, показанную иа рисунке. 


Электроплитка включается в сеть точками 
Ти 2, прн этом за некоторое время удается 
довести до кипеиня 71; —= 500г воды. Сколько 
воды можно довести до кипения за то же 
время, если электроплитку включить в сеть 
точками Ги 3? Начальная температура воды 
в обоих случаях одна ин та же. Тепловыми 
потерямн пренебречь. 

8. Через двухэлектродную лампу (днод} 
г плоскими электродамн течет ток / = 10 мА. 
Напряжение на лампе И = 100 В. С какой 


силой |Р | действуют иа анод лампы по- 
падающие на него электроны, если скорость 
их вблиэн катода равка нулю? Отношение за- 
ряда электрона к его массе е/т = 1,76Х 
10 Кл/кг. 


9. В однородном магнитном поле с ин- 
> 


дукцией |В |= 0.125 Т расположен про- 
волочный виток таким образом, что его плос- 
кость перпендикулярна магиитным линиям. 
Виток замкнут на гальванометр. Полный за- 
ряд, протекший через гальванометр при не- 
котором повороте витка, 9 = 8-10-® Кл. 
На какой угол повернулся виток, если его 
ллощадь 5 = 5.103 см3, а сопротивление вит- 
ка А — 1 Ом? 

10. Вогнутое зеркало дает действитель- 
ное изображение точечного источника, рас- 
положенного на оптической оси на расстоя- 
нин 4 == 50 см от зеркала. Фокусиое расстоя- 
ние зеркала Ё = 95 см. Зеркало разрезали 
пополам, и его половины отодвинули друг 
от друга на расстояние а = | см в направ- 
ленин, перпендикулярном оптической оси. 
Как расположены по отношению друг к 
другу нзображення, даваемые половин- 
камн зеркала? 

В. Вишневский, 
О. Соколов, 
А. Хасанов 


Ярославский 
государственный 
университет 


О Ярославском государственном универ- 
ситете см. «Квант», 1978, № 6, с. 73. 


Математика 
(письменный экзамен) 


Математический факультет 

Вариант 1 

1. Найти высоту треугольной пирамнды 
наибольшего объема, вписанной в шар ра- 
диуса К 

2. Сколько различиых шестизначных чи- 
сел можно составить из цифр 1,2,3,4,5,6.7, 
чтобы цифры не повторялись и крайние циф- 
ры были четиыми? 

3. Решить неравенство 


Обь Ши (ХИ < 1. 
4. Решнть уравнение 


с0$2 (яв; х) ИВ 
3 3 


Варнаит 2 

1. Прямоугольный параллелепипед впн- 
сан в шар раднуса Ю. Найти поверхность 
параллелепипеда, если он имеет наибольший 
возможиый объем. 

2. Сколько различных пятизначных чи- 
сел можно составить из цифр 1,2,3,4,5,6,7, 
чтобы цифры ие повторялись ин сумма крайннх 
была двузначным числом? 

3. Решить неравенство 


10а р зх (+ 3 <!. 
4. Решить уравиение 


20$ Ё (ох —13- | = УЗ. 


Физический факультет 

Вариант } 

1. Какую часть площади квадрата от- 
секает парабола, проходящая через две со- 
седние вершииы квадрата н касающаяся его 


стороны в ее середине? 
2. Решить неравенство 


268 > ИСЗ, 


где С — число сочетаний из п элемен- 


тов по К. 
3. Решить уравнение 
1 


+- 


3 
2 — оз 


9—2 — 32°. 


4. Решить уравнение 
2 + с0$ 4х = Б со; 2х + 8 тех. 


Вариант 2 


1. Какую часль плошади полукруга 
отсекает парабола, проходящая через концы 
диаметра полукруга н касающаяся гранич- 
ной окружностн в точке, равноудаленной от 
концов диаметра? 

2. Решить неравенство 


а? СИТ < 100, 


где с — число сочетаний из п элемеитов 
но А. 
3. Решить уравнение 


4741.5 4 дх == бич, 
4. Решить уравнение 
4 соз? х |- чт х-с05 х -Е Зз Ш х == 3. 


Физика 
(Задачи устного экзамена) 
Физическнй факультет 


1. По наклонной плоскости, составляю- 
щей угол @ = 30° с горизонтом, г высоты 
В = 1,25 м из состояния покоя соскальзывает 
тело. Коэффициент трения тела о плоскость 
# = 0,2. Какую скорость приобретет тело 
после соскальзывання? 

2. Мотоциклист совершает вираж г ли- 
нейной скоростью п = 72 км!ч по окруж- 
ностн радиуса А = 7! м. Определить угол 
©. отклонення мотоциклиста от вертикалн. 

3. Стеклянную трубку длины [= 1 м 
наполовину погружают в ртуть. Затем труб- 
ку закрывают сверху и выннмают. Какой 
длнны Й столбик ртутн останется а трубке? 
Атмосферное — давленне равно Яо = 
= 760 мм рт. ст. 

4. В двух сосудах находится один н 
тот же газ. Объемы сосудов И: н И,, давление 
и температура газа в сосудах ра, т, н р, Га 
соответственно. После соедннення сосудов п 
них установнлась температура Г. Найтн дав- 
ление в соединенных сосудах. 

5. Два положнтельных заряда 4; = 
=4. 10-6 Кли 4. =9- Ю-6в Кл нахо- 
дятся на расстоянии { = 30 см друг от друга. 
Какой заряд н где нужно поместить. чтобы 
вся система находнлась в равновесии? Будет 
ли равновесие устойчнвым? 

6. № одинаковых шарообразных капелек 
ртути заряжены до одного и того же потев- 
циала ф. Каков будет потенцнал ф;, большой 
капли, получившейся в результате слияния 
№ капель (М = 15. ф-=: 220 В} 

7. Конденсатор. о иенный к ба- 
тарее с иапряженнем И = 400 В проводами 
с сопротивлением А — 15 Ом. имеет нперво- 
начальную емкость С; == 3 мкФ. Затем его 
емкость равномерно увелнчнвается за время 
{ — 0,15 с до С, == 33 мкФ. Какая энергия 
выделится инри этом в виде тепла в полводя- 
щнх прородахР 

8. Зал с круглым полом раднуса ® — 
= 15 м освещается лампой, укрепленной в 
центре нотолка. Найтн высоту зала, если 
нзвестно, что наименьшая освещенность сте- 
ны зала в п раз больше панменьшей освещен- 
ности пола (л = 3). 

9. Вогнутое зеркало дает на стене изоб- 
раженне пламени свечи, увелнченное в п раз 
(п — 3). Расстоянне от свечи до зеркала 
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а = 40 см. 
Е зеркала. 
10. Какова кинетическая энергия п ско- 
рость фотоэлектронов, вылетающих- из нат- 
рия при его облученни ультрафиолетовыми 
лучамн {А — 2,1.10-6 см}, если работа вы- 
хода электронов из натрия Аз = 2,52 эВ? 
Кинетическую энергию электронов выразить 
в электрон-вольтах. 
М. Доброхотова, Н. Михеев, В. Чаплыгин 


Дальневосточный 
государственный 
университет 


(физический факультет) 


Физический факультет Дальневосточного 
государственного университета готовит спе- 
циалистов-физиков для научно-исследова- 
тельских институтов, высших учебных заве- 
дений, средних школ н предприятий Даль- 
него Востока. 

Шесть кафедр факультета осуществляют 
нодготовку специалистов по физике твердого 
тела, молекулярной физнке, геофизнке, элект- 
ронике. автоматнзацин научных исследова- 
ний н ядерной физике. 

Производственную практику студенты 
проходят, как правнло. на местах своей бу- 
дущей работы. Это институты Дальневосточ- 
ного научного центра АН СССР {океано- 
логин, автоматики и процессов управления, 
вулканологии, бнологии моря), лабораторин 
геологоразведывательных управленнй, науч- 
но-исследовательские суда, работакицие по 
международным программам, конструктор- 
ские бюро. заводы и школы Дальнего Во- 
стока. 


Найтн фокусное расстоянне 


Математнка 
{устный экзамен) 
1. Решить уравнение 


Вы п) -? ый, 


2. Решить неравенство 
106: (Хх — | <. 


3. Сколько различных нечетных пяти- 
значных чисел с пеповторяющимися цифрами 
можно составить нз цифр 0,1.3,4,5? 

4. Сколько существует телефонных но- 
меров, содержащих комбинацию 12. если но- 
мер состонт из 5 цифр? 

5. Найти нанбольшее н нанменьшее зна- 
чения функцин 

у = ©0528 х -- созх -{- 3. 

6. Определить размеры открытого бас- 
сейна объемом 32 м” г квадратным дном, на 
облицовку дна н стен которого затрачивается 
наименьшее козичество материала. 

7. Вычислить нлощадь фигуры, ограни- 
чеиной лннинямн 

у — — 3х? — |413, и=0. 

8. При совместной работе двое рабочих 
могут выполлить задание за 4 часа. Первый 


из них. работая отдельно, может выполнить 
заданне на 6 часов раньше, чем второй. За 
сколько часов каждый в отдельности может 
выполнить задание? 

9. Найти высоту й треугольной пнрами- 
ды, длины боковых ребер которой равны 
а, 9, с, а все плоские углы при вершине 
прямые. 

10. Около правнльной треугольной пн- 
рамиды с плоскнм углом @ при вершнне опн- 
сан шар. Найтн отношение объема шара к 
объему пирамиды. 


Физика 
(задани устного экзамена} 


1. Шофер автомобиля внезапно заметил 
недалеко от себя стену. перпендикулярную 
к направленню его движения. Что выгоднее 
сделать, чтобы предотвратить аварию: за- 
тормозить или повернуть в сторону? 

2. Небольшое тело скользит вниз с вер- 
шнны сферы радиуса Ю. На какой высоте 
от вершины тело оторвется от поверхности 
сферы? Трением пренебречь. 

3. Дана узкак стеклянная трубка, за- 
паяиная с одного конца. Трубка содержит 
воздух, отделенный от окружающей атмос- 
феры столбиком ртутн. Имеется также мил- 
лиметровая лннейка. Определите с их по- 
мощью атмосферное давление. 

4. Какое напряжение возникает в сече- 
нии латунного инлиндра, еслн длина его 
остается неизменной при повышении темпе- 


Ко- 


ратуры от Ц =0°С до #Ё, = 00°? 
эффициент линейного расширения латуни 
© = 18.106 град- модуль упругости 


Е = 9,8-10% Н/м2. 

5- По газопроводу течет углекислый газ 
при давлении р = В атм и температуре 
{ = 17°С. Какова скорость движения газа 
в трубе, если за т = 5 мин через площадь 
поперечного сечения трубы 5$ = 6.107# м? 
протекает т == 2,5 кг углекислого газа? 

6. Маленькнй металанческий шарик 
массы т = [ г, которому сообщен заряд 
= --10-? Кл, брошен издалека со ско- 


= 
ростью |и|= Е м/с в металлическую сферу 
с зарядом 9 = --3-10-7 Кл. При каком ми- 
нимальном значении радиуса сферы шарик 
достигнет ее поверхности? 

7. Определить количество электронов, 
образующих заряд пылинки массы т = 
= 5.10-8 г, если оиз находится в равно- 
весия Ев электрическом поле, создаваемом 
двумя заряженными пластинами. Разность 
потенциалов между пластннамн 4$ = 3000 В, 
а расстояние между ними 4 = 2 см. Заряд 
одного электрона в = 1,6-10—1® Кл. 

8. В однородное магиитиое поле с ин- 


дукцией |В|]= 0,1 Т помещен проводник 
длины {= 20см с сопротивлением. А = 
==10 Ом. Проводник соединен с источннком 
тока, ЭДС которого $ == 1Ю В н внутреннее 
сопротивление г == 10-4 Ом. Под действием 
магнитного поля проводннк начинает пере- 
мещаться перпеидикулярио линиям магнит- 


= 
ной индукции со скоростью | и |= 10 м/с. 
Определить силу тока и проводнике. 


9. Солнечный луч, проходящий через от- 
верстие в ставне, составляет с поверхностью 
стола угол 48°. Как надо расположнть плос- 
кое зеркало, чтобы нзменить направление ду- 
ча на горизонтальное? С 

10. Какую наименьшую разность по- 
тенциалов нужно приложить между катодом 
и анодом, чтобы полностью затормозить фо- 
тоэлектроны, вылетающие из катода при 
освещении его лучами с длиной волны А == 
— 200 им. если работа выхода А == 4 5В? 
Постоянная Планка #'= 6.62. 10-31 Дж.с, 
скорость света с == 3.108 м;с, заряд электро- 
на е`= 1.6.107 Кл. 

Н. Александрова, 
В. Шлык, 
Л. Юдина 


Московский 
архитектурный 
институт 


Московский архитектурный институт осно- 
ван в 1866 году. Ежегодно выпускает 250- 
300 архитекторов широкого профиля, по- 
лучаюшнх спениализацию в области градо- 
стронтельства, архитектуры жилых н общсе- 
ственных эданнй, архнтектуры промышлен- 
ных зданнй и сооружений, архитектуры н 
планировки сельскнх населенных мест, ар- 
хнтектуры интерьера зданий, ландшафтной 
архитектуры. реставрации памятников ар- 
хнтектуры. Мнстнтут имеет четыре фвкуль- 
тета: общей подготовки, градостроительст- 
ва, промышленного стронтельства, жилого 
н общественного стронтельства. В течение 
пяти с половиной лет студенты ннститута 
проходят полный курс по программе 32 ка- 
федр, обеспечнвающих всестороинюю пол- 
готовку молодых спецналистов в области 
архнтектурного проектировання, художест- 
венной графикн, теорий и исторни архн- 
тектуры. специальных инженерных, эконо- 
мических, обществевно-политических ДнНС- 
циплин, физической подготовки, граждан- 
ской обороны. 

Обучение в институте дневное и ве- 
чернсе. Большинство выпускников институ- 
та распределяются средн архитектурно- 
проектных и научно-исследовательских ин- 
ститутов Москвы и Московской области. 
Довузовская подготовка желающих полу- 
чить образованне в Московском архитек- 


турном институте включает  подготови- 
тельное отделение и три вида подготови- 
тельных курсов -- для школьников 9— 


10 классов по рисунку н черчению, для де- 
мобнлизованных из рядов Советской Ар- 
мни — по программе вступнтельных экза- 
менов, заочные курсы для жителей Моск- 
вы и Московской областн. 

Экзамены в институт проводятся по 
следующим предметам: рисованню гипсовой 
головы пн композниии  (профилирующие 


предметы), литературе (сочнненне), мате- 
матике и физике (устно), проекционному 
черчению. Ежегодно прнинмается на | курс 
ниститута 350 человек — на дневное отде- 
ленне, 75 человек — на вечернее. 

Институт располагает уникальной биб- 
лиотекой, насчитывающей более 100 тысяч 
томов книг по архнтектуре н искусству. 


Математика 
(устный экзамен) 


Билет 1 


1. Производные функций у — эт х, у = 
= с05х, их. 


2. Дано {ва -- са = м. 

Найти: 1) №?а -|- сю? а 
2) 43а | са 
3) ва — сща. 


3. Центры четырех окружностей ра- 
диуса а находятся в вершинах квадрата со 
стороной а. Найти площадь фигуры, образо- 
ванной дугамн этих четырех окружностей и 
лежащей внутри квадрата. 


Билет 2 
1. Объем фигур вращения. 
2. Найтн предел 
2% -- 23—— 6 
ох 01-х | 

3. Статуя высотой 5 м стонт на поста- 
менте, высота которого —бм. На каком 
расстоянии должен встать человек ростом 


(ло уровня глаз) 1,6 м, чтобы видеть статую 
под наибольшим углом? 


Физика 
{задачи устного экзамена} 


1. Пуля массой т попадает в деревян- 
ный брусок массы М, подвешенный на иити 
длиной [, и застревает в нем. Определить, на 
какой максимальный угод отклонится ннть, 


если ее пули равна | и]. 

2. Шар массой М опирается иа две глад- 
кне плоскости, образующие угол ф == 90°, 
причем левая плоскость составляет с гори- 
зонтом острый угол ©. Определить силы, с ко- 
торымн шар давит на плоскости. 

3. Тело падает с высоты Я = 360 м с 


> 
начальной скоростью | о — 20 м/с 
и углубляется в песок на глубину $ = 0,5 м. 
Определить среднюю силу сопротнвлеиня 
почвы. Масса тела т = 0,] кг, сопротивле- 
ние воздуха не учитывать. 

4. Три одинаковых шарика массой т == 
— 0, г каждый подвешены в одиой точке на 
шелковых интях длиной {= 20 см. Какие 
одинаковые заряды следует сообщить шарн- 
кам, чтобы каждая нить составляла с вер- 
тнкалью угол © = 30%? 

5. Электрический чайник имеет две об- 
моткн. При включении одной из них вода 
закипает через {1 = 15 мин, р включении 
второй обмотки — за {, = мин. Через 
сколько минут закипит чайник, если обе 
обмотки включить последовательно? В ка- 
ком случае КПД чайника больше и почему? 

6. Найтн ток короткого замыкания для 
аккумуляториой батарен, если она прн на- 
грузке /; =5А отдает во внешнюю цепь 
мощность Р: = 9,5 Вт, а прн нагрузке 
|: =ЗА — мощность Р‚ = 14,4 Вт. 


Домино-пасьянс 


Приставляя косточки до- 
мнно друг к другу по пра- 
внлам игры в домино, сло- 
жите из полного комплекта 
косточек (28 штук) фнгуру, 
изображенную на рнсуике 1 
Затем уложите эти 28 ко- 
сточек в виде узора, нзо- 
браженного на рисунке 2, 
так, чтобы косточки снова 


Ю. Мещеряков, 
В. Смирнов, 
А. Степанов, 
В. Фролов 
Рис. 3. 
соприкасались одинако- 


выми значениями очков. То 
же задание — для фигуры, 
изображенной на рисунке 3. 


Л. Мочалов, 
П. Толкач 


Рецензмм, библиография 


Новые книги 


Мы продолжаем публико- 
вать аннотацин има книги 
по математнке и физнке, 
доступные и нитересные на- 
шим читателям. В этом 
номере мы расскажем о 
иннгах, вышедших в пер- 
вом квартале 1979 года. 


Математнка 


Издательство «Наука» 


1. Хинчнн А. Я. 
Три жемчужины тгории 
чисел. Издание 3-е. Объ- 
ем 4 л.. тираж 50 000 экз., 
цена 20 к. 

Эта замечательная кни- 
га посвящена нзложению 
трех теорем теорин чисел. 

Первая теорема носит 
нмя голландского матема- 
тика Ваи дер Вардена и име- 
ет следующую  формулиров- 
ку: 

Путь Е и Г — произ- 
вольные натуральные чи- 
сла. Тода существует та- 
кое натуральное число п, 
что при разбиении любого 
отрезка натурального ряда 
длины п любым способом на 
Е классов {среди которых 
могут быть и пустые) по 
крайней мере в одном из 
этих классов найдется ариф- 
метическая  прогрессия дли- 
ны [. 

Во второй главе ас- 
сматрнвается гипотеза Лан- 
дау — Шнирельмана. ут- 
верждающая верность не- 
которого неравенства. Вы- 
двинутая в 1931 году. она 
привлекла вниманне весь- 
ма широкого круга иссле- 
дователей во всех странах, 
но оказалась трудноподдаю- 
щейся; только в 1942 году 
ее доказал молодой амери- 
канский математик Манн. 
Год спустя Артин н Шерк 


опублнковали новое ее до- 
казательство, гораздо 60- 
лее изящиое, хотя по- 


прежнему совершенно эле- 
ментарное. По мненню Хин- 


чина, конструкция — Ар- 
тнна — Шерка — является 
«замечательным сочетанием 


структурной тонкостн и гре- 
дельной элементариости ме- 
тода». 

Наконец, в третьей гла- 
ве приводится элементарное 
решенне проблемы Варин- 
га; доказывается, что 
Эля любого натурального п 
существует такое натурале- 
ное Ё, что любое натураль- 
ное число может быть пред- 
ставлено в виде суммы не 
более чем Е п-х степеней 
каких-то натуральных —чи- 
сел. Эта гнпотеза была вы- 
сказаиза  Варингом еще в 
Х\УИТ столетии (ее част- 
ный случай — замечатель- 
ная теорема Лагранжа: каж- 

натуральное число есть 
сумма не более чем четырех 
квадратов), но только и 
иачале нашего века (1907 г.) 
Гильберт доказал ее спра- 
ведливость во всей полноте. 
Однако его доказательство 
было очень громоздким н ие- 
элементарным, как. впро- 
чем, и более поздине дока- 
зательства Хардн, Литлву- 
да и И. М. Виноградова. 
Поэтому  математнки, имея 
дело с такой внешне эле- 
ментарной задачей, как про- 
блема Варинга, продолжа- 
лн поиски такого ее реше- 
ння, которое не нуждалось 
бы в понятиях и методах, 
выходящих за пределеы эле- 
меитарной арнфметики. Эле- 
ментарное решение получил 
советский математик Ю. В. 
Лннник в 1942 году (впро- 
чем, его «элементарное» до- 
казательство тоже очень 
не просто). Изложенню рдо- 
казательства Линиика посвя- 
щена третья глава книги. 

Автор книги А. Я. Хни- 
чни — широко известный 
специалист по теории чисел 
н замечательный — педагог. 
Его кинга «Три жемчужн- 
ны теорин чисел», безуслов- 
ио, — одна из жемчужив 
популярной математической 
лнтературы. — Поэтому хо- 
телось бы, чтобы все лю- 
бящие математику стар- 
шеклассники, купив эту 
книгу, потруднлись над 
ней с карандашом и бумз- 
гой. 

2-е издание выходнло в 
+948 году. 


Издательство «Мир» 

2. Дьюдени Г. Аен- 
ътерберийские — головоломки. 
Перевод с англ. Объем 21 л., 
тираж 100000 экз., цена 
фр. 40 к. 

Автор этой книги Ген- 
рн Эрнест Дьюдени (1857— 
1930) — один нз известней- 
ших создателей — головоло- 
мок; наряду с Сэмом Лой- 
дом он по праву считается 
классиком этого жанра. Вряд 
ли его нужно представлять 
читателям «Кванта»: в 1975 го» 
ду издательство «Мир» в се- 
рни кииг по заиимательной 
математике выпустило в свет 
сбориик Дьюдеин «6520 го- 
ловоломок», несколько задач 
нз которого былн перепечата- 
ны нашим журналом («Квант», 
1975, № 2).. 

«Кентербернйскне го- 
ловоломкн»® — прекрасный 
сборник задач. оотанно 
«кеитерберийские голово- 
ломки» составляют лишь 
первую его главу. Исторня 
ее написания такова. з- 
вестно, что классическое 
пронзведение английской ли- 
тературы ХУ века, книга 

и Чосера «Кентер- 
берийские рассказы» ° оста- 
лась незаконченной. — Вос- 
пользовавшись этим, Дьюде- 
нн дополнил её новыми, 
якобы найденными, страки- 
цами: персонажи Чосера 
задают друг другу разные 
занимательные задачи. Гла- 
ва  «Кентербернйские › го- 
ловоломки» задает тои всей 
кинге: каждая — последую- 
щая глава (кроме одной) 
также имеет свою сюжет- 
ную линию; почти каждая 
головоломка облечена в фор- 
му занимательной истории, 
много  яркнх персонажей, 
иеприиуждениых диалогов. 
Своей  беллетризованностью 
сборинк  «Кентерберийские 
головоломки» выделяется 
среди всех кинг Дьюдеин. По 
стилю его, пожалуй, можно 
сравиить с книгой Льюиса 

эррола «История с узел- 
ками» (М., «Мир», 1973). 
Перевод сбориика «Кен» 


тербернйские головоломки» 
(выполненный Ю. Сударе- 
вым) — прнятное событие. 


Настоящее издание допол- 
нено головоломкамн из еще 
одного известного сборника 
Дьюдени «Математические 
развлечения» (1917 г.), они 
собраны в главах «Вечер 


У 


парадоксов» 
шахматной доске». 

Вот как, 
начннается глава, ‘ посвя- 
щенная шахматным голо- 
воломкам: «От сильного 
порыва ветра камйнная тру- 
ба сорвалась г крыши и рух- 
нула прямо под ногн слу- 
чайному прохожему. Он ска- 
эал спокойно: 

— Мне это нн к чему: 
я не курю. 
Некоторые читатели, увндев 
головоломку на шахматной 
доске, склонны сделать столь 
же невинное замечание: 

— Мне это пи к чему: 
я не играю в шахматы». 

Конечно. никакой пере- 
сказ не в состоянии заме- 
нить самой книги.  Несоч- 
ненно, читатель сумеет оце- 
нить ее по достоинству сам. 


и «Задачн ма 


например, 


Физика 
Издательство «Наука» 


1. Бендриков Г. А. 
и др. Задачи по физике. 
Изданне 4-е, исправленное. 


Объем 26 л.. тнраж 
300 000 экз.. цена 95к. 
Этот сборник пред- 


назначен в помощь поступаю- 
щим в вузы. В нем помещены 
задачи по всем разделам про- 
граммы по фнэике. К боль- 
шянству задач даны подроб- 
ные решения илн указания. 

2. Ланге В.Н. Э^- 
спериментальные физиче- 
ские задачи на смекалку. 
Издание 2-е, исправленное 
и дополненное. (Бнблно- 
течка физико-математической 
школы.) Объем 7 л.. тнраж 
300 000 экз.. цена 20 к. 

Основная цель кяягн со- 
стонт в воспитании навы- 
ков нестандартного мыш- 
ления. Знакомство с исторн- 
ей фнзнки убедительно пока- 
зывает, что успех эксперн- 
мента часто определяется 
применением новых, со: 
вершенно неожиданных, сле- 
циально для этого случая 
разработанных методов 
нзмерення. В книге при- 
ведено свыше ста 
задач, в которых предлага- 
ется придумать способ из- 
мерення иекоторых величнн, 
используя самые примитив- 
ные и элементарные — при- 
боры. казалось бы, сов- 
сем неподходящие для этой 


цели. Чтобы облегчить ре- 
шеняе задач, введен раздел 
«Подсказки». В коице кви- 


гн приведен подробный раз- 
бор задач. 
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Книга рассчитана на уча- 
щихся старшнх классов 
средних школ,  интересую- 
щихся физнкой, и учащихся 
физико-математических школ; 
может быть полезна так- 
же преподавателям физи- 
кн средних школ. 

3. Яворский Б. М.. 
Селезнев КЮ. А. Сяра- 
вочное руководство по физи- 
ке для учащихся средней шко- 
лы, абитуриентов 8у30в и 


самообразования. Издаине 
2-е, исправленное. Объем 
30 л.. тнраж 200 000 экз., 
цева 1 р. 40к. 

В книге даны — опреде- 


лення всех основных физнче- 
скнх понятий, сформулирова- 
ны физические законы ни 
кратко разъяснена сущность 
оинсываемых ими явлений. 
Руководство содержит сведе- 
ння По всем разделам кур- 
са фнзики, которые нзуча- 
ются п средней школе п 
средиих специальных учеб- 
ных заведениях. В некото- 
рых главах приведены при- 
меры решения задач. 

Руководство по физнке 
рассчнтано на школьников 
старшнх классов. учащнх- 
гя ПТУ, техинкумов и слу- 
шателей — подготовительных 
отделений вузов. Оно может 
быть использованоабитуриен- 
тамн прн подготовке к при- 
емным экзаменам в вузы, 
а также теми, кто ннтересу- 
ется физикой н эанямается 
самообразованнем. 

4. Перельманя. И. 
Занимательная физика. Кнн- 
га |. Изданне 20-е, исправ- 
ленное. Объем 12 л., тираж 
500 000 экз.. цена 40 к. 

Эта кннга написана из- 
вестным популяризатором 
н педагогом Яковом Исндо- 
ровнчем Перельманом. Ав- 
тор ие ставил перед собой 
задачи Нзложнть школьный 
курс физики. В кннге очень 
популярно и нитересно из- 
лагаются различные пара- 
доксы, головоломки, задачи, 
опыты, замысловатые вопро- 
сы и рассказы из области фи- 
зики. Она будет понятна 
даже школьинкам 5— 
7 классов. Несмотря на 
«солидный возраст»,  кннга 
«устарела» лишь в очень не- 
значительной степени. 

Книга рассчнтана на са- 
мый широкий круг читате- 
лей. 

Издательство «Мир» 


5. Гернек Ф. Алё- 
берт Эйнштейн. Перевод 


к немецкого. Объем 5 л. 
тнраж 50 000 экз., цена 30 к. 

В книге профессора уни- 
верситета нм. Гумбольдта в 
Берлине Ф. Гернека рас- 
сказано не только о науч- 
ных достижениях А. Эйн- 
штейна, но н об основных 
этапах его жизненного ну- 
ти и © ето философских 
взглядах. 

Книга рассчнтана на шн- 
рокий круг читателей. 


«Атомиздат» 
6. Дубовой 3. И. 
Таинственный мир — элемен- 


тарных частиц. Объем 9 л., 
тнраж 100000 экз.. цена 
30 к. 

Книга и популярной фор- 
ме знакомит читателя с про- 
блемамн фнзнки элементар- 
ных частиц и современнымя 
экспериментальнымн спо- 
собами познания мира частиц, 
‹ результатамн новейших ис- 
следований в этой области. 
Описаны осиовные советские 
и зарубежные ускорителн я 
физнческие установки, о0б- 
суждены экспериментальные 
возможности ин теоретнче- 
скне перспектнвы нового 
направления в физнке эле- 
ментариых частиц — иссле- 
дований на встречных пуч- 
ках п накопительных коль- 
цах. Хорошо иллюстриро- 
ванная книга завершается 
таблицей элемеитарных час- 
тины с акцентом на «белые 
иятна» в ней. 

Книга рассчитаиа, нреж- 
де всего, на выпускииков 
школ и преподавателей фи- 
зики. 


Издательство «Просвещенне» 


7. Спасский Б. И. 
Физика в ее развитии. По- 
собие для учащихся. Объ- 
ем 14 л., тираж 100 000 экз.. 
цена 55 к. 

Автор дает  историче- 
скнй обзор основных этапов 
развитня физики, начнная с 
древности и кончая первой 
ноловиной ХХ века. До- 
ступным для учащнхся язы- 
ком, с минимальным Исполь- 
зованнем математического 
аппарата, без ущерба для 
точностн и глубниы изло- 
жения, в книге рассмотрено 
развитие таких физнческих 
понятий, как масса. сила, 

забота. температура и т. д. 

ольшое вннмание уделено 

вопросам мнровоззренческо- 
го характера. 

И. Климова, 

М. Смолянский 


У истоков 
атомной 
энергетики 


Это произошло в августе 
1955 года п Женеве, на Пер- 
вой международной конфе- 
ренцни по мириому нсполь- 
зованию атомной  энергин. 
Тысячвая ауднтория Дворца 
наций, в котором проходн- 
ла конференция, иарушив 
строгне правнла процедуры, 
запрещающие анлодировать 
докладчнкам, встала н бур- 
ными овациями проводнла 
днректора первой в мире 
советской атомной электро- 
станции члена-корреспонден- 
та Академни наук СССР 
Дынтрия Ивановича Бло- 
хинцева, рассказавшего де- 
легатам об этой станции. 

Атомная электростанция 
(АЭС) вступила в строй в 
нюне 1954 года. положнв 
начало эре мирного нсполь- 
зовання атомиой  энергнн. 
Таков был замечательный 
нтог работы большого кол- 
лектива ученых. инженеров, 
техников, строителей, кото- 
рым пришлось пройти по не- 
мизведанным путям. Об этой 
работе н рассказывается п 
небольшой книжке Д. И. 
Блохинцева «Рождение 
мирного атома» {М., «Атом- 
издат», 1977). 

Началось все вскоре 
после окончания войны. Не- 
подалеку от Москвы, п ма- 
леньком городке Обнинске 
возникла физическая лабо- 
ратория, превратившаяся со 
временем в Физнко-энерге- 
тический институт. Неболь- 
шая группа ученых — соз- 
дателей этого института — 
приступила к работе почтн 
на пустом месте. Д. И. Бло- 
хинцев вспоминает: х...До- 
щатые бараки: неуютные 
«финские» домнкн «нтээров- 
цев» п «научинков»; случай- 
ные здания, приспособлен- 
ные для  лабораторнй н 


управлений; нод  ногамн 
жидкая глина, ю которой 
оставались резиновые сапо- 
гн (некоторые подвязывали 
нх веревкой} ип безнадежно 
вязли машины ^ Основиое 
зданне лабораторин. ныне 
реконструнрованное, — оста- 
лось от колонии детей, при- 
бывших из Испании в 
1936 году; другое зданне — 
особняк. принадлежавший 
до револющнин семье Моро- 
зовых {известных фабрнкан- 
тов-текстильщиков}. В свс- 
телке этого старого здання, 
которое позднее было пре- 
вращено п гостиницу и прн- 
няло немало почетных го- 
стей, ш те времена жнл... 
одииокий старый Козел, пу- 


гавший  запоздалых `` про- 
хожнх». 
Тем ие менее год от 


года ннститут рос и набирал 
силу. В 1951 году Д. И. Бло- 
хинцеву н сго товарищам 
по работе было поручено 
приступить к конструнрова- 
нню первой атомной элект- 
ростанцни. 

Не хватало энергии. 
Время от времени все погру- 
жалось в темноту и холод. 
Но во много раз острее 
ощущалась нехватка опыта 
н знаиий — ведь но такому 
путн еще инкто не прохо- 
дил. Вот как об этом гово- 
рится п книге: «По-вндимо- 
му. в каждом новом деле 


бывают по крайней мере 
две неясностн п две ясно- 
сти: первая неясность — 


когда люди совсем еще нн- 
чего не знают о предмете, 
затем наступает первая яс- 
ность -— когда все кажется 
нзумнтельно очевидным. Да- 
лее наступает вторая неяс- 
ность, когда отчетливо по- 
ннмаешь, что, п сущности, 
ничего ие знаешь, а только 
думал, что знаешь. И, нако- 
нец, появляется зрелое зиа- 
ние н полное владение де- 
лом. В описываемый перн- 
од мы, участники создания 
АЭС, находились в состоя- 
ннн, так сказать, первой яс- 
ности. На самом деле коли- 
чество проблем, которые 
предстояло решить, возра- 
стало по мере углубления в 
работу над реактором. И не 
раз у нас проходил холодок 
по спине от ощущения воз- 


можной несовместнмости 
уже принятых конструктнв- 
ных решений с новымн об- 
стоятельствамн, ранее не 
принятыми во вниманне»- 

Энтузназм п самоотвер- 
женный труд всех сотруднн- 
ков, число которых быстро 
увелнчнвалось по мере раз- 
вертывання — нсследователь- 
скнх и конструкторских ра- 
бот, помощь других научных 
коллектнвов, работавших в 
областн ядерной физики, 
позволилн, успешно преодо- 
лев невероятные трудности, 
правильно выбрать тип 
атомного реактора, создать 
надежную снстему защиты 
от радиоактивных  нзлуче- 
ний. сконструировать н по- 
строить станцию, уверен- 
но проработавшую четверть 
века и сегодия еше продол- 
жающую свою службу. 

9 мая 1954 года атом- 


ный реактор первой АЭС 
ожнл — @ нем началась 
цепная реакция деления 


урана. Однако, чтобы нала- 
дить работу иового реакто- 
ра. понадобилось еще пол- 
тора месяца. 26 нюня был 
подан горячнй пар на турбо- 
генератор — освобожденная 
энергия атомных ядер по 
проводам потекла к потре- 
бителям. Это была огром- 
ная победа советской наукн 
н техннки, н ее по достоин- 
ству оценило все прогрес- 
снвное человечество. 

Основное — содержание 
книгн — живой, правдивый, 
захватывающий рассказ оче- 
видца о том, как рождалась 
первая АЭС. В заключн- 
тельной части кннгн Д.И. 
Блохинцев сообщает также 
ннтересные подробиостн ю 
созданин первого реактора 
на быстрых нейтронах н 
первого импульсного реак- 
тора, предложенного авто- 
ром ин переданного потом 
в Дубну. в Объеднненный 
институт ядерных исследо- 
ваний. 

Читая эту книгу, ви- 
дишь, как трудно быть пер- 
вопроходцами в науке, ио 
как захватывающе интере- 
сен труд ученых н какие за- 
мечательные результаты 
прниоснт он человечеству. 


В. Лешковцев 


Ответы, указания, решения 


о, 
® 


Читатели советуют 


1. 2{2 —а)-# прин 13а <2; 
2(а—2)-!' Уа—Т при а>2. Укз- 
а Положить а=1- а, где 
О<а «л/2, и ее отдельно слу- 

ча 0 ша <! ища 

. Указвине. Сделать подстановку 
$ = а с05 ф, где 0 «ф <л. 
3. Указание. Разделить обе части 
неравенства на его правую часть н положить 


= 14332, О«а < л/2, 
== ШВ, ОВ <л/2. 
4. Указанне. Обе части иеравен- 


ства разделить из с Н сделать подстановку 


< оозза ‚ <<< п/2, 
5 
= зар, О<В<л/. 


ме равенства достигается прн я + В = 
= л/2 


5. х= 16. Ук азвнне. Положить 
х = 16312, где О&ф«&л2. 
8. ад Указание. Ввести векторы 


АВн АЁРи, разложив АБ я СВ по этим век- 
торам, рассмотреть равенство 


АБ.СВ = 0; 
получить отсюда, Двлее 
1521.6) М = Изо. 


7. х=2,: у=2. Указание. Пред- 
варительно доказать, что если 2>1, то 


У:—1 1 
——<->. 


что с0$ А = 2). 


доказать, что | ВО | = а 


8. х=0, у=4, 2 =0. Указание. 


Из первого неравенства видно, что /х--у>>2, 
т.е. + - ир 4. Так как правая часть второ- 
го неравенства не превосходит |. х+иу — 
— 4350. Следовательно, х Ну = 4. 

10. Уравнение плоскости НА 
ется не для произвольных значеннй х, у, 2, 
8 лишь для вполне определенных, причем 
свонх для каждой плоскости. Поэтому, если 
аз Ча; 24) и в; 9; 28) — произвольные 
точкн плоскостей а, В, не в результате вы- 
читання из равенства (10) равенства (9) 


получится соотношение 
а (56 — Хо) + (9—9) +5 (2в— 2а) Е 
р 
+ О Е: а == 0, 


иЭ КОТОрого равенство С = &4 ие следует. 


Варианты вступительных экзаменов в вузы 
в 1978 году 


Казанский ‘государстаеммый университет 
ны. В. И. Ульянова-Лемнна 


Математика 
Механико-математнческий факультет 


хз = +-5 + 


т = (— 6} 8). 


1. а. 


ти: 122). з. 
$113 с. В 


| в ( +17 | 


Факультет вычислительной математики и 
кибернетики 


г х=- +2 (Е2). 2. Ю + 09. 


в, у ан. 4. 13. 


3. 5 = 
Физический факультет 


1. д, = д, дь= 6 + 224 (®, (22). 


2. {(9; 3, (3; 9}. 3. (1—1; УЗ) и 


[+2 
з с03—А- 
(+89. 4. “У ==. 


Указанне. Пусть ЗАВСВ — данная пира- 
мида, (8В2Е] 4[$ И (тогда {р Е] 1($4] к 


^^ 
ВЕП = ®. {50} 1. 1 (АВС), бЗА= —=$ф. По- 
скольку ОЗА — БОА, нз ДРОА получвем 


©0$ ф = 16: = а (отоюшь 


вытекает, что «= | 2; |.) 


Физика 


1. |Т виз ме У2ь/® . 
= ИЕ. 
ео У == тв/& 
1 
3. А= —` рв5Н?Зи (1 — рл/фн)?, где Рл 


п р — плотности льда н воды соответствен- 
но. 


+ т=2 У ! | 
С 


1 | 1 
5. “= 2^Юо те, ак = 
== 9,6 оборота. 
6. А— 81 (1 — 1/15} = 8 Дж. 
В Ю 
7. т, — т, р = т: ув — 800 г. 
8. [#|=/ Е 23,4. 10-? Н. 


ак 
8. «= агссо$ [ 1—1] = 
(Е 


— агссо$ 0,28 == 74°. 
. №. х = а = см. 


Ярославский государственный уннверснтет 


Математика 
Математический факультет 
Варнант 1 . 


4 
1. — ^. Предупреждение. Не 
забудьте доказать, что пнрамида наибольше- 
го объема — правильная. 2. А. А = 720. 


3. Г ЕР2[и|2; + © [. Указацие. 
Данное неравенство равиосильно совокупно- 
сти двух систем: 


[—1> 1, 
Ю<х-1<-—ф1 


< —1<1, 
[1 2—1. 


Можно также воспользоваться тождеством 


10&ьа = . 4. х= д 24 (АЕ2). 


1} юЯаВ 
У казание. Данное уравиение равносиль- 


л 
но  совокупностн  уравненяй —8 <6$х— 


8 
—— п= А (ЕР). 


Вариант 2. 


1. 863. Предупреждение. Не за- 
будьте доказать, что основанием прямоуголь- 
ного параллелепипеда нанбольшего объема 


является квадрат. 2. 1248 = 720. 
3. Де =э+ув |] Е <] 
4. х=(— 0! + АЕ). 


Физический факультет 
Варнант | 


рис. 1; $ — площадь квадрата). У каза- 
ние. В системе координат, указанной на 
рисунке 1, уравнение данной параболы име- 


9 
ет вид и = 42.2. п> 1. 3. А 
| $212 


4 РВ, = и Е. 


Варнант 2 

$: +5. _ 3—8. $, __8 

5 —  Зл $ 3 

(см. рис. 2; $ — площадь полукруга). 
Указание. В системе координат, указан- 
ной на рисунке 2, а данной пара- 
болы имеет вид у=— — ем 2. 2< 
4 1 = 


<п= 10. 3. |152 21063 2 
2 2 


ль, = + ве. 


Физика 


1. || = УЗИ вова) мы 4 мг. 


61 


2. с = атсёа (93/Ю р) е= 30°. 


№+1-- Ур 


3. В = 5 ==252 мм. 
Т Рау: [214 

т р т: ( т, ыы Т. | 

5. Заряд 49.= — 1,44.10-® Кл надо 


поместить между зарядами 9, н 9» на рас- 
стояннн х = 12 см от первого заряда, 


1} ьа 


6. Ф; = ФМ == 1340 В. 
7. 9 = #3(С.—С ВИЙ =1,44-10-? Дж. 
8. Н=К/п=бм. 


в 
9. Е=—= тг =30 см. 


[1 
0. Ен - -—— Авя=3,37 ЭВ, 


[+ [= = (А }ыьов-ке мс. 


где Я -= 6,62. 10-3 Дж.с ис == 3- 8 м/с. 


Дальневосточный государственный 
университет 
(физнческий факультет) 


Математика 


1 
1. 1-2. 13; 41015; + ©. 


3. 3-3.Р, — 54. 4. 3970. Указание. Раз- 
бейте пересчитываемое множество на под- 
множества в зависимости от того, где стоят 
комбинация 12. Не ошибитесь: эта комбнна- 
ция не обязана входить только однн раз 


5. тах / (х) = (0) =5, шш р (х) = 
я Г 


2 Н 
=[ —3 м | =-4 . 6. Сторона основания 
{дна} —4 м, глубина—2 м 7. &= 
У37—1 
6 


=2 | {— 3х —х + Зах — 37И37— 5 Ув. 


8. Первый — за Б ч, 
9 абс 

У и рае? 
Введите систему координат с началом в вер- 
шине данной пирамиды и с осями «по реб- 
рам». Далее см. задачу 14 в «Геометрии 10». 


10. 33а 


2 зи 5 (2 соза + |2 


12 ч. 


Указанне. 


второй — за 


Физика 


*. Выгоднее затормозить, поскольку 
Длинна тормозного пути вдвое меньше радну- 
са поворота. 


2. = ЮЗ. 
т 
3 =, 


ртутного столбика, р — плотность ртутн, 
11 (2) — длина воздушного столба, когда 
трубка стоит вертикально отверстием вверх 
(вниз). 


4. = Е (№ — 8) =-1,8- 10% Нуы?. 


где # — высота 


т тат 
5. = = 5 
в ри5т 1.55 мк 
6. Юпип = 99 -р —0,54 м. 
ОИ | 


_ 84 
7. п= е^ф ==2. 103. 


5 
8. вое" 


‚ 9. Зеркало надо расположнть под углом 
66° или 24° к поверхности стола. 


1 Ес 
30. Ишш = [№ -А)=22 В. 


Задачи на геометрический смысл 
производной 


(см. «Квант» № 2) 


1. В точке с абсцнссой х-=1 графики 
функций не пересекаются, но имеют п со- 
ответствующих точках параллельные меж- 
ду собой касательные. 

2. Например: а) рис. 3, 6) рис. 4. 

3. Согласно условиям |, 2 (перед за- 
дачей 6) составляем систему 


8 — ж-- 1 =: 3х2 — 4х. На, 
350 — 1 = бж — 4. 


Из второго уравнення имеем ж=— {. Тогда 
из первого уравнення следует а= 2. 

4. Пусть вершина поданжной парабо- 
лы имеет абсциссу а>>0 (рис. 5). Тогда 
уравнение параболы имеет внд х= уфа, 
я ее верхней частн у = Уух-—а. Соглас- 
но тем же условиям 1, 2 имеем 


Ух—а=ж. 
1 


Перемножая уравиення системы, получим 
з 1 1 
2х0 — 5, откуда ж = 3_—. Тогда у == 
+. 4 
1 3 
рений а = уБещены 
у’ 16 44 
5. Уравнение параболы имеет вид 


х= ау? — 2, гдеа2>0, зее верхней части — 


у = | ЕН . Из тех же условий 1, 2 
7 


Рис. 7. 


‚ У 


у= (>) 


1У= Их! 


у=5(х) 


нмеем 


ут = Иж, 


У« —УтукЕ- у 


Перемножая соответственно левые и правые 


1 
частн уравнений, получим ж = — 5. 


Подставляя значение х. п первое уравнение, 
получим 44? — 8а -1=0, откуда а= 


= чьи... Так как—1 < х.<0. то есть — 


1 1 
— 18 — 55 -<0, то должно быть >25. 


Следовательно, эначение @ = |] — р 5 не 
подходит. Итак, касаться окружности будет 
парабола х= ( -- Уи —2 (рис. 6). 


6. Обозначиы через М (Х; У) произволь- 
ную точку нскомой кривой (рис. 7). Пусть 
прямая, проходящая через эту точку, касает- 
ся параболы в точке (хо; 2). Тогда жь = 
=Х=У Х2—У (см. решение задачи 4). 
Угловые коэффициенты соответствующих 
касательных следующим образом выразятся 
через Хи У: К сы ХУ }; 
Ка =2(Х— Х?— У). Вычислим тангенс 
угла между касательнымн и приравняем его 
кв 45° =1: 


(1) 
Разрешнм полученное уравненне относи- 
тельно 


(1-4У)? = 16(Х2-—У), 


м 


Нетрудно проверить, что условию задачи 
удовлетворяет лишь уравнение У -— 


= -+- у +хХ2 , так как из (1) 
г 
следует, что У< —-. Второе же урав- 


нение У = -ч+ у 3-е опреде- 


ляет кривую, нз любой точки которой па- 
рабола видна под углом 135°. 

7. Геометрическая модель эадачн: най- 
ти точку пересечення прямых, касающих- 


[1 
ся параболы $ = в°ё -- 5 в точках г 


абециссами Цин &. 

8. Г еометрическая модель данной за- 
дачи, очевидно, выглядит следующим об- 
разом: в какой точке & прямая, 


$3 


проходящая через точку „6; $1), может 


а 
касаться параболы $ = —— 5 —? Метод реше- 


ния этой задачи рассмотрен в задаче 4.Отме- 
тим лишь. что аналитическое решенне при- 
водит к Двум значенням &, одно из кото- 
рых приходнтся отброснть, так как оно 
больше, чем {;. и поэтому не подходит по 
смыслу нашей задачи. Из геометрических 


а!) 
2 › то 


соображений ясно, что если $; > 


иет решений. Это тот случай, когда расстоя- 
ине $, настолько велико, что ракета за 
время #; не успеет его пройти, даже не от- 
ключая двигателя. 


«Квант» для младшнх школьников 
(см. «Квант» № 3) 

}. Задачи такого типа удобио решать, 
используя таблицу. Числа, проставлен- 
ные в клетках таблицы, обозначают номер 
шага решения, иа котором доказывается, что 
данная буква не может принять некоторое 
значение или же принимает его (тогда это 
значение выделяется цветом). 

1. Поскольку имеются все пять частных 
произведений (ЧП) и все оин отличны от мно- 
жимого, множитель ие содержит цифр 0 н 1. 
2. Четвертое ЧП. яодученное при умноже- 
инн на цифру Еэ!. начинается с цифры Е; 
следовательно, первая цифра множимого 
Л=1. 3.Остальные ЧП начинаются с цифр, 
отличных от соответствующих цифр множн- 
теля, на которые пронзводиларь умножение. 

означает, что Е — наименьшая нз цифр 
миожителя, в частиости Е < И. Отсюда 
следует, что Е = 2, ниаче множнмое превы- 
сило "бы 14.10%, и четвертое ЧЙ начиналось 
бы не сбуквы Е. 4. И (вторая цифра множи- 
мого) меньше пяти, ниаче бы четвертое ЧП 
начиналось бы не с инфры 2. 5.Из сопостав- 
ления первых цифр ЧП с соответствующими 
ре множителя следует: 5\.Т >И; 
5.. ВТ; 5:.К>В, 5.. АРК. 6. Так 
как А (младшая цифра второго 97) получена 
при умножении А на К, а К 5 1. получаем 
АТ и Аж. Кроме того. А ие может 
быть и нулем. Таким образом, остается един- 
ственное решение: А =8 н К =6. 7.Учи- 
тывая 5з, получаем В == 5. 8. Учитывая 5, 
находим Т = 4. 9.Учитывая 51, находим 
И =3. 10.С (первая цифра результата) по- 
лучена сложением К с переносом нэ преды- 
дущего разряда, который не может быть 
больше 1, отсюда С = К+Т=7. И.Все 
цифры сомножителей найдены. Это позво- 
ляет в значения оставшихся двух букв: 
О=9ЗиР=0. 

асы ованные слова: ВОЛК ЛИСА 
КРОЛИК РОТ ОСЕЛ ВОЛ КОРОВА КИТ 
СОВА АИСТ КЛЕСТ СОРОКА ТЕТЕРЕВ 


сокол. 

2. После слова ЁКОНТРГИ Лингвист 
напишет слово ТИГРЁНОК: после ИЁНГТ- 
КОР — слово ИЁНГОРТК, после ИГКОН- 
ТЁР — слово ИРГЁТНОК. Последним сло- 
вом в словаре, разумеется. будет слово 
КОНТЁРГИ. 

3. 3 табуретки и А стула. Указа- 
нне. Нужно решить в натуральных числах 
такое уравнение: 5х -{ бу — 39. 
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Таблица 


А |6 2 [3 [54 [54 | 5 [5 [6 | 6 
в[е[1| |5: [5% [76| 7| 6 
в [| [з [з[з[з [3 [з[ | 3 


р [2398 [7] 6 [18] 6 | п 


с [ю| 2 [|987 | [ю| в 1 


4. Нужно рассмотреть три случая: 

а) Эскалатор инеподвижен. Тогда оба 
чедовека насчитывают одинаковое число 
ступеней. 

6) Эскалатор движется, людн бегут по 
движению. В этом случае больше ступеней 
насчитывает бегущий быстрее. 

в) Эскалатор движется, люди 
протнв движения. В этом случае больше 
ступеней насчнтывает отстающий (если, на- 
прнмер, он движется со скоростью, равной 
по абсолютной величине скорости эскалатора, 
то он, оставаясь на одном месте, насчитывает 
бесконечно много ступеней). 
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Рукописи ме возвращаются 


Эта «летающая тарелка» — близкий  родст- 
венник многогранниика. модель которого бы- 
ла показана на второй странние обложки 


«Кванта» № 1. Подробиее сы. четвертую 
страницу обложки этого номера. 
В. Гамаюнов 


Красивый муаровый узор на первой странн- 
це обложкн получен в помощью ЭВМ. 

Муаровые узоры возникают прн наложении 
двух семейств лнний, каждое нз которых 
содержнт близко расположенные непересе- 
кающиеся лниии. При наложении лянин 
двух семейств должны пересекаться под не- 
большими углами. Тогда расстояние между 


полосами будет существенно больше рас- 
схояний между линиями семейства. В этих 
условнях от неболылого смещения лнниий 
одного из семейств положенне полос узора 
может сильно нзмениться. Поэтому вычер- 
тнть вручную муаровый узор очень сложно. 
Для этой целн лучше применить ЭВМ ин 
управляемый от нее графопостронтель. 

Воспронзведенный на обложке узор выпол- 
нен системой графического отображення 
АЛГРАФХ. Одно из семейств лнний — парал- 
лельные равномерно расположенные пря- 
мые. другое — дугн сннусоид, эмалитуда и 
длина волны которых меняются по квадрв- 


тичному закону. Юй 
. Котов 


Угопок коппекционера 


ПЕРВЫЕ 
СОВЕТСКИЕ 
‹ЛУННИКИ» 


Деедцать лет назад, 2 янва- 
ря 1959 г... в Советском Со- 
юзе был осуществлен успеш- 
ный запуск иосммческой ра- 
кеты к Луне. Впервые в исто- 
рим: человечества (был. соз- 
дан летательный аппарат, 
превысмашийя вторую космм 
ческую скорость. Последняя 
ступень ракеты‘ весом 1472 
кг. пролетеяв вблызм Луны 
м стала первой мскусствен: 
ной планетой солнечной си- 
стемы. Научная еппаратура; 
установленная ‘на `нен, - нс- 
следовала - корпускупярное 
мзлученме Солнца, косммче- 
ские лучм, метеорные части- 
цы мн магнитмые поля в меж 
планетном пространстве 

12. сентября ‘1959 г. к 
Луне стартовала вторая со 
ветская космическая ракета 
14 сентября- она достигпа 
поверхностм Луны. Во время 
попета быпа получена цен- 
ная научная информация о 
физмчесиих явленмях, промс- 
ходящнх в ближнем космосе 
н окопопунном пространстве 

4 октября 1959 г. третья 
советская космическая раке- 
та направылась к Луне. 7 ок 
тября ее научная апларату- 
ра в теченме 40 минут фо 
тографировалв обратную 
сторону Луны, невидимую с 
Земпм. Обработка фотопле- 
нок была автоматически про- 
зедена на борту ракеты; а 
полученные. —мзображения 
лунмой поверхностм переда 
валнсь на Землю пры помо 
щы спецмальноя радмотехныи- 
ческой системы. Так было по 
пожено начапо картографн- 
роганню Луны. 

Эти выдающиеся собы 
тия нашлм свое отражение в 
отечественной м’ зарубеж 
ной фипателнм. В Советском 
Союзе запуск первой м ато- 
роя ракет к Луне был отме: 
чен выпуском. сернй, состоя- 
щих мз двух марок. Третье 
ракете былым посвящены три 
маркм. Все онн в хронопо 
гической ’ последовательно 
сты ‚` мзображены на. этой 
странице. Здесь жеё помеще- 
ны м маркм соцмапнстиче- 
ских стран, рассказывающые 
об этих полетах 


| ой Аа 


у — 
Ч % 


$57 
я. 
р 


д4енеа эм“ в 


Индекс 70465 


На второй странице обложки «Кванта» № 1 
была помещена фотография моделн много- 
траниика, состоящего из десяти симметрично 
расположенных пересекающихся кубов. «Ле- 
тающая тарелка» на второй странице об- 
ложки этого номера журнала получена про- 


должением его граней. На эпюре внизу по- 
казаны грани этой «тарелки». Постарайтесь 
отыскать на эпюре грани ещё одной «тё&- 
релки», показанной ниже. (О том, как поль- 
зоваться эпюрамни. см. «Квант» № 3, с. 50) 

В. Гамаюнов 
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Б. Голубов 


Что такое 
ряд Тейлора? 


Имя английского математика Брука 
Тейлора навсегда вошло в историю 
математики благодаря открытию, ко- 
торое он сделал в 1715 году, в воз- 
расте 29 лет. Что это за открытие? 
Об этом мы и постараемся расска- 
зать. 

Посмотрите на рисунки 1—3. На 
них изображены графики функций 
у=ех, = и и= щ (1х). 
Под номером 1 на каждом из этих ри- 
сунков изображена касательная к со- 
ответствующему графику в точке х= 
—=0, то есть график некоторой линей- 
ной функции у=ах-ЕЬ (проверьте, 
что ими будут соответственно функ- 


ции у=1-+х, у=1-хи у=х). Под 
номером 2 на каждом из этих рисун- 
ков изображен график такого квад- 
ратного трехчлена у-=ах*-— фх-Ес. ко- 
торый вблизи точки х=0О прилегает 
к графику соответствующей функции 
«теснее» всех других квадратных трех- 
членов. Точнее, речь идет о таких 
квадратных трехчленах, которые в 
точке х==0 совпадают с соответствую- 
щими функциями вместе со своими 
производными первого и второго по- 
рядка. В этих случаях говорят, что 
графики этих квадратных трехчленов 
имеют с соответствующими графи- 
ками касание второго порядка (про- 
верьте, что такими будут соответствен- 
но квадратные трехчлены у = 1 + х-г 


© 
ра 


х? 
+-5. у=1—х+х и у=х—т.} 


Наконец, под номером 3 на рисунках 
1—3 изображены графики функций 
у=ахз--фх-сх-- 4, которые имеют 
с графикамн соответствующих крн- 
вых в точке х=0 касание третьего 
порядка (легко сообразить, что это 


значит; проверьте, что такими будут 
соответственно функции 


хз хз 
и 


2 3 


Обратимся теперь к рисунку 4. 
На нем изображены график функции 
ут х и графики многочленов, имею- 
щие с графиком синуса в точке х= 
касание первого, третьего и пя- 
того порядков — (проверьте, что 
это — соответственно, — многочлены 


у= хи мну-х— +3). 


Как видно из этих рисунков, чем 
выше порядок касания, тем теснее 
график многочлена примыкает вблизн 
точки х=0 к графику соответствую- 
щей функции. 


Основная идея Тейлора состояла в 
том, чтобы для «произвольной» функ- 
ции (будем для простоты считать 
ее заданной в окрестности точки х=0) 
подобрать такой «многочлен бесконеч- 
ного порядка» у = а, +а,х--а.х?-- ---, 
который имел бы с данной функцией 
в точке х=0 касание «бесконечного 
порядка». 

Оказалось. что для очень широ- 
кого класса функций это возможно 
и, что еще более важно, очень часто 
этот «многочлен» —его называют 
рядом Тейлора функции — совпа- 
цает с выбранной функцией на не- 
котором промежутке, содержащем 
точку х=0. 

Знание ряда Тейлора функции 
очень полезно, если нужно вычислить 
ее значение: с его помощью функцию, 
как правило, можно вычислить с лю- 
бой наперед заданной точностью. 


Рис. 4. 


В этой статье мы получим ряды 
Тейлора для функций ут ох, == 
==с0$ х, уе“ и у=Ш (1-Х. 


Необходимые 
сведения из анализа 


Прежде всего нам ноналобится фор- 
мула Ньютона — Лейбница: 


|.) 
[Род ах = Е 6) —Р@). 


где функция { непрерывна на отрезке 
[а; 6], а функция Ё является для 
нее первообразной на этом отрезке. 
Далее. из геометрического смысла 

$ 


интеграла вытекает, что № (х) 4х0. 


в 
еслн (х) >20 на [а] (ис. 5). 
Отсюда легко следует, что если две 
непрерывные функции на отрезке [а: 
Ь] удовлетворяют неравенству {(х) < 
Ш $ 


< 8(®. то (|4 | 2 (х) ах, то 


есть неравенства, связывающие не- 
прерывные функиии, можно интегри- 
ровать. получая неравенства того же 
знака. 
Наконец, 
венство 


нам понадобится ра- 


Пит >. 0. (1) 


н-с 


где х --- любое действительное число. 
Локажем его. Найдем по данному х 


[1х] 
1 < 


такое натуральное число \. чта 


1 ь 
< >. Тогда для всех я> А’ будут выпол- 


нены неравенства 


хм ХЕ 1х1 1х | 
а а т 
ее 1х1 х| ы ТЫ = 
м! п. м 2 
м эм 
= а о—п 


Поскольку А фиксировано. то при л -» оо 
предел носледовательности. стоящей п пра- 
вой частн этих неравенств. равен пулю. 
Отсюда и следует равенство (1). 


Представление функций 
зтх и с0$ х рядами Тейлора 


Пусть фикснровано х>>0. Тогда, ин- 
тегрируя неравенство с0$ #1 по 
отрезку [0; х|, получим. что 


х 


со ГА | 14. 


=.— > 


>" — 


Но так как чп { является первообраз- 
ной для с0$ {(, а # — первообразной 
для 1, предыдущее неравенство на 
основании формулы Ньютона — Лейб- 
ница можно записать в виде чпх < 
< х. Это неравенство можно было бы 
написать сразу, но мы хотели объяс- 
нить принцип получения дальнейших 
неравенств и потому привели его до- 
казательство. 

Интегрируя неравенство 5т { < { 
по отрезку [0; х]., получим, что 


х х 
зп 4ё < | #42. 
5 5 


Поскольку функция — с0$ { яв- 
ляется нервообразной для яп Е, а 
2 


первообразной для 2. пре- 


2 
дыдущее неравенство на основании 
формулы Ньютона — Лейбница при- 
мет вид 

2 х2 


х : 
1] --- со5х = —- или с0$х >= Ре : 


Интегрируя это неравенство по от- 
резку [0; х] и снова пользуясь фор- 


мулой Ньютона — Лейбница, ири- 
Е +. хз 
дем к неравенству  зтх>х— у. 


Продолжая процесс — послелова- 
тельного интегрирования (и пользу- 
ясь методом математической индук- 
ции), легко доказать неравенства 


х? хп 
с05х = 1--я +... Ета, 
этхх— + р р, 
2 
с05х 21%... ат, ы 
тя х— 3+ тт, 


(Хх 0. 


Объединяя первое и третье из не- 
равенств (2), получим 
2 хАл+з 


х 
Е @п 2)! 


где п=0, 1... 


< с0$х=<1— 


хп 


2 


Левый многочлен можно рассматри- 
вать как приближенное значение 
со5х с недостатком, а правый — как 
приближенное значение созх с из- 
бытком (рис. 6). Но разность между 
правым и левым многочленами из 


х4п+2 
иеравенств (3) равна „у, 


п — со она стремится к нулю на ос- 
новании (1). Поэтому 


и при 


с0$Х = 
Е х же 
т (Е... ия) = 
й х? у | хай. 
= -ш+... +). 


Рис. 6. 


Этот результат кратко записы- 
вают в виде 

хо (—1)^ 

С0$ х == Е + 

(4) 


Правая часть этого равенства н 
называется рядом Тейлора функции 
0$ х. 

При доказательстве неравенств 
(3), а значит, и равенства (4), пред- 
полагалось, что х>>0. Но они спра- 
ведливы и для х<0 в силу четности 
всех входящих в них функций. На- 
конец, они легко проверяются и для 
х=0 ин. таким образом, справедливы 
прн всех действительных х. 

Аналогично, для х>>0 из {2} име- 
ем 


- Г ы Зи 3 
элх = ит [хм + Е КЕ 
л-+е 3! (41 —- 3)! 
р хз кА" Е! 
= т [ха 
ны 3! ’ 4 
Этот результат записывают в виде 
. хз 
ПХ =х— ! 
(— 1) РЕ 
ети * ЕЕ. 
а выражение в правой частн этого 


равенства называют рядом Тейлора 
функции т х. 

Заметим. наконец, что равенство 
(5) остается справедливым и для х< 
< О вснлу нечетности всех входящих 
в него функций. 


Разложение функцни е^ в ряд Тейлора 


Известно, что (е°)’=е”, откуда сле- 
дует, что при любой постоянной С 
функция е*--С является первообраз- 
ной для е”. Кроме того, нам важно 
ънать, что е>1 (е=2,718...). 
Поскольку е>1, тт 15 <е 
для всех {К [0; а]. Интегрируя это 
неравенство по отрезку [0; х|, где 
О<хжа, получим хе —1 <ех 


или 1-х < е < 1-+ейх. Эти нера- 
венства также можно проинтегри- 
ровать по отрезку (9; х}. заме- 


нив в них предварительно х на {. 
В результате получим 


рее х и 
х-- де — 1 хе г, 


Продолжая пронесс  послезова- 
тельного интегрирования, получим 
неравенства 

з п 
1-+х+ 5+ ук т "51 -х+ 
хз : хп! й х" = 

зи СЕТЕ ге, (6) 
где л—=0, [, ..., ОЗ ха. 


Таким образом, для каждого зна- 
чения х из отрезка [0; а] получено 
прнближенное значение для функции 
ех с недостатком и с избытком в виде 
многочленов степени л. Разность меж- 
ду правым и левым многочленами в 


неравенствах (6) равна (г“ — -. 
п! 


при И-—=ою она стремится к нулю на 
основании (1). Поскольку а — про- 
извольное положительное число, из 
неравенств (6) следует, что при лю- 
бом х—>0 


= Ш (142+ р +). 


Запишем это в виде равенства 


хз ой 


$ 
хе + 
(7) 


Выражение в правой части (7) назы- 
вается рядом Тейлора функции =®. 


Упражнение 1. — Обоснуйте 
авенство (7) при х < 0. (Указание. 
сспсльзуйтесь тем. что е^ < | при х< 
< 0.) 

Разложение  функцин Ш (Ех) 

в ряд Тейлора 

Функция ш(Г-х) ‹ определяется 

как 109. (1-х). то есть основание 

логарифма равно с. Поскольку 

' о —— 

ПА (ЕР = = при всех х> 

— 1, то для г функция ш(1-+ 


о является первообразной на 
интервале ]|—1!; + о [ при любой 
постоянной С. Этим мы воспользуем- 


ся ниже. Заметим, что при Ё>0 
справедливы неравенства 


1 
2—1 
— "г =< 


— ни. (8) 


(Обоснуйте их самостоятельно.) 

Интегрируя неравенства (8) по 
отрезку [0; х], где х >> 0, и пользуясь 
формулой Ньютона — Лейбница, ио- 
лучим неравенства 


х? ха 
Е — = шт -нх) = 


1—2... ч. Вия 


1—#-... 


х2 х2п ха +1 


Ранг, 


в которых х>0. Разность между 


правым и левым многочленами равна 
х2п+1 


т. Если 0х = 1. то она стре- 
п ' 
мится к нулю при п— сю. Поэтому 
ш (1+х) =х- 5 Е 

Е Бе МОЙ 

ее: Я (10) 
для 0х1. 


Упражнение 2. Убедитесь. что 
это равенство справедливо и для —1-< 


<х< 0. (Указание. Воспользуй- 
тесь тем. что при Е > 1— > .. 
1 
;- па эп--1 ры 
{ —{ = 1 = Ё—{ 
1 
6 п! —- гп е А ата 
А121, если А > ЕЕ) 


Выражение в правой части равен- 
ства (10) и называется рядом Тейлора 
функции Ш (1-х). 

При нахождении рядов Тейлора 
функций т х, с0$х, и Ш (1-х) мы 
использовали различные искусствен- 
ные приемы. На самом деле сущест- 
вует единый метод нахождения ряда 
Тейлора функции — он основан на 
ее последовательном дифференциро- 
вании. С ним вы можете познакомить- 
ся по замечательной книге А. Я. Хнн- 
чина «Восемь лекций по математи- 
ческому анализу» (М., «Наука», 1977). 


Что дают полученные оценки? 


Полученные выше оценки функций 
т х, 60$ х, жи ш (1-х) позволяют 
вычислять их в произвольной точке 
с любой требуемой точностью. 


Например, если требуется узнать 
значение функции зтх в точке 


хе | 0: | с погрешностью, ие 


превосходящей числа =>0, то найдем 
сначала такое целое л>0, что 
х4"+1/ (4п-- 1)! «ег. Тогда значения 
многочленов из неравенств (2) нточ- 
ке х дадут нам значение $тх с точ- 
НОСТЬЮ ДО &, ОДНО с недостатком, дру- 
гое — с избытком. Вычисление же ее 
значений в других точках с помощью 
формул приведения сводится к вы- 


д 
числениям в точках отрезка [с = | 


Немного истории 


Сочнненне Б. Тейлора «Мепойц$ 
тстететогит Ч тес4а её пуегза» выш- 
ло в свет в 1715 г. в Лондоне на ла- 
тинском языке. Тейлор был совре- 
менником Ньютона и Лейбница — 
основателей дифференциального и ин- 
тегрального исчисления. Его метод 
был основан на формуле Ньютона, 
которая дает приближенное представ- 
ление функции на заданном отрезке 
в виде многочлена степени л. совпа- 
дающего с данной функцией в п- | 
равноотстоящих точках отрезка (в 
том числе и в его конечных точках). 
Тейлор совершил переход к пределу 
в формуле Ньютона при ло со- 
вершенно формально, не заботясь об 
обосновании предельного перехода. 
По этому поводу видный немецкий 
ученый и историк математики 
Ф. Клейн писал: «В сущности, Тейлор 
здесь опернрует с бесконечно малыми 
(дифференциалами) гораздо, если мож- 
но так выразиться, легкомысленнее, 
чем это когда-либо делали последовате- 
ли Лейбннца; интересно отметить, что 
он еще... на глазах Ньютона так укло- 
нился от метода пределов, которым 
пользовался последний» *). 
Впоследствии многие математики 
из разных стран занимались обосно- 
ванием метода Тейлора: Лагранж, 
Коши, Шлёмильх, Рош, Пеано и дру- 
гие. Благодаря их усилиям метод 


*) Феликс Клейн. Элементар- 
ная математнка с точки эрения высшей, 
том. |. Арифметика, алгебра. зиализ (М.— 
Л., ГТТИ. 1933), с. 347—348. 


представления функций рядами Тей- 
лора и метод приближенного изобра- 
жения функций многочленами полу- 
чилн полное обоснование. 

В настоящее время понятие ряда 
Тейлора является одним из основных 
в высшей математике. Ряды Тейлора 
илн их конечные суммы находят при- 
менение почти всюду, гле имеется необ- 
ходимость точного или приближен- 
ного изображения плавно меняющих- 
ся функций. 

Задачн 

1. Пользуясь равенством 


7 
ага х = | га (— 05<;<« оо) , 
о 


доказать, что при х>0 и 
справедливы неравенства 


п =0,4... 


хз х"--3 хз 

вы а а 1 м: 
жи! 

‘4 РТ” 


Если же х<0, то п этих неравенствах 


Знак «=» следует заменить на «2». 
2. Доказать, что для -—1<х<«1 сара- 
ведливо равенство 
| хз | хз х? | 
агсвх —=х- тт г... 
г 1 
3. Доказать равенство 4 — Е — 3 + 


Ге. 
+5—7т:... 


4. Доказать равенство Шт 2 -. 1 — 
ВР 

Г 4 

5. Доказать равенство 


| 1 1 
Е. 5 — 


$ ее 4 вы 
6. Доказать равенство 


де = 1-х а. ..+ 


а (&—1}. . . (--п--П 
и, р 


ге 1х —_сохах+е. 


Л. ТАРАСОВ 


ОТКРЫТИЕ 
’ НЕЙТРОНА 


Всех нас лесьма интересуее вопрос 
строении ядра и возможный как дя 
сы пешения. понваннийен балгочари 
обкрызни мейзрони 


Нклье Б. в Цоя} 


Мыс; о возможном сушествовании 
нейгрона была впервые высказана, 
н 1920 году великим ангяниским фи- 
зиком Резерфордом.› Нейтрюн пред- 
ставлячея Резерфарау в ниде «ней г- 
рального ДУблетА тесного сосдн- 


иеиия протона п электрона 


Нейтронная 
гипотеза Резерфорда 


Резерфорд пришел к нейтронной 
гипотезе, размышляя над проблемой 
структуры атомных ядер. Например, 
было известно, что атом гелия имеет 
2 электрона и, следовательно, ядро 
этого атома должно содержать 2 про- 
тона (ведь атом нейтрален). Однако 
масса атома гелия не в два, а в четыре 
раза болыше массы атома водорода. 
В связи с этим возникала мысль, что 
ядро гелия составляют 2 электрона и 
соответственно 4 протона. С точки 
зрения Резерфорда, ядро гелия со- 
стояло из 2 протонов и 2 нейтраль- 
ных дублетов. Атом кислорода, на- 
пример, имеет 8 электронов, а его 
масса в 16 раз больше массы атома во- 
дорода; поэтому можно было пред- 
положить, что ядро кислорода со- 
держит 16 протонов и 8 электронов 
(по Резерфорду — 8 протонов и 8 
нейтральных дублетов). 

Почему Резерфорд представлял 
нейтрон в виде «‹дублета» из протона 
и электрона, а не в виде самостоятель- 
ной нейтральной частицы? Это можно 
понять, если вспомнить, что в 20-е 
годы нашего столетия были известны 
только три элементарные частицы — 
электрон. протон, фотон; в то время 
было принято считать, что эти три 
частицы полностью исчерпывают весь 
набор «элементарных  кирпичиков», 
из которых построена материя. Рас- 
сматривая гипотетический нейтрон 
как «объединение» протона с электро- 
ном, Резерфорд тем самым следовал 
общепринятой концепции. Кроме то- 
го, открытая еще в 1898 г. В-радио- 
активность ядер, как казалось, впол- 
не определенно указывала на наличие 
электронов внутри атомных ядер В-из- 
лучение ядер — поток электронов). 

Ограниченность нейтронной ги- 
потезы Резерфорда не умаляет ее 
нсторической ценности. Резерфорд 
сумел заразить идеей «нейтрона» 
(пусть даже представляемого в виде 
миниатюрного атома водорода) мно- 
гих своих учеников. И вполне зако- 
номерно, что именно одному из них, 
Д. Чедвику, удалось действительно 
открыть нейтрон — не некий «ней- 
тральный дублет» из протона и элект- 
рона, а новую элементарную частицу. 


Это произошло в 1932 г. Открытию 
предшествовал ряд интереснейших со- 
бытий в мире фнизикн. 


«Изгнание» 
электрона из атомного ядра 


Одно из таких событий произошло в 
1924 г.. когда французский физик 
Луи де Бройль предложил сопостав- 
лять с электроном некую волну. Длина 
этой волны А выражалась через им- 
пульс электрона р следующим обра- 


зом: 
Хх = Вр, (1) 


где Д=-6,6-10-3* Дж-с — универ- 
сальная’ физическая постоянная — 
постоянная Планка. В 1927 г. ги- 
потеза де Бройля (и в частности, 
формула (1)) получила эксперимен- 
тальное подтверждение в опытах, об- 
наруживших дифракцию электронов 
прн прохождении сквозь тонкие ме- 
таллические пластинки. 

Обнаружение у электронов волно- 
вых свойств существенно меняло пред- 
ставления физиков о структуре атом- 
ного ядра. Теперь стало ясно: элект- 
роны в состав атомного ядра не вхо- 
дят — по той причине, что электрон 
просто не может «поместиться» внутри 
ядра. 


Условные схемы, иллюстрирующие струк- 
туру ядра гелия: а) — протонно-электрон- 
ная модель; 6) — модель с нейтральными 
дублетамн Резерфорда; в) — протонно-ней- 
тронная модель. Обозначения: |/ — про- 
тон, 2 -— электрон, 3 — нейтральный ду- 
блет. 4 — нейтрон. 


В самом деле, чтобы поместиться 
в ядре, электрон должен иметь длину 
волны А. не превышающую диаметра 
4 ядра: ^<а. Используя (1), получаем 
отсюда неравенство 


р > №. (2) 
Минимальное значение импульса 
электрона, определяемое этим нера- 


венством, очень велико. — Действи- 
тельно, подставив 44—10 м (ха- 
рактерные размеры атомного ядра 
были оценены в опытах по рассеянию 
а-частиц, выполненных Резерфордом 
еще в 1910 г.), получим 


р = 6,6. 10-?° Дж. 


Для частицы, масса которой т^9,1х 
х 10-31 кг, это — огромный импульс. 
Поэтому для оценки энергии Ё эяект- 
рона надо воспользоваться соотно- 
шением релятивистской — динамики 


Е = рей, (3) 


где с=3-10* м/с — скорость света в 
вакууме, и — скорость электрона. 
(Это соотношение следует из 
нзвестных релятивистских формул 


Е 2 Е АНИ 
У!- с ' И 1 — 2/2, 
где т, — масса покоя электрона.) 
Полагая в рассматриваемом нами 
случае олхс, получаем из (3): 


Е — ре. 


Теперь неравенство (2) может быть 
переписано в виде 


Е > Ас. 


Подставнв сюда значения Й, си 4, 
получим: Е>>2-10-И Дж, или Е> 
>10? эВ (напомним, что 1 эВ=1,6х 
х10-' Дж). 

Итак, чтобы поместиться внутри 
атомного ядра, электрон — должен 
иметь энергию не менее 10° эВ. При 
В-распаде ядра эта энергия должна 
была бы освобождаться. Однако, как 
показывает опыт, энергия, выделяю- 
щаяся при В-распаде ядер, сущест- 
венно меныше — она не превосходит 
108—10% эВ (в расчете на одно ядро). 

ледовательно, приходится при- 
знать, что, во-первых, электроны в 
состав ядер не входят и, во-вторых, 
электрон при В-распаде ядра рожда- 
ется в момент акта распада (подобно 
тому как рождаются фотоны при ис- 
пускаиии света атомами). 

Впрочем, надо заметить, что не- 
смотря на обнаружение у электрона 
волновых свойств, вопрос о наличии 
электронов в ядрах некоторое время 
продолжал оставаться открытым. Мо- 
жет быть, по той причине, что вол- 
новые свойства электрона казались 
весьма непонятными? 
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Загадочное излучение 


В 1919 г. Резерфорд впервые осу- 
ществил искусственное расщепление 
ядра азота а-частицей. Эта ядерная 
реакция в современной записи выгля- 
дит так: 


УМ --2Не — О+р 


(М — ядро азота, состоящее из 
7 протонов н 7 нейтронов; 2Не— 
ядро гелия, или а-частица (2 протона, 
2 нейтрона); 3’О — ядро одного из 
изотопов кислорода (8 протонов, 
9 иейтронов}; р — протон). 

В последующие годы началось ин- 
тенсивное изучение ядерных реакций, 
происходящих под действием а-час- 
тиц. Было установлено, что многие 
легкие элементы при обстреле «-час- 
тицами испускают протоны. Многие. 
но не все! 

В мае 1930 г. немецкие физики 
Боте и Бекер обнаружили, что берил- 
лий при обстреле а-частицамн ис- 
пускает не протоны, а какое-то дру- 
гое излучение, до тех пор не извест- 
ное. Излучение это ие оставляло 
треков в камере Вильсона; через 
довольно толстые свинцовые плиты 
(толщиной 10 см) это излучение про- 
ходило, почти не ослабевая. Поэтому 
было высказано предположение, что 
это очень жесткое “-излучение — 
электромагнитное излучение, кванты 
которого (у-кванты) несут огромную 
энергию. 

Загадочным излучением Боте — 
Бекера заинтересовались француз- 
ские физики Ирен и Фредерик Жо- 
лио-Кюри. Они поставили на пути 
излучения заслонку из водородсо- 
держащего вещества — парафина — 
н немедленно получили интересней- 
ший результат: парафиновая заслон- 
ка, в отличие от свинцовой, надежно 
перекрывала излучение Боте — Бе 
кера; при этом из парафина летело в 
направленин излучения весьма боль- 
шое число быстрых протонов. 

Жолио-Кюри предположили, что 
протоны — ядра отдачи, появляющие- 
ся в результате столкновения с ато- 
мами водорода, имеющимися в пара 
фине, фотонов с очень большой энер- 
гней. Протоны «выбиваются» из ато- 
мов водорода. Зная энергию протона, 


можно оценить энергню фотона, «вы- 
бившего» этот протон. Жолно-Кюри 
сделали эту оценку. Энергия протонов 
была определена по максимальным 
расстояниям, проходимым ими в в03- 
духе. Затем, на основаиии законов 
сохранения импульса и энергии, была 
дана оценка соответствующей энер- 
гии фотона. Значение этой величины 
оказалось очень большим: ^5х 
х107 эВ. 

Хотя в общих чертах объяснение 
явления было дано, признать его 
удовлетворительным и окончательным 
было нельзя. Многое оставалось не- 
ясным. Откуда берется столь большая 
энергия фотонов? Почему, охотно пе- 
редавая свою энергию протонам, фо- 
тоны в то же время не желают взаимо- 
действовать с атомами свинца? И тем 
не менее в своей работе, опубликован- 
ной 18 января 1932 г., Ирен и Фре- 
дерик Жолио-Кюри продолжали счи- 
тать, что излучение Боте — Бекера — 
жесткое электромагнитное излучение. 
В заключительных строках работы 
говорилось: «Итак, настоящими опы- 
тами, по-видимому, установлено, что 
электромагнитное излучение высокой 
частоты способно освобождать в во- 
дородсодержащих веществах протоны 
и придавать им высокие скорости». 


Открытие нейтрона Чедвиком 


Познакомившись с работой Жолио- 
Кюри, английский физик Д. Чедвик 
из лаборатории Резерфорда в Кемб- 
ридже догадался, что французские 
физики (равно как и немецкие физи- 
ки Боте и Бекер) имели дело не с жест- 
ким электромагнитным излучением, 
з с нейтронами. Чедвик был учени- 
ком Резерфорда; под влиянием учн- 
теля он давно и основательно про- 
никся идеей «нейтрона», искал нейт- 
роны, ожидал встретить их в любом 
новом ‘излучении. Впоследствии он 
признавался: «Мон мысли, естествен- 
но, вертелись вокруг нейтронов». 
Чедвик повторил опыты Жолио- 
Кюри, внеся в них существенное до- 
полнение с целью проверки нейтрон- 
ной гипотезы: он использовал разные 
заслонки, содержащие легкие эле- 
менты (водород, литий, углерод, азот 
и другие). Чедвик обнаружил, что 


загадочное излучение, 
при бомбардировке бериллия а-час- 
тнцамн, способно создавать не толь- 


возннкающее 


ко протоны, но ин другие ядра от- 
дачи — ядра лития, углерода, азота 
и Т. д. 

Для измерения энергии ядер от- 
дачи Чедвик воспользовался нмпульс- 
ной нонизационной камерой с усн- 
лителём и осциллографом. Иониза- 
ционная камера имеет два электрода, 
между которыми подана разность по- 
тенциалов (10*—103 В). Ядро отдачи, 
пролетая вблизи этих электродов, 
производит ионизацию атомов газа, 
наполняющего камеру. Возникающие 
на пути ядра отдачи ионы и электроны 
движутся под действием  электри- 
ческого поля к соответствующим со- 
бирающим электродам; в результате 
в цепи. ионизационной камеры появ- 
ляется импульс тока, который может 


. быть усилен и подан на осциллограф. 


Измеряя величину наблюдаемого на 
осциллографе импульса, Чедвик оп- 
ределил энергию различных ядер от- 
дачи (протонов, ядер азота и др.). 
Сравнив затем эти энергии, он ирн- 
шел к выводу: излучение, возникаю- 
щее при бомбардировке бериллия а- 
частицами, есть не что иное, как поток 
нейтральных частнц с массой, прак- 
тически равной массе протона. 


И вот 27 февраля 1932 г. (то есть 
спустя всего зишь месяц после опуб- 
ликования работы Жолно-Кюри) по- 
является краткое сообщение Чедвика 
«Возможность существования нейт- 


рона». В сообщении, в частности, 
говорилось: 

«... Результаты, — полученные 
мною, очень трудно объяснить. 


исходя из предположения об электро- 
магнитном излучении, если при столк- 
новении должны сохраняться энергия 
и количество движения. Однако труё- 
ности исчезают, если предположить, 
что излучение состоит из частиц с 
массой 1 и зарядом 0, тоесть из нейт- 
ронов. Можно предположить, что в 
результате захвата о-частицы ядром 
Ве образуется ядро 1?С и испускается 
нейтрон ... Столкновения этих нейт- 
ронов с атомами, через которые они 
проходят, создают атомы отдачи; 
наблюдаемая энергия атомов отдачи 
находится в полном соответствии с 
такой точкой зрения». 

Рассуждения н довольно простые 
расчеты Чедвика, основанные на за- 
конах сохранения энергии и импульса. 
весьма поучительны. Попробуем пов- 
торнть их. 

Предположим, что ядро массы т 
(предполагаемый нейтрон), имеющее 


скорость #, испытывает лобовое уп- 
ругое столкновение с покоящимся 
ядром массы т’. Законы сохранения 


53 
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энергии и импульса для данного 
столкновения имеют вид 


ту’ 12 = ту! 12 + т’, 
— > => (4) 
то = то: яя т’, 


< < 


где и, и и, — скорости ядер ти т” 
после столкновения. Заметим, что 
векторы и, 1: и и направлены 


вдоль одной прямой. Из этих урав- 
нений найдем скорость ялра отдачи 
(ядра т’): 

и = Вит! (т- т’) (5) 


(2,, и — абсолютные значения ско- 
ростей). Далее предположим, что Е 
одном случае ядро-мишень имеет мас- 
су т’ (обозначим его скорость после 


столкновения как из). а в другом 


случае — массу т’ (скорость и). 
Из (5) следует, что 


ори = (т+ т’)! (т--т '). (6) 


В случае водородсодержащей и 
азотсодержащей мишеней значения 
масс ядер отдачн-равны соответствен- 
но 71’ == и г '=14. Измерив лля этих 
мишеней энергии ядер отдачи, Чед- 
вик нашел, что 12/92 27. В этом 
случае соотношение (6) прнобретает 
ВИД 

тт т Е?7, 


откуда немедленно следует, что то. 


И.К. 


а: — 
Схема экспериментальной установкн Чедвика: В. К. — вакуумная камера; Г — полоний. 
являющийся источником а-частнц: 2 — а-частицы; 3 — бериллневая мишень; 4 — про- 


ннкающее излучение (нейтроны); 5 — заслонка, из которой выбиваются ядра отдачи (опы- 


ты проводились с разными заслонками нз легких 


элементов); В — вылетающие из за- 


слонки ядра отдачи; И. К. — нонизационная камера для измерения энергин ядер отдачи; 
7 — электроды для собнрания ионов, образующихся виутрн камеры прн прохожденни 


через нее ядер отдачн. 
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С принятием нейтронной точки 
зрения становилось понятно, почему 
излучение из бериллия легко про- 
холило через свинец, и, наоборот, 
хорошо задерживалось заслонками из 
легких элементов. Из (4) легко най- 
ти отношение энергни Е, налетаю- 
щей частицы, которую она имеет после 
столкновения, к ее энергии Е до 
столкиовения (для случая лобового 
столкновения): 


> 


Отсюда видно, что если л’»т 
(случай свинцовой заслонки). то п^ 
21, то есть энергия налетающей час- 
тицы (нейтрона) уменьшается в каж- 
дом столкновении очень мало. Наобо- 
рот, если значение т’ близко к зна- 
чению 7, то отношение п мало, то 
есть готерн энергии нейтрона в каж- 
дом столкновении относительно ве- 
лики. При лобовом столкновении с 
протоном нейтрон должен остано- 
виться, передав всю свою энергию 
протону. Теперь понятно, почему 
нейтроны относительно легко про- 
ходят через свинец, но застревают в 
парафине, выбивая в паправленин 
своего лвиження протоны. 


Открытие нейтрона — 
выдающееся событие 
в современной физике 


Исследования, выполненные Боте — 
Бекером и Жолно-Кюри, сыграли 
большую роль в открытин иейтрона. 
Однако решающего шага эти ниссле- 
дователи все же не сделали. Как об- 
разно сказал академик Б. М. Кедров, 
«они подошли вплотную к двери, ве- 
дущей к разгадке новой тайны прн- 
роды, они ощупали эту дверь и даже 
постучались в нее. но открыть ве 
не смогли, так как эта дверь откры- 
вается не «к себе» (то есть в сторону 
электромагнитной концепции), а ‹от 
себя» (то есть в сторону коренного 
отказа от этой концепции)». 
Решающий шаг был сделан Чед- 
виком, который догадался проделать 
эксперимент с разными заслонками 
(водородсодержащей, азотсодержащей 
и др.) и предиринял измерения энер- 
гии ядер отдачи. Выполнив этн изме- 
рения ! сопоставив полученные ко- 


личественные результаты, Чедвик сде- 
лал правильный вывод о существо- 
ванин нейтрона. На примере этого 
открытия хорошо видно, какое важ- 
ное значение имеют в физике коли- 
чественные измерения. 

С открытием нейтрона в физику не 
просто вошла еще одна элементарная 
частица. Нейтрон привел к открытию 
совершенно нового типа взаимодей- 
ствий — ядерного взаимодействия. 
Революционное значение открытия 
нейтрона состояло прежде всего в 
крушении электромагнитной  кон- 
ценции в физике; оказалось, что при- 
рода материи и ее превращения 
значительно богаче, чем это прел- 
ставлялось ранее. что они не сво- 
дятся только к электромагнитным яв- 
лениям. 

Сразу же после открытия нейтрона 
советский физик Д. Д. Иваненко и 
немецкий физик В. Гейзенберг пред- 
ложили новую модель ядра. Согласно 
этой модели ядро состоит из прото- 
нов и нейтронов. между которыми на 
весьма малых расстояниях действуют 
мощные силы притяжения не электро- 
магнитного характера — ядерные сн- 
лы. Протонно-нейтронная модель бы- 
ла свободна от всех неувязок и «на- 
тяжек» прежних моделей ядра. объяс- 
няла известные к тому времени дан- 
ные о ядерных превращениях. Даль- 
нейшие исследования подтвердили не- 
сомненную сираведливость этой мо- 
дели и сделали ее общепринятой и бес- 
спорной. 

Другое направление исслелова- 
ний, обусловленных открытием нейт- 
рона, связано с проблемой ядерных 
реакций. Ядерную реакцию под дей- 
ствием нейтронов впервые наблюдал 
английский физик Н. Фезер в мае 
1932 г. В современной записи эта 
реакция выглядит так: 

Мая — Ч В--ЗНе (оп — символ 


нейтрона). 


Работа Фезера была первой ласточ- 


кой. Вслед за ней последовало ог- 
ромное число исследований по ядер- 
ным реакциям, вызванным, или, как 
говорят. инициированным нейтрона- 
мн. Как отмечал Чедвик в своей лек- 
иин при получении Нобелевской пре- 
мии за открытие нейтрона, «большую 
эффективность нейтронов в получе- 
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нии ядерных реакций легко объяснить. 
При столкновенин заряженной ча- 
стицы с ядром вероятность ее про- 
никновения в ядро ограничена куло- 
новской силой расталкивания. В слу- 
чае же соударения нейтрона с ядром 
ограничения такого типа не сущест- 
вует. Сила взаимодействия нейтрона 
с ядром вначале весьма мала; лишь 
на очень малых расстояниях она на- 
чинает быстро расти я носит харак- 
тер притяжения... Поэтому даже нейт- 
роны очень малой энергии могут про- 
никнуть в ядро.» 

В 1934 г. итальянским физиком 
Э. Фермн была открыта искусствен- 
ная радиоактивность атомных ядер 
под действнем нейтронного облучения. 

В том же 1934 г. Фермн с сотруд- 
никами наблюдали деление ядер тя- 
желых элементов под действием мед- 


ленных нейтронов. (Правда, верную 
ннтерпретацию наблюдаемого явле- 
ния Фермн не дал. Только в 1939 г. 
немецкие физики О. Ган и Ф. Штрас- 
сман сделали ` правильный теорети- 
ческий вывод: под действием медлен- 
ных нейтронов происходит деленне 
тяжелых ядер с образованием радио- 
активных осколков.) 

С открытием нейтрона началась 
эра ядерной физики, ознаменовавшая- 
ся в середнне ХХ столения развитием 
физики элементарных частиц и рож- 
дением ядерной техники. 

В истории физики 1932 г. обычно 
называют «годом чудес», отдавая долж- 
ное обилию замечательных открытий, 
выпавших на долю этого года. С этим 
названием можно согласиться даже 
в том случае, если учитывать только 
открытие нейтрона. 


Открытие нейтрона — 
своеобразный узел в сети направлений научных исследований 
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Т. Черногор 


После 
захода Солнца 


Можно ли невооруженным глазом 
увндеть искусственный спутник Зем- 
ли? Ответ на этот вопрос представ- 
ляется очевидным: конечно, нет. Ведь 
для того чтобы глаз видел удален- 
ный предмет, необходимо, чтобы уг- 
ловой размер ф этого предмета (рис. 1) 
был не меньше фи" 2 1” ^ 107 рад. 
Значит, спутник, находящийся, на- 
прнмер. на расстоянии АЮл2500 км 
от поверхности Земли, может быть 
виден невооруженным глазом, если 
его линейный размер 4 не меньше 
чем Афиши 2250 м! Так что наблюдать 
с Земли невооружениым глазом ис- 
кусственный спутник мельзя. Од- 
нако... 

Попробуем оценить угловые раз- 
меры звезд. Будем считать, что рас- 
стояние до звезды Юл=10 м (иа 


таком расстоянии от Солнечной систе- 
мы находится ближайшая звезда @ 
Центавра), линейный размер звезды 
4^:10:9 м. Тогда угловой размер звез- 
ды фА10-6 рад, что меньше Фи. 
Но ведь звезды мы видим. Почему? 
Да потому, что звезды светятся... 

Теперь вернемся к спутнику. Нель- 
зя ли заставить» его светиться? Ко- 
нечно, можно. Ведь Луна «светится»— 
отражает солнечный свет. И спут- 
ник может светиться отраженным сол- 
нечным светом. Наблюдать такой све- 
тящийся спутник можно вскоре после 


а 


о 


Рис. 1. 


$ 


^`т-; Орбита спутника 


Линия горизонта 


захода Солнца (или перед его вос- 
ходом). Дело в том, что между момен- 
том захода Солнца на уровне гори- 
зонта и на некоторой высоте над го- 
ризонтом существует временной нн- 
тервал. И если на той высоте, гле 
находится спутник, Солице еще не 
зашло, а для наблюдателя Н — уже 
зашло (рис. 2), то на участке СС” 
орбиты спутник для такого наблюда- 
теля светится. Ясно, что чем меньше 
времени прошло после захода Солица 
на уровне горизонта, тем больше уча- 
сток орбиты, на котором можно на- 
блюдать светящийся спутник. 

Мы сказали «наблюдать». Но как? 


Можно ли видеть светящийся 
спутник невооруженным — глазом? 
Посмотрим. 


Для глаза существует энергетиче- 
ский порог видимости: глаз реагирует 
на световое излучение, если мощ- 
ность этого излучения, попадающая 
в глаз, не менее Рии = 3- 10-1? Вт. 
Оценим попадающую в глаз мощ- 
ность излучения спутника. Точнее, 
ту мощность солнечного излучения, 
которая, отражаясь от спутника, по- 
падает в глаз наблюдателя. 

Будем называть интенсивностью 
энергию излучения, проходящую за 
единицу времени через единнчную 
площадку. 

В околоземиом пространстве нн- 
тенсивность солнечного излучения рав- 
на Го = 1.4.103 Вт/м?. Если пло- 
щадь поверхности спутника 5= 
210 м?, то мощность солнечного из- 
лучення, попадающая на спутннк, 


Луч света 


Ре = [5 А 1,4-10% Вт. Часть этой 
энергии, — приблизительно 0,1, — 
отражается от поверхности  спут- 
ника *). Так что мы можем рассмат- 
ривать спутник как источинк излуче- 
ния мощностью Ри = ЕР. == 1.4-103Вт 
(&—0,1 — коэффициент отражения). 
Интенсивность этого излучения на 
расстоянии Ю от спутника равна 
1в- Р„/4лЮ? (4лК? — это площадь 
сферы, «окружающей» спутник; через 
эту площадь проходит мощность Р‚„ 
излучения спутника; так что Р„/4л В? — 
это как раз мощность излучения, по- 
падающая на единицу площади, то 
есть интенсивность). Если спутник 
находится на расстоянии Ю^500 км 
от поверхности Земли, то интенсив- 
ность излучения. попадающего в глаз 
наблюдателя, [в ^0,4-10-? Вт,м?. 
Считая, что площадь зрачка наблюда- 


теля приблизительно 0,3 см, на- 
ходим мощность излучения. попа- 
дающую в глаз наблюдателя: Рд 


2710-м Вт. 
Таким образом, Р`>^Риш. Значит, 
наблюдатель с Земли может видеть 


*) То, какая часть солнечной энергии 
отражается от поверхности спутника (ины- 
ми словами, коэффицнент отражения), за- 
висит от состояния этой поверхности, от 
ее обработкн. А это определяется целевым 
назначеннем спутника. Так что величина 
коэффнциента отражения колеблется в шн- 
роких пределах. Мы же для наших оценок 
возьмем значенне 0.]. 


Рнс. 3. 


искусственный спутник Земли нево- 
оруженным глазом. 

Разумеется, расчет, который мы 
провели, приблизительный. Но втом, 
что результат. полученный нами, со- 
ответствует действительности, вы мо- 
жете убедиться сами. 

И еще одно наблюдение мы пред- 
лагаем вам провести на заходе Солн- 
ца. Попробуем определить высоту 
облаков над Землей. Единственный 
измерительный прибор, который нам 
для этого понадобится, — это часы. 

Зафиксируем два момента вре- 
мени: Ё, — время захода Солнца в 
пункте наблюдения и #, — время за- 
хода Солнца на высоте облака. После 
этого только останется рассчитать 
высоту облака над Землей. Рассчи- 
таем. 

Сначала проведем расчет для на- 
блюдателя, находящегося на эква- 
торе. На рисунке 3 А, — точка, в 
которой находится наблюдатель в мо- 
мент времени {,, В, — точка, в ко- 
торой находится облако в этот момент. 
Момент временн {, наступает. когда 
облако попадает в точку Во; наблю- 
датель при этом окажется в точке А .. 
Угол а, на который за время А{= 
ь—Ь повернется Земля вокруг сво- 
ей оси, равеи а= А л/Т (Т=24 ч — 
период суточного обращения Земли). 

Итак, в АА,ОВ., на рисунке 3 


^^ 

АОВ; = <, | А, | = В, (Ко — радиус 
Земли; мы для простоты считаем, 
что ось вращения Земли перпенди- 
кулярна к плоскости ее орбиты), 


Я «Квант» № 5 


ЮВ.|=Ю,- А. Так как |ОА | ЛОВ3 |= 
=—<0$ @, 
ы а 
„_ б-ка) _ Я. 


С0$ @& с0$ & 


Обычно «<, поэтому можно счнтать, 
[22 


а [#2 
что т А —, ©0905 @ = 1 Н 


2 
вв, (9 


Если наблюдатель находится на 
широте ф, то расстояние |ОА„| рав- 
но не Ю.,, а КВ, со$ ф (расстояние от 
точки наблюдения до оси вращения 
Земли). Такой наблюдатель может рас- 
считать высоту облаков по формуле 

Е: 
и 2Вьсоз 9 (“7 : 

Приступая к расчетам, мы не 
оговорилн «начальных условий». А 
теперь они, наверное, очевидны: об- 
лако должно быть над головой на- 
блюдателя, погода должна быть без- 
ветренной и, конечио, должен быть 
ясный закат. (Разумеется, н при этих 
условиях расчет. проведенный намн, 
дает лишь оценку высоты облаков). 

И в заключение мы предлагаем 
вам подумать над следующим вопро- 
сом. Определяя высоту облаков. мы 
основывались на суточном врашенин 
Земли. А в наших расчетах со спут- 
ником мы это вращение вообще не 
учитывали. Не привело ли это к серь- 
езной ошибке? В какой мере можно 
доверять этим расчетам? Проверьте. 
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Математический кружок 


ь № 


М. Севрюк 


Вариации на тему 
классических 
неравенств 


Эта заметка написана десятниклассником 
Мишей Севрюком на основе его доклада на 
конференции НОУ московской школы № 2. 
В ней доказываются неравенства, найден- 
кые автором, вндоязменяющие н обобщаю- 
щие неравенство о среднем арифметнче- 
ском и среднем геометрическом. Онн, ко- 
нечно же, не новы: в классических обла- 
стях математики практически нет «белых 
пятен», достижимых без серьезной под- 
готовки. Доказательства упомянутых ие- 
равенств содержатся, например, ш заме- 
чательной, но трудно доступной книге 
Харди. Литлвуда и Полна *): одиако чисто 
комбинаторные доказательства М. Севрю- 
ка оригинальны ин заметно проще. 

Неравенства указанного типа интересу- 
ют н многих других наших читателей. 
Кроме заметки М. Севрюка мы в этом но- 
мере публикуем В виде задачи (М565) 
неравенства Маклорена, интересные до- 
казательства которых прислал М. Розеи- 
берг, а также задачу Р. Винокура, показы- 
вающую применимость неравенств указан- 
ного типа в самых разнообразных ситуа- 
цнях. 

В наш век электронных компьютеров при- 
ятно сознавать, что живое искусство алгеб- 
ранческих преобразованнй не утратило 
свою прнвлекательность и ие перестало 
быть полезным ... 


Еще древние греки знали, что 


среднее геометрическое аб двух 
неотрицательных чисел не превос- 
ходит их среднего арифметического 
а-ь 


5_' Эта теорема справедлива 
для любого числа неотрицательных 
*) Г. Г. Харди, Дж. Е.  Литлвуд. 


Г. Полиа «Неравенствах (М.. «Мир», 1948). 
в дальнейшем — ХЛП. 


чисел а;, Цао, -.., @: 
1 
+ а.) = ана," 


(равенство наступает только тогда, 
когда все а, совпадают); она будет 
служить основой всего дальнейшего. 


Первая серня неравенств 


Здесь по-прежнему а,, а», ..., а, — 
произвольные неотрицательные чис- 
ла. Кроме суммы $. всех а; по от- 
дельности, как н неравенстве (1), нас 
будут интересовать сумма их все- 
возможных попарных произведений 


$.=а1а» | азаз + ... > аз», 


сумма их всевозможных произведе- 


ний по три 
5$.=азааз-На:аа«+... Раи—@н-1@л, 


и вообще сумма $, их произведений 
по Ё сомножителей (Ё < п). Анало- 
гично, кроме произведения Р, всех 
а; по отдельности, нас будут инте- 
ресовать произведение всевозможных 
попарных сумм 


Р, = (а, та.) а, + а, .... 
т (а, Нал), 


произведение сумм по три 


Р. =(@а, та, + а;} @, та, таз... 
гее*- ааа Нан). 


и вообще произведение Р;, их сумм 
по Ё слагаемым (Ё < п). 
Оказывается, величинам $, и Рь 
при &=1, 2, ..., п можно дать сле- 
дующие оценки сверху н снизу (че- 
рез $,=а,-*...На, и Ру=ау*....@и: 


С: [5 $, = р" (1:2) 

"( а ] = & — п СЁ 1,2. 
н 

: СЁ с п 

=) РЗ" Р.И) 


Развернутая запись этих формул вы- 
глядит очень внушительно. Не 
пугайтесь! Расшифруйте лучше одну 
из этих формул (при конкретных, не 
слишком болыних значениях №, п) 
и вы увидите — все это не так страш- 
но. Например, при #=3, п=4, фор- 


мула (1.) выглядит так: 


: З 
4 Е к 2 = 24) ) > аага. + 


+ ааа, + а:а:а, —. 


+ агп,а, > 4 (а,олаац) 

Прн А=1 неравенства (1.), (П,) 
превращаются в (1); (1) ин (П.) 
превращаются в (1) при А=л 
(проверьте!). Таким образом, все че- 
тыре неравенства (1), (П} можно рас- 
сматривать как обобщения неравен- 
ства (1). 

Доказательство нера- 
венства (1.). Положим. для крат- 


кости С = С*, а через ри, р», ..., р» 


обозначим слагаемые суммы $, (их, 
очевидно, С =С* штук). Так как 
5 


—с- — среднее арифметическое чисел 


ПЕ = согласно (1) 


(ис 

= (рара.. . 

Каждое а, входит сомножителем ров- 

но в С*-| из чисел ра, Ра, . 5 Во 

Значит, ‚ (рьра, :Ре) '/С = РУ, где у= 
й— 


Са [ори р: 
о ба-ь Е Сеат =—. Поэтому 
С с п 
Е ^ п 
- РП, то есть $, —> СР!, что и 
требовалось. 


Равенство в (1,) имеет место при 
&=п, при а, =...=а„, или при ра- 
венстве нулю не менее л —А-1- 1 чи- 
сел из множества {а,, а,,..., ал|. 

Доказательство неравен- 
ства (Пз). Обозначим через $;, 
52,...; $с сОмножители произведения 
Рь (по-прежнему С = С"). Положим 
для краткости 9 = 2°. В левой части 
нашего неравенства, т. е. ввыражении 
Р‚, раскроем скобки. Получим сумму 
из 9 слагаемых, каждое из которых 
есть произведение С чисел из мно- 
жества [а,, а.,..., @,|, взятых по 
одному из каждого $,. В произведе- 
нне этих слагаемых каждое а; вхо- 
дит сомножителем, в силу симмет- 
рин, одинаковое число раз (обозна- 
чим это число через д). Поэтому это 
произведение равно Р!, откуда со- 


2* 


гласно (1) 


Рори, 


: (2) 


причем равенство имеет место тогда 
н только тогда, когда все наши 9 
слагаемых равны, что, в частности, 


имеет место при а, =... =а„; ПОЛЬ- 
зуясь этим, найдем ц. 
Пусть аа =а:=...=0а.-2. Тог- 


да в (2) имеет место равенство $1 == 


=$=... =5с=2А, Ру =", откуда 
пи С 
28б _ (еб, И= — 


Подставляя это значение в (2), 
получаем П.. 

Ясно, что равенство имеет место 
либо прн А = 1, либо при а, =..-.=@), 
либо при равенстве нулю не менее # 
чнсел из множества |а,, @.,..., ал} - 

Для доказательства неравенства 


(1,} нам будет нужно  меравен- 
ство Маклорена. Положим 5,= 
=—. Тогда 
Сп 
ка м на 
$, > $ =$2=...2=8н (3) 


(если все а; положительны и не все 

а; одннаковы, то везде стоит знак >>). 
Доказательство этого неравенства 

можно найти в ХЛП, стр. 69 *). 


Доказательство неравен- 
ства (1,) сразу нолучаетя из (3). 
Действительно $,С-—' == $, $ = 
= $, так как Си= п. ‚Значит, (1,) 
принимает вид $, > 5% ‚ @ это со- 
держится в (3). 

Докажите самостоятельно с помо- 
щью неравенства Маклорена также 
и (15). 

Неравенство (11,) доказывает- 
ся аналогично (1); это доказательст- 
во мы оставляем читателю. 


Условие равенства в (1,): а, = 
=а=...=а, или =1, в (П,): 
а, =а:=...= а» или К=л. 


*) Другое доказательство, присланное М. Ро- 
зенбергом, будет опубликовано как реше- 
ние задачи М565. 


Вторая серня неравенств 


Здесь а,. а....., @л —П полож итель- 
ных чисел. Введем следующие обозначения 
(мы предполагаем, что #<п — 1): 


> ы. 
ег $. — $ 
Ри Г 
ПП; = —— (1=—1,2.....С = С 
' Р. — р: ") 


Нас интересуют границы изменения вели- 
чин*) 2. - 2+... + с, ПЕД, +... + 
--Пс, 1 Х,...Яс,П. По...Пс. Оказывается. 
эти границы для выражения Х, Х.. Хс за: 
висят от А; именно: 


п 
прив [1.5 | имеем 


пе |5} 


п 
при Ё — 5 {если п четно) 
Х, ..: Зе, 


п 
при в= |, "1 нмеем 


3......Есе и | (Иь) 


Доказательство утвержде- 
ния (11,). Назовем сочетаниями Т рода 
сочетания из п чисел а, а....., @л по &. 
сочетаниями П рода — сочетания из этих 
же чнсел по п — Ё Их тоже будет С, так как 


С® = СП-\. Занумеруем сочетания Й рода 


в произвольном порядке, причем сумму чи- 
сел в {-м сочетаннн 1 рода обозначим через 


5, Ясно, что 91 - $2... = (51—51: )х 


х ($, —$4 )...(5: — с). Рассмотрим 
произвольное сочетание |1 рода с 
номером — (<. а,,, .-., @ ). Из 


п 
#> 5 следует, что Е>п-—Ё и из чисел, 
входящих в это сочетание, можио составить 
СЕ *\ сочетаний И рода {с какимн-то номе: 


рами Уз, 7», -. , Ув. где А = СТ—*), причем 
каждое Число из множества [а,,. а 
.. &,] будет входнть ровно в Сё_\ 
такнх сочетаний | рода. Значит, 
ее = у, НЗ, +... (4) 
Из (1) и (4) следует. что 

ви ( ти м)". (5) 


*) Этн велнчины интересны для некото: 
рых вопросов теорией вероятиостн (прим. 
ред.). 
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Очевидно, любое сочетание ПП рода можно 
получить из СЮ и ы 

= СЁ" -- С-В сочетаний 1 ро- 
да. Поэтому, записав неравенства. подобные 


(5), для всех сочетаинй 1! рода и перемно- 
жив эти неравенства, получим 


(Ся & ..... 6 28бХ 


ук АВ 
х | ($1 $5----- 56) К, 
$1 58° ..-5С В ы 
—=——ще Ея и окон- 
$152°. 55 Ськ—1 
. г . 
чательно —- — 
$: — $ $:— $ 


что и требовалось доказать. 


Можно показать, что равенство имеет 
место лишь при а; -- а. == „.=ал. С дру- 
гой стороны, так как &>л —#, мы можем 
У:-2... -Ус сделать как угодно большим, 
например. зафиксировав ап—^+1. @п—в+». ... 
., ая н неограниченно уменьшая а, а.. 
-... @л—В 

Доказательство  утвержде- 
ния (111,} аналогично предыдущему; ра- 
венство возможно лншь при а, =... == ал 
Мы оставляем его чнтателю, как и (очевид- 
ное) доказательство (Ш.„} 


Далее, при всех А (=1, ... п 1) 


#С 
а - ее [бь, о. (ГУ) 


Доказательство ПУ. Согласно (1) 
(51—95) 4- (51) +. +( $: —5с = 
>С1(5, —3:)(5:—5).. (5: — 51). 

{6} 


В дальнейшем выражение в квадратных 


скобках будем обозначать через К Так как 
каждое а; встречается ровно в Гнев | 
сочетаниях из л наших чисел ал, а.. а., 
.... @п ПО Ё. 


$4 + 5+ 
н из (6) 


+ $с == (СЁ! } $. 


1 
(С <! )5$ сн © 


п-—| 


то есть 
с 
$> = (7) 
Из (1) также следует 
ыы .х рр Е ро {8} 
$—9& сова" Я" | 


Из (7) и (8) 
$1 
р (4-Е Же = | — | 
Е. 8 [4 ) + 


Е 
м 5: —& : : $: —& 
| 
$1 —5е |-> 
СУ [9 а сз 
СС! =. 


+... 


уя 


—С=п— ‚ЧТО н требовалось доказать. 


п— 


Равенство в (1У\У) имеет место только 


все $; равны н ужев (6) и (7) имеет место 
знак >. 

С другой стороны, Х, +... -- Хе мож- 
но сделать как угодно большим. напрн- 
мер, неограниченно увеличивая а; при 
фикснроваиных значениях чисел а», аз, ... 
‚ал 

Приведем теперь для полноты оценки 
изменення велнчнн Л, |... Е Пси П..... 
.... Пс. Первая величнина при В 
% л/2 прнннмает любые положительные 
значения. При А = п/2 (п — четно) она 
имеет миннмум, равный С = С. который 
достнгается при а, = ... = ап. а сверху 
по-прежнему ие ограничена. Вторая велн- 
чина прн Ё Э п/2 также может принимать 
любые положительные значения, а прн 
К = п/2 (п — четио) эта величина всег- 
да равна 1 


прн а, = .. а. Если это не так, то не 


Дешевый ящик 


Две стенки ящика. имею- 
щёго форму прямоугольного 
параллелепипеда п объем 
1 м3, изготовляются из 
одного материала, а че- 
тыре другие — из мо- 
териала, который стоит 
в 8 раз меньше. При каких 
размерах х. у. 2 ящика 
стоимость материалов, 
нужных для его изготовле- 
ния. минимальна? 
Решенне. Пусть 
стонмость | м? второго 
матернала равна р рублей. 


По условию, 
хуг = 1. 
Возможны два случая: 
либо стеики,  изготовлен- 
ные из первого  материа- 
ла, — смежные. либо — 


нет. В первом случае стон- 
мость материалов равна 


$1 == 8р (ху- уг) + 
+ р (ху Е уг - 2х2) = 


9 9 2 
= р. (-- Ш 


о 9 2 
= (= Чу . 


во втором — 
$2 — 8р2хи -| р(2хг 1 2у2) = 


18 1 1 
= ржи [5 +, =)- 


8 1 1% 
-#(+ ++). 


Прнменим неравенство 
ао с Е 
о > абс 


между средиим арифметнчес- 
ким и средннм геометричес- 
ким (см. с. 18) к этнм выра- 
жениям. Получим 


8: — 
$129 у бр и 5: >12р. 
Легко — видеть, что 
З 
9 и р>12 р. Стоимость 5. 
будет минимальна тогда и 
только тогда, когда мини- 


мальной будет сумма — + 


[ 1 
= — у, ее 
Ех Ру ьа это последн 


условне будет выполнено 
в том и только п том слу- 
8 

ты 


чае, когда 


примет 


з. 
зу т. 

гу х 
Для этого, в свою очередь, 
меобходиме и достаточно, 
чтобы 


1 
ых = значение 


Поскольку хуг = 1, отсюда 
следует. что х=иу= 0,5; 
ё = 4. 

Таким образом, стенки 
из первого материала долж- 
ны быть несмежными и 
иметь форму квадрата со 
стороной 0.5 м, а расстояние 
между ними равно 4 м. 


Р. Винокур 


Еще одно 
доказательство 
теоремы о средних 


Неравенство между . сред- 
ннм арифметнческнм мы сред- 
иим геометрическнм двух по- 
ложительных чисел  явля- 
ется очень важным ма- 
тематнческим соотношеннем. 
В нашем журнале не раз 
уже публиковались ма- 
терналы на эту тему. На 
рисунке, идею которого 
предложил наш читатель 

Касимов, приводится 
еще одно красивое геомет- 
рическое доказательство это- 
го неравенства. 


С 


1СР|1- У 1461158, 
р|-+ 128 
гост — +1 - 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момен- 
та основання журнала. Пуб- 
лнкуемые в нем задачн не 
стандартны, но для нх ре- 
шения не требуется знаний, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Нанболее трудные за- 
дачн отмечаются звездоч- 
кой. После формулнровкн 
задачн мы обычно указы- 
ваем, кто нам ее предложнл. 
Разумеется, не все этн зада- 
чн публикуются впервые. 
Решения задач из этого но- 
мера можно отправлять ие 
позднее 15 июля 1979 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала 
«Квант». В графе «Кому» 
напишите: «Задачинк 
«Кванта» № 5—79» и но- 
мера задач, решения ко- 
торых вы посылаете, на- 
прнмер «М561, М562» нли 
«Ф573». Решения задач 
нз разных номеров журнала 
илн по разным предметам 
({математнке м физике) при- 
сылайте в разных коивер- 
тах. В пнсьмо вложнте кон- 
верт с написанным на нем 
вашнм адресом (в этом ком» 
верте вы получнте резуль- 
таты проверкн решений). 
Условне каждой орнгималь- 
ной задачн, предлагаемой 
для публнкацин (нлн цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе г ва- 
шнми решеннямн этнх за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», ио- 
вая задача по физике» нли 
«... новая задача по мате- 
матике» ). 

В начале каждого пнсьма 
просенм указывать ваше 
имя, фамнлню, номер шко- 
лы н класс, в котором вы 
учнтесь. 


р? 


задачник 


эранта 


Задачи 


М561—М565; Ф573—Ф577 


М561. Два треугольника 4,В,С, и А,В.С., пло- 
щади которых равны $, и $., расположены так, 
что лучи А.В, и А.В., В.С, и В.С., С.А и С.А. 
параллельны, но противоположно направлены. 
Найдите площадь треугольника с вершинами в се- 
рединах отрезков А.А., В,В., С.С.. 

Л. Купцов 


М562. На отрезке [0; 1] задано миожество М, 
являющееся объединением нескольких отрезков, 
такое, что расстояние между любыми двумя точ- 
ками из М ие равно 0,1. Докажите, что сумма 
длин отрезков, составляющнх М, меньше 

а) 0,55; 6) 0,5. 


А. Кац. ученик 10 класса 


М563. Функцня / определена на отрезке [а; 6] 
длины 4 и имеет на нём иепрерывную производную 
Г. Докажите, что внутри отрезка [а; 5] найдется 
точка х, для которой 
РР — (0) < 1. 
С. Фомин 
М564. Для каких точек М стороны ВС треуголь- 
ника АВС верно утверждение: А МРО = ДАВС, 
если точки Р и О являются: 
а) центрамн окружностей, описанных соответст- 
венно около треугольников АВМ н АСМ (рис. 1); 
6) точками пересечения их медиан; 
в) точками пересечения их высот? 
Э. Туркевич 


№М565. Пусть а,, а., ..., а, — различные положи- 
тельные числа. Обозначим через $, среднее ариф- 
метическое всевозможных произведений по А дан- 
ных чисел (& — 1,2,..., п): 


Б. -- а, та --: ап 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


Докажите неравенства: 
а) 6, >КЬ; 


6)* би > бк бизь (#=2,.... Н-П) 
в)* у > б,-; (2... п- 1). 


М. Розенберг 


Ф573. Оцените, какое количество воды можно 
унести в решете с квадратными ячейками размером 
2х 2мм. Диаметр решета равен 20см. Нити 
решета не’ смачиваются водой. 


Ф574. Два шара с массами т, — 0,2 кг н т, = 
— 0,3 кг летят навстречу друг другу со скоростью 
о = 20 м/с каждый. График зависимости от вре- 
мени силы взанмодействия шаров при столкнове- 
нии показан на рисунке 2. Каксе количество тепла 
выделилось при столкновении шаров? 

И. Слободецкий 


Ф575. В схеме, приведенной на рисунке 3, все 
вольтметры и резисторы одинаковые. ЭДС бата- 
рен & =58В, ее внутреннее сопротивление малб. 
Верхний вольтметр показывает (/ = 2В. Что по- 
казывают остальные вольтметры? 

А. Зильберман 


Ф576. По прямой ОВ равномерно движется само- 
лет со скоростью о>с (с — скорость звука). 
Наблюдатель следит за полетом из точки А (рис. 4). 
В тот момент, когда самолет находится в точке О, 
специальное устройство. установленное на само- 
лете, испускает два коротких звуковых импуль- 
са: сначала импульс с малой амплитудой, затем — 
с большой. Временной ннтервал между импуль- 
сами равен т. При каких условиях наблюдатель 
сможет зарегистрировать сначала импульс с боль- 
шой амплитудой, а потом с малой? Расстояние ОА 
равно [, угол АОВ равен 6. 


Б. Болотовский 


Ф577. При температуре на улише &=— 20°С 
работающая батарея поддерживает в комнате тем- 
пературу #, == 16 °С. Когда кроме батареи вклю- 
чили электроплитку мощностью Р, = 1 кВт, в ком- 
нате установилась температура, равная {, —=22 °С. 
Определите тепловую мощность батарен. 
Примечание. Теплопередача от одного тела 
к другому пропорциональна разности температур 
этнх тел {АР = ВАЁ, Ё = соп$). 


23 


М513. Докажите, что су- 
ществует число А такое, 
что в график функции у= 
= Азшх можно вписать 
не менее 1978 попарно не- 
конгруэнтных — квадратов. 
{Квадрат называется впи- 
санным, если все его верши- 
ны принадлежат графику. ) 


Рис. 2. 


М5М. Докажите, что су- 
ществует такая бесконеч- 
ная ограниченная по- 
следовательность (хп), что 
для любых различных ти Ё 
выполнено неравенство 


ит — хк| > [т — А|-*. 


Решения задач | 
М513, М514; Ф514, Ф521—Ф525 


Для того чтобы точка (х; у) была вершиной впнсаиного 
в график Г квадрата с центром О = (0; 0), достаточиы 
условия (х; и)ЕГ и (—у; х)ЕГ. то есть условия 


у=Азтх, —х=А зти; 


прн этом (—х; —ИЕГ и (у: —ХЕГ, так как О —цеитр 
сныметрни графика Г (ркс. 1; функция у = А эт х нечет- 
на). Тем самым каждому корню уравнення 


< (Азтх) = —-4-, х>0. у= Азтк>о (1) 


соответствует вписанный квадрат с центром О. Покажем, 
что при большом А это уравненне нмеет много корней. 

а каждом нз отрезков х=[2лА: 2лА -- д:2] величн- 
ина у = Азпх увеличнвается от 0 до А; на каждом из 
отрезков хе[2лА -- п:2; 2лА -- п} — уменьшается от А 
до 0 {рис. 2; = 1.2, ...). Возьмем А = 2лп. Тогда ве- 
лнчнна 2 = зту прн у. меняющемся от 0 до А, пробега- 
ет отрезок [-—1; П 27 раз (начинается и заканчивается 
этот «пробег» при 2= 0. Пусть < оп. Тогда на 
каждом отрезке [2лА; 2лЁ -- л/2] и [2л8 -- л:2; 2лё -| л] 
уравненне (1) будет нметь 2п корней — при каждом 
лереходе г от Ок (—1) н обратно графнк 2=т (А чт х) 


пересекает прямую = 2п раз. поскольку |х! А | < 1 
прин 0О< х= 2л4 - л<А,— а всего уравнение (1) бу- 
дет иметь 41? корней (= 0.1..... п— И. 


Чтобы быть уверенными в том. что квадраты попар- 
но неконгруэнтны. возьмем лишь хЕ[0;: л;?]. При А» 
>> 1978л уравненне (1) будет иметь на этом отрезке не ме- 
нее 1978 корней, причем чем больше х. тем больше 


у= Азпх н Ух?--у8:; значит. все соответствующне 
1978 квадратов некоигруэнтны. 

Другое. более геометрическое решеине задачн М513 
можно получить, основываясь на таком соображенни: по- 
вернем графнк Г фуикцнн у = А т х на 90° вокруг точ- 
ки О. Тогда любая точка пересечения графика Г и повер- 
нутого раю Г’ (кроме О) служнт вершиной квадрата 
с центром О, впнсанного в Г 

Заметим. что все квадраты. о которых шла речь в на- 
ших решеннях. имеют центры снмыметрни в точке О. По- 
внднмому, любой квадрат, вписанный в Г. нмеет центр 
снмметрин в одной из точек (2лп: 0) (т. е. в одном из цент- 
ров симметрин графика Г): попробуйте это доказать. 


Н. Васильев 


$®* 


Мы прнведем два решения задачн, предоставив читателю 
судить о достониствах п недостатках каждого из них. 


Заметим, что достаточио построить ограниченную 
последовательность (х„). удовлетворяющую неравенству 
хт хх |* |”—# |2 при тэ (1) 


для нексторого полажнтельного #. Разделив все члены 


такой  последовательности на в, мы получим искомую 
последовательность. 
Первое решенне. Попробуем построить на 


отрезке [0; 1] последовательность. удовлетворяющую 
неравенству (1) для #=!„. В этом случае необходнмо, 
чтобы члены последовательности, номера которых отлн- 
чаются на 1, отличалнсь бы не менее чем на ! ‚о. члены по- 


Внимание! Как указали 
некоторые чнтатели (пер- 
вым — С. И. Шварцбурд), 
формулировка задачи 
№545 г) (<«Квант», № 1. 
1979 г.) нуждается в уточ- 
ненин. Приводим несколько 
нзмененную  Фформулнровку 
этой задачи. 

На плоскости задано м 
точек. Кроме того, в иеко- 
торой точке О плоскостн 
расположены п «прожекто- 
ров». которые — освещают 
углы @1, @2, .., а (с вер- 
шнной в точке О). причем 
О<ал<л для каждого 
Ё=|. 2,.., п, н все прожек- 
торы вместе целиком осве- 
щают плоскость. (Условне, 
выделенное курсивом. было 
пропущено. Подумайте, су- 
щественно ли оно? А еслн 
прожекторы разрешается 
вращать?) Докажите, что 
можно перенести в каждую 
из данных м точек по одно- 
му из прожекторов так. что 


вся плоскость будет по- 
прежнему освещена. 
(В предыдущих пунк- 


тах задачн №545 рассмат- 
ривается случай @,=а2= 
==..2(=2л/п  прн П=З. 
П == 4 н пронэвольном п, прн- 
чем прожекторы разрешает- 
ся у». 


о — очень трудная 
задача, решенню которой 
предполагается посвятить 


отдельную заметку в конце 
года. Срок присылки реше- 
ний задачн продлевается до 
1 октября 1979 г. Мы бу- 
дем рады, еслн кому-либо 
из читателей удастся найтн 
ннтересные обобщення этой 
задачи например. рас- 
смотреть ее пространствен- 
ный аналог. 


` 


следовательности, номера которых отлнчаются на 1, 
отлнчались бы не менее чем ма 1/0 и т. д. Учитывая это 
замечаине, возьмем х-—0, х,—=0,1, х,=0,2, ..., хь-= 0,9 
(рис. 3). Поместим хи правее хо на расстоянни 0,01 (это — 
мннимальное расстояние, если мы хотнм, чтобы выполня- 
лось неравенство (1) для е=!/, с), ху поместнм правее х, 
на том же расстоянии и т. Д.; наконец, хз поместим пра- 
вее х» на том же расстоянии (рис. 4). Поместим, далее, 
хю на расстоянии 0,01 правее хо, х., на расстоянии 0,01 
правее х:: и т. д. (рис. 5). Мы видим, что десятичное раз- 
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ложенне чнсла х„ получается из десятичного разложения 
числа п «переворачиванием» и прнянсыванием слева «Нну- 
ля целых и запятой»: 


х. 

218;_,.. 

Возьмем эту формулу в качестве определения по. 
следовательностн (х„). Например х,»=0.921, хо— 0,001. 
Будет ли построенная последовательность (хи) удов- 
летворять неравенству (1) для г=!,о или вообще для ка- 
кого-инбудь положительного г? Ответ иа этот вопрос 
отрицателен. Возьмем, например, т--: 1001 и #==990. Тог- 
да т—=И, и хи—хк=0.1001—0,990=0,0011, откуда 
т—хк | |т—& |=0,0121<0,1. Аналогично можно взять 


= 0. а, а. 


. @/—за,. 
. 6.2) 


т=Ю... 01, #-—99... 90, тогда 
——6 —ц-— 
з цифр #—1! цифр 


(хи ж | мЬ—#] = И. Ц. 10-*. 


Подобные явлеиня возинкают из-за того. что числа т 
н А, хотя и записываются совершенно разными цифрами, 
тем не менее оказываются мало отличающнмнся друг 
от друга как до «переворачивания», так и после него. 


Чтобы избежать этого, подвергнем  последователь- 
ность (хи) «шифровке». Каждую цифру каждого 
члена последовательности (х„) заменим ее «шифром» по 


следующему 


правнлу: 


(этот шифр описывается простым правнлом; угадайте, 
какнм). Для нас будут`существенны три свойства шнфра: 


1) шифр цифры 0 есть цифра 0: 

2) любая цифра однозначно восстанавливается («де- 
шифруется») по ее шифру; 

3) если шифры двух цифр соседние, т. е. отличаются 
на 1 или на 9, то сами цифры не являются соседними. 


. 6. о Обозначнм шифрованную последовательность через 
3 0.3 0'9 (у„). Докажем, что последовательность (у„) такова, что 
4 04 02 для любых различных т и А выполнено неравенство 
9 0.9 0,7 ут — Ук |* т К | 28 Моб. 

10 0,01 0,03 , 

| О. 11 0,33 Пустьт>А,т=а;... а. =... 6, (мы всегда можем 
12 0,21 0,63 считать, что в А столько же цифр, сколько в т, пополнив 
А а а в случае необходимости число А слева некоторым коли- 
19 0,91 0,73 чеством нулей; при этом согласно 1) число ук пополнится 
20 0,02 0,06 нулями справа). 

21 0 0, 36 


‘>= 
, ® 


Пусть уп= 0, & ... Я,л@ ... бр. 
ук—0, В. ... Вз1Вз ... Ву. 
и Ут-—ук-0, 0... 0*?... 2 


(Мы считаем, что у»,> ув; звездочка » указывает первую 
значащую цифру. знаки? — какие угодно цифры.) Тог- 
да \уи— к | > 7-5. Сравннм теперь чнсла ти $. Для 
этого сравним числа ©...“ и Вл...Вг—1. Поскольку 
в разложении числа ут—уУл после запятой стоит 5—1 
нуль, эти два чнсла либо совпадают, либо отличаются 
на 1. 

Случай 1. Если 5, ...б:—1 = Ва...Вз—в то © 96 Вз; 
значит, азэЕВ.. откуда т || => 10а, так как при вы- 
читании А из т мы получим ненулевое число, кончающее- 
ся на 5—1 нуль. 

Случай 2. Если @:.._@,_1==й,...Вз_1--1, то циф- 
ры @.—1 и В. являются соседними. Тогда по свойству 3} 
цифры аз: но: —1 не являются соседними, а значит, в де- 
сятнчном разложенни числа т—# цнфра, стоящая в раз- 
ряде 1071, не равна нулю. откуда |т—А| > 08. 

В обонх случаях | ут — бл |-|т— | 2 Ю-2, что н тре- 
бовалось доказать. 

Второе решение. Положим х, =пУ?2 — ап, 
где а’ — нанбольшее целое число. не превосходящее 


пу. Ясно, что 0 «х‚ «1. Покажем, что для любых т> > ! 


]хт— хх |* (т—#)> №, 


то есть что последовательность (4х„) — искомая. 
Оценим сннзу величнну 


хи, — жк |= | ат — А) У? — аш — ак | = 


1—1 т — 0%) | 
|(т— А) И? + ап — ак) | ° 


Числитель — целое чнсло, отличное от нуля (число 
2 нррационально). поэтому он не меньше 1. Знаменатель 
легко оценнть, пользуясь тем, что да < ту? нал >21 - 


(т — &) У? -- @и — вк) < 2т-— В У2 + 
< т— (22 + <4(т--в. 


1 
р г ЕЕ ЕННЕЕ 
Отсюда получаем | хи, — хА] 7 Ё4т- В. 


С. Конягин, А. Кушниренко 


Ф5м.  Резино-кордное по- 
лотно изготовлено из проч- 
ных упругих нитей (корда), 
залитых мягкой эластич- 
ной резиной. Нити корда 
образуют угол 2& друг с 
другом (рис. 6). Из та- 
кого полотна сделан кру- 
говой цилиндр. к торцам 
которого прикреплены 
металлические крышки 
(рис. 7). Внутрь цилиндра 
нагнетается воздух. В опы- 
тах было замечено, что при 
нагнетании воздуха цилиндр 
принимает одну из трех 
форм. показанных на рис. 8. 
Форма эависит от угла 2“ 
между нитями. Каким 
значениям угла соответ- 
ствует каждая из форм? 


й 
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Обозначим @,; абсолютное значение снлы натяжения, прни- 
ходящейся на еднницу длниы ткани в вертикальном 
направлеини (вдоль осн цилиндра) н О; — абсолютное зна- 
ченне снлы натяження, приходящейся на единнцу длины 
в горизонтальном направленнн. (}, и @, — это модули снл, 
действующих на. квадратик полотна со стороной, равной 
единице длины. Изменение формы цилнидра связано с 
нзмененнем угла между интямн при деформацни полот- 
ка. Если бы полотно было плоским, то для того чтобы лю- 
бой квадратик ие менял своей формы, @, должно было бы 
быть равным 0;. В случае цилиндрической поверхности 
@; для этого должно быть равно 20,. Докажем это. Рас- 
смотрим равновесне нижней части цилиндра. На его дно 
действует сила  давлеиня 


Ву=р5= яр, 


где р — давленне в цнлнидре н А —- его раднус. Эта снла 
уравиовешивается силой Ё,=2лЮ0,, действующей на по- 
> 


сил Е; ни й): 


лотно (Ри, 


Е. — абсолютные значения 
1 
лЮр=2лЮО,. Отсюда О, -= —5 РК. 


а) 


Рис. 7. Рис. 8. 


Теперь рассмотрим равновесие квадратика полотна 
со стороной [, который «виден» под углом Фф от оси цилннд- 
ра, причем ф«1. На этот квадратик действует горнзон- 
тальная сила давления Ру-рй, а со стороны остальной ча- 


стн полотиа — горизонтальная снла Р. = 20 {5т = 


—= 9.4 (рис. 9). Так как Ф--. то Аа == о ь 


Прн равновесин Ез— Ёа, тоесть р? = 


9:—рк—=2Ц,. 

Силы О, и О. представляют собой равиодействующие 
сил натяжения интей. Найдем нх. полагая, что натяжение 
нитей равно Т, а сторона ячейки, образуемой нитями, рав- 
на а. Нетрудно увидеть. что горизонтальное расстояние 
между точками пересечения ннтей вн этом случае равно 
2а соз «, а вертикальное — 2а пт а. Это означает, что 
на горизонтальной стороне квадратнка со стороной | 


‚ откуда 


нитей, а на вер- 


оканчивается л, — 2 —9а сова. = асоза 


тикальной — п; = дута_ интей. Вертикальная равно- 
действующая (,{ снл натяжения нитей, очевндио, равна 
л . ТИияа 

п,Т с0$| -5-— а |=п:Т чта-=—— „горизонтальная — 
91 == п. Т с0$ а = аша (рис. 10). 

В случае  цнлиидрической поверхности 03 2, 

41а | 
о 3 ИЕ (= Га 

так что аа =2—« ‚откуда 463 & = 5, © == 35° 16°. 


При ©> 35716’ поверхность прнинмает такую форму, как 
на рисунке 8,6, а прн & <35?16’ — как на рисунке 8, в. 
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Ф521. На рисунке Ш по- 
казана часть траектории 
движения хорошо обтекаг- 
м0г0о тела, брошенного под 
углом к горизонту. В точ- 
ке А тело имело скорость, 
равную по абсолютной ве- 
личине 20 м/с. Сколько вре- 
мени тело летело от точ- 
ки А к точке В? 


Рис. 11. 


$522. Цепь, показанная 
на рисунке 12, подключена 
к сети переменного тока г 
напряжением Ц=220 В. 
Каково напряжение между 
точками А ци В? 


Ф523. Снаряд разрывается 
в некоторой точке траек- 
тории на два осколка. На 
рисунке 14, сделанном в 
определенном масштабе, 
крестиками отмечены поло- 


Тело, брошенное под углом к горнзоиту, двнжется равно- 
> 


ускоренно с ускорением свободного падеиня 8: проекция 
его скоростн на ось ОХ остается неизменной, а проекция 
скорости на вертнкальную ось ОУ меняется со временем 
по закону 

бут. 


где 4= —9,8 м/с — проекция вектора & на ось ОУ. Если 
1% — время движения тела от точки А к точке В, то ву = 
—=илду Г. откуда 
Ву — ПА у Аду 
5 го Е -ЗВИИ 


Е Г 


Следовательно, чтобы найтн &. нужно найти изменение 
проекцин скорости тела на ось ОУ 
> 


Векторы Олд н ив скорости тела в точках Ан В 
направлены по касательным к траекторни тела в этнх точ- 
> 


ках. Нарнсуем вектор гл в пронзэвольно выбранном 
масштабе и проведем касательную к траекторни в точ- 
ке В. Найдем проекцию о„ скорости тела на ось ОХ в точ- 
ке А н отложнм отрезок такой же длины на горизонталь- 
ной прямой, проведенной череэ точку В. Проведя теперь 
через конец отложенного отрезка вертикаль, найдем 


вектор орви его проекцию ову на ось ОУ. Измерив с по- 
мощью линейки оду и Уву, Найдем значение Ао, (оно ие 
зависнт от выбранного масштаба) и эатем время  движе- 
иня тела от точки А до точки В. 

В «нашем случае Доу |уву |-№ [оду |=33 


0=ы3,3 с. 
Й. Слободецкий 


(м/с), 


Ф* 


Постронм векторную диаграмму напряжений для цепн. 
Вектор напряжения между точками п и 6 равен сумме век- 
торов напряження на конденсаторе н резисторе, то есть 


нзображается диагональю прямоугольннка, построен- 
ного на векторах Сс нОд (рнс. 13}: 
В В С их ‘а 
п [2 
СА К 
220В Ив 
Рис. 12. Рис. 13. 


> — > = > 
бь= ств: Иь= Ос +0 | = = 200 В. 


Вектор напряжения между точкамн Ан В равен разно- 
стн Ис н Ид н, следовательно, изображается другой 
двагональю того же прямоугольннка. Так как днагонали 
прямоугольника равны, то 
Илв= Ивь== 220 В. 
А. Зильберман 


Ф* 


Если массы осколков равиы тд и тв, то расстояния Гд 
и гр от осколков до центра масс в любые моменты времеин 
должны быть такими, чтобы 

га т: 


= т, = сопз{. 


жения снаряда и одного 
из осколков через после- 
довательно равные проме- 
жутки времени. Найдите 
положения второго оскол- 
ка в соответствующие мо- 
менты времени, если из- 
вестно, что он находился 
в точке В в тот момент, 
когда первый осколок на- 
ходился в точке А. Стрел- 
кой на рисунке показано 
направление ускорения сво- 
бодного падения. Опишите 
способ построения. 


$524. Модель вертолета, 
изготовленная в 10 на- 
туральной величины. удер- 
живается в воздухе при мощ- 
ности мотора 30 Вт. Ка- 
кой должна быть минималь- 
ная мощность двигателя 
вертолета, изготовленного 
из тех же материалов, что 
ш модель? 


Центр же масс системы движется так. как движется части- 
ца с массой М= т, К ту. когда из нее действуют силы, 
действующие на систему. В нашем случае на систему дейст- 
вует только снла тяжести. Поэтому центр масс системы 
продолжает двигаться по той же параболе, по которой он 
двигался до разрыва снаряда. 

Нетрудно найтн последовательные положения цеит- 
ра масс. Из рисунка видно. что точка й — вершина пара- 
болы. Это следует нз того, что предыдущая н последую- 
щая точки, в которых находился снаряд (6 и 8'}, лежат на 
одной горизонтали. Следовательно, после разрыва сна- 
ряда центр масс системы через последовательно равные 
промежутки времени оказывается на тех же горизонталь- 
ных прямых, что н точки с, 4, е, { нт. д. Точки с’, б’.е.Г 
ит. д., в которых находится центр масс, симметричны точ- 
кам с, 4, е, [нт. д. относительно вертнкали, проходящей 
через точку а. 

В тот момент, когда осколки иаходятся в точках А 
н В, центр масс их находнтся п точке е’. По рисунку на- 
ходим, что точка е’делит отрезок АВ на части, длнны ко- 
торых относятся как ГА сгв = 2:1 (следовательно, 
ТА: Тв = 1:2). 

Чтобы найти положение второго осколка через по- 
следовательно равиые промежутки времени, проведем 
прямые через точки А; нс’, Аз и’, Азн[ ит. д. На этнх 
прямых от точек с’, 9, е, }’ ит. д. отложим отрезки, даи- 
ны которых равны соответственно #/,|А,с’ |, */,|А5@ |, 
/, | Аз!" | ин т. д. Коицы этих отрезков — точки В,, В, Вз 
ит. д. — н указывают Положения второго осколка в со- 
ответствующие моменты времени. 


Ф 


Вертолет (нли модель) удерживается в воздухе благодаря 
реактивной силе, возникающей, когда вннт «отбрасывает» 
вниз воздушиую струю. Согласно 1Й закону Ньютона 
действующая ив вертолет (на внит) реактивная сила равиа 
по абсолютиому значению снле. действующей на струю. 

Обозначнм р плотность воздуха, 5 — площадь 
струн ни — абсолютное значение скоростн струн. Тогда 
за время АЁ винтом отбрасывается вниз объем воздуха 
$ оАЁ с массой т=р$и&, н импульс воздуха изменяется на 
величину 

Ар= ти=р$171 41. 


Согласно | закону Ньютона на воздух действует сила ГР 
такая, что абсолютное значение ее равно 


АР 
Е=б—\р = 6591. 


Такая же по абсолютному значению снла действует на вер- 

толет. Чтобы вертолет удерживался в воздухе, Е должно 

быть равно абсолютиому значению МЯ силы тяжести, 
действующей иа вертолет: ь 

р$2= МЕ. (+) 

Мощность Л двигателя равиа энергни, сообщаемой 

воздуху за | секунду: 
ти? р$ из 
М = ие ТО" 


Подставляя сюда из (*) 5 =у*=. получим 


м--1 ме УМЕ. 
2 р$ 


Так как масса А вертолета пропоринональна его объему, 
то есть кубу линейных размеров — А4— 13, а $—1[12, то 


(**) 


$525. При увеличении тока 
напряжение на’ разрядном 
промежутке дугового раз- 
ряда уменьшается. стре- 
мясь при больших токах к 
некоторому — постоянному 
значению. Дугу включили в 
сеть последовательно с не- 


которым балластным ре- 
Ззистором. Вольтампер- 
коя характеристика для 


такой цепи показана на 
рисунке 15. 1} Постройте 
вольтампернию — характе- 
ристику дуги без балла- 
стного резистора. 2) Нс- 
пользуя полученный гра- 
фик, определите  мак- 
симальное сопротивление 
балластного резистора, при 
котором дига может гореть 
при напряжении источника 
(=85 В. 


а 5 1 
Рис. 16. 


15 201.А 


ИЗ (2$) ичеем: 

№". 
Это означает, что отношение мощностей двнгателей вер- 
толета н модели должно быть равно отношению их линей- 


ных размеров в степени 7/2, то есть 
А в Ё 77 
Отсюда 
№= Ммод" 10"? 295 кВт. 
+ 


|} Напряженне И на входе системы равно сумме напряже- 
ння Уд на разрядном промежутке дуги н напряжения Ид 
на резисторе. Так как Ил=!ЮВ, где ! — ток в цепи, то 


Ир =ижИ-гЮ. 


Значение Ид(7/) убывает при увеличении / н ирн больших 
значениях тока стремнтся к некоторому постоянному 
значению (И. Это означает, что при больших токах зави- 
снмость (Л) становнтся линейной — 


иричем тангенс угла наклона графика к осн токов ра- 
вен А: 

: ли 

вене —В- 


Из рисунка 15 видио, что при />> 10 А графнк ((Г) — 


практнчески прямая линня. По рисунку находим 
80 — 55 
К — 75 #144 (Ом). 
Чтобы постронть вольтамперную  характернстику 


дуги. надо для каждого значения тока {} найти значение 
Ид(!) ==: (значення Ш, берем нэ графика, ДЮ= 
—1.4 /:). Вольтамперная характеристика дуги приведе- 
на на рисунке 16. 2) Определнм максимальнсе сопротив- 
ление Ютах балластного резистора. при котором дуга мо- 
жет гореть при напряжении источинка (>= 85 В. 

На график (д(Г) нанесем  нагрузочные _ прямые 
И—1Ю (0=85 В). отвечающие разиым значениям А. 
Очевидно, что чем больше значение Ю. тем меньший угол @ 
составляет нагрузочная прямая с осью токов. Если на- 
грузочная прямая не имеет общих точек с графнком 
Из(!) — горенне дуги невозможно. Поэтому ясно. что 
макснмальному значению сопротивления Кщах рези- 
стора, при котором дуга горит, соответствует нагрузочная 


Прямая, Касающаяся графнка (д(Г). Из рисунка 16 на- 
ходим, что 
Аи 35 
Киах = Ар ==-7 = $ (М). 
(Точки пересечения нагрузочной прячой с графиком 


О д(Г) (изпример. точки а н 6) определяют возможные 
значения тока н напряження на дуге при данном значении 
сопротивления балластного резнстора. Точка а соответ- 
ствует неустойчивому горению дуги, а точка 6 — устой- 
чивому.) 


И. Слободецкий 


ИИ 
Для младших школьников 


Задачн 


1. На рисунке изображен лес (из 
спичек) и Красная Шапочка, идущая 
к Бабушке. Переложите две спички 
так, чтобы Красная Шапочка возвра- 
щалась обратно. 

2. Дано трехзначное число. Най- 
дем произведение его цнфр. Затем 
найдем произведение цифр результа- 
та. Исходное число и два получен- 
-ных произведения можно нзобразнть 
соответственно так, как показано на 
рисунке (одинаковые фигурки за- 
меняют одинаковые цифры). Каким 
было нсходное число? Сколько ре- 
щений имеет задача? 

3. Заполиите свободные клетки 
шестиугольннка натуральными чис- 
лами так, чтобы в них оказались все 
чнсла от 1 до 19, и ва всех пяти ря- 
дах каждого из трех направлений 
(вертикального и двух наклонных) 
сумма чисел, стоящих в одном ряду, 
была бы одна и та же. 

4. Студенты Вадим и Коля играют 
в шахматы. Мимо проходит Надя — 
младшая сестра Коли. На вопрос, 
сколько лет Наде, Коля ответил так: 
«Если умножить номер сегодняшнего 
дня неделн на число Надиного дня 
рождения и на номер месяца, в котором 
она родилась, то получится год рож- 
дення Нади». В какой день недели Ва- 
дим и Коля играли в шахматы? 

5. Профессор Тестер проводит се- 
рию тестов, на основании которых 
он выставляет испытуемому средний 
балл. Ответив на последний тест, 
Джон понял, что если бы за этот по- 
следний тест он получил 97 очков, 
то его средний балл равнялся бы 90. 
С другой стороны, если бы он полу- 
чил за последний тест всего 73 оч- 
ка, то его средний балл составил бы 
87. Сколько тестов в серии профес- 
сора Тестера? 


Обычно для нсследовання различных физических яв- 
леший используются разные приборы. Существуют, 
однако м умиверсальные приборы, позволяющие 
разобраться во  миогих физнческих явлениях. Одним 
из хакнх приборов является... хорошо рам зиакомый 
зоэдушный шарик. 


В. Гихонов 


Опыты с воздушными шариками 


1. Хорошенько надуйте шарнк и завяжите 
его. Перевяжите шарик по диаметру ниткой 
(рис. 1), поместите его часа на 3—4 в холодильннк 
и затем выньте оттуда. 

Изменились ли размеры шарика? Стал ли он 
холоднее на ощупь? Изменилась ли температура 
воздуха внутри шарика? 

Вынув воздушный шарик из холодильника, вы, 
конечно, заметите, что он как-то сжался, смор- 
щился. Нитка, повязанная по диаметру шарика, 
будет на нем болтаться н легко снимется с него. 
Значит, объем шарика уменьшился. 

Резина, из которой сделана оболочка ша- 
рика,— неплохой теплоизоляционный материал, 
поэтому вы вряд ли ощутите изменение темпера- 
туры шарика. 

А вот воздух внутри шарика стал холоднее. 
Попробуйте объяснить, почему. 

2. Возьмите в каждую руку по сухому туго 
надутому шарику, привязанному к нитке. По- 
просите вашего товарища натереть шарнки (рис. 2): 
один раз оба шарика — шерстяной тряпочкой, 
а другой раз один шарик — шерстяной тряпоч- 
кой, другой — шелковой. Теперь сближайте рукн. 

Что произойдет с шариками — будут они при- 
тягиваться или отталкиваться? 

Как известно, при трении тела электризуются. 
Если натереть оба шарика шерстяной (или шелко- 
вой) тряпочкой, они приобретут одноименные за- 
ряды и будут отталкиваться друг от друга. Если 
же один шарик натереть шерстяной тряпочкой, 
а другой — шелковой, заряды иа шариках ока- 
жутся разноименными, и шарики будут притягн- 
ваться друг к другу. 

3. Надуйте шарик. Затем, ие завязывая его, вы- 
тяните в виде сигары (рис. 3) ин отпустите. 

Что случится с шариком? 

Ответ на этот вопрос очень простой — сокра- 
щаясь, растянутая резиновая оболочка как бы 
выбрасывает воздух из шарика, в результате 
шарик приходнт в движение подобно ракете. 

4. Возьмите открытую жестяную банку н про- 
делайте в ее дне небольшое отверстие. Прислоните 
к банке надутый - воздушный шарик и сквозь 
отверстне втягивайте в`-себя воздух (рис. 4). 

Как поведет себя шарик? 


Давление внутрн банки станет меныше, чем 
снаружи, поэтому сила давления наружного воз- 
духа будет прижимать шарик к банке. Кроме того, 
шарнику мешает соскользнуть с банки сила трения. 

5. Натяните резиновую оболочку воздушного 
шарика на пустую банку, прикрепите к оболочке 
указатель, а рядом поставьте измерительную шка- 
лу (рис. 5). Вы получите некий измерительный 
прнбор. Проследите, какое положение на шкале 
занимает стрелка, когда прибор находится в ком- 
нате, в ванне, на улице. 

Как вы думаете, что именно измеряет этот 
прибор? 

Конечно, вы догадались, что изготовленный 
вами прибор — это барометр. С помощью такого 
барометра легко следить-за изменениями давления 
воздуха. Если давление наружного воздуха уве- 
личивается (становится больше давления внутри 
банки), оболочка вдавливается внутрь банки, и 
стрелка поднимается по шкале. Если же давление 
снаружи уменьшается (и оказывается меньше вну- 
треннего), оболочка выгибается наружу, а стрел- 
ка опускается. 


А. Дозоров 
Шарик, который не сдувается 


Возьмите большую стеклянную банку и плотно 
закройте ее пробкой, в которую вставлены две 
стекляиные трубочки (рис. 6). На верхние кон- 
цы трубочек предварительно наденьте резиновые 
шланги, а к нижнему концу одной из трубочек 
привяжите резиновую оболочку воздушного ша- 
рика. (Роль трубки Т, может играть кран К. по- 
казанный на рнсунке 6 пунктиром.) 

Оставьте шланг трубки Г; свободным, а че- 
рез трубку Га надуйте шарик. Если затем осво- 
бодить То, шарик, естественно, будет сдуваться. 

Теперь сделайте следующее. При открытой 
трубке Т, надуйте шарик и сразу же пережмите 
шланги обеих трубок. Если после этого открыть 
трубку Т:, шарнк практическн не сдуется. Поче- 
му? 

Объясннть это довольно легко. Как только 
мы освободим трубку Г., под действием растяну- 
той резиновой оболочки шарнк начнет сдувать- 
ся. При этом его объем будет уменьшаться, а 
объем воздуха в банке (при закрытой трубке 
Т.) — увеличиваться. В результате давление 
воздуха в банке будет уменьшаться. В какой-то 
момент оно окажется меньше давления воздуха 
внутри шарика. Этот перепад давлений ском- 
пенсирует действие растянутой оболочки — ша- 
рик сдуваться перестанет. Очевидно, что чем 
сильнее был надут шарик, тем меньше он сду- 
ется. 


Рис. 6. 
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Прантыкум абмтурмента 


М. Крайзман 


Заменим 
фигуру 


Общеизвестно, что метод замены пе- 
ременной широко применяется в ал- 
гебре. Не менее эффективно «замена» 
может быть применена в геометрин. 
Сущность этого приема решения гео- 
метрических задач состоит в следую- 
щем: фигура, о котсрой идет речь в 
условиях задачи, так заменяется 
фигурой с той же искомой величиной, 
чтобы найти эту величину было легче. 

В первых двух задачах речь пой- 
дет о простейшей замеие — замене 
одиого отрезка другим. 

Задача 1. Из точки С, взя- 
той вне угла АОВ. равного 60°, опу- 
щены перпендикуляры СО. СМ и СМ 
соответственно на стороны ОА. ОВ 
и на биссектрису ОМ данного угла. 
Определить |ОМ№М|], если |СМ|=а, 
и [СО |=а4.. 

Решение. Пусть Е и Р — 
точки пересечения (СМ) с (ОВ) и 
(ОА) (рис. 1). Образовавшийся тре- 
угольник ОЁР, очевидно, равносто- 


ронний. Анализ рисунка приводит к 
ндее замены отрезка ОМ конгруэнт- 
иым отрезком ЕЁ, где (ЕЁ) | (ОР): 
длину отрезка ЕР легче увязать с 
данными длинами отрезков СО и СМ. 
Проведем [ЕК] 1 [СО] (см. рис.1); 
тогда 
ЕР] = КБ|= |60| — СК] = 
Мы предполагали здесь, что 4.>4.. 
Случай 4,>4. показан на рисунке 2 
н аналогичен случаю 4.>4,. Окон- 


чательный ответ: |ОМ| = [4,— 
—4 |. 
Задача 2. В равнобедренном 


треугольнике АВС (|АВ|=1ВС |) из 
вершины А проведен перпендикуляр АР 
к стороне ВС. В треугольники АВО 
г АСР вписаны полукруги тек, что 
их диаметры лежат соответственно 
на |ВО] и [АО]. Найти отношение 
площадей этих полукругов, если ве- 


личина угла В равна 


4 


Решение. Если учесть, что 


и 


7: ы то искомая величина 
* 


будет найдена, если удастся найти 
отношение радиусов полукругов; для 
этого заменим радиус О.М (рис. 3) 
на конгруэнтный ему отрезок, яв- 
ляющийся гипотенузой прямоуголь- 
ного треугольника с известным ост- 
^^ 
рым углом. Из того, что В. = | 
следует [АД !=|ВО |, |МВ |= |МО, |= 


—г.. Учитывая, что |АД|=|АМ | 
н |ВА |= |ВС(|, получаем |МВ|= 
=|СО| — отрезок МВ можно 
заменить отрезком СО. В прямоу- 
гольном треугольнике 0,.Ср 
М 
| 0, 
р [25 Ч 
Рис. 3 


в 


[& $ ТА 
Рис. 4. Рис. 5. 
9.С: . СТ Зл_. следователь- 
2 В 2 ОВ =ь лед 
© „ Зл 
= $: НЕ" 


В следующих трех задачах мы бу- 


дем заменять более сложную фигуру 
(треугольник, пирамиду). 

Задача 3. В данный треуголь- 
ник вписать прямоугольник с диаго- 
налью наименьшей блины так, чтобы 
одна сторона треугольника (или ее 
продолжение) содержала две вершины, 
а две другие стороны — по одной вер- 
шине этого прямоугольника. 

Решение. Если бы в этой за- 
даче шла речь не о произвольном 
треугольнике, а о прямоугольном, 
имеющем с данным прямоугольником 
общий прямой угол, то решенне не 
вызвало бы никаких затруднений: 
искомым прямоугольником был бы 
тот, в котором диагональ периенди- 
кулярна к гипотенузе треугольника 
(рис. 4). Попробуем заменить данный 
треугольник прямоугольным — тре- 
угольником (‘с вписанным  прямо- 
угольником конгруэнтным искомому. 


Пусть В.,АС — прямоугольный 


(А—=90°) треугольник с тем же осно- 
ванием АС, причем «В,В) ||(АС) (рис. 
5). Тогда |М,М, |= |ММ! (докажите 
самостоятельно). В трсугольник ВАС 
впишем прямоугольник АМ,М,.К, 
с наименьшей диагональю (рис. 5). 
Прямая М,М№, пересечет стороны ВА 
и ВС соответстеенно в точках М и №. 
Провелем [МЕ]! ПАС] и МК 
4 [АС]. Прямоугольник ЕММК — 
искомый. 

Задача 4. Доказать, что ра- 
диусы окружностей, описанных около 
треугольников АНВ, ВНС и АНС. 


Рис. 6. 


где Н — точка пересечения высот ост- 
роугольного треугольника АВС. рав- 
ны между собой. 

Решение. Заменим один из 
этих треугольников (например, АВНС) 
конгруэнтным ему треугольником и 
найдем раднус окружности,’ описан- 
ной вокруг замененного треуголь- 
ника. 

1 способ. Через вершину В 
проведем прямую, параллельную вы- 
соте СК, а через С — прямую, па- 
раллельную высоте ВМ; пусть Е — 


точка пересечения этих прямых 
(рис. 6). 

Четырехугольник ВНСЕ — па- 
раллелограмм, поэтому АВЕС = 


—АВНС. Рассмотрим четырехуголь- 
ник АВЕС: 


= 2х 
в | и (ЯВ — ЯСР — 90°). 
[ЕСИВМ] 


Следовательно, точки А, В Е и С 
лежат на одной окружности, поэтому 
К. льс=Ю-вксе  (Келвс обоз- 
начает раднус окружности, описан- 
ной около ААВС) 

(АВЕС = АВНС)={К вкс = К-внс). 


К. лвс = К ВЕС 
Далее, ( а |= 
\Ю- вес = Ковнс 
=>(К. двс = Юовнс). 
Аналогично доказывается, что 
К лнв= “АнС= > АВС- 


2 способ. Опишем около дан- 
ного треугольника АВС окружность 
и продолжим его высоту АР до пе- 
ресечения с проведенной окружностью 


Ре 

в точке Е (рис. 7). Заметим, что СВМ = 
2 

—=РАС (каждый из этих углов допол- 


2 о 
няет угол АСВ до 90°) и РАС=СВЕ 


35 


(каждый из них измеряется полови- 
ной угловой величины дуги ЕС, на 
которую они опираются); следова- 
тельно, / СВЕ/ СВН. Аналогич- 
но доказываем, что Х_ ВСЕ== Д ВСН. 
Таким образом, ^. ВЕС= / ВНС, сле- 
довательно, К зес=Е. внс: 

Точки А, В, Си Е лежат на одной 


окружности, — поэтому Е вьс= 
-Ю двс. Окончательно — лолучаем 
внс- К. АВС- 
Аналогично доказываем, что ра- 


днусы окружностей, огисанных око- 
ло треугольников АНВ и АНС. рав- 
ны радиусу окружности, описан- 
ной около треугольника АВС. 

Задача 5*). Дан куб с 0сно- 
ваниями АВСО и А!В,С.О0.:. Найти 
объем тетраздра АД\ЕЕ, где Е — 
середина ребра ОС и Е — середина 
ребра ВВ., если ребро куба равно 1. 

Решение. Проведем через точ- 
ку О, прямую { параллельно 1АЁ} 
(рис. 8). 


Г и (АР] 
ре (АА,В,) } (| (АА,В,)). 


Так как Р.Е (2О,С,) и (0О:С,) || 
| (АА,В,), любая прямая (в част- 
ности, прямая 1, проведенная через 
точку Р, параллельно (АА,В,), бу- 
дет лежать в плоскости грани РО ,:С.С. 
Пусть К)(ОС)=К. Из того, что, 
(2.К) | [АЕГ и ПАР]С(АЕЕ), по- 
лучаем (О.К) || (АЕЕ), и потому пи- 
рамида р, АРЕ равновелика пирамиле 
КАЕЕ (у них общее основание — 


*) Эта задача предлагалась в 1969 г. 
на вступительных экзаменах на физический 
факультет МГУ. 


ДАРЕ, а вершины О, и К лежат на 
прямой, параллельной (АРЕ)). За- 
меним теперь пирамиду Р.,АРЕ пи- 
рамидой КАЕЕ. 

Примем за основание пирамиды 
КАЕЕ треугольник АКЕ; тогда вы- 
сотой пирамиды будет [ЕВ], поэтому 


УЕАКЕ == - ЗъАКЕ -| РВ]. 


Из подобия треугольников АРВ 
и КО,О следует ОК |=2. Далее на- 


1 
ходим: | КЕ] = г. $ АкЕ= 
| 
= |КЕ|1АБ|=-2. Окончатель- 
1 1 5 
НО получаем и. 


В следующих трех задачах мы бу- 
дем заменять параллелепипед тет- 
раэдром. 

Задача 6. Из одной из вершин 
прямоугольного параллелепипеда про- 
ведены диагонали всех граней. про- 
ходящих через эту вершину. Дока- 
зать, что сумма углов, попарно обра- 
зованных этими диагоналями, рав- 
на 180°. 

Решение. Соединим между 
собой точки А, р, ин С— концы диа- 
гоналей, проведенных из вершины В, 
(рис. 9). Заменим прямоугольный 
параллелепнпед АВСРА,В,С:О, 
образовавшимся тетраэдром В, АР,С 
и докажем, что сумма плоских углов 
при вершине этого тетраэдра равна 
1807. 


Заметим, что ДАВ,>СААрО,С, 


у» СВ,О, =АСАР, ил, АВ,О,= САСр,: 
САВ,С= АБС, 
Г. АВ,О, = 


следовательно, 
И СВО САР, нп 
=и АСО,. 


ТУ —`щм `` 
Учитывая АР,С--САО, -- АСО, 
= 180” (сумма углов  треугольни- 
2х М 


АВ,б, + АВ.С- 


ка), 


а 
-- СВ, О, == 180°. 

Задача 7. Доказать, что дли- 
на отрезка, соединяющего середины 
скрещивающихся ребер тетраэдра с 
прямым трехгранным углом при вер- 
шине, равна радиусу сферы, описан- 
ной около данного тетраздра. 

Решение. Дополним тетраэдр 
АВСО с прямыми плоскими углами 
ири вершине А до прямоугольного 
параллелепипеда АВКСОГММ 
(рис. 10). Сфера, описанная около 
данного параллелепипеда, будет 
также описанной около тетраэдра 
АВСО. Из треугольника АХД сле- 


дует, что 1Р9| = -1ОК|. Так как 


получим 


диагональ ДК параллелепипеда яв- 
ляется днаметром описанной сферы, 
длина отрезка Р@ равна раднусу 
этой сферы. 

Задача 8. Длина ребер пря- 
моугольного параллелепипеда равны 
1, 2 и 3. Определить расстояние 
между скрещивающимися диагоналя- 
ми смежных боковых граней этого 
параллелепипеда. 

Решение. Вместо параллеле- 
пипеда АВСРА,В,С,0, рассмотрим 
тетраэдр ОВ,С,С (рис. 11). Объем 
этого тетраэдра равен 


У = -- $: вис,с-1ОС| = 


=3(2.1.3)-2-1. (1) 


Найдем теперь его объем, восполь- 


М № 
20 24 
В А 
к 
Рис. 12 
1 
зовавшись соотношением И-.-— Хх 


6 

х 1 -Ё-4-$т $*), где [1 и & — дли- 
ны скрещивающихся ребер этого тет- 
раздра, 4 и ф-— расстояние и угол 
между ними. Получим 


] ох 
у = = | В,С1-1ОС, |-4- т АВ,С =- 


И 50-4. т. 


В трехгранном угле ВАСВ, ко- 
синус плоского угла ф, лежащего 
против ребра В,В прямого лвухгран- 
ного угла, равен произведению ко- 
синусов плоских углов, ограничиваю- 
щих этот прямой двугранный угол, т. е. 


„^^ “`` м 
с05 АВ,С- с0$ АВ,В-сс$ ВВ, С; 
из этого равенства получаем 
АВ 
С0$ > —. — = 
: 5 6 ты 
< 7 
$11 АВ, С = зтф = 


Следовательно, 
ест 7. 2 
кт (2) 
Из равенств (1) н (2) следует | -= 4. 


Отсюда &= = , 


Приведем замену, при которой 
трн боковых ребра заменяемого тет- 
раэдра являются медианами боковых 
граней заменяющего тетраэдра. 


*} Эту формулу тоже можно доказать 
методом замены! 
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Задача 9. Длины ребер 5$А 
и ВС тетраэдра ЗАВС равны а, 
ребер 5В и АС>Ь, ребер 5С и АВ—с. 
Определить его обзем. 

Решение. Пусть вершины 
А, В, С тетраэдра ЗАВС являются .се- 
рединами ребер МК, МК ин ММ тет- 


раэдра 5ММК (рис. 12). Тогда 
1КМ |=2 1ВС |=2а, ММ |==2 |АВ |= 
=2с, |КМ|=2|АС|1--26. По усло- 
вию задачи 14$ |=а, 1В$ |=6, 


|С$ |=с. Следовательно, в треуголь- 

нике К5М длина медианы А5 равна 

половине длины стороны КМ и, сле- 

довательно, — ЛК$М — прямоуголь- 
що 


ный (К5$М= 30. _Аналогично дока- 
—щ 


зываем, что №М$М = =М$К=90°. Ес- 
ли тетраэдр $ММК поставить на 
боковую грань, например, 5КМ, 
то ребро $М№ будет его высотой и, 


следовательно, Е 1$К|] Хх 
х|$М|-|$М |. 

Объем искомой пирамиды состав- 
ляет \. часть объема пирамиды 


$КМ№ММ (тетраэдры 5КАВ, $ЗАМС, 
$МСВ и ЗАВС равновелики), по- 


этому Узлвс = 4 15К115М|-15М |. 


Узкмим == 


Положим [$М |=, 1$М |=, 
|5К |=2; тогда 
х? + у? = 462, 
жа = 47, (3) 
? + 22 = 4а?, 
Отсюда 
ен 22-2 (2-1). (4) 


Вычтя из уравнения (4} каждое из 
уравнений системы (3), получим 


| 22. 2 (а 62 - с’), 
2-е Ь). (5) 
| х 20-е —а?). 
Отсюда 
ху? = 
= В(а?- 6 — с) (а? еы— 
Искомый объем равен: 


и Ув; 


х (2? {- с -— 6) - с 
Упражнения 


1. Для данного треугольника по- 
строить прямоугсльник г данной диаго- 
налью так, чтобы на прямой. содержащей 
одиу сторону треугольника. лежали две 
вершины прямоугольннка. а на двух дру- 
гих сторонах треугольника — по одной 
рершине этого прямоугольника. 

2. Построить квадрат так. чтобы на 
прямой, содержащей одну сторону дан- 
ного треугольника, лежали две- вершины 
квадрата, а две другие стороны треуголь- 
ника содержали по одной вершине квад- 
рата. 

3. Большее основаиие правильной че- 
тырехугольной усеченной пирамнды обра- 
зует с боковой гранью угол &. а с пло- 
скостью, проходящей через противополож- 
ные стороны верхнего н нижнего основа- 
иий, угол В. Найти отношенне илощадей 
оснований. 

4. Длины оснований равнобедренной 
трапеции равны а и $ (а >> 6). велнчина 
угла при большем осиовании равна ©. 
Найти длину радиуса окружности, опи- 
санной около трапеции. 

5 Определить длину радиуса сферы, 
касвющейся всех ребер правильного тетра- 
эдра с боковым ребром а. 


еее а). 


—а'). 


Где ошибка? 


Не вызывает сомнения сле- 


дующее логическое 
лравило: если из вы- 
сказывания А следует вы- 


сказывание В и из В сле- 

дует высказывание С, то 

из А следует С.` 
Применнм это прави- 


верждаю, 


Я утверждаю. 
Сократ — человек {В} 


Я говорю правду 
Очевидно. 


что Сократ — 
буйный человек, 


что азумеется, говорю правду. 

олучается. что если п 

утверждаю, что Сократ — 

{С) буйный человек. то я го- 
ворю правду. 

если я ут- Где ошибка? 


то тем Н Михайленко 


ло к предложениям: самым я утверждаю. что 
Я утверждаю. что Сократ — человек. Но 
Сократ — буйный человек если я утверждаю, что 
(А) Сократ —- человек, то я, 
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НЫ. Берюлева 


Построение 
изображений 
в линзах 


и сферических 
зеркалах 


Определить положение  изображе- 
ния, полученного с помощью линзы 
или зеркала, можно двумя способа- 
мн — алгебраическим расчетом с 
помощью формулы линзы (зеркала) 
и геометрическим — построением. 

Первый способ, пожалуй, более 
универсален; во многих случаях, осо- 
бенно в сложных оптических снсте- 
мах, без него не обойтись. Зато вто- 
рой способ обладает важным досто- 
инством — наглядностью. Поэтому, 
даже решая задачу  алгебраически, 
мы обычно делаем чертеж, который 
помогает составить необходимую си- 
стему уравнений. Если же задача не 
слишком громоздкая, геометрическое 
решение — решение построением — 
является и более простым. 

При построенин изображений в 
тонких линзах обычно ис- 
пользуют три характерных луча 
(рис. 1): 

1} луч АА,, проходящий через 
оптический центр О линзы (побочная 
оптическая ось}, идет не преломляясь; 

2} луч ВВ,. падающий на линзу 
параллельно главной оптической 
оси ММ, преломившнсь, проходит *) 
через задний фокус Р’ зннзы; 

3) луч СС,, проходящий через пе - 
редний фокус РЁ, после прелом- 


*) Уточним. что для отрица- 
тельной линзы через 2” проходиг 
не сам преломленный луч. п его продолже- 
ние. В дальнейшем уточнения такого рода 
мы будем для краткости опускать. 


. 


ления ндет параллельно главной оп- 
тической оси линзы. 

Обратите внимание, что зад- 
ним фокусом Ё° называется точка, 
в которой после преломле- 
ния сходятся лучи, падающие на 
линзу параллельно главной опти- 
ческой осн. Передний Ё и задний РЁ" 
фокусы расположены симметрично 
относнтельно плоскости тонкой лин- 
зы. Через Ё проходит передняя фо- 
кальная плоскость, через ЕЁ’ — зад- 
НЯЯ. 

Иногда удобно 
кими правилами: 

1) лучи, падающие на линзу 
параллельным пучком, после пре- 
ломления в линзе сходятся в зад- 
ней фокальной плоскости (рис. 2): 


пользоваться Та- 


2) лучи, выходящие нз 
лннзы параллельным пучком, до 
встречи с линзой пересекались в 


передней фокальной плоскости 
(рис. 3). 

Строго говоря, все сказанное спра- 
ведлнво только для параксиальных 
{то есть очень близких к главной оп- 
тической оси) лучей. Подробнее об 
этом можно прочитать в статье 
Е. Кузнецова «Линзы н сн- 
стемы линз» («Квант», 1977, № 4). 

Средн оптических задач больше 
всего затруднений у абнтурнентов 
вызывают задачи на построение изо- 
бражении в рассеивающих 
линзах. По-виднмому, трудности воз- 
ннкают у тех. кто не уяснил себе до- 
статочно четко, что линза имеет два 
фокуса н что ролн этих фокусов раз- 
ЛИЧНЫ. 

Напомним еще раз, что зад- 
ний фокус — это точка на главной 
оптической осн линзы, где сойдутся 
после преломления лучи, 
падающие на линзу параллельно 
главной оптической осн. У собираю- 
щей (положительной) лнизы задний 
фокус Е’ расположен за линзой (по 
ходу лучей), у рассеивающей (отрн- 
цательной) — перед линзой (см. 
рис. 1, 2, 3). Если лучи вышли из 
линзы параллельно главной оптв- 
ческой осн, значит, перед тем 
как встретиться с линзой, онн пере- 
секалнсь в переднем фокусе 2. 
У собирающей линзы передний фо- 
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Рис. 1. Рис. 4. 


кус Е лежит перед линзой (по ходу 
лучей), у рассеивающей — за линзой. 

Термины «передний фо- 
кух ин «задний фокус» 
помогают в лаконнчной форме сфор- 
мулнровать правила построения изо- 
бражений, еднные для положительной 
н отрицательной лннз. 


Рассмотрим несколько конкрет- 
ных задач. Все они предлагались на 
вступнтельных экзаменах в Москов- 
ский физико-технический институт. 


Задача 1, Зная расположение 
предмета А и изображения А’ отно- 
сительно главной оптической оси 
ММ линзы (рис. 4), найти построг- 
нием положение фокусов линз. 


Прямая, проходящая через точки 
Аи’, при пересечении с осью ММ 
дает центр линзы О (рис. 5). Перпен- 
дикуляр к оси ММ, восстановленный 
из точки О. определяет положение 
плоскости линзы. 


Луч АВ, параллельный оси ММ, 
преломившись в линзе, проходит через 
точку А’и задний фокус ЕР’ линзы. 
Если Ё' лежит за Линзой (рис. 5, а) — 
линза собирающая, еслн перед лин- 
зой (рис. 5, 6) — рассенвающая. Сим- 
метрично относительно линзы рас- 
положен передний фокус Р. 

Построив луч АС, проходящий 
через передний фокус, убедимся, что 
он после преломлення в линзе попа- 
дает в точку АД’. 


Задача 2. На рисунке 6 изо- 
бражен луч, вышедший из рассеиваю- 
щей линзы. Построить ход луча до 
линзы. 


Проведем побочную оптическую 
ось параллельно лучу, вышедшему 
из линзы (рис. 7). Лучи, идущие пос- 
ле лиизы параллельным пучком, до 
встречн с линзой пересекались в ее 
передней фокальной плоскости. Сое- 
дннив точку А, в которой побочная 
ось пересекается с передней фокаль- 
ной плоскостью, н точку В, в которой 
вышедший луч пересекается с плос- 
костью линзы, определим направ- 
ление падающего луча СВ. 


Задача 3. С помощью собираю- 
щей линзы получен сходящийся пучок 


лучец. Как пойдут лучи, если на пути ` 


пучка поставить рассеивающую лин- 
зу (рис. 8)? 


Проведем побочную оптическую 
ось, параллельную верхнему лучу 
пучка (рис. 9). Параллельные лучи 
после линзы пересекаются в ее зад- 
ней фокальной плоскости (точка А). 
Продолжив прямую АВ, найдем ход 
верхнего луча за линзой. Симметрич- 
но построим нижний луч пучка. 

Задача 4. Рассеивающую лин- 
зу с известным расположением фо- 
кальных — плоскостей распилили по 
диаметру. Половинки — раздвинули 
по вертикали на расстояние й друг 
от друга (рис. 10). Построить 
изображения точки А, лежащей на 
оси симметрии системы. 

Каждая половина линзы дает свое 
изображение точкн А. Сначала по- 
строим изображение в верхней поло- 
внне линзы. Главная оптическая 
ось М,М№, верхней половины прохо- 
дит через срез линзы параллельно оси 
симметрнн системы, О, — оптический 
центр верхней части, АО, — ее по- 
бочная оптическая ось (рис. 11). 

Проведем произвольный луч АВ, 
падающий из точки А на верхнюю 
часть линзы, н параллельную ему 
побочную оптнческую ось СБ. После 
встречи с линзой параллельные лучи 
пересекаются в задней фокальной 
плоскости в точке Е. Точка пересече- 
ния прямых ВЕ и АО, определяет 
положение нзображения АД’. 

Нижняя часть лннзы дает симмет- 
рично расположенное —изображе- 


ние А”. 
* * 


ь 


В сферических зерка- 
лах изображения строятся по тем 
же правилам, что и в линзах (рис. 12): 

| луч 40, проходящий через 
центр зеркала О, при отражении от 
зеркала не меняет своего направле- 
ния; 

2) луч ВВ, падающий на зеркало 
параллельно главной оптической осн, 
отразившись, идет через фокус Ё 
зеркала (напомним, что фокус сферн- 
ческого зеркала расположен посе- 
редине между полюсом зеркала Р 
и его центром 0); 

3) луч ОЕ, проходящий через фо- 
кус, отразившись, идет параллель- 
но главной оптической оси. 

Удобно использовать еще один 
луч: 


#1 


17. 


Рис. 


4) луч Р.Р, падающий на полюс 
зеркала Р, отражается симметрично 
относительно  главиой оптической 
оси ОР. 

Разберем такую задачу: 


Задача 5. Известно располо- 
жение предмета А и его изображения 
А’ относительно главной оптиче- 
ской оси ММ сферического зеркала 
(рис. 13). Найти построением фо- 
кус зеркала. Е 

Пересечение прямой, проходящей 
через точкн А и Д', с осью ММ дает, 
центр сфернческого зеркала (рис. 14). 


Рнс. 18. 


Проведем отрезки АВ и А’В', 
перпендикулярные к оси ММ (точкн 
Ви В’ симметричны точкам А и Д' 
соответственно}. Прямые АВ’ и ВА', 
пересекаясь с осью ММ, определяют 
полюс зеркала Р. 

Окружность радиуса |ОР| с 
центром в точке О определяет поло- 
жение зеркала. Отражающая поверх- 
ность зеркала обращена к предмету. 

Фокус зеркала Ё делит отрезок 
ОР пополам. 


Упражнения 

1. Построить изображение  предме- 
та АВ п рассеивающей линзе. Положения 
фокусов указаны на рисунке 15. 

2. После рассеивающей линзы пучок 
лучей сошелся в точке А (рнс. 16}. На- 
чертить ход лучей до линзы. 

3. Рассеивающую линзу распилили. 
как показано на рисунке 17. а. середнну 
удалили. а оставшиеся частн сдвинули 
вплотную. Построить изображение пред- 
мета А. лежащего иа осн симметрии опти- 
ческой системы (рис. 17. 6). 

4. Известно расположение предмета А 
п изображения А’ относительно полюса Р 
сфернческого зеркала (рнс. 18). Найти 
положение зеркала и его фокус. 


Вы готовы? Засекай- Если вы (не превысив 
Знаю ли я те время... Начали! лимит времени) заработа- 
лн «пятерку». можете пе- 
неравенства? Задание рейти к ен бо- 
Решить неравенства: лее трудному — заданию. 
С помощью несложного за- 1, ха Впрочем, еслн ваша оценка 
дания вы можете прове- : | «четыре» и вы осознали 
рнть, хорошо лн вы усво- х+ 3) +4} свон ошибки. — попробуй- 
нли раздел «Неравенства». 2. а 0. те реабилитировать себя. 
Для этого вам нужно ре- Не торопитесь: время те- 
шить восемь — предлагае- З Юух > | перь не ограничено. 
мых задач не более чем ы 
за 25 минут. Сверив полу- 1 1х Решить ‘неравенства: 
чившнеся ответы к ответа- 4. (=) <3 
ми на с. 62, вы сможете У 2 т. 100.5 (2 (х— 


тут же самн себе поставить 
оценку (по пятибалль- 
ной системе), ВЫЧИСЛНВ 
ее по формуле 


Ш Га 
Е = эт! ь 
количество пра- 
решенных задач. 


где п — 
ВНЛЬНО 


5. МП х> 50$ Х. 
. М х < 10833. 
. Что больше: 1088056 


У со$б ? 


В. Упростить выражение 


|—21-- У2? прн а<0. 


а = 


илн 


—3 У?) 2 (3х — 


— 2) ) <. 
2. 
агсзт (х? — Зх -1- 3) 


= => 0. 
хз — ха 1-х -- 108х х- 


„Л. Слукин 
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Московский 
государственный 
университет 

им. М. В. Ломоносова 


Ниже публикуются матермалы вступитель- 
ных экзаменов 1978 года. 


Математика 


Механнко-математнческий факультет 
Вариант 1 
1. Разность 


ее, ели еЗНаЩЕСяЬ 
И 140 72— 571 — 40 Т2- 5 
является целым числом. Найдигс это пелсе 
число. 
2. Найти все решения уравнения 
> 
\ с0$ (х -- 92) ах = зта, 


5 


иринадлежащие отрезку [2: 3). 

3. В остроугольном треугольннке АВС 
низ вершин А н С опущены высоты АР 
п СО ка стороны ВС и АВ. Известно. что 
площадь треугольника АВС равиа 18. 
площадь треугольника ВРО равна 2. 
а длина отрезка РО равна 2 |/2. Вычис- 
лить радиус окружности. описанной около 
треугольника АВС. 


4. Найти все значеиня параметра а. при 
которых система неравенств 


1—а 
х? -|- В — >, 


Зл? 1. 10ху — 5—2. 


имеет решение 

5. Объем тетраэдра АВСО равен Б Че- 
рез середины ребер АБ ни ВС проведена плос- 
кость, пересекающая ребро СО в точке М. 


При этом отношение длнны отрезка ОМ к 
длине отрезка МС равно 3. Вычислить 


площадь сечення тетраэлра указанной плос- 
костью, если расстояние от нее до верши- 
ны А равно 1. 
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Факультет вычислительной математикн 


и кибернетикн 


Вариант 2 
1. Решить неравенство 
хи И 2>0. 
2. Найти точки миннмума функции 


/3 Е : — х—3 
у с05 9 пя — 2. 


3. Найти уравнение прямой. проходя- 
1 . 
щей через точку Е коордниатами (>: 2, 


к? 
касающейся графика функции у == — 5. --9 


и пересекающей в двух различных точках 
график функции у -- Уз —ж. 

4. Совокупность А состонт из различ- 
ных натуральных чисел. Количество чисел 
в А больше семи. Наименьшее общее крат- 
ное всех чисел из А равио 210. Иля 
любых двух чисел из А их ианбольшнй 
общий делитель больше единицы. Произ- 
веденне всех чисел из А делится на 
1920 и не является квадратом никакого 
целого числа. Найти числа, из которых 
состонт А. 

5. Основанием пнрамиды АВСЕН слу- 
жит выпуклый четырехугольник `АВСЕ, 
который днагональю ВЕ делнтся на два 
равновеликих треугольника. Длина реб- 
ра АВ равна единице. длины ребер ВС 
н СЕ равны. Сумма длин ребер АНн ЕН 


ы 1 
равна ]/2. Объем пирамнды равен - . 
Найтн ралиус шара, нмеющего нанболь: 
ший объем среди всех шаров, помещающих- 
ся и пирамнде АВСЕН. 
Задачи устного экзамена 


1. Найтн ти и гзах функции { (х) = 
азтх -- В с0$ х. 
2. Решнть в натуральных числах урав- 
нение 


2 : й 
х-3 > $ 22 -* 20. 


3. Доказать. 
ника меньше единицы. еслн 
бнссектрис меньше едииицы. 

4. Доказать неравенства 3<л<4. 

5. Построить график функцин 


} 
у -- ЮЖ мик! 2. 


что площадь треуголь- 
длины всех 


6. Вычислить 1ово 40. сслн известно, 
что м 15 а. 10а 50 Ь. 


Физнка 
(задачи устного экзамена) 


Физический факультет 


Г. Зенитное орудие может произво- 
лить выстрелы во всевояможных направ- 
лениях. Определнть границу областн, ко- 
торая прострелнвается из этого орудия, 


если модуль вачальной скорсстн снаряда 
равен %ь. 

2. Определить ускорения грузов мас- 
сой т, н т) в системе. нзображенной на 
рисунке 1. (Массамн блоков и нитей. 
растяжением интей и треннем п блоках 
пренебречь.) 

3. Влажный воздух прин температуре Г 
н давленин р заинмает объем И. Относи- 
тельная влажность воздуха #%, давление 
насыщенных паров при этой температуре 
Рин. Найти плотность влажного воздуха 
и массу содержащихся п нем паров воды. 

4. Относительная влажность водяных 
паров. находящихся в объеме У -- 20л 
прн температуре {== 100” С, равна е = 
— 90%. ары изотермически сжимают. 
уменьшая объем в два раза. Найти массу 
сконденсировавшейся воды. если давле- 
ние насыщенных паров при этой темпера- 


туре равно ри = |! атм. Универсаль- 
ная газовая постоянная В = 
= 8,31 ДжДК -моль). Объемом воды пре- 
небречь. 


5. Идеальный газ массой т, находя- 
щийся прин температуре Т. охлаждается 
нзохорическн так, что его давление па- 
дает в А раз. Затем газ расшнряется нзо- 
барическн. пока его температура не ста- 
нет равной первоначальной. Определить 
пронзведенную газом работу. Молярная 
масса газа равна В. 

6. Какое количество теплоты выде- 
лится в цепн при переключенни ключа К 
из положения {1 в положение 2 (рис. 2)? 

7. Определить разность потенциалов 
на конденсаторе емкостью С, в схеме. 
изображенной на тик 3. Величнны 
сопротивлений, ЭДС батарей и них поляр- 
ность указаны на рисунке. Внутренним 
сопротнвленнем источинков пренебречь. 
Какой знак будет иметь заряд на верхней 
пластине конденсатора? 

8. Контур АОВ, имеющий внд сек- 
тора. образован дугой АВ радиусом Ё = 
— 10см из оголенного проводника и дву- 
мя раднальными проводинками ОА н ОВ 
< сопротивлениями В, = Ом ин А, = 
— 2 Ом (рис. 4). В центре О дуги шарнир- 
но закреплена перемычка ОС. другой 
конец которой может двигаться вдоль 


дуги, сохраняя с ней контакт. Сопротив- 
ление перемычки К: = 3 Ом. Контур на- 
кндукцией 


ходится в магнитном поле с 


В (]В|-: 0,2 Т). направленной перпенди. 
кулярно к плоскости контура. Найтн 
снлу тока / в перемычке при ее врашенин 
< постоянной угловой скоростью © 
=: И рад/с. Сопротньленнем дуги прене- 
бречь. 

9. В сферическую чашу с зеркальной 
внутренней поверхностью налито немного 
воды. Сверху на чашу падает пучок па- 
раллельных лучей света. В результате 
отражения от сферического зеркала чашн 
и преломления на поверхиости воды пучок 
фокусируется в точку. Раднус кривизиы 
зеркала равен К. показатель преломлення 
воды равен пл. Диаметр пучка много мень- 
ше раднуса кривизны зеркала. поэтому 
синусы углов падения можно заменить 
углами. На каком расстоянни от поверх- 
ности воды лучи собнраются в фокус? 

10. Точечный источник света помещен 
в фокусе рассенвающей лиизы с фокуспым 
расстоянием Ё = 4 см На экране, 
расположенном за линзой на расстоянии 
{= Зсм, получено светлое пятно. На ка- 
кое расстояние по оптической оси надо ие- 
реместить нсточник. чтобы днаметр пятна 
уменьшился на 20%? 


Механнко-математической факультет и 
факультет вычислительной математикн н 
кнбернетнки 


1. Шарик подвешен на нити длинной 
{-- 32см так, что точка подвеса находит- 
ся на высоте Н == 50 см над гладким сто- 
лом. Шарик вывелн из положення равно- 
весня, отклонив нить в натянутом состоя- 
ини на угол 90°, и отлустили без толчка. 
Нить оборвалась в тот момент, когда ес 
угол отклонення ст вертикали был @ =: 
= 60°. Найтн высоту В. на которую шарик 
подпрыгнет пссле удара о стол. если этот 


„удар абсолютно упругий. Нить нерастя- 


жима. 

2. На горнзонтальной врашающейся 
платформе на расстоянии { == фм от оси 
вращення лежит груз. Коэффициент тре- 
ния между грузом и платформой в -=` 0.1. 
Через какое время пссле начала враще. 
ния платформы груз соскользнет с нее. 
если платформа начинает вращаться рав- 
ноускоренно и через (= 2 мии приобре- 
тает угловую скорость № 1.2 рад/с? Ус- 


Рис. 1. 
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корение свободного падепия привять ран- 
ным &-- 9.8 м:с8. 

3. Спутник, масса которого т= 
=- 2-10 кг. из-за торможения о верхние 
слои атмосферы переходит с орбиты. рас- 
положенной на высоте А, — 210 км над 
поверхностью Земли. на орбиту с высо- 
той В, — 200 км. Какую энергию теряет 
при этом спутинк? В обонх случаях орбиту 
спутника считать круговой. Ускорение 
свободного падения можно считать по- 
стоянниым н равным й = 10 м/<?. 

4. В запаянной с левого конца @-06- 
разной трубке высота столбнка воздуха 
< — 300 мм. в избыточная высота столба 
р и правом колене В, = 110 мм. 

правое колено долнли столько рту- 
тн. что ее уровень н левом колене под- 
нялся на { =: 10 мм. На сколько поднялся 
уровень ртутн я правом колене? Атмосфер- 
ное давленне р- 760 мм рт. ст. Темпе- 
ратура псетоянна. 

$. Два сосуда соедниены тонкой труб- 
кой, содержащей капельку ртути. которая 
нсключает перемешивание газов. находя- 
щихся в сосудах (рис. 5). В первом сосуде 
заключено п = 2 г гелня (молярная мас- 
сай, 4 кг.кмоль). во втором — т, = 
= 4г иеона (молярная масса п, = 
= 20 кг/кмоль}. Температура в обонх сосу- 
дах одинакова и равна Т:. Во сколько 
раз увеличится давление в системе, если 
гелий нагреть до температуры Т, -` 2Т,. 
не меняя температуры неона? Расширения 
сосудов не учитывать. 

6. Найти разность потенциалов меж- 
ду точкамн Ан В в схеме, изображенной 
на рисунке 6. Емкости конденсаторов: 
С, - 1 мкФ. С, = 2 мкФ. Электродвижу- 
щие силы нсточинков: &-—48В. 9%. — 


7. Найтн величину сопротивления Ау. 
ирн которой разность потенциалов меж- 
ду точками А и В в схеме. нзображенной 
на рисунке 7. равиа нулю (А, --= 60 Ом. 
Ю, = 10 Ом. К, ры 80 Ом. К, -: 20 Ом). 

8. В однородном магинтном поле с ин- 


лукцией |В|= 2Т находнтся  прямо- 
угольная рамка. Плоскость рамки  пер- 


пендикулярна к магнитным линиям. Со- 
противленне рамки В = 0.25 Ом. Ка- 
кая. мощиость затрачивается, если рам- 


ка выдвигается из магнитного поля с по- 


етоянной скоростью [и| == 6,2 м/с пер- 
пенднкулярно к направлению магиитных 
лнний? Поле нмеет резко очерченную гра- 
ницу. и сторона рамки длиной {== 20 см 
параллельна этой границе. 

9. Съемка чертежа размером 30 сы Х 
х 40 см ведется фотоаппаратом. объектив 
которого имеет фокусное расстояние Ё = 
— 20см. Расстояинме от объектива до чер- 
тежа @- 1.6 м. Каким должно быть фо- 
кусное расстояние насадочной линзы 
(т.е. линзы. приставляемой вплотную к 
к объективу), чтобы изображение черте- 
жа точно уложилось на фотопластинку 
размером Эсм Х 12 см? 

10. Точечный источник света нахо- 
дится на расстояннн @ — 1Ю см от соби- 
рающей линзы. имеющей фокусное рас- 
стояние Р- 12см. на ее главной оптиче- 
ской оси. Лучи света. преломившнсь в 
линзе, падают па выпуклое зеркало, от- 
ражаются от него н виовь проходят через 
линзу. в результате чего получается пучок 
лучей. параллельный главной оптической 
осн линзы. Определить радиус. кривизны 
зеркала. если оно изходится на расстоянни 
{ - Зем от линзы. 


Химический факультет 


1. Шарик массы т, движется без тре- 
ния по горизонтальной поверхностн и 
сталкнвается с ниокоящимся шариком мас- 
сы 1. Удар считать центральным п абсо- 
лютно упругим. При каком соотношении 
масс шариков они разлетятся и протнво- 
положные стороны с равными по абсолют- 
ной величиие скоростями? 

2. В теплоизолированном сосуде со- 
держится смесь воды массы т; = 500 г 
н льда т. = 55 г при температуре {; = 

0-С. В сосуд вводится сухой насыщен- 
ный пар массой т. — 6,6 г прн темпера- 
туре #, = 100°С. Какой будет температура 
{ содержимого сосуда иссле установлення 
теплового равновесия? Удельная теплота 
парсобразования воды #. == 2,3-108 Дж/кг. 
удельная теплота плавления льда г = 
— 0.33 -108 Дж/кг. удельная теплоемкость 
воды с = 4.2.03 Дждкг-К). 

3. Расстояние между пластинамн пло- 
ского воздушного конденсатора Я = 5 см 
Конденсатор заряжен прн помощи бата- 


Рис. 7- 


реи до напряження И, := 150 В. а затем 
отключен от нее. Внутрь конденсатора па- 
раллельно его пластинам ввели незаря- 
женную металлическую пластину толщи- 
ной {= 1 см, длина и ширина которой 
такие же, как и у конденсатора. Опреде- 
лнть разность потеницналов И, между 
пластннамн конденсатора после введення 
п него металлической пластины. 

4. В однородном магнитном поле, маг- 


иитная нидукция которого 181 = 
— 5.10-?Т, на двух легкнх нитях АВ 
и СДР подвешен горизонтальный провод- 
ник ВР длиною [= 40 см и массой 
т = 5.1 г. Каждая ннть разрывается при 
нагрузке. превышающей Ту = 4.10-?Н. 
Какой величины ток / надо пропустить 
через проводник в направлеини от В кО, 
чтобы одна из интей разорвалась? Индук- 
ция магинтного поля направлена гори- 
зонтально, перпендикулярно к проводни- 
ку. к наблюдателю. ° 
5. Глаз человека может быть сфоку- 
сирован на объект. находящийся на рас- 
стоянии от а; = 25 см до а; оо от 
глаза. Между какнми двумя предельными 
расстояниями $; и $; от глаза должен 
быть расположен предмет, чтобы его бы- 
ло ясно вндно через линзу с фокусным 
расстояннем = см. расположенную 
непосредственно перед глазом? 


Географический и геологический факультеты 
н факультет почвоведения 


1. Тело массой м = кг вращается 
на веревке длиной [ = 1 м и вертикальной 
плоскостн с постоянной скоростью п = 
= 4 м/с. Определить натяжение веревки 
в момент, когда веревка составляет с верти- 
калью угол &а = 60°. 

2. Кастрюле с водой сообщили колн- 
чество теплоты @ = 1,82.108 Дж; прн этом 
часть воды выкнпела. Определить долю 
выкипевшей воды. Масса н удельная теп- 
лоемхость кастрюли равны т, = | кги 
с1 = 400 Дж/кг.К). воды — т. = 6 кг н 
с: =4,2.103° Дж/(кг-К). Начальная тем- 
пература воды {= 20° С. Удельная теп- 
лота - парообразования воды А == 
—= 2,3108 Дж/кг. Теплообменом с окру- 
жающей средой пренебречь. 

3. Два одинаковых проводящих ша- 
рика, расположенных в вакууме, с заря- 
дами 91 = -3,8-10-8 Кл он 92= 
—=—1!,8-10-® Кл, вследствне — прнтяже- 
ния соприкоснулись и вновь разошлись 
на расстоянне г = 0,1 м. Определить снлу 
взаимодействия между ними после со- 
прикосновения. Электрическая  постоян- 
ная 2 = 8,85 -10-12 Ф/м. 

4. Две лампочкн, рассчитанные ина 
одно н то же напряжение н имеющие но- 
минальные мощности Р, = 100 Вти Р, = 
— 200 Вт, включены последовательно в 
сеть с тем же напряжением. Какие мощ- 


ности Р) н Р. будут потреблять лампочки? 


Л. Михеева, 
А. Склянкин 


С. Алешин, В. Кригалов, 
А. Сапоженко. 


Новосибирский 
государственный 


университет 


Ниже публикуются матерналы  вступитель- 
ных экзаменов 1978 года. 


Математнка 

(письменный экзамен) 
Механнко-математический, физический, 
экономический факультеты 


1. Автомобнль двнгался с постоян- 
ной скоростью. а затем стил тормозить 
с постоянным ускорением — 2 м/сек н 
остановнлея. Известио. что за последние 

1 


5 сек перед остановкой он прошел —>- часть 


расстояиня. пройденного за предылущие 
10 сек. Определить начальную скорость 
автомобиля. 


2. Решить уравнение 
утх -- зт Зх 


"2 |созх| 


3. На плоскости заданы две окруж- 
ности раднусов Зн 1, расстояние между 


центрами которых равно 2 ]/2. Прямая { — 
общая касательная этнх двух окружно- 
стей. Найти площадь треугольннка, вер- 
шииами которого являются точки каса- 
ния н ближайшая к { точка пересечения 
окружностей. 

4. Определить, для каких действи- 
тельных значений параметра и все реше- 
ния меравенства 108, (5х? — 8х-| 3) > 2 
являются одновременно решеннямн иера- 
веиства х? — 2х — а* -|- | 0. 

5. В правильной усеченной четырех- 
угольной пирамнде АВСОА’В’С”Р’ ниж- 
нее основание АВСР — квадрат со сторо- 
ной 3, верхнее основание А’В’С'О’ — 
квадрат со стороной 1, боковые ребра АА’. 
ВВ’, СС’, ОО' имеют длину 3. Точка М — 
середина ребра С’О’. Через точку М про- 
ходит прямая, пересекающая прямые АА” 
и ВС в точках Ри 9. Найти длину отрезка 


РО. 


= 5т 2х - с0$ 2х. 


Факультет естестаенных наук, 
геолого-геофизический факультет 


1. Решить систему 


2х2 1 у? -- Зху == 12, 
1 у 
(ху) — у ==7. 


2. Решить уравненнс 


1 — с0$ Зх- с х = зт Зх. 
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3. В треугольннке АВС на стороне АВ 
выбрана точка О таким образом, что длина 
отрезка ВР в 4 раза больше длины от- 
резка АО. Точки Он О, — центры окруж- 
ностей. описанных около треугольников 
АСР н ВСГу. Известно, что прямая 00, 
параллельна прямой ВС. Определить" 
в каком отношенни прямая 0,0, делит 
площадь треугольника АВС. 

4. Решнть неравенство 


1 
в, [1 -Е = —- 108 (. „| *) =. 


5. Дан куб с основанием АВСЬ н бо- 
ковымн ребрами АА’. ВВ’, СС’. ОО". 
Точка ^№ — середина ребра АВ, точка М — 
середнна ребра ВВ'. О — точка пересече- 
ния днагоналей гранн ВСС’В’. Через 
точку О проведена прямая, пересекающая 
прямые АМ и СМ в точках Р и О соответ- 
ственно. Определить длину. отрезка РЦ. 
если известно. что длина ребра куба 1. 


Физика 


В 1978 году на физнческом факультете 
НГУ каждый вариант письменного экза- 
мена по физнке состоял из пяти задач 
трех типов- 

Первые три задачи — расчетиые зада- 
чи различной трудности: от почтн стан- 
дартных до сравнительно сложных. тре- 
бующих смекалкн. глубоких знаннй. уме- 
ння разобраться в непривычной нли услож- 
ненной физической ситуацин. 

Четвертая задача — это задача-оцщен- 
ка. Для решения этой задачн надо понять 
рассматриваемое — физическое — явленне. 
сформулировать прсстую (так как нужна 
только оценка) физическую модель этого 
явлення, выбрать разумные значення фи- 
знческих параметров н, изконец, получить 
численный результат. более или менее 
соответствующий реальности. В тексте 
задачн подчеркивалось, что абнтуриент. 
хорошо представляя явление нлн задачу. 
может сам задать необходнмые величины 
н получить чнеленный ответ.Опыт вступн- 
тельных экзаменов показывает, что с задз- 
чами-оценкамн справляется значнтельная 
часть абитурнентов, зачисленных на фи- 
знческнй факультет. 

Пятая задача — это задача-демонстра- 
ция, и которой надо объяснить физическое 
явленне, демонстрируемсе иа экзамене. 
Здесь важно понять сущность явления 
и среди различных физических факторов 
выделить главный. 


Ниже приводятся первые трн задачи 
трех варнантов, а также некоторые зада- 
чн-оценкн и задачи-демонстрации. 


Вариант 1 


1. В О-образной трубке с воздухом 
на одинаковой высоте й удерживают два 
поршня массой т каждый (рис. 1). Сече- 
ине левого колена 25, правого ни нижне- 
го 5. Длина нижнего колена ЗА. Давление 
воздуха виутри трубки равно атмосфер- 
ному давлению ре. В некоторый момент 
поршин отпускают. Найти установившиеся 
высоты поршней. (Температура газа в на- 
чале и в конце одна и та же. поршин могут 
перемещаться только по вертикальным уча- 
сткам.) 

2. В схеме, изображенной на рисун- 
хе 2, ключ К виачале изходится в положе- 
нни О. Конденсаторы емкостью Су и С. 
разряжены. ЭДС батарей равны %: н %.. 
Затем ключ К замыкается на клемму / 
и через иекоторое время переключается 
на клемму 2. Какая разность потенциалов 
р на конденсаторе емкостью 

1- 

3. Две одинаковые ссбирающие лиизы 
с фокусным расстояннем Ё расположены 
так, что их главные оптическне оси об- 
разуют угоя а п ось второй лиизы про- 
ходит через центр О, первой (рис. 3). 
В фокусе первой линзы расположен точеч- 
ный нсточник света 55. Найтн расстоя- 


ние |5.5| между источииком $55 и его 
изображением в системе лииз; если 
расстояние между центрамн лниз 
10.0,| = 22. 


Варнант 2 


1. Динамометр ДП) поставили между 
двумя отрезками троса АВС и АЕС так, 
что он находится на диагонали ВЕЁ ром- 

—Щ^ ^^ 


ба (ЕАВ = ВСЕ = @) {рис. 4). Точка С 
закреплена. Найти снлу, которая прило- 
жена к точке А. если дннамометр показы- 
вает абсолютную величину силы Ро- 

2. Цилиндрическнй сосуд высотой [ 
наполнен сжимземой жидкостью, плотность 
которой р меняется г глубиной Я по зако- 
ну р= ро (1 -Р &В). Каким дслжен быть 
коэффнциент &. чтобы этой жндкостью 
можно было наполнить трн одннаковых 
сссуда высотой [/2 с сечением. равным 
сечению исходного сосуда? 


3. Автомобнль движется со ско- 


ростью и мимо длинной стены под углом & 
и ней (рис. 5}. В момент. когда расстояние 
до стены равно Г. автомобиль подает зву- 
ковой сигпал. Какое расстоянне проедет 


Рис. 4. 


О 


он до момента, когда шофер услышит эхо? 
Скорость звука г. 

Варнант 3 

1. Вдоль трубы раднусом К распро- 
страняется свет. Трубу замыкает стек- 
лянный (с показателем преломления п) 
шар раднусом Ю. внутренняя область ко- 
торого от центра вплоть до расстояння г 
(г < РВ) заполнена поглощающинм свет ве- 
ществом. Какая доля зиергии света про- 
ходнт сквозь шар? (Отраженнем света 
пренебречь.) 

2. Цепь образована незамкнутой про- 
водящей дугой АДС раднуса @ н сопро- 
тивленнем Ю. включенном на участке ОС 
(рнс. 6). Перпенднкулярно к плоскостн 
цепн включено постоянное однородное 


магнитное поле с индукцией В. Какую 
ды 
снлу Р надо приложить к концу провод- 


ника ОД, скользящего по дуге АРС. чтобы 
вращать проводннк ОР с постоянной 
угловой скоростью @? Сопротнвленнем 


всех проводииков по сравнению с К можно 
пренебречь. 

3. К концам двух нерастянутых пру- 
жннок жесткостью Ё; и Ё: прикреплено 
тело массой т так, что оно может без 
трения двнгаться вдоль прямой АВ 
(рис. 7). Конец А левой пружники за- 
креплен. Удержнвая тело на месте, 
конец В правой пружннки отводят на рас- 
стоянне |ВВ,| = @ и закрепляют в точ- 
ке В.. после чего тело отпускают. Найтн 
нанбольшую скорость тела. 


Рис. 7. 


Задачи-оценкн 

1. Оценнть среднее усилне, развивае- 
мое ногами человека прн прнземлеиннн 
после прыжка из окна второго этажа. 

2. Оценнть, во сколько раз собираю- 
щая линза от очков увеличнвает световую 
мощность (на единнцу площадн), прнхо- 
дящую от Солнца. 

3. Оценить давление в центре Земли. 


Задачн - демонстрацин 

Объясните следующие явления: 

1. Между пластинами плоского кон- 
денсатора подвешен легкий металличе- 
екнй шарнк. Прн подаче на конденсатор 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


постоянного напряження шарнк прнтягн- 
вается к одной нз пластнн. касается ее 
н отскакнвает к другой пластнне. Такие 
перескокн повторяются многократно. 

2. Электрнческая цепь, состоящая из 
двух катушек нндуктивностн и лампочкн, 
подключена к генератору переменного на- 
пряжения. Еслн в одну нз катушек вдвн- 
нуть железный сердечинк, свечение лам- 
почкн усилнвается. Еслн же сердечннк 
вдвинуть во вторую катушку. свеченне 
лампочкн ослабевает Составнть схему 
электрнческой цепн. 

3. Железный стержень вставлен в ка- 
тушку. На стержень надевают кольцо. 
В первом случае это кольцо — алюмнние- 
вое сплошнсе, а во втором — алюмннневсе 
с разрезом. Прн пропусканнн переменного 
тока через катушку кольца ведут себя 
существенно по-разному. 


В. Ильин. Г. 
А. Слинько, 


Меледин, 
М. Фокин 


Московский институт 
стали и сплавов 


В Московском ннстнтуте сталн и сплавов 
пять факультетов: факультет металлур- 
гнн черных металлов и сплавов. техноло- 
тический факультет. физико-химический 
факультет. факультет полупроводннковых 
матерналов н прнборов н факультет ме- 
таллургнн цветных и редкнх металлов 
н сплавов. На этих факультетах готовят 
спецналнстов в областн металлургни чер- 
ных, цветных. редкнх и радиоактивных 
металлов. высокотемперзтурных матерна- 
лов, алмазов и сверхтвердых сплавов. 
фнизнки металлов, физико-хнмических ме- 
тодов нсследований. полупроводннковой 
техннкн. экономнки н кнбернетикн метал- 
лургнческих процессов. 

Расскажем подребно о физнко-химн- 
ческом факультете МИСиСа. 

Средн многнх разделов современной фн- 
зики особее место занимает фнзнка твердого 
тела. Можно смело утверждать. что в этой 
области работает больше всего нсследова- 
телей, печатается больше всего научных 
статей. получаются самые важные резуль- 
таты. Такой ссобый нитерес к изученню 
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вещества в твердом состоянин, очевидно, 
связан с огромной практической важ- 
ностью твердых тел. Однако реальные 
твердые тела устроены столь сложно, что 
даже прн современном уровне развития 
наукн чнсто физический подхсд, ссноваи- 
ный на фундаментальных законах. прн 
объяснении разносбразных свойств кон- 
кретных материзлов не эффективен, не в 
состояинн указать, как нменно пслучать 
матерналы с нужными свойствами. 


А современная техника требует все 
новых и новых матерналов — матерналов, 
работающих при сверхвысокнх и сверх- 
низких температурах, в снльных магинт- 
ных ин электрических полях, в космо- 
сент. п. Исследсвание материалов, разра- 
ботка новых веществ ин. в ссобеннсстн, 
металлов с сссбыми свойствами становятся 
возможными лншь прн умелом сочетании 
фундаментальных знаиий а веществе с эм- 
пирическими законамн. найденными в ре- 
зультате обобщення огромного опыта по 
изучению матерналов. Несбходимо также 
знать методы н технологню изгозовления 
иовых вещестР, владеть различными экс- 
периментальными методикамн их нссле- 
дования. 


Такое уникальное сочетанне знаний 
ин навыков дает студентам физико-хнимниче- 
ский факультет осксвского института 
сталин и сплавов. Этст факультет готсвит 
ннженеров-нсследователей по целому ряду 
специальнсстей. связанных с нзучением 
матерналов. разрабсткой новых методов 
нх получення и исследсвания. Студентам 
чнтаются обшнрные курсы математикн, 
сбщей и теоретическсй физикн. специаль- 
ных дисциплин, а главнсе.— даже на 
младших курсах студенты прнобщаются 
к научной работе на кафедрах, а в конце 
обучения уже обязательно выпслияют са- 
мостоятельнсе исследованне. Такой под- 
ход позвсляет развить у студентов творче- 
скне спссобности, умение думать само- 
стоятельно, стыскивать новые путн реше- 
ния задач — качества, совершенно несб- 
ходнмые нсследователю. 

В этой заметке невсзмсжно рассказать 
о всех спецнализациях на факультете, 
н мы остановимся лишь на тех, ксторые 
могут представлять сссбый нитерес 2ля 
чнтателей «Кванта». 

Спецналистов по изученню физических 
свойств металлов готсвит кафедра теоре- 
тнческой физики, которую возглавляет 
член- корреспондент АН СССР А. А. Абри- 
косов. Студентсв обучают теоретнческим 
расчетам свойств реальных веществ и раз- 
личным экспериментальным методам их 
изучения. Для того чтобы испсльзовать 
физические законы лля списания свойств 
металлсв, несбходнмо делать различные 
приближения, предвидеть. какой нменно 
метод окажется нанбслее эффективным. 
Тут нмеется своя оссбая «кухня», секре- 
тами которой охотно делятся со студен- 
тамн преподавателн кафедры, Студенты, 
специализинрующиеся на кафедре, в кур- 
совых и дипломных рабстах нспользуют 
большие электронно-вычислительные ма- 
шины вычислительного центра ннстнтута 
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Другая специализацня — «сверхиро- 
водящне` материалы». Известные сейчас 
материалы становятся сверхпроводяшнмн 
(не оказывают сопротнвления электриче- 
скому току) только прн очень ннаких 
температурах (меньших чем —250°С). По- 
нятно. что это ограннчнвает возможности 
использовання сверхпроводников в тех- 
нике. Как найтн матерналы, остающиеся 
сверхпроводящими и не при стсль низкнх 
температурах? Чтобы работать в этом 
направлении, нужно не только хорошо 
поннмать фнзику сверхпроводнмсстн, но и 
знать свойства веществ. уметь синтезнро- 
вать нужные соединения и предугадывать 
их свойства. Именно такой комплекс зна- 
ний дают студентам, обучающнмся по зтой 
спецнализацин, причем обученне студен- 
тов ведется не только в стенах института, 
но в крупнейшем научнсм центре — Инсти- 
С твердого тела АН СССР. 

овая спецнализация «пслучение ал- 
мазсв и другнх высокотвердых матерна- 
Ясв» создана на кафедре высокстемпера- 
турных матерналсв. котсрую возглавляет 
член-корреспондент АН СС В. П. Елю- 
тнн. Студенты этой специалнзацин наряду 
с нзученнем свойств природных алмазов 
получают глубокне знания в области тео- 
ретнческих осисв процессов пслучения 
нскусствеиных алмазсв, нитрнда бсра м 
других важнейших матерналов современ- 
ной техники. Искусственные алмазы рож- 
даются буквально на глазах студентов 
в лабораторнях. сборудованных самымн 
современными прнборамн. 

Об экспернментах по изучению мате- 
риалов в кссмссе в наше время знают все; 
понятно, что для подгстсвки и проведения 
такнх экспернментов нужны сссбые спе- 
циалисты, кстсрых готовит кафедра ме- 
таллографин по спецнализацни «кссмиче- 
ская техислогия и материаловедение». Сту- 
дентам читаются специальные курсы по 
подготовке и проведению эксперимента 
и технолсгических прецессов в специфиче- 
скнх услевиях космсса и космического 
ксрабля. по кссмнческому матерналоведе- 
нню, тесрий тепломассопереноса. по кон- 
струнрованню аппаратуры для эксперимен- 
тсв в космосе. 


Специализацию «кибернетика метал- 
лургических процессов» можно посовето- 
вать тем выпускникам. которые особенно 
увлекаются математнкой, но в то же время 
ннтересуются и ее практическими прило- 
жениями. Подготовку таких специалистов 
ссуществляет кафедра инженерной кнбер- 
нетнкн. которой руководит член-коррес- 
пондент АН СССР С. В. Емельянов. Сту- 
деиты изучают разлнчные математические 
дисциплины. получают глубокие знания 
по системам управления н методам исполь- 
зования современных вычислительных 
средств. учатся творчески использовать 
получениые зиания в работе по сиитезу 
н нсследованию математических моделей 
металлургическнх процессов. 


Много н других спецнализацнй имеет- 


.ся на факультете. Это — коррозия и за- 


щита металлсев. металлургия черных ме- 
таллов, высокотемпературные материалы, 


высокопрочные сплавы, термическая обра- 
ботка металлов и др. О них вы сможете 
прочесть в проспекте ннститута. 

Ниже прнводятся образцы устного экза- 
мена по фнзнке на физико-химическом фа- 
культете в 1978 году (материалы письмен- 
ного экзамена по математике иа всех фа- 
культетах МИСиСа будут опублнкованы в 
следующем номере журнала). 


1. Невесомый блок укреплеи на вер- 
шине двух наклонных плоскостей, состав- 
ляющих с горизонтом углы @ = 30° и 
В= 45°. Гири А ин В равной массы т; = 
= т; = [кг соединены ннтью н пере- 
кннуты через блок. Найти: 1) ускорение, 
с которым движутся гнри, 2) натяжение 
нити. Грением гирь А и В о наклонные 
плоскости, а также треннем в блоке пре- 
небречь. 


2. В сосуд, содержащий т, = 10 кг 
воды прн температуре 2, = 10°С, поло- 
жилн кусок льда, охлажденный до Ё = 
= —50°С, после чего температура обра- 
зовавшейся массы оказалась равной ® — 
= +4°С. Какое количество льда было 
положено в сосуд? Удельные теплоемкостн 
льда с. = 2100 Дж/(кг-К) н воды с, = 
= 4200 Дж/кг-К), теплота плавлення 
льда г = 3,3.108 Дж/кг. 


3. Циянидрнческий сосуд делится иа 
две частн подвижным поршием. Каково 
будет равновесное положение поршня, 
когда в одну часть сосуда помещено неко- 
торое весовое количество кнслорода, п дру- 


гую — такое же количество водорода, если 
общая длина сосуда равна Ё == 85 см? 
4. Электрон движется в плоском го- 
ризонитальном конденсаторе параллельно 
- 


его пластинам со скоростью |и|= 3.6 Хх 
Хх 10% км. Напряженность поля внутрн 


конденсатора |Ё| = 37 В/см. Длина пла- 
стнн конденсатора {. == 20 см. На сколько 
сместится электрон в вертикальном на- 
правленин под действием злектрического 
поля за время его движения в конденса- 
торе? Заряд электрона Е = 1,6-10-1 Кл, 
его масса т == 9,1 -10-3? кг. 

5. Два одинаковых сопротивления 
г = 100 Ом, соединенных параллельно. и 
последовательно соединенное с инми со- 
протнвление А == 200 Ом подключены к 
нсточнику постоянного тока. К концам 
параллельно соединенных сопротивлений 
подключен конденсатор емксстью С == 
— 10 мкФ. Определить ЭДС источника 
тока. еслн заряд на конденсаторе 9 = 
= 2,2.10-$ Кл. Внутренним сопротивле- 
ннем источинка н сопротивлением прово- 
дов можно пренебречь. 

6. Преломляющий угсл равнобедрен- 
ной прнзмы равен 7} = 10°. Монохроматн- 
ческнй луч падает на боковую грань под 
углом < = 10°. Найти угол © отклонения 
луча от первоначального направления. 
если показатель преломления материала 
призмы п =: 1,6. 

Л. Асламазов 


Сообщите, пожалуйста, ад- 
реса магазинов, высмлающих 
наложенным платежом лите- 
ратуру по математике. 

Л. Старшов (Владимир- 
ская обл.) и др. 


Спрашивайте — отвечаем 


Заказы на книги по математике, физике и 
астрономии можно направлять (на почтовых от- 
крытках} в специализированные магазины и отде- 
лы «Книга — почтой». При наличии книг на 
складе они будут высланы наложенным плате- 
жом без задатка. Вот адреса некоторых мага- 
ЗнНов. 

1. 103050, Москва, 
маг. № 8; 

2. 117192, Москва, 
маг. «Книга — почтой»; 

3. 191049, Ленинград, Пушкинская ул. 2, 
маг. № 5 «Техническая книга»; 

4. 197110, Ленинград. Петрозаводская ул. 7, 
маг. «Книга — почтой»; 

5. 193168, Ленинград, просп. Большевиков 
19, маг. № 103 «Техническая книга»; 

6. 220005, Минск, Ленинский просп. 48, маг. 
№ 13 «Научно-техническая книга»; 

7. 458000, Кустанай, ул. Баймагамбетова 69; 

8. 630091, Новосибирск, Красный просп. 60, 
маг. № 7; 

9. 226047, Рига, ул. Ленина 17, маг. «Гай- 
сма»; 


К-50, ул. Медведева 1. 


Мичуринский просп. 12, 


Можно ли школьникам поль- 
зоваться на уроках микро- 
калькуляторами? . Разреша- 
ется ли применение микро- 
калькуляторов на экзаме- 
нах? 

В. Ананьев (Волгоградская 
обл.) н др- 
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10. 200001. Таллин, бульвар Ленина 7, маг. 
«Техническая н медицинская книга»; 

11. 480003, Алма-Ата, ул. Гоголя 109, маг. 
«Прогресс». 


Появление малой электронно-счетной техники — 
это реальность. Микрокомпьютеры получают все 
большее и большее распространение в народном 
хозяйстве. Внедрение их в школу — дело зав- 
трашнего дня. 

Известно. что в настоящее время учащиеся 
тратят массу времени на отработку различного 
рода вычислительных навыков. Внедрение в шко- 
лу микро-ЭВМ высвободит часть этого времени. 
Естественно, возникает необходимость определе- 
ния круга вопросов, которые можно изучить с 
учащимися в связи с этим дополнительно. В пер- 
вую очередь важно определить содержание об- 
разования в млалших классах. Сейчас уже ведут- 
ся эксперименты по использованию микро- 
компьютеров в школе. В частности. с будущего 
года в нескольких классах г. Еревана начинается 
проверка возможностей внедрения и учебный 
процесс малых ЭВМ, начиная с | класса. 

Очевидно, что через 10 лет люди уже не бу- 
дут считать «в столбик» и даже логарифмиче- 
ская линейка уйдет в прошлое. Но массовое 
внедрение микрокомпьютера в школу без предва- 
рительно продуманной методики работы с ними, 
разработки определенной системы упражнений 
может привести к потере «чувства числа» у уча- 
щихся. Освобождение их от необходимости счн- 
тать устно приводит к тому, что ученики забыва- 
ют таблицу умножения ин сложения чисел н 
разучиваются производить даже простейшие 
устные вычисления, не могут оценить получен- 
ный результат вычислений, хотя бы его порядок. 
Опыт зарубежной школы предостерегает нас от 
подобной ошибки. 

Однако. если ученик умело и разумно при- 
меняет микрокомпьютер, умеет оценить порядок 
результата, то запрещать ему пользоваться дости- 
жениями техники было бы нецелесообразно. 
Особенно полезно использование малых ЭВМ на 
уроках геометрии, при решении, например. тре- 
угольников, возможно их применение на уроках 
физики, химни. при решенин задач, во время про- 
ведения лабораторных и практических работ, 
особенно различного рода расчетных работ. 

Естественно, ссли ученик в течение года 
пользовался прн расчетах малой электронной 
счетной техникой, то было бы не логично лишать 


его этой возможности на экзаменах. 
3. Моисеева. 
Инспектор Главного управления школ 
Министерства просвещения СССР 


Наша обложка 


Филлотаксис и 
последовательность 
Фибоначчи 


Рисунок ина первой стра- 
нице обложки можно рас- 
сматривать как упрощенное 
нзображение соцветия под- 
солнуха, семечки в кото- 
ром вылущены через одно, 
в шахматном порядке. Ре- 
альные соцветия — подсол- 
нуха (см. рисунок на этой 
странице) также содержат 
два семейства логарифмн- 
ческнх спнралей (об этих 
спиралях читайте «Квант», 
1977, № 4, с. 42). Спирадн 
одного семейства закру- 
чиваются к центру против 
хода часовой стрелкн. дру- 
гого — по ходу. В ботани- 
ке такое сочетание двух 
семейств спиралей назы- 
вают филлотаксисом {в 
переводе с греческого сло- 
во это означает зустрой- 
ство листа»). 

Оказывается, числа 
спиралей в соцветнях под- 
солиечника приближенно 
равны двум соседним чле- 
нам так называемой после- 
довательности Фибоначчи: 
34 и 55 или 89 и 144. 

Филлотаксис  подсол- 
нечника — одна низ многих 
неожиданных встреч с по- 
следовательностью Фибонач- 
чи. Впервые с ней столк- 
нулся в прошлом столетни 
ыы математик 
дуард Люка. Читая книгу 
«Искусство абака» зиа- 
менитого нтальянского ма- 
тематнка эпохи Возрожде- 
ния Леонардо Пизанского, 
нзвестного больше по про- 
звищу Фибоначчи, и ре- 
шая одну из задач Леонар- 
до. Люка составил после- 
довательность 0, 1.1, 2, 3, 


5, 8, ..., в Которой 
ап = @п-1 + ап. 
Неожиданная встреча 


с этой последовательностью 
состонтся сейчас н у нас. 
Предположим, что @3= 1 —@. 


Выразим значения степеней 


©. ©. @, .... через 
1=09 н &: 
аз = @ - @? = а —1, 
@8 = 2 — За. 
ов = ба —3.... 

Вы узнадн в коэффи- 
циентах последователь- 
ность Фибоначчи, на- 


чиная с члена а? По-ви- 
днмому. н для любого п 
можно записать формулу 


&П -= (— 1)" (Чт — @пб), 


где Чи И ал — члены 
последовательности Фн- 
боначчн. Докажем это ме- 


тодом математнческой нн- 
дукцни: 


ап+1 — (— 10" (аи—1@ — 
— @и9*) — (—1)" (—ал - 
—- @п-1 -- ал) @) == 
= (— 07" Цал — ап+ 10°). 
У уравнення “= 1—9 
два корня — положитель- 
ный м - ен и 


отрицательный @.: -= 


=: У. Как мы 


убедились, 
пп 
(—0 1 — би, — Ч 
п.п 
(-0 00 — 1—1 — в. 


Решая эту снстему  отно- 
сительно ап. получаем, что 


1 
Е 
1+ (6 \" 
ы (8 р 


И этот результат до- 
вольно  неожидан — по- 
следовательность | целочн- 
сленная, а общий ее члеи 
выражается через квад- 
ратные раднкалы. 

Следующую неожидан- 


ность получим, если 

вычислим тт — Ч = 
л-< @п+1 

:=: У5 ый .` Это  знаме- 


2 


сеченне» 


нитое «золотое 
о нем см., например, 
«Квант», 1973, № 8, с. 
н далее). Прямоугольный 
предмет с такнм отноще- 
нием сторон нанболее прия- 
тен для глаза. 
Существует много фор- 
мул, связывающих между 
собой члены последователь- 


ности Фибоначчи. Вот 
некоторые из инх: 
@п+: — 
= аа фа. +...-+ 
+а +1 
@зи на — 
= а; а: Ра |... 
и Ч3зп-1 
@зи+а — 
а ВЕТ 
Чт —- | = 
— а: — а. + аз — аа | 
т... - + аи 


а, = аа, -- ара. -| ... 


.° о 


2х Ф:- > 
221 — 1 = @, т @л_ т. 


Попытайтесь нх доказать. 

последовательн остн 
Фнбоначчн вы можете 
прочесть в популярной и 
интересной кннге Н. Н. Во- 
робъева «Числа Фибонач- 
чи» (М.. «Наука», 1978). 
О фнллотаксисе — в дру- 
гой интересной книге: 
Г, С. М. Кокстер «Вве- 
денне в геометрию»  (М.. 
«Наука». 1966). 


В. Березин 


Как постронть дом? 
{ко второй странице обложки} 


Представьте себе строительную площадку 
в горах или в космосе. на которую затруд- 
ннтельно доставнть высокнй подъемный 
кран. Как и такой ситуацин построить 
дом? На рнсунке 1 приведен одни нз спо- 


Пересекающиеся додекаэдры 


(к четвертой странице облсжки)} 


В «Кванте» № 1 на с. 27 была приведена 
фотография многогранннка. являющегсся 
объедннением пятн кубов. вписанных н 
додекаэдр. А сколько разных додекаэдров 
можно описать около одного куба? Нетруд- 
но догадаться, что два. На этой фотогра- 
фнн вы внднте многогранник. являющийся 
объединеннем двух такнх додекаэдров. 
Понятно. что этот многогранннк равно- 


собов. Квадратные панели соедннены меж- 
ду собой шарнирно. Кроме того, они со- 
едннены тросами. Если начать «выбирать» 
тросы с помошью лебедки, установленной 
в центре набора (рнс. 2). то возннкает 
дом (рнс. 3). 

В. Колейчик 


гранно полуправнльный: для любой пары 
его граней можно указать такое перемеще- 
нне. прн котором сам многогранник зай- 
мет прежнее положение. п первая грань 
перейдет во вторую. На рисунке прнведена 
полученная нз этого многогранинка эпюра- 
{О том. что это такое и как пользоваться 
эпюрами. рассказывалось в «Квантеь № 3 
на с. 50, 53.) При копированин эпюры сле- 
дует учесть. что питнугольннк АВСОЕ — 
правильный. } 


В. Гамаюнов 


Рецензии, бибямография 


Подарок 
учителю 
н школьнику 


Новая программа по ма- 
тематике требует от школь- 
ника твердых знаний по 


таким фундаментальным 
ПОНЯТИЯМ «высшей ма- 
тематнки», как предел 
функцин, непрерывность, 


производная, ннтеграл. Ес- 
тественно, что в школе 
все этн понятия в первую 
очередь изучаются на эле- 
ментарных функциях: сте- 
пеиных, показательных, 
логарифмических. трн- 
гонометрических н обрат- 
ных трнигонометрических 
функциях. 

Однако — из-за недо- 
статка времени и перегру- 
жеиностн школьной  про- 
граммы в логическом обо- 
сиовании этих понятий су- 
ществует значительный 
пробел — практически пол- 
ностью отсутствует теория 
действительных чисел. 
между тем теория дДействн- 
тельного числа не -только 
лежнт в основе теорин пре- 
делов, непрерывности, диф- 
ференцируемостн н ни- 
тегрируемости функций. 
но и в основе построения 
теорни элементариых функ- 
ций, иа базе которых про- 
ходнт изучение анализа в 
средней школе. Из учеб- 
ннков школьники узнают 
только, что существует 
иекое множество. элемен- 
ты которого называются 
действительнымн числами. 
Этн числа можно склады- 
вать, вычитать, умножать 
и делить по определенным 
правнлам. — Утверждается. 
что все элементы этого мно- 


жества могут быть разбиты 
на два непересекающихся 
подмножества, каждое 
нз которых содержнт толь- 
ко рациональные нли ирра- 
циональные числа, н что 
каждое нз этих чисел мо- 
жет быть изображено в 
виде бесконечной перно- 
дической (рациональное 
чнсло) или непернодиче- 
ской (нррацнональное чн- 
сло)  десятичиой дробью. 
Однако, повторяем, строй- 
ной теории действительного 
числа в школьном курсе 
математнкн не излагается. 

Рецензируемое — посо- 
бие*) ставит своей основ- 
ной целью содействовать 
углубленному пониманию 
тех начальных глав мате- 
матического анализа, ко- 
торые ближе всего лежат 
к кругу математическнх за- 
нятнй преподавателя сред- 
ней школы. Основное со- 
держание книги — изло- 
жить теорию действитель- 
ных чисел, а затем уже на 
этой базе строится теория 
пределов последовательно- 
стей, определяются основ- 
ные элементарные функ- 
цни и изучаются свойства 
непрерывных функция. Не- 
сомненно, такое нзложенне 
является естественным до- 
полнением школьного кур- 
са математнкн и логнчески 
оформляет те интуитивные 
представления. которые 
уже имеются у учащихся. 

Пособне состонт из вве- 
дения и четырех глав. Во 
введенин излагаются основ- 
ные понятия теории мно- 
жеств, даются  определе- 
ния соответствия,  функ- 
ции и последовательности, 
вводятся некоторые ° обо- 
значения из математической 
логнкн. ь 

В первой главе нзло- 
жена теория пределов для 


последовательностей ра- 
циональных чисел. 
Во второй. — централь- 


ной главе пособия изла- 
гается теорня действнтель- 
ных чисел н теория число- 
вых последовательностей. В 


*, Г.Н. Яковлев. «Число- 
вые последовательностн п 
непрерывные функции» (М., 
«Просвещенне», 1978} 


основу изложення — поло- 
жена теория действнитель- 
ных чисел, азвитая 
Г. Каитором ин Ш. Мере. 
Мы считаем, что такое 
изложенне теорин дей- 


ствительных чнсел соответ- 
ствует духу школьной ма- 
тематнкн. Автор опреде- 
ляет понятия равенства и 
неравенства  действитель- 
иых чисел и подробно из- 
лагает  арнфметнку дей- 
ствнтельных чисел. 

В третьей главе рас- 
сказывается 06 основных 
элементарных функциях н 
даются  определення пре- 
дела и иепрерывности функ- 
ции и доказываются ос- 
новные теоремы, связанные 
с этимн понятиями. 

В четвертой главе вво- 
дится производная и до- 
казываются основные свой- 
ства дифференцируемых 
функций. 

Значнтельное место в 
пособии занимают удачно 
подобранные упражнения- 
Они помогают читателям 
разобраться в трудных во- 
просах курса н прививают 
хорошие навыкн в реше- 
нин задач. Наряду с обыч- 
нымн задачамн в пособие 
включено значительное чи- 
сло задач повышенной 
трудности. Темп возраста- 
ния трудности задач 
достаточно высок. Он зна- 
чительно быстрее приво- 
дит читателя к трудным 
упражненням, чем это де- 
лается в учебинке. 

Многне вопросы = из- 
лагаются в книге свежо и 
оригинально. Автор умело 
нспольвует символику и 
язык математической ло- 
гики. 

Некоторые недоуме- 
ния вызывает малый тираж 
книги, а ведь эта книга 
представляет большой ин- 
терес как для учителей 
срелней школы. так и для 
учацихся старших клас- 
сов н. несомненно. вызовет 
большой спрос. Надо 
надеяться, что второе из- 
дание этой весьча полез- 
ной книгн не заставит себя 
долго ждать. 


Г. Луканкин, 
М. Смолянскай 
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Ответы, указание, решения 


5, 
о 


Замеиим фигуру 
9 зп (а- В) 


3. 9 — $1 (а--В) ° 

д Зы У а: 6" — 2а6 со 25 
25т 2х 

5. Ю а р 


4 


Построение мзображенмй в линзах 
и сферических зеркалах 


1. Проведем побочную оптическую ось 
АО (рис. 1). Луч АС. параллельный 
главной оптнческой осн, после встречи 
с лныэзой лроходнт через задний фокус Ё”. 
Пересеченне прячых АО и СЁ” дает точ: 
ку А’— изображение точки А. Аналогич- 
но находнм точку В’ — нзображенне точ- 
кн 8В. Сседнинв точкн А’и В*. получим 
нзображеине предмета, 

2. Побочная оптнческая ось 0. на- 
раллельная верхнему лучу пучка, пере- 
секает переднюю фокальную  нлоскость 


в точке 0 (рис. 2). Лучи ВАн ОД. вышед- 


Рис. 4. 


шие из лнинзы параллельно друг другу, 
до встречи с ней пересекалнсь в передней 
фокальной плоскостн линзы: следователь- 
но. продолжение прямой ВО определяет 
ход луча ВА до линзы. Аналогично найдем 
входящий луч. соотнетствующий выходя- 
шему лучу СА. 

3. Часги лиизы работают так же. как 
целая линза. Главная оптнческая ось 
М./\, керхней части сложной линзы сме- 
щена влиз на расстоянне Ш относнтельно 
оси снмметрин системы (рне. 3}: О. — 
оитнческий центр. АО, — побочная оптн- 
ческая ось верхней частн линзы. Луч АВ, 
параллельный осн М,^,. после встречн 


с линзой идет через задний фокус РУ 
верхней части линзы. Пересечение пря- 
мых ВЁР\-н АО, дает положение изобра- 
жения А’, образованного верхней частью 


сложной лнизы. Нижняя часть лнизы дает 
сичметрнчно расположенное нзображенне 


3. Соединнм полюс Р с’ точками А 
н А’ (рис 4). Ось зеркала о через 


точку Р н делит угол АРА’ пополам. 
Центр зеркала О лежнт в точке пересече- 
ния осн г прямой АА’. Окружность ра’ 
днуса |ОР| определяет положенне зегка- 
ла. Зеркало своей отражающей поверх- 
ностью обращено к предмету: следователь- 
но. оно вогнутое. Фокус Ё делнт отре- 
зок [ОР| пополам. 


Московский государственный 
университет им. М. В. Ломоносова 


Математика 


Механико-ма тематический — Факультет 


Вариант 1 
1. —10. Указанне. а7>а* 62 


(уз, РУНА | 


3. 5 . Решение Поскольку АОС — 


- АРС - 90, около четырехугольннка 
Е можно опнсать окружность. Поэтому 
` В м 


о 
ВАС -- ОРС = 180. Из ВРО + ФРС -= 
о ЩО 
ВАС = ВРО. 


— 180 следу Значнт. 
‚АВС ОВР. Коэффициент подобня А == 
5 , 1 
зо } >98? .. —. Следовательно, 
$ двс 
м 
Гар Обозначим АВС через В, ис- 


> 


комый радиус через Ю. Из’, АВР соз В -= 3. 


2у2 


2 
3 


Поскольку 0`<В< 90°, эт В-- 


Р се 
Далее | АС] --- 19 -6 2. Из равенст- 
АС] | 
ва тв в — 2Ю («Геометрня 8», п. 112} на- 
ходим Ю. 


4. а —1. Решенне. Предположим 
сначала, что данная система нмеет решения. 
Тогда имеет решення и неравенство, полу- 
ченное сложеннем первого неравенства дан- 


ной системы. умноженного на — 2. н вто- 
4 

рого ее неравенства: (х -- Зу)?== — т 

Значит. а--1< 0, а<—1. Пусть теперь а‹<— 1. 


—а 
Тогда “< —1. Поэтому, если нмеет 
а 1 


решення снстема уравнений 
Хх 72 ху Ту? = —\, 
3х2 10хи— 542 = — 9. 


то нмеет решения и данная система нера- 
венств. Но система (1) имеет решения — иа- 


(1) 


3.1 ы 
пример, (=; 2). (Найтн указанное ре- 


шение можно, умножнв первое уравнение 
на —2 н сложнв со вторым.) 

5. 3. Решение. Пусть К — середина 
[В], № — середнна [8С], О = (АС) [| (КМ) 
(рнс. 5). Мз ОЕ (КММ)П (АВС) и МЕ 
Е (КММ) Г (АВС) вытекает, что плоскости 
КММ и АВС пересекаются по прямой ОМ. 
Следовательно, [АВ] пересекает (КММ) в 
точке Г. — (АВ) {| {ОМ). Таким образом, 
искомое сечение есть  четырехугольник 
КЕММ. 

В дальнейшем нам будет полезна простая 

Лемма. Если отрезок ЕС пересекается 
с плоскостью @ в точке Н и Вр, Вс — рас- 
стояния, соответственно. от точек Гиб 
до а, то 


РЕН СВЕ 
ГНО | — вс 


Обозначим через Й плоскость. парал- 
лельную скрещивающимся прямым АВ п 
ОС и равноудалениую от них. Поскольк 
расстояння от точек А и Д до плоскости 
одинаковы, по лемме плоскость В делит от- 
резок АР пополам. Значит, К ЕВ. Анало- 
гично. МЕВ. Следовательно, [КМ|]СВ. По- 


этому прямая [М пересечет плоскость В в 
точке @ = [КМ] Г [ЁЕМ]. Поскольку расстоя- 
ния от М и Г. до В одинаковы, по лемме 
| м9 |= 19|. Значит, по «плоскому» аиа- 
логу леммы, одинаковы расстояния от Ми Ё 
до прямой КМ. Следовательно, $. ким = 


-- 5 „КМм- 

Пусть АА, Ав, Вс. Вр — расстояния, 
соответственно, от точек А, В, С. О до 
плоскостн КЁАМ. Применяя несколько раз 
лемму, последовательно получаем В д = йр, 


ОА А Е А 
Так как | А!-| = АВ н расстояние 
от № до (АВ) равно половине расстояння 
1 
от С до (АВ), $ дмь = 55 двс: Так 


как расстояние от К до (АВС) равно поло- 
внне расстояния от В до (АВС). Иклдмг == 


| 
= т Уранс =- >. С другой стороны, 


1 
ИУкаме — Удкьм — 3 1-5 м = 


| К. 
3 $ ким. Поэтому 5 км —- 5, 
$крум = 3. 
Факультет вычислительной математики 


и кибернетики 
Вариант 3 
1. {1} О 12: 5 < [. 
2. х_. — 4+ 4л #7). 


5 
3 у —х- =. 


4. А= Г 6, 10. 14, 30, 42, 70, 105, 210}. 
Решение. Поскольку нанменьшее общее 
кратное всех чнсел из А равно 210=2.3-5-7, 
множество А является подмножеством мно- 
жества В -- {2,3,5,7, 2.3.2.5, 2.7, 3.5. 3.7, 
5-7, 2-3-5, 2.3-7, 2.5.1, 3.5.1, 9.3-5-7}. 
Поскольку произведенне всех чисел из А 
делится на 1920 —- 27.15, в А входят 7 или 
8 чисел из восьмиэлементного множества 
С == [2, 2.3, 2-5, 2.7. 2.3.5, 2-3-7. 
2.5.7. 2.3-5-7}. Во втором  слу- 
чае А — С. потому что остальные чнсла 
из В взаимно просты е числом 2; так как 
пронзведение всех чисел из С есть квадрат 
некоторого целого чнсла, это невозможно. 
Итак. в А входнт ровно 7 чнсел из С. 
Если 2 ЕСА. то в А не может войти нн 
одно число нз В. не входящее в С (см. вы- 
ше). Поскольку количество чисел п А 
больше семи, мы получаем, что А = С, 
т.е. в А снова входит 8 чисел из С — про- 
тиворечие. Значит, 28А. Следовательно. 
каждое число из О =: {2.3, 2.5, 2-7, 
2.3.5. 2.3.7, 2.5.7,2-3-5-7} входитв А. 
В А должно входить еще, по крайней 
мере, одно число. Перебором убеждаемся. 
что нз оставшихся семн чисел только чис- 
ло 2.3-5 -7 не взаимно просто со всеми чис- 
лами нз _Д. Следовательно, А = 0] 
{/{ 2.3.5.7}. 
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ИВ. Решение. — Пусть 
У — объем пнрамиды НАВСЕ. В — длина 
высоты пирамиды. й, = |НО| — высота 
треугольннка АНЁЕ (рис. 6). Положим 


1 
АЕ] =х. Тогда $ АВЕ = —5_х-зт ВАЁ = 
<>. Положим |АН| = и; тогда |ЕН | == 


1 
== 2—9. Из равенства $) днЕ == -5 хНь, 
применяя формулу 


р Г №. 
о Ут-* 


Герона, 


1 —_2 (1—5 ; 
м 


находнм 


х? 


следовательно, №; < = (За- 
мечанне. Высота. равнобедренного 


треугольннка г основанием длины х н 
боковой стороной длины и равна 


г] 
у- —=- „Таким образом. мы доказа- 


лн, что из треугольниксв с основанием 
фнкснрованной длины и фиксированной 
суммой длии боковых стсрон наибольшую 
высоту имеет равнобедренный треуголь- 
инк. Докажите это непссредственио гео- 
метрнческн!) 

Поскольку $ влАЕ-— 5 все. Пирамнды 


НВАЕ и НВСЕ нмеют одннаковый объем 


1 
15 Значит, 


Решив неравенство т = 


получаем х›= 1. Тогда 


1 . 
3 
=1 н во всех нестрогих неравенства 


< 
— 

= 
— 


1 
выполняется равенство. Значит, В == Й; = 5 


1 
н $ лв = 3. Следовательно, |АВ| = 


и л 
—=| АЕ] и ВАЕ = 5. 


$„вАЕ -= $. все: Заключаем, что основа- 
ние АВСЕ — квадрат. Кроме того, | АН | = 


Учитывая условие 


=|ЕН] = = ‚плоскость АНЕ перпенди- 


кулярна к плоскости АВСЕ и [НО] — вы- 
сота пирамиды. 
Раднус д окружностн, вписанной в тре- 
Е 


угольник АНЕ, равен вв кп. 112 
ЛАНЕ 2`— 1 

Геомет ии 8» ——_ т, Оп с- 

: ы 7 РАНЕ 2 ы 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


тим из точкн Н перпендикуляр НК на ВС 
(рис. 7). По теореме с трех перпендикуля- 
рах ОК 1 ВС. Значит, |ОК | = 1. И 7з 
окружности, вписанной в треугольник НОК, 
бгнок 3— У 
Ранок 4 
ЧТО 72<71- 

ассмотрим шар радиуса г. с центром в 
точке М (см. рис. 7). Он касается граней 
АНЕ. АВСЕ н ВНС. Поскольку его ортого- 
нальная проекция на плоскость АНЁЕ есть 
круг радиуса г, с центром на НО, касаю- 
щийся [АЕ], и г.<т,, мы заключаем, что 
этот круг лежит внутри треугольника АНЕ. 
Поскольку пирамида НАВС проектнруется 
прн этом на ААНС. сам шар лежит внут- 
ри пирамиды. 

Ортогональная проекция произволь- 
ного шара. помещающегося п пнрамиде 
НАВСЕ, на плоскость НОК есть круг 
того же раднуса. лежащий внутри тре- 
угсльннка НОК. Следовательно, радиус 
этого шара не превосходит гз. 

Итак. некоторый шар раднуса г, по- 
мещается в данной пирамиде и раднус 
любого шара. помещающегося в ней, 
не превосходит Газ. 


‚ Легко проверить, 


Задачи устного экзамена 


1. Еслн п #0 или 6 АО, п { (х) == 
Кв 


[ 
— Узы, 
1 


= уз. Если а==Ь-=0, па Е (х)== 
= —0. 
акр 


2. {3}. 3. Указание. Длина лю- 

бой стороны треугольника меньше суммы 

длин прилегающнх к мей биссектрис. 

4. Указание. Длнна окружности 

раднуса | —2л, площадь соответствую- 
[.] 


тах } (х) = 
к 


щего круга — л 6. Зе Ра-%т0 & 
Физика 
Физический факультет 


1. Границей простреливаемой области 
является парабола, уравнение которой та- 
ково: 


2. Проекцин ускорений грузов на ось, 
направленную вертикально вниз, равны, 


соответственно, 
4 т, — т. 
91 —4 6т ри, в 


т —4т, 


а= ей 
> 6 т, | т, - 


3. р == Рв + рп = = вт Ив (- 


# = 
— Фо ры } + о тбРы ); то = 


ШУ = 
=-АТ Ю0Ри: 


РнИК/ = 1 
4. ти 100 т— з)= 0,0047 кг. 


5. А ИЕ в 
а ВТ. где В — универ- 


сальная газовая постоянная. 

6. 90=2С8&?. 

7. И = 2/38; верхняя пластина кон- 
денсатора заряжена положительно. 


= 3. 10-3 А. 


9. х-> А/ (2п). 
10. Источник надо сместнть влево на8 см. 


Механико-математический факультет м 
факультет вычислительной математики мы 
кибернетикн 


1. В = Н — 1с0$3 & = 46 см. 


2. в =: к у“ _: 100 с =1 мин 40 с. 
[7 1 


3 
3. АЕ = 2 тя (п, —#,) = 3-10* Дж. 


Н+& 
44 = Е 


ЕН —Ао = 40 мм 


{эдесь Я = 760 мм). 


па Г, т, 
5. р. Та № 1 
Гл == т ть 7 вы |7. 
в Но 

&С.—#&, С, 

6. Ива = ЕС 2.7 В 
К.К, Ка | 

7. к, = В.В, — В.В — 120 Ом. 


. 2 
8. Р= (81 $1) 2294,6 Вт. 


ГЗЕ 


9. Е, =: Тат = $3,6 см 
Эсм 12см `\ 
(злеьг = 30см = 40см = 0,3 ). 


10. А — 21 см (вычисления удобно про- 
водить по этапам). 


Химический Факультет 


1. т. =3Зт;- 


2. 1=0°С. 
3. И.=0, 1 - ов 
аа 
ИЕ --15А 
[8 
а 
5. я = Е 27 см; $: =Е = 10см. 


Географический н геологический факультеты 
м факультег почвоведения 


= 
'. | Т | == т (о? — воза) =9 н. 


9— (ст, -Е сатз) (к — 0 ва 


2. & -= ть А 


0,01 (здесь {и == 100 °С — температура ки- 
пення воды). 


и + 4)? 
з. |= (4: + 4.) 


16 лег  — 9.10 Н. 
2 


г Ро Е 
+. Р1= {Р-ЕРу = 44,4 Вт; 


д Р?Р. 
= 2. РЗ 2529,2 Вт. 


Новосибирский государственный 
уннверситет 


Математика 
Механико-ма тематический, Физическин, 
ее факультеты 


1. 20 м/сек. Указание. Обозначим 
время от начала торможения до остановки 


через &. Рассмотрите три случая: 1215, 
5<<45, #=5; покажите. что первый ие 
тий случаи невозможны. 2. х; = — три 
л 3_, 
-- 2, х, = — Те 27, х, = 1бАт 
++ 2лт, ха = ея 2лв (#. т.п 62). 
2 
.1_ №2. 
| 2 


Указание. Если О, и О, — центры ок- 
ружностей, А н В— точки их касания © 
прямой 1, С — ближайшая к { точка их пе- 


ресечения и О.К | О, А, то О, О.К = 45 
(из _ 0, О.К) и 0,0; С=90 (из 2, 0:0.0). 
4. [- =; ] 2 | указанно Пер- 
вое неравенство равлосильно совокупности 
двух снстем: 
5х8 — 8х 1 З>ха, 
х> 


| 0<5 хз — 8х1 3<х?, 
м 
5. [РФ] = ЗИ. Решенне. Рас- 


смотрим гомотетию с центром в точке Р, 
которая переводит А’ в А\рис. 8). Так как 
основания усечениой пнрамнды параллельны, 
образ верхнего основания будет лежать в 
плоскости нижнего основания. Поэтому об- 
разом точки М будег точка @, а образом 
О’— точка $ на продолженни АД такая, 


что (05) | (СБ). Мы видим, чо АТ = 


= 3 = 6, т. е. коэффициент гомотетин ра- 
р 
вен шести. Отсюда. в частности, следует, 
что | А9 |= 6| А’ М|-З\У5. Из; 9АВ 
находнм | ОВ|--6. тогда | 9С | = 3. Пусть 
Р’— проекция точки Р а плоскость осно- 
нания (рис. 9). Из ДА АОС по теореме коси- 
ис. 9). Из ДЯЗЕ ге 


—. И 
5 Из 


^ РАР” вычисляем | Р’А| тан Тог- 


нусов находим с0$ САР’ 


САР” по теореме косинусов [О Р’']. 


3 ил 


о 


Рис. 10. 
О 


© 
Рнс. 11. 


а И — Наконец, из ОРР’ находим 
[РФ 1. 


Факультет естественных наук, геолого- 
геофизнческий факультет 


1. [(1:2), (-—2), (И У», 


(— М5 — т) 2 жж К 


жены — ПЕ, Ге 2). 3. 9:16. 


Указание. Точки О, и О, лежат на пер- 
пендикуляре к [СО]. проходящем через его 
середнну. Отсюда и из условия вытекает, 


что ОСВ — 90° н, следовательно, [РВ] — 
диаметр одной из окружностей. 
4. 1—4: —1— 3] 00; 1+3] 

5. | Ра = т". Указан ие. Прямая 
РО лежит в плоскости ОАМ. Следователь- 
но, точка пересечения этой плоскости с пря- 
мой СМ есть @. Кроме того, точка @ лежит 
на линии пересечения плоскости ОАМ и 
плоскостн АВС, т с. на прямой АО (рис. 10). 
Сечение куба плоскостью ОДА! изображено 
на рисуике 11. 


Физика 


Варнант |1 


1. Правый поршень дойдет до горизон- 
тального участка трубки. Высота х левого 
поршня будет равна 

3 Ро — ТВ / (25) 
2" ро тв 1 (23) "Ри 


тЕ 
о приз >=рРу- 


лы 
2$ «Ро 


#, С = & С, 

[9 = С: ы 

3. |5, 5| = РИ: с05@) -- 
за (1 1/05 6) 


2. д = 


Указание. Изображение 5 находит- 
ся в фокальной плоскости второй линзы 
{рис. 12). 


Вариант 2 
1. Р= Ре (9/2). 
2. м ЗН. 
2 А 
ЗЕ зн: 155 
| 


ИТР аяе 


знак «минус» соответствует движению ав- 
томобиля противоположную сторону. 

Указание. При отражении звука 
угол падения равен углу отраження 
(рис. 13). 


Варнант 3 
: |“ при лг < А, 
ОИ [°` прн мг з^. 


Указанне. Ход граничного луча, 
еще не поглощенного внутреиней частью 
шара, показан на рисунке 14. 


| са | В] 

2 В. 

з. [о Е __ ЗЕ 
о Уйе+ь 
Звдачи-оценки 


$. Накопленная прин падении с вы- 
соты Й энергия мЯяй расходуется на ра- 


боту А — |2]! ипротнв средней силы Е. 
действующей 


на ногн (}— путь центра 


Рис. 16. 
тяжести за время дейстния силы. при- 
мерно равный длине ног). Таким образом, 
[| ме-7 
Ру те-т. 


Взяв т — 70 кг, Я = 5ч, [= 1 м. позу- 


чим |2] -- 3500 Н. 

2. Лучи. идущие от краев Солнца 
через центр лиизы (угол между ними ра- 
вен отношению днаметра Солнца к рас- 
стоянню до него: @& = ОЭсто). не прелом- 
ляются и создают в фокальной плоскости 
лнизы нзображение Солнца (рис. 15). Дна- 
метр изображения 


= Гр) 
ПВ 2 — С г, 
С 


где Р — фокусное расстояние лнизы. Энер- 
гия, упавшая на площадь линзы 1924, 
концентрируется на существенно меньшей 
площади изображения л4? 4. Таким обра- 
зом. происходит увеличение энергии на 
едниицу площади в 


Выбирая, например, 2 = Бем, Р = 25см 
и Подставляя значение углового днаметра 
Солица я = Регс. получим В ^ 400. 

3. Оцеинм давление, пользуясь гидро- 
статической формулой 


& 
Р — РЕсреднй Ра: й, 
( Ясредн — — ‚ так как ускорение силы 


тяжестн от центра Земли до ев поверхности 
растет по линейному закону}. Оценим 


63 


плотность Земли: 


В 28*/ _ 32. 
Уз 4/33 4яВу 
Такнм образом, 
302 
р^ Вл ^ 108 атм. 


Задачи - демонстрации 


1. Под действием поля внутри кон- 
денсатора на шарике индуцируются заря- 
ды. Онн распределяются так, чтобы одно- 
именные к ближней пластине конденсатора 
заряды расположнлнсь подальше от нее, 
а разнонменные — поближе. Это приводит 
к возникновенню снлы, притягивающей 
шарнк к одной из пластнн. При соирикос- 
новення шарика с пластиной на него пе- 
реходит заряд, однонменный с зарядом 
пластины, возннкает отталкиванне от этой 
пластнны и притяжение к другой. Далее 
все повторяется. Шарнк на себе переносит 
заряды с одной обкладкн конденсатора 
на другую. 

2. При вдвиганни железного сердеч- 
ника индуктивность катушки н, следова- 
тельно, ее индуктивное сопротивленне воз- 
растают. Свечение лампочки прн увеличе- 
нии индуктнвностн первой катушки будет 
возрастать, если эта катушка включена 
в цепь параллельно лампочке. Аналогич- 
но, свечение лампочки при увеличении 
индуктивности второй катушки будет 
уменьшаться, если катушка включена в 
цепь последовательно с лампочкой. Таким 
образом. приходнм к схеме. изображенной 
на рнсунке 16. 

3. В сплошном кольце нндуцируется 
кольцевой вихревой ток такого направле- 
ния. что его взанмодействне с магнитным 
полем катушкн приводит к отталкиванию 
кольца (вдоль стержня) от катушки. Ко- 
гда кольцо разрезано, такой кольцевой 
ток возникнуть не может, и выталкиванне 
кольца не наблюдается. 


Московский инстнтут сталн и сплазов 


Физика 
< тзшр— т, та р 
ое о 
— . . 
т |-- ту т, (та -- эт В) р 
ГР Роееа ан ы, 
: —6 - 
2. т; == пу с И, —=0.56 кг. 
Ср ра 
3. п= ри 


— 80 см (здесь и; = 32-10-32 кг/моль н иг = 


== 2.10-2 кг/моль — молярные массы, со 
ответственно, кислорода и водорода). 
е[Е [2 
4. В —= || —=10-3м = | см. 
2 т| [2 | 


(2-7 а 
С 


6. 6-=0,1 радё= 6”. 


5. & = = ПОВ. 


Где ошибка? 
(см. с. 88) 


Логическое правило, сформулирован- 
ное в задаче, относится к высказы - 
вання чм. Высказыванием — называют 
обычно такое предложенне, про которое 
говорящие согласны. что оно истннно нли 
ЛОЖНО. 

Если еще можно спорнть п предложе- 
ниях Ан В. являются илн ие являются 
они высказываннями (в самом деле, как 
ло-вашему: предложение А нстинно? лож- 
но?). то предложение С без дополнитель- 
ных уточнений (очевидно, предложение С 
есть сокращение для «Говоря Х, я говорю 
правду»; высказываннем оно становнтся 
только после конкретизации Х, прнчем 
при одних Х оно становится истинным вы- 
сказыванием. прн другнх — ложным) счи- 
тать высказыванием явно неразумно. 

Причину ошнбки можно объяспить 
немного короче: и предложениях «Из В 
следует С» н «Из А следует С» С имеет 
различный смысл. 


Знаю ли я неравенства? 

(см. с. 43) 

1. }0;1[. 2.] —4; — З[) } — 3; © [. 
3. 10; 1 У] Е; о [. 4. ] 108. ,уз 3; ео {[=]— 


л 5д 
— 2106. 3; — со [- 5. ] 4 -- 22А^; а 
+ 2л^ [41 ЕР) 6. | — ©°5; — ©ч[. 


7. /соз 6 больше. 8. — 2а. 


1. Ответ. ] 8/.; со [. Решение. 


Обозначим /2 = а: тогда ? = а? н нсход- 
ное неравенство перепишется в виде: 


10ба-о.ь (х? (х — За) - 2? (3х — а) )<6. 

обо -с.в (х — Зах? -- За? х — а3)<6 < 

< а—о.в(х — @)3< 36:5 3 08 .—с.,(х—а) < 6 > 
<> Ю-оь Х— а) <2 > х— а> (а— 0.5). 


2. Легко видеть, что х? — Зх + 3>0 
при любых х. Следовательно, агсзт (х? — 
—3х-{ 3) больше нуля прн всех такнх х, 
что х2 — Зх + 3=1. Но очевидно, х? — Зх | 
4 35 < х2 —3х-- 250 <> 15х52. 


При х == | теряет смысл |0; х*, поэтому 
для исходного неравенства допустимыми 
являются значения | <х= 2. Знаменатель 
исходной дроби равен хз — х? — х-г 2. 
Нетрудно проверить (хотя бы г помощью 
производной), что ина |1; 2] это выражение 
положительно. Ответ ]1; 2]. 


«Кваит» для младших школьннков 
(си. «Квант» № 4) 
ЗН — 958 = 359 

313-- 17 = 330 
1624 56 = 29 


3333 = 36926037; 
4773 — 108531333; 
9973 —991026973; 


2. а) 1233 = 122 - 3332; 6) 8833 — 
= 882 -[ 332. 
3. Заменим все числа нх остатками 


от делення на Б (см. таблицу), а сверху 


| 


| 


в[ы | [® 


9/© 
©-О 


о ©@® 
ее 
о%е 


Фо ©Фо ©&° 


$ 
Эо ©© 


в 


&) В ©УВС@ 
эээ 5@® 5 @® 


>. ето 


Ооо 


оо 


Рис. 17. 


над остаткамн проставим точкн в колнче- 
стве. равном остаткам от делення перво- 
начальных чнсел на 3. Теперь нетрудно 
сообразнть. почему в центре не может 
стоять чнсло 3: чнсел с одной точкой на- 
верху — три. с двумя точками — пять, 
так что на концах одного из четырех дна- 
метров придется поставить по чнслу с раз- 
ным количеством точек наверху; но тогда 
соответствующая сумма первоначальных 
чнсел на этом днаметре будет делиться 
на 3. Возможные способы расстановки 
данных чисел (когда в центре стоят числа 
5. 7. 11. 13. 17, 19. 23 и 29 соответствеино) 
приведены на рисунке 17. 

4. Задача нмеет два решення: парал- 
лелограмм с острым углом 72° н паралле- 


лограмм с острым углом —— (см. рисун- 


ки 18, а. 

5. Второй мальчик вынграет. если он 
будет ставить свон ладьи симметрично 
ладьям первого мальчика относительно 
центра доскн. 


Движение заряженных частнц в электриче- 
ском н магнинтном полях 


(см. «Квант» № 4) 


8 ме | а) _ 
1. ] Бета сна 
— 1,82. 10% В/м. 


2 
2. = у = 5.2-Ю-1 м, где 


20 = 8,85- 10-132 Ф/м — электрическая — по: 
стоянная. 
Ар А. — А, 1 а 
3. 0. = д = 582.58. 
Указанне. Пучки изотопов калия не 
будут перекрываться, еслн Ю:пии —=А 


итах- 
Здесь 


1 ЕЕ ИНЕНИ 
Юзпма = ЕЕ ИУ2ет, (Ш — АИ), 


1 
Кашах = м /2ет, (Ц. + А0) 


(т, — Ан т, > А, — массы 
щнх нонов калия). 


соответствую- 


т 
4. Тр = п. 


Московский архитектурный нистнтут 
(см. «Квакт» №4) 


Математнка 
Бнлет 1 
2. |) 2 — 2; 2) т (т? — 3); 


— п 
3) Им —4 или — Ут? - 4.3. а* (3+ 


| д в 
азить — |= 23+ '- УЗ). 


Указанне: Фигура, площадь которой 
требуется найти, является объедниением 
квадрата и четырех сегментов. 


Билет 2 


2. 8.3. 41.36 ==6.4 (м). Ука - 
зание. Пусть @ (х) — угол, под которым 
человек, стоящий иа расстоянин х, видит 
статую. Тогда функции х--@ (х) н  х— 
— ва (х} принимают наибольшее значение 
в одной н той же точке. 


Физика 


> |2 
[о | 


1: са [ИР 


= => 
2. | Е! | = Ма соза:; | Ро | = Мазта. 


- [2 
- т | 
3. [Е | = (ен + $) -1- Г. ео] }- 
2 
== 761 Н. 

4. 4=9зта У2лертазта => 
23,3. 10-8 Кл. 

5. 1-15-66 =45 мин; прин увеличе- 
вни продолжительности Пагревания увели- 
чнваются потери тепла в окружающую сре- 
ду, следовательно, в каждом последующем 
случае КПД меньше, чем в предыдущем. 


РР = — И2А. 


бы 


Домнно-пасьянс 
(си. «Квант» №4, с. 56) 
См. рисунки 19, 20. 21. 


Е 
о 


> — 
ГАИ 
Г.И, я 77: ^ 
=. 


Рис. 21. 
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Чеховский полиграфический комбннат 
Союзлолиграфпрома 

Государственного комитета 

СССР по делам издательств. полиграфик 
п книжной торговли. 

г. Чехов Московской области 


Рукописи ме возвращаютея 


Петя, Вася, Коля, Свша ин Дима — друзья. У каждого из них есть собака — боксер, 

овчарка, фокстерьер, такса и спаниель, с которыми они гуляют всегда вместе. 

Как-то раз, усевшнсь на свою любимую скамейку, ребята размышлялн. чем бы им за- 

няться. Все онн были одеты по-разному: в черные, снине, белые, коричневые ин зеленые 

брюки: в красную, серую, клетчатую, полосатую м цветастую рубашкн; и у всех былн 
разные головные уборы — бескозырка, берет, кепка, тюбетейка и пилотка. 
Снние брюки сндели рядом с красной рубашкой, а коричневые — рядом к серой. 
Хозяин спаниеля сндел справа от хозянна фокстерьера, а Коля — рядом с хозян- 
ном боксера. 
Коля сидел с краю, а Цетя — в зеленых брюках. 
Кепка сидела в середнне, а Черные брюки — в бескозырке. 

День был жаркий, и приятелн решили пойти купаться. 

Определите, у кого была полосатая рубашка н на ком была пилотка, если известно. что 
у Днмы — овчарка, а у Васи — клетчатая рубашка, у хозянна спаниеля — тюбе- 
тейка, а у Саши — берет, у хозянна таксы — коричневые брюки, а белые брюкн — 
в цветастой рубашке. 


На этих фотографнях вы анднте бумажные модели «самовозводя- 
щегося домнка» в разных стаднах готовности. Подробнее об этой 
конструкции вы можете прочитать на страннце 54. 


Цена 30 ноп. 
Индекс 70465 


Мы продолжзем выставку бумажных 
моделей. выполненных В. Г. змаюно- 
вым. Многогранник. фотографии ко- 
торого вы видите. получен продолже- 
нием некоторых гранёй равногранно 
полуправильного многогранника, яв- 
ляющегося объединением двух доде- 
каэдров, описанных окодо одного ку- 
ба (см. с. 54). 


НИЕ й — 


Главный редактор 
вкодемик И. К. Киконн 


Первый заместитель 
главного редактора 
вкодемик А. Н. Колмогоров 


Редакционная коллегия: 


М. И. Башмаков 

С. Т. Беляев 

В. Г. Болтяиский 

Н. Б. Васильев 

Ю. Н. Ефремов 

В. Г. Зубов 

П. Л. Капица 

В. А. Кириллин 

А. И. Климанов 

С. М. Козел 

В. А. Лешковцев 

{зам. главного редактора} 
Л. Г. Макар-Лиманов 
А. ИН. Маркущевич 

Н. А. Патрикеева 

И. С. Петраков 

Н. Х. Розов 

А. П. Савин 

Н. Ш. Слободецкий 
М. Л. Смолянский 
{зам. главного редактора} 
Я. А. Смородинский 
В. А. Фабрикаит 

А. Т. Цветков 

М. П. Шаскольская 
С. Н. Шварцбурд 

А. И. Ширшов 


Светильник-зежник» 

который вы видите 

на первой страннце обложки. 
сделан из светопроводов 
Подробнее о светопроводях 
можно прочитать на с 26 


Основан в 1970 году 


Наоучно-популярный 
физико-математический 
жирнал 

Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 

‚ Нздательство «Наука» 
Главная редакция 
физико-математической 
257 литературы 


197э 


В номере: 


2П. Блехер, М. Кельберт. 
ЗА. Левашов. 


Алгоритмы классификацин 

Опыты Франка и Герца 
Математмчесимй кружон 

14 С. Поздняков. «Теория вероятностей» без теории 
Задвчник «Кванта» 

16 Задачи М566—М570; Ф578—Ф582 

\7 Решения задач М5!5; Ф527—Ф529 


По страницам школьных учебников 
24 В. Григоренко Когда критических точек слишком 
много 


«Квавнт» для младших школьников 
27 Задачи 


28 Животные на. . плоскости 


Практмкум абмтурмента 
30 Е. Кузнецов Глаз ва вступительных экзаменах 


33 С. Овчинников. МН. Шарыгин. Нестандартные задачи 
ио стереометрин 


Варианты вступительных экзаменов в вузы в 1978 году 
39 Московский институт стали в сплавов 
41 Московский институт электронной техвикн 


43 Московскнй аннанионный вистнтут нм. Серго Орджо- 
никндзе 


45 Московский энергетический институт 


46 Московский авиациониый технологический институт 
нм. К. Э. Циолковского 


47 Московский геологоразведочный 
Орджоннкидзе 


48 Московский институт 
тосъемки и Картографин 


49 Московский  государствеиный педагогический инстн- 
тут им. В. И. Ленвна (математический факультет) 


50 Московский областной педагогический институт им. 
Н. К. Крупской 


52 Ленинградский  государствениый педагогический ин- 
стнтут им. А. И. Герцена 


53 Казанский авнационный институт им. Л. Н. Туполева 


54 Томский институт автоматизированных систем управ- 
ления и  радноэлектровики 


Рецекзми, быблиография 
56 И. Клумова, М. Смолянский. 
58 Отввты, указания, решенмя 
Смесь (2. 8. 15,26, 38) 


© Главнан редакция физико-математинеской литепатуры изда- 
тельства «Нлука». «Квант». 1979 


ниститУт им. Серго 


инженеров геодезни, а эрофо- 


Новые книги 


П. Блехер, М. Кельберт 


Алгоритмы 
классификации 


В этой статье мы расскажем об одном из 
разделов не так давно возинкшей науки — 
‚ теории — распознавания образов *). А 
именно: мы поговорим 0 методах 
классификации, Классификация 
— это разбиение некоторой — совокуп- 
ности объектов на группы объектов, близ- 
кнх и каком-то смысле. Можно классифн- 
цировать, например, фабрики данной от- 
раслн. наблюдавшиеся в каком-то районе 
землетрясения. сентябрьскую погоду за 
много лет. вымерших ящеров нт. д. Важно 
только, чтобы классифкцируемые объекты 
характеризовалнсь определенным набором 
чнсел и признаков. Для простоты мы рас- 
смотрим случай, когда каждый объект 
опнсывается только набором чисел. 


*) Тем. кто хочет познакомиться г ней 
поближе, мы советуем прочесть увлека- 
тельную. хотя н ине очень простую кингу 
М. М. Бонгарда «Проблема узнава- 
ния» (М.. «Наука», 1967). 


Как классифицировать школьников? 


Пусть мы хотим разделить всех 
школьников девятых классов даиной 
школы по тому, как они используют 
свое внешкольное время. Мы опросим 
каждого школьиика н запишем, ка- 
кую часть этого времени он тратит на 
урокн и какую — иа развлечения. 
Оставшееся время (на еду, сон, транс- 
порт ит. д.) нас сейчас не интересует. 
В результате каждый школьиик бу- 
дет характеризоваться двумя числами: 
временем на уроки и временем на раз- 
влечения. Поэтому ои может быть изо- 
бражеи точкой на координатной пло- 
скости. Таким образом, мы приходим 
к чисто математическому вопросу: 
как разбить данное множество точек 
плоскости на группы близких точек? 

К этому же вопросу приводят 
и многие серьезные прикладные за- 
дачи, только в них число координат 
гораздо болыше (порядка нескольких 
десятков). 

Например, в текстильной промыш- 
лениости работает огромное количе- 
ство предприятнй. Среди них есть 


н  специализированные — фабрики 
с небольшим ассортиментом продук- 
ции, и комбинаты, выпускающие 
разнообразные изделия. Есть фаб- 
рики-гиганты, есть фабрики средних 
размеров, есть и небольшие местные 
пронзводства. Чтобы сравнивать дея- 
тельность отдельных предприятий и 
планировать их работу, необхо- 
димо классифицировать 
все эти предприятия — разбить их 
на группы одиотипных предприятий. 
Предприятия раличаются по своим 
экономическим показателям. Выбе- 
рем среди них несколько самых важ- 
ных (например, стоимость валовой 
продукции, стоимость производствен- 
ных фондов и фоид заработной платы} 
и будем проводить классификацию 
по ним. Число выбранных показате- 
лей обозначим через л. 

Сопоставим каждому предприятию 
набор чисел (х.; ...; х„), где х, — 
зиачение его первого показателя, 
х. — значение его второго показа- 
теля ит. д. 

Пара чисел (х,; х.) задает точку 
на плоскости, тройка чисел 
(х1; ха; хз) — точкув простран- 
стве, а последовательиость п чи- 
сел (5; х.;..;х,) по опреде- 
лению считается точкой п-мер- 
ного пространства. 

Таким образом, на этот раз мы 
приходим к задаче классификации 
точек в п-мерном пространстве. 


Без машин трудно 


Для решения задач классификации 
разработаны различные алгоритмы, 
позволяющие использовать вычислн- 
тельные машины. Необходимость 
применения вычислительных машин 
вызвана двумя причинами. Во-пер- 
вых, как правило, объектов очень 
много, и обработка всех данных вруч- 
ную просто невозможна. Во-вторых, 
классифицируемые объекты чаще все- 
го многомерны. 

Если, ках в примере со школьни- 
ками, координат всего две и число 


объектов невелико, то человек может. 


справиться с задачей классификации 
не хуже, чем вычислительная маши- 
на. А именно: он посмотрит на кар- 
тинку, где изображены точки, пред- 


р* 


ставляющие объекты, ин выделит об- 
ласти, отвечающие сгущению 
точек. Эксперименты показывают, что 
все люди делают это примерно одина- 
ково. Это связано с тем, что они (лю- 
ди) непроизвольно стремятся к тому, 
чтобы точки в одной групле были 
близки друг к другу, п различные 
группы были удалены на достаточное 
расстояние. Если же число парамет- 
ров равно трем или больше, то сооб- 
ражения иаглядности уже практнче- 
ски бесполезны и задача классифи- 
кацин становится труднодоступной 
для человека. 

Психологами проводился следую- 
щий экспернмент *). Испытуемым вы- 
давались наборы карточек с тремя 
числами, соответствующимн коорди- 
натам точек в пространстве. Требова- 
лось разбить точки на две естествен- 
ные группы. На самом деле существо- 
вала плоскость, идущая под углом 
к коордннатным осям, которая разбн- 
вала все точки на две группы так, 
что расстояние от любой точки до 
этой плоскости было достаточио ве- 
лико по сравнению с расстояниями 
между точками внутри каждой груп- 
пы. Большинство людей разбивало 
точки по значению одной из коорди- 
иат, что приводило к неестественным 
разбиениям; правильного разбиения не 
удалось построить почти никому. 

Поэтому для точек в многомерном 
пространстве былн разработаны ал- 
горитмы классификации. Одним из 
критернев правильности работы этих 
алгоритмов служит требование, чтобы 
при классификации точек на плоско- 
сти они давали естественные разбие- 
ния — те же, какие находят люди. 


Дерево минимальной длины 


Мы сейчас опишем алгоритм построе- 
ния связной системы от- 
резков, соединяющей данные точки, 
с минимальной суммой длин (система 
отрезков называется связной, если 


*) Этот н некоторые другие подобиые 
эксперименты описаны п книге Н. Г. За- 
горуйко «А[етоды распознавания и их 
применения» (М., «Советское радно», 1972). 
В этой книге можно подробиее прочесть 
© многих вопросах. о которых мы уиомни- 
наем только вскользь. 


из любой данной точки по отрезкам 
этой системы можно добраться до 
любой другой данной точки). Для 
наглядности мы рассмотрим построе- 
ние на плоскости. В многомэрном 
пространстве алгоритм такой же, 
только нельзя нарисовать картинку. 

Итак, пусть на плоскости даны 
№ точек А,,..., Ах. Для простоты 
мы будем считать, что все попариые 
расстояния между точками различиы. 
Выпишем все пары точек (А,, А,), 
(А,, Аз), ..., (Ах, Ах) и упорядо- 
чим их так, чтобы вначале шла пара 
с миннмальиым расстоянием между 
точками, за ней пара со вторым по 
величине значением расстояния ит. д. 
Соединим теперь первую пару точек, 
затем вторую пару и т.д. Если 
при проведении очередного отрезка 
появляется цикл (то есть из системы 
уже проведенных отрезков можно вы- 
брать иесколько отрезков, образую- 
щих замкнутую ломаную), то этот 
отрезок мы пропустим и перейдем 
к следующему и т. д.— до тех пор, 
пока не переберем все отрезки. Полу- 
ченная система отрезков по построе- 
нию не содержит циклов. (Связную 
систему отрезков без циклов назы- 
вают деревом.) 

Задана 1. Докажите. что построен- 
ная система отрезков имеет мвинмальную 
длииу средн всех связных систем отрез- 
ков, соединяющих данные точки. 

Задача 2. Докажите, что ту же 
систему отрезков можно получить следую- 
щим, как говорят математики. ДВОоЙ- 
ственным построением: соедииим 
все пары точек отрезками н упорядочим 
этн отрезки в порядке убывания их 
длины; отбросим самый длинный отрезок. 
затем второй по величние отрезок н т. д.; 
если при отбрасыванин очередного отрез- 
ка оставшиеся отрезки не образуют связ- 
ного множества. то пропустим этот отрезок 


и перейдем к следующему ит. д. — до тех 
пор, пока не переберем все отрезки. 


Задача 3*. Пусть среди попарных 
расстояний между точками А,..... Ах 
есть совнадающие.  Упорядочим произъ 
вольным образом отрезкн одинаковой длни- 
ны и проведем процедуру. описаивую п 
тексте иль и задаче 2. инте. что по- 
строениая система отрезков имеет мини- 
мальную длину независимо от того, как 
были упорядочены равиые отрезки. Ра- 
зумеется. ин этом случае система отрезков 
минимальной длины может быть неедив- 
ственной. 


Описанный нами алгоритм по- 
строения дерева минимальной длины 
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Рис. 1. 


сравнительно прост, но требует боль- 
шого перебора и, следовательно, дол- 
гой работы вычислительной машины. 
Существуют более быстрые (но и бо- 
лее сложиые!) алгоритмы. 


Разбиение на группы 


После того как дерево Г минималь- 
ной длины построено, разбиение мно- 
жества точек А,,..., Ау на группы 
осуществляется отбрасыванием неко- 
торых отрезков, входящих в это дере- 
во. Естественно отбрасывать доста- 
точно длнниые отрезки, но так, чтобы 
точки, попавшие в одну группу, былин 
расположены как можно теснее. Это 
наглядное соображение можно фор- 
мализовать, если ввести следующие 
величины. Пусть мы хотим разбить 
множество точек Ду, ..., Ах на А + 1 
групп. Выберем произвольные Ё от- 
резков дерева Г и отбросим нх 
(рис. 1). Мы получим А -- 1 связных 
групп точек: Г,, ..., Г»... Для каж- 
дой группы Г; разделим сумму длин 
отрезков дерева Г, соединяющих точ- 
ки, входящие в нее, на число отрез- 
ков, Мы получили среднюю длину 
отрезков в каждой группе Г;. Если 
какая-то группа состоит из одной 
точки, то по определеиню эта средияя 
длина равна нулю. Обозначим вычис- 
ленные средние длины через /[,, [., ... 
.... в, Ца. Пусть, кроме того, дли- 
ны отброшенных отрезков — &,, 
Ь.,.... 0,. Образуем величину 


= -+Ь+... а - 


— 6. — ..: — в, - 


Ясно, что чем меньше величина Р, 
тем теснее расположены точки каж- 
дой группы ин тем далыше друг от 
друга находятся разные группы. По- 


этому естествеино предложить сле- 
дующий алгоритм: из дерева мини- 
мальной длииы всеми возможными 
способами отбрасываем А отрезков 
н вычисляем величииу Ё; среди всех 
получениых разбиений выбираем то, 
для которого величина Ё минималь- 
на; если «минимальных» разбнений 
несколько, берем любое из них. 

В реально используемых алго- 
ритмах величина ЕЁ определяется, как 
правило, более сложным образом. 

Вычислительная практика пока- 
зала, что алгоритмы описанного типа 
приводят к достаточно разумным раз- 
биениям. Главный медостаток этих 
алгоритмов заключается в том, что 
требуется производить слишком боль- 
вой перебор. При увеличении числа 
точек задача становится недоступной 
даже для современиых вычислитель- 
‘ных машин. 


Чтобы справиться с этой труд- 
иостью, используют следующую идею. 
Точки, расстояние между которыми 
меньше некоторой величины а, ста- 
раются отнести к одной группе. Все 
построение проводят в два этапа. 
На первом этапе множество точек 
А, .... Ах разбивают на более мел- 
кие группы С,,..., Си так, чтобы 
для каждой группы С; существовал 
круг $: радиуса Ю = а:2, содержа- 
щий все точки группы С; и только 
их. Как это сделать, мы обсудим 
ииже. На втором этапе рассматривают 
только центры О,,..., Ом кругов 
51, .... эт И строят дерево мннималь- 
ной длины уже для множества О,, ... 


...От-.Мннимизируя соответствующую 
этому дереву величину РЁ, строят 
разбнение на группы множества то- 
чек О,,....О»„ так, как это было 
описано выше. Тем самым мы полу- 
чаем и разбиение множества точек 
А,,....Ак. А именно, две точки 
А:, А) относятся к одной группе, если 
они лежат в одной мелкой группе С, 
или если центры кругов соответ- 
ствующих им мелких групп попали 
при разбиении точек Оу, ..., От в од- 
ну группу. Смысл этой двухступенча- 
той процедуры состоит в уменьшении 
числа исходных точек: число т ока- 
зывается много меньше М, и такую 
процедуру уже можно реализовать 
на вычислительной машине. 


Задача о движущемся круге 


Нам осталось обсудить, как разбить 
множество точек А,,..., Ах на мел- 
кие группы. Для решения этой задачи 
используется алгоритм «Форель» (он 
иесколько напоминает один из спосо- 
бов ловли форели). Опишем этот 
алгоритм для точек на плоскости, 
хотя точно так же он работает н 
в многомерных пространствах. 

Итак, пусть на. плоскости даны 
М точек Ах, ..., Ах. Поместим в эти 
точки шарики единичной массы и на- 
рисуем какой-нибудь круг $. радиу- 
са А, в котором лежит хотя бы 
один из шариков. Пусть О, — центр 
тяжести шариков, попавших в круг 
$5 и $, — круг радиуса Ю с цен- 
тром в точке О,;. Пусть О, — центр 
тяжести шариков, попавших в круг 
5,, и $, — круг радиуса ВЮ с цен- 
тром в точке О, ит. д. Например, на 
рисунке 2 изображены восемь точек 
А,, -.., Ав. В начальный круг $, по- 
падает одна точка А, которая и бу- 
дет центром круга 5,. В круг 5$, 
попадают точки А., Аз, А,, и центр 
круга $», совпадает с их центром тя- 
жести. Круг $ содержит точки Д,, 
Аз, Аз. А, А, Аз, и его центр совпа- 
дает с нх центром тяжести, поэто- 
му все последующие круги с ним сов- 
падают. Далее мы докажем, что так 
происходит всегда, то есть для любых 
точек Ал,..., Ах и произвольного. вы- 
бора начального круга $ о, содержаще- 
го хотя бы одну точку Ал, все круги, 
начиная с некоторого шага, совпа- 
дают. Другими словами, движение 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


круга по маршруту $5.—> 5, > 
—5.-—... ие может происходить 
бесконечно. Точки, попавшие в по- 
следний круг, мы ин отнесем к. первой 
группе. К оставшимся точкам приме- 
няется та же процедура, то есть «вы- 
пускается» новый круг, конечное по- 
ложение которого определяет вторую 
группу. Этот процесс продолжается 
до тех пор, пока все точки не будут 
отнесены к какой-то группе. 


Почему круг останавливается? 


Оставшаяся часть статьи посвящена 
доказательству того, что круг дей- 
ствительно «останавливается». Рас- 
сматривая рисунок 2, мы замечаем, 
что круги $, $1, 5, ... захватывают 
все большее число точек и их конец- 
ное положение соответствует сгуще- 
нию точек. Естественио предполо- 
жить, что при любых расположеннях 
точек А,, .... Ах и круга $. чнело 
точек, попавших в круги $. $1, 
5., .... ПО крайней мере, не убы- 
вает. Рисунок 3 показывает, что 
это неверно; однако в некото- 
ром смысле сгущение точек 
в кругах $.ъ, За, $, ... действнтель- 
но возрастает, только кроме чис- 
ла точек, попавших в круг, нужио 
учитывать, насколько близко к цен- 
тру круга они лежат. 

А именио, пусть в какой-то круг $ 
с центром О попали точки А.,, 
ай А,,; определим велнчину 


Е (5) = (Е*—| ОА, в) +... 
... + (2 —|ОА, |"). 


Чем ближе точка к центру круга $, 
тем больший вклад она вносит в 
величииу Р ($). Докажем, что после- 
довательность величин Р ($ о), Р ($1}, 


Е ($.).... возрастает до тех пор, 
пока круг не остановится. 
. Для доказательства нам понадо- 
бится поиятие момента нинер - 
ции системы материальных точек 
А,, ..., Аш относительно некоторой 
точки А и теорема Штей- 
нера, которая очень полезна прн 
решении многих задач не только 
из геометрии, ио и из механики *). 
Моментом инерции системы мате- 
риальных точек А,, ..., Аи относн- 
тельно точки А называется величина 


А) -|АА, +... Н1ААт!. 


Теорема Штейнера позволяет вы- 
числить 1 (А), если известен момент 
ннерции / (С). этой системы точек 
отиосительно их центра тяжести С. 
Эта теорема утверждает, что 


КА)= КС)--тС АР. 


Докажем теорему Штейнера. Вве- 
дем прямоугольную систему коорди- 
иат, поместив ее иачало в центр тя- 
жестн точек А,,..., Аи — точку С. 
Обозначим координаты точек А,, ... 
2 Ат ЧР 05: 91), -.., би И). То- 
гда центр тяжести С имеет коорди- 
наты ((х, +... Е х„)/т; (+... 
...-- упут), а поскольку С совпадает 
с началом координат, то х, -|-... + 
+=... тв =9. По 
точка А имеет координаты (х; и). То- 
гда 


ЦА) = ЦК —х) (у, —9)] +...+ 
+ [(х„—х) ы (у„— 9] Е 
= (Ни) ++ (ул) + 
т +) — 2х (5+... хи) — 
— 29 (и, +... Ну») =Г(С)+т| САР, 


поскольку (а... Н = 
— 24 (у: + ... + уп) = 0. Теорема 
Штейнера доказана. 

Докажем, что если круг $, не сов- 
падает с кругом $. то Ё ($, > 
>Р ($.). — Перенумеруем точки 
А,, ..., Аш так, чтобы точки, . попав- 
шие в круг $ о, ио не попавшие в круг 
$., имели иомера от | до р, точки, 
попавшне в пересечение кругов $, 
н $,,— номера от р -- 1 до 9, а точ- 


*) См. книгу М. Б. Балка «Гео- 
метрические приложения понятия в цент. 
ре тяжести» (М., Физматгиз, 1959). 


ки, попавшие в $., ис не попавшие 
в $.,— номера от 4 -- 1 дог. Таким 
образом, в круге $. лежат точки 
А,, ..., Аз, а в круге $, — точки 
Ар+1» .... А;. Ясно, что величину 
Е ($) можно выразить через момент 
инерции / (0) точек Ау, ..., Аа отно- 
сительно точки О — центра круга 
$. а именно, 


Е ($) = (К*—| ОА, Р) +... + 

+ (К —| ОА. [) = 4—1 (0). 
Точка О, — центр круга $, — яв- 
ляется центром тяжести точек Д:, 


‚А, Поэтому по теареме Штей- 
нера 


1(0)= 1(0,)+ 9100,1 
то есть 


Е ($) = 9В*-— 1(0,)—9100, = 
= (*—| О.А Р+... + 
+ (В*—10, АР) —9100, 1. 
Сравним это выражение с 
Е (51) — (К*—| О, Ар, ) +... 
+ (К*—| О.А, [?). 
В выражении РЁ ($,) отсутствуют сла- 
гаемые 


В:— | О.А, |"),..., (К?—| О. Ар), 
но появились слагаемые 
К*—| О: Аць, [*),..., (К*— | О.А, Р). 


Поэтому 
Е (5:)—Р (5°) 3 

С О а ва 

— (К*—10, Ар |2) + 
+ (Ю*— ГО Ах Ё) + ... + 
+ (В*—1 0, А, 2) + 9100, [*. 

Заметим теперь — и это решающее 
обстоятельство,— что точки А,, 


... А› по построению лежат вне 
круга $1. Следовательно, величины 


Ю*—|О. А, |,..., К*— |0, А, |* от- 


рицательны. Напротив, точки Аз, ... 
... А; лежат внутри круга 5,; 


поэтому величины Е?—| О, Ад, |, 
В —|О,А, | Та- 


ким образом, 
Е (51) —Р ($0) = 


неотрицательны. 


9 | 00, 1 


то есть Ё (5,} >Ё ($.), если точки О, 
и О не совпадают. 

Точио так же доказывается, что 
Е (5+1) >Р (5,), если не совиа- 
дают точки О,., и О,. Используя 
этот факт, теперь несложно пока- 
зать, что, начиная с некоторого но- 
мера п, все круги 5, Зи» т, ... СОВ- 
падают. По построению точка О +, 
является центром тяжести точек, по- 
павших в круг $„. Если рассмотреть 
все подмножества множества точек 
А,, .... Ах и цеитры тяжести точек 
этих подмножеств, то точка Ош, 
будет одним из этих центров тяжести. 
Поскольку множество центров тяже- 
сти конечно, в последовательности 
центров 0, О,, О., ... должны встре- 


титься совпадающие, скажем, О; н 
О,. Однако мы доказали, что 

Е ($) =Р (5:4) <... & РУ, 
и так как $, = 5); 269, = Р (5), 
поэтому РЁ (51) == РЁ ($1+1) -= 
=Р (5). 

Вспомним теперь, что равенство 


Е ($:) =Р ($:.1} возможно лишь в 
том случае, если круги $; и $1. 
совпадают. Остается заметить, что 
если два последовательных круга сов- 
Падают, то с ними совпадают по по- 
строению все последующие круги. 
Таким образом, мы доказали, что 
движение круга $. — $, > $, - ... 
не может быть бесконечным, или, как 
говорят математики, доказали сходи- 
мость алгоритма «Форель». Попутно 
мы разобрали решение задачи, кото- 
рая предлагалась на последней Мос- 
ковской математической олимпиаде и 
в Задачиике «Кванта» (см. задачу 
№М505 в «Кванте», 1978, № 5). 


Две новые задачи 


В заключение сформулируем еще две 
задачи. Процедуры, которые описы- 
ваются в этих задачах, также приме- 
няются для классификации точек в 
многомерных пространствах. Как и 
раньше, ограничимся случаем пло- 
скости. 

Задача 4. Пиусть М точек 
А,, ..., Ах разбиты на [ (непустых) 
групп Су, ..., С. Пусть О. ..., 
центры тяжести каждой из этих 
групп. Построим новое разбиение то- 
чек А.,..., Ам по следующему прави- 
лу: каждую точку отнесем к 1-й груп- 
пе ((=1, если ближайшим к ней цен- 


‚ — 


7 


Рис. 4. 


тром тяжести является точка О; 
(если таких центров тяжести не- 
сколько, то выбирается тот из них, 
который имеет наименьший номер). 
Пусть после отбрасывания пустых 
групп (приведите пример, когда среди 
групп Су, ..., С, появляются пустые!) 
осталось р групп (р =< |). Перенуме- 
ровав их произвольным образом, полу- 
чим новое разбиение С1,..., б,. 

Найдя центры тяжести О\,..., О} 


точек этих групп и повторив ту 
же процедуру, построим разбиение 


0}...., (2 (4а=руи т. д. 


ито, начиная с некоторого шага, раз- 
биения совпадают. 

Для формулировки следующей за- 
дачи удобио ввести обозначение. 
Пусть на плоскости заданы точка А 
и произвольное подмножество С мно- 
жества точек А,,..., Ау. Положим 


Г(А, С) =| АА +... | АА, |? 
(сумма берется по точкам из С). 


Докажите, 


непустых групп Су, ..., С. Опишем 
правило построения нового разбиения 
С!, ..., (1 (р=1) точек Ау, ..., Ам не- 
сколько отличающееся от правила за- 
дачи 4. При этом новое разбиение 
будет отличаться от начального 
только тем, что одна из то- 
чек попадает в новую группу. А именно, 
отнесем точку А, к той группе С., 
Оля которой величина Г (Аз, С!) ми- 
нимальна (если таких групп не- 
сколько, то отнесем точку А; к той 
из них, которая имеет наименьший 
номер). Если при этом точка А, 
была единственной в своей группе 
и в результате ее переноса группа 
стала пустой, то отбросим эту груп- 
пу, а остальные группы перенумеруем 


произвольным образом. Получен- 
ное разбиение обозначим —С1,..., 0! 
р — 1 или р=1— 1). Повторим 


ту же процедуру для точек Аз, ..., Ах 
и затем — снова для А, для А. 
и т.д. Докажите, что, начиная 
с некоторого шага, все разбиения сов- 
падают. 

Преимущество алгоритмов, опи- 
санных в задачах 4 и 5, по сравнению 
с алгоритмом «Форель» состоит в том, 
что эти алгоритмы быстро сходятся 
(то есть построение окончательного 
разбиеиия требует меньшего времени 
работы вычислительной машины). Од- 
нако при неудачном выборе началь- 
ного разбиения эти алгоритмы могут 
привести к не’ очень естественному 


Задача 5. Пусть, как и в за- конечному разбиению на группы. 
даче 4, задано начальное разбиение Один из таких примеров приведен 
множества точек А,,..., Ах на { на рисунке 4. 

| ВМ] 1 АМ] 3. Докажите. что суч- 
Задачи ) ИЕ = и = ма 24 (>И 
ы . т п а) нечетных последо- 
наших читателеи СМ] вательных степеней числа 7 
= =: делится на 350; 
т АМВ 6) четных последователь - 
1. Число @ представили ных степеней числа 7 де- 
в внде а- пил, тупа. 185 | лится на 2450. 
Докажите, что тогда == И. Михалкович 
2 р с95 АНС ({Мниская обл.) 
Зтупу < ть + тои. + п. ТАН 1СН| 4. Обозначим через $ (п) 


В. Федюшкин 


(г. Щекино) 


2. Дани треугольник 
АВС. Н — точка пересече- 
ння его высот, М — точка 
пересечения медиан. Дока- 
жите. что 


а ^ ^^ 
с0о5 ВНС с0$3 АНВ 


{если все этн дроби опреде- 
лены). 


А. Ягибьянц 
(г. Ростов-на-Дону) 


число нулей. которыми окан- 
чивается число п', в через 


$(п) — сумму цифр числа 
п в пятеричиой системе счн- 
слення. Докажите, что 
п — $ (п) = 49 м). 
В. Стовба 


{г. Зеленоград) 


А. Левашов 


Опыты 
Франка и Герца 


Начало ХХ века занимает в историн 
Е исключительное положение. 

о был период пересмотра старых, 
устоявшикся представлений об уст- 
ройстве материального мира. В ряде 
случаев этот пересмотр требовал от- 


каза от законов классической ме- 
ханнкн и классической электроди- 
намики. 


В 1900 году Планк создает кван- 
товую теорию излучения. В 1905 году 
Эйнштейн формулирует принципы 
спецнальной теории относительности. 
В этот же период наука вплотную 
подошла к вопросу о физической прн- 
роде и внутреннем строении атома. 
В 1911 году публикуются результаты 
опытов Резерфорда, на основе кото- 


рых создается ядерная модель атома, 
противоречащая классической физи- 
ке. В 1913 году Бор формулирует 


квантовые постулаты, позволяющие 
объяснить резерфордовскую модель 
атома н характер атомных спектров, 
но противоречащие как классической 
механике, так н классической элек- 
тродинамнке. 

Каждое из этих открытий указы- 
вало иовые путн к познанию мате- 
рнального мира. Но ‘развитие новых 
представлений всегда опирается на 
прочный экспериментальный фунда- 
мент. Именно поэтому эксперимен- 
тальная проверка новых гипотез иг- 
рает в науке исключительно важную 
роль. 

Опыты немецких физиков Джейм- 
са Франка ин Густава Герца по суще- 
ству явились первым эксперименталь- 
ным подтверждением — постулатов 


Бора. 


Исторически эти опыты явились 
продолжением работ немецкого фн- 
зика Ленарда, который пытался экс- 
периментально определить энергию 
ионизации атомов задолго до возник- 


Рис. 1. 


новения  резерфордовской модели. 
В 1902 году Ленард поставил интерес- 
ный опыт. Главной частью его уста- 


новки была стеклянная трубка с 
тремя впаянными электродами — 
прообраз современного триода 


(рис. 1). Трубка наполиялась газом, 
энергию ионизации которого измеря- 
ли. Давление газа в трубке было 
около 0,01 мм рт. ст. Схема всей уста- 
новки приведена на рисунке 2. Меж- 
ду катодом К и сеткой С от батареи 
&, подается напряжение (/,, которое 
можно изменять с помощью потенцио- 
метра Ю,. Между сеткой и анодом А 
подается напряжение Ш, от батареи 
&.. Это напряжение можно варьиро- 
вать с помошью потенциометра К.. 

Идея опыта заключалась в сле- 
дующем. Вылетающие из катода элек- 
троны попадают в электрическое поле 
в пространстве катод — сетка и, 


ускоряясь этим полем, движутся к 
сетке. (Напряжение (, называют ус- 
коряющим.) Пройдя сетку, электроны 
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попадают в пространство сетка — 
анод. Здесь электрическое поле имеет 
противоположное направление, и 
электроны тормозятся этим полем. 
(Напряжение ., называют тормозя- 
щим.) Ясно, что в зависимости от 
соотношения величин И, и Ц, элек- 
троны либо попадают на анод (И, > 
>(И.), и тогда в анодной цепи по- 
является ток, регистрируемый галь- 
ванометром С, либо тормозятся по- 
лем сетка — анод (И, >Ц)) ив ко- 
нечном счете «улавливаются» сеткой 
и уходят в сеточную цепь. В опытах 
Ленарда тормозящее напряжение все- 
гда было больше ускоряющего, так 
что вылетевшие“из катода электроны 
не могли достичь анода. 

‘Приступая к определению энергии 
нонизации атомов, Ленард исходил: 
из следующих представлений о взан- 
модействии электронов с атомами. 
В пространстве катод — сетка элек- 
троны испытывают столкновения с 
атомамн газа. Эти столкновения мо- 
гут быть двух типов — упругие и 
неупругие. Прн упругих столкнове- 
ниях кинетическая энергия электро- 
нов практически не изменяется (из- 
меняется только направление скоро- 
сти электрона, а абсолютное значе- 
ние скорости остается неизменным, 
так как масса атома в тысячи раз 
больше массы электрона). Так что 
электроны, ускоряясь электрическим 
полем, движудся зигзагообразно к 
сетке. Около сетки энергия электро- 
на достигает максимального значе- 


ния, определяемого из условия 
ти? 
К = р] == её, 
(п — масса электрона, с — заряд 


электрона). 

По мере увеличения ускоряюще- 
го напряжения (,; энергия электрона 
растет. Ленард полагал, что, когда 
максимальная энергия электрона 
вблизи сетки равна или несколько 
превышает энергию ионизации атома 
газа, столкновение электрона с ато- 
мом становится неупругим. При этом 
электрон отдает практически всю 
свою энергию атому, и эта энергия 
идет на внутриатомные процессы — 
атом ионизуется. Возникают вторич- 
ные заряженные частицы — электро- 
ны и положительные ионы. Все элек- 


троны (и вторичные, и первичные — 
те. что вылетели из катода) в конце 
концов уходят в сеточную цепь. А по- 
ложительные ноны, попав в простран- 
ство сетка — анод, под действием 
электрического поля движутся, уско- 
ряясь к аноду. Поэтому в анод- 
ной цепи появляется ток, обусловлен- 
ный вторичными заряженными части- 
цами. 


Итак, появление тока в анодной 
цепи, как считал Ленард, должно 
указывать на начало ионизации. Энер- 
гня нонизации численно равна еС„, 
где („ — значение {/,, при котором 
возник анодный ток. 

Хотя в эксперименте действитель- 
но наблюдалось возникновение анод- 
ного тока при определенных значе- 
ниях ускоряющего потенциала, все 
же Ленарду не удалось получить на- 
дежных экспериментальных резуль- 
татов из-за технического несовершен- 
ства его установки. Важно отметить, 
что Ленард исходил из неверных 
представлений о взанмодействни элек- 
тронов с атомами, так как он Не мог 
еще знать о существованни дискрет- 
ных энергетических уровней у ато- 
ма. По этой причине опыт Ленарда 
не оставил заметного следа в физике, 
хотя он несомнеино интересен в исто- 
рическом отношении. Усовершенство- 
ванная методика Ленарда была ис- 
пользована впоследствин при поста- 
новке классических опытов Франка 
и Герца. 


Совместную работу Франк и Гери 
начали в 1911 году в Берлинском 
университете, В этот период они за- 
нимались изучением законов элек- 
трического тока в газах. Естественно, 
что для них представляла интерес 
величина энергии ионизации атомов. 
Для ее определения они сначала вос- 
пользовались методом  Ленарда, 
а позднее внесли в него существенные 
изменения. 

Прежде всего, была изменена кон- 
струкция лампы. Расстояние катод — 
сетка было сделано значительно боль- 
шим расстояния сетка — анод 
(рис. 3). 

Давление газа (илн пара), напол- 
няющего трубку, было увеличено до 
1 мм рт. ст. Поэтому электроны, 
вылетающие из катода, испытывали 


Рис. 3. 


в пространстве катод — сетка много- 
кратные столкновения с атомами газа 
(нли пара). Тормозящее напряжение 
Франк и Герц уменышили н сделали 
постоянным (оно выбиралось в пре- 
делах 0,5—2 В). Поэтому ток в анод- 
ной цепи появлялся, как только уско- 
ряющее напряжение {/, становилось 
больше тормозящего Ш.. 

Приступая к опытам, Франк и 
н Герц, как и Ленард, намеревались 
измерить энергию ионизации. Резуль- 
таты одного нзопытов с лампой, на- 
полненной парами ртути, приведены 
на рисунке 4. Красная кривая на этом 
графике показывает характер изме- 
нения тока в анодной цепи при из- 
мененин ускоряющего напряжения 
(значения тока указаны в условных 
едиинцах). Прежде всего обращает 
на себя внимание тот факт, что через 
равные промежутки напряжения (/ 
ток резко падает. Максимумы значе- 
ния тока соответствуют напряжениям 
4,9В, 2.-4,9В и 3-4,9В. 


Рис. 4. 


Полученные результаты Франк и 
Герц интерпретировали следующим 
образом. По мере увеличения уско- 
ряющего напряжения ток в анодной 
цепи возрастает (с того момента, 
когда (/, становится больше (,). 


Когда (С, становится равным (или 
немного болышим) 4,9 В и электрон 
«набирает» на своем пути к сетке 
энергию 4,9 эВ, столкновение элек- 
трона с атомом у сетки становится 
неупругим — атом нонизуется, 
а электрон, потерявший энергию, 
улавливается сеткой. В результате 
ток в анодной цепи резко падает. 


При дальнейшем увеличенин уско- 
ряющего напряжения происходит сле- 
дующее: электрон успевает набрать 
энергию 4,9 эВ, не доходя до сетки, 
так что сбласть неупругого столкно- 
вения его с атомом «сдвигается» бли- 
же к катоду. При этом электрон, 
потерявший при столкновении энер- 
гию, продолжает под действием элек- 
трического поля двигаться ускоренно 
к сетке. Если на этом пути электрон 
ускоряется электрическим полем до 
энергии, превышающей значение е{/., 
то он преодолевает тормозящее дей- 
ствие напряжения (/, и попадает на 
анод. На графике этому процессу 
соответствует область роста анодного 
тока после первого спада. Когда 
значение (И, становится таким, что 
электрон, потерявший энергню 
(4,9 эВ) в нервом неупругом столк- 
новении, успевает на пути к сетке 
вновь набрать энергию 4,9 эВ, столк- 
новение его с атомом вновь становится 
неупругим, н он уже не попадает 
на анод, а улавливается сеткой. 
Это — спад кривой на рисунке 4 
после второго максимума. Третий мак- 
симум указывает на то, что на пути 
катод — сетка электроны трижды пре- 
терпевают неупругие столкновения с 
атомами. 


Исходя из полученных данных, 
Франк и Герц заключили, что энер- 
гия нонизации ртути равна 4,9 эВ — 
той энергин, которую набирает элек- 
трон между двумя последовательными 
неупругимн столкновениями с атома- 
ми. Аналогичную кривую они полу- 
чили в опытах с лампой, наполненной 
гелием, и нашлн, что энергия кониза- 
ции гелия равна 19,8 эВ. 


#2 


Будучи уверенными в том, Что 
они действительно измерили энергню 
нонизации, Франк и Герц решили, 
тем не менее, поставить еще однн экс- 
перимент. Натолкнуло их на это 
решевие следующее обстоятельство. 
Было известно, что пары ртути силь- 
но поглощают излучение с длиной 


волны А — 2536 А. Этому излучению 
согласно теорни Планка соответствует 
энергия 


Е ву 2 (Дж) = 


> 1,6- 108 2 (ЭВ) == 4,84 эВ. 


Эта величина очень хорошо совпадает 
с полученным Франком и Герцем зна- 
чением энергии ионизации ртути — 
4,9 эВ. Случайно ли это совпадение? 
Именно это и решено было проверить: 
посмотреть, не появляется ли при 
напряжении (/, = 4,9 В излучение с 


длиной волны 2536 А. 

Эта длина волны лежит в ультра- 
фиолетовой области. Поэтому Франк 
и Герц сделали трубку из кварца, 
прозрачного для ультрафиолетового 
света (применявшаяся ими ранее 
трубка со стеклянным баллоном не 
годилась — стекло не пропускает 
ультрафиолетовый свет). Конструк- 
ция этой трубкн была намного про- 
ще предыдущей. В ней была только 
нить накала (катод) и сетка. Трубку 
они наполнили парами ртути. Ультра- 
фнолетовый спектрограф (спектраль- 
ный аппарат, чувствительный в 
ультрафиолетовой области спектра), 
направленный на трубку, должен был 
регистрировать нзлучение паров рту- 
тн, если это излучение будет вознн- 
кать. 

Результаты, полученные Франком 
и Герцем, оказались следующими. 
Пока напряжение {/ между катодом 
н сеткой было меньше 4,9 В, ток 
в сеточной цепи нарастал с ростом И 
и никакого излучения не было. Когда 
же это напряжение стало равным прн- 
близительно 4,9 В, ток в цепн резко 
упал и спектрограф обнаружил излу- 
чение с длиной волны ... 2536 А! 

На основании всех имеющихся 
результатов Франк и Герц пришли 
к такому выводу: в большинстве 


случаев энергия электронов прн не- 
упругих столкновениях с атомами 
расходуется на ионизацию атомов, 
а иногда — на излучение. 

Правильное объяснение результа- 
ты Франка и Герца получили лишь 
спустя четыре года, когда теория 
Бора стала завоевывать признание. 
По существу опыты Франка и Герца 
явились первым прямым эксперимен- 
тальным подтверждением этой теории, 
хотя сам Нильс Бор во время. поста- 
новки опытов не сознавал этого. 

Согласно первому постулату Бора 
атом может находиться только в ста- 
пионарных состояниях и его энергия 
в этих состояниях принимает опре- 
деленные дискретные значения. Имен- 
но это подтверждал в опытах Франка 
и Герца тот факт, что резкое падение 
анодного тока пронсходило при зна- 
чениях (,, кратных одной и той же 
величине 4,9 В: в неупругих столк- 
новениях, возникающих при этих зна- 
чениях {/,, атом ртути поглощает 
энергию сразу, единой порцией. Энер- 
гии, меньшей 4,9 эВ, он не погло- 
щает. Инымн словами, энергия атома 
меняется скачками: если в нормаль- 
ном состоянии (то есть в состоянии 
с минимальной энергией) энергня ато- 
ма ртути равна Е‹, то в первом воз- 
бужденном состоянии она равна Ё, := 
= В. -" 4,9 эВ. 

В опытах Франка и Герца полу- 
чил экспериментальное подтвержде- 
ние и второй постулат Бора, соглас- 
но которому при переходе атома из 
стационарного состояния с болышей 
энергией Е», в стационарное состоя- 
ние с меньшей энергией Е„, происхо- 
дит излучение фотона, энергия кото- 
рого Е -= Ву (у — частота излучения) 
определяется соотношением Е — й\ = 
Е» +1 ^^” Ен 

й 
(второй постулат Бора называют еще 
правилом частот). Опыты Франка и 
Герца с кварцевой лампой, напол- 
ненной ртутными парами, подтвер- 
дили справедливость этого постулата: 
при неупругом столкновении атома 
ртутн с электроном атом, поглотив 
энергию 4,9 эВ, переходит из нор- 
мального состояния Бу в а воз- 
бужденное (Е, -т 4,9 эВ). ратный 
переход в нормальное состояние про- 
исходит с излучением фотона с энер- 


- Ел+1 — Е»; Отсюда у — 


гней 4,9 эВ — появляется излучение 


с длиной волны 9536 А. 

Итак, в опытах Франка и Герца 
наблюдалась не ионизация атомов, 
а их возбуждение. То, что Фраик 
и Гери считали энергией нониза- 
ции, на самом деле является энерги- 
ей возбуждения первого возбужден- 
ного состояния. Измерить энергию 
более высоких возбужденных состоя- 
ний на той установке, на которой на- 
чинали свои эксперименты Франк и 
Герц, нельзя. Из-за частых столкно- 
вений с атомами электрон после оче- 
редного неупругого столкновения с 
атомом не успевал набрать энергию, 
большую 4,9 эВ,— он сталкивался не- 
упруго с другим атомом и отдавал 
ему свою энергию. Чтобы измерить 
энергию более высоких состояний, 
надо устранить это препятствие. 

В последствии Герц предложил 
несколько видоизмененный метод экс- 
перимента. В его установке про- 
странство, в котором электроны уско- 
рялись полем, и пространство, в ко- 
тором они испытывали соударения 
с атомами, были разделены. Поэтому 
электрон мог, не претерневая соуда- 
рений, набрать энергню, большую 
4,9 эВ. Оказалось, что при энергии 
электрона 9,8 эВ соударение его с 
атомом ртути становится неупругим. 
Получив энергию 9,8 эВ, атом ртути 
переходит во второе возбужденное 
состояние. Этот метод позволил опре- 
делять более высокие энергетические 
состояния атома. 

Опыты Франка и Герца явились 
экспериментальной основой для раз- 
вития теории строения атома. С раз- 
витием электронной и вакуумной тех- 


ннки экспериментальная методика 
опытов постоянно совершенствова- 
лась. 


В 1925 году Джеймс Франк и 
Густав Герц былн удостоены Нобелев- 
ской премин. 


Математический кружок 


У 
и 


С. Поздняков 


«Теория 
вероятностей» 
без теории 


Хотелось бы написать, что на этом заня- 
тни математического кружка будут ре- 
шаться задачи по теорин вероятностей. 
Но дело в том, что здесь как раз никакой 
теории не будет, не будет ин аксиом, 
ни формул, ни теорем — того, к чему мы 
прнвыкли в математике. Вместо этого вам 
придется пользоваться здравым 
смыслом и ннтунцней, то есть 
тем, из чего в ходе развития математикн и 
образовались точные математнческие по- 
нятия и аксиомы *). 


Задачи о надежности 


В технике у каждого устройства 
есть срок службы, посяе которого его 
заменяют или отправляют в капи- 
тальный ремонт. Однако устройство 
может выйтн из строя и раньше. 

Для измерения указанного свой- 
ства вводят понятие надежности. На- 
пример, если мы говорим, что на- 
дежиность данной марки транзи- 
стора 99%, то это означает, что в 
среднем один транзистор из ста пор- 
тнтся раныше времени или что у каж- 
лого транзистора есть один шанс из 
ста в течение этого срока вдруг взять 
н сломаться. 

То же самое математики любят 
выражать по-другому. Например, в 
указанной ситуацни они говорят. что 
вероятность выхода транзи- 
стора нз строя равна №10. 


*“} Желающим познакомиться с мате- 
матическимн осиовами теорин вероятно- 
стей рекомендуем прочитать сгатью А. Кол- 
могорова м статью Б. Гиеденко п И. Жур- 
бенко в журиале «Могематика в школе», 
1968, №№ 2--3. 
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Задание |1. Какая из двух 
электросхем, изображенных на рисун- 
ке [. надежнее, если надежность дио- 
да 0,7 (т.е. 70%), надежность кон- 
денсатора 0,8 , надежность резисто- 
ра 0,9? 

Вспомним 
«испорченный 


теперь детскую игру 
телефон», в которой 
по цепочке играющих на пределе 
слышимости передается слово или 
предложение и последний должен уга- 
дать, что сказал первый. Оказывает- 
ся, и в этой ситуации можно говорить 
о надежности (игры или участников). 
Для этого полезно перейти с языка 
игр на язык схем. 

Задание 2. Нарисуйте элек- 
трическую схему, соответствующую 
игре «испорченный телефон» с пятью 
участниками. Объясните в терминах 
этой игры утверждения: 

«Чем больше в схеме элементов, 
тем меньше ее надежность», 

«Надежность схемы меныие на- 
дежности ее самого мемедежного эле- 
мента». 


ен 


Рис. 1, 


Чтобы увеличить надежность ма- 
шины, состоящей из разных уст- 
ройств, применяют — параллельно 
включенные дублирующие устройст- 
ва. Тогда машина выйдет из строя 
только в том случае, если сломаются 
оба дублирующих друг друга устрой- 
ства. Дублируются и средства связи. 
Рассмотрим такой пример: много- 
жильный провод скручен из пяти 
проводков, надежность которых на 
обрыв 90%. Какова надежность про- 
вода? Вероятность того, что проводок 
оборвется, равна 10%, т. е. 0,1. Про- 
вод же порвется только, если пор- 
вутся все пять проводков; если они 
рвутся, не влияя друг на друга, 
вероятность этого события равна 


0, хо, х 0,1 х 0,1 Хх 0,1 — 
— 0,00001. 


Значит, надежность провода 0,99999, 


или, в процентах, 99,999%. Здесь 
надежность «схемы» много больше, 
чем надежность ее элементов. 

Задание 3. Вычислить на- 
дежности самолетов с двумя и четырь- 
мя моторами при условии, что само- 
лет может лететь на одном моторе 
и надежность каждого мотора равна 
а) 0,5, 6) 0,8, в) 0,98. 


Задачи о случайном блужданни в ла- 
биринтах 


Как известно, чтобы предотвра- 
тить расхищение сокровищ из пира- 
мид, египтяне создавали в них лабн- 
ринты; двигаясь по ‘ним случайно, 
похитнтели зачастую гибли в ямах- 
ловушках. 

В последующих задачах речь пой- 


дет о таких лабиринтах; мы будем. 


считать, что путник идет по лаби- 
ринту случайно, то есть, встречая 
развнлку, выбирает любой путь на- 
угад с равной вероятностью (если 
два путн — то с вероятностью 1/2, 
три — 1/3). 

Задание 4. Чему равна ве- 
роятность того, что кладоискатель 
найдет клад (рис. 2), и вероятность 
того, что он погибнет? 

Заданне 5. Чему равны эти 
вероятности для лабиринта из ри- 
сунка 3 при условии, что кладоиска- 
тель может бродить случайно сколь 
угодно долго и делать петли? 

Для решения этих задач полезно 
нарисовать граф лабиринта. Каждый 
перекресток обозначим точкой, а ко- 
ридор отрезком. Например, лабиринт, 
изображенный на рисунке 2, изобра- 
зится графом, показанным на рисун- 
ке 4. 

Эти задання предлагались на за- 
нятиях математического кружка в 
ГТУ № 24 Ленинграда. 


Задачи 
наших читателей 


1. Докажите, что если а 

н 6 — натуральные — чис- 

ла, то @6(а4—64) делится 
на 5. 

О. Селевко 

(г. Ярославль) 


2. Докажите, что урав- 
неине 7^--10У==13? не -име- 
ет решеннй в натуральных 
числах. 

С. Майзус 
(г. Запорожье) 

3. Решите уравнения 
а} абс—абс(а-- 1.0): 
6) абс абс аб-т е-са; 
в) абс=а! тЫ с!. 

3. Туркевич 
(г. Черновцы) 


4. Докажите, что число 


Ро оо. 0“ 


—— —— 
п нулей п нулей 


00-01 


—— 


‚аа 
л нулей пл нулей 


— целое н найдите его. 


Ю. Бишлыков 
(г. Белово Кемеровской обл.. 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момен- 
та основания журнала. Пу- 
бликуемые в нем задачи не 
стандартны, но для их ре- 
шения не требуется знаний, 
выхолящих за рамки ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Наиболее трудные за- 
дачи отмечены звездочкой. 
После формулировки зада- 
чи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все эти задачи 
публикуются впервые. Ре- 
шения задач нз этого но- 
мера можио отправлять не 
позднее 15 сентября 1979 го- 
да по адресу: 113035, Моск- 
ва, М-35, Б. Ордынка 21/16, 
редакция журнала « Квант» . 
В графе «Кому» напиши- 
те: «Задачник «Кванта» 
№ 6—79» ин номера задач, 
решения которых вы посы- 
лаете, например «М566, 
№567» или «Ф578» . Реше- 
ния задач из разных номе- 
ров журнала нли по разным 
предметам (математике и 
физнке) присылайте в раз- 
ных конвертах. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашим адресом 
(в этом конверте вы полу- 
чите результаты проверки 
решений). 

Условие каждой орнгиналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для публикации (или цик- 
ла задач}, присылайте п 
отдельном конверте и двух 
экземплярах вместе с ва- 
шими решениями этих за- 
вач {на конверте пометьте: 
«Задачник <«Кваита», но- 
вая задача по физике» или 
«...новая задача по мате- 
матике» }. 

В этом номере задачник по 
математике составлен из за- 
дач, предлагавшихся на ХИ 
Всесоюзной олимпиаде 
школьняков. Числа в скоб- 
ках обозначают класс, вко- 
тором предазгалась задача. 


задачник 
коанта 


Задачи 
М566—М570; $578—Ф582 


М566. Какое наименьшее значение может иметь 
отношение площадей двух равнобедренных пря- 
моугольных треугольников, три вершины одного 
из которых лежат соответственно на трех сторо- 
нах другого? (8, 9) 

В. Батырев 


№\567. Натуральные числа р и 4 взаимно просты. 
Отрезок [О: 1] разбит на р-+4 одинаковых от- 
резков. Докажите, что в каждом из этих отрезков, 
кроме двух крайних, лежит ровно одно из р-+ 9—2 
чисел 

р! 
ы р 


Ея _2_ 
р'Р Ч 


.`° 7, (9) 


Н. Васильев 


м 
Ю $ ’ 


№М568 *. Диагонали выпуклого четырехугольника 
АСВД перескаются в точке О. Докажите, что 
а) если раднусы окружностей, винсанных в тре- 
уголытики АОВ, ВОС, СОД и ДОА, равны между 
собой, то АВСД — ромб; (10) 

6) если радиусы окружностей, вписанных в тре- 
угольники АВС, ВСД, СДА и ДАВ, равны меж- 
лу собой, то АВСД — прямоугольник. 


А. Егоров 


М569. В тетради написано несколько чисел. 
К этим чиелам разрешается приписать число, 
равное среднему арифметическому двух или не- 
скольких из них, если оно отлично от всех уже на- 
инсанных чисел. Докажите, что, начав с лвух чн- 
сел Он 1, с помощью описанных операций можно 
ПОЛУЧИТЬ: 

а) число 5: 

6)* любое рациональное число между 0 и 1. 


(9. 10) 
М. Серов 


М570 *. Залан набор квадратов, сумма площадей 
которых равна 4. Докажите, что квадратами это- 
го набора всегда можно покрыть квадрат площа- 
ди 1. (8) 


А. Вайнтроб, Г. Гальперин 


$578. Концы А и В стержня АВ скользят но сто- 
ронам прямого угла {рис. 1). Как зависит от уг- 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


Задано 
множество Ку. К нему д0- 
бавляются все точки, ко- 
торые можно получить сим- 
метричным отражением од- 
ной точки этого множества 
относительно другой. По- 


М5 15. конечное 


множество обо- 


лучекное 
Аналогич- 


значается Ку. 
но из множества К, полу- 
чается Ка, из Ка— мно- 
жество Кз ит. 09. 

а) Пусть множество Кь 
состоит из двух точек А 
и В на расстоянии 1. При 
каком наименьшем п в мно- 
жестве Крт найдется точ- 
ка, находящаяся на рас- 
стоянии 10000 от точки 
А? 


2 Квант №6 


ла а, образуемого стержнем с одной из сторон 

этого угла, ускорение середины стержня (точ- 

ки С), если конец В стержня движется © постоян- 
> 


ной скоростью и? 


Ф579. В схеме, показанной на рисунке 2, К, = 
—=10 Ом, АЮ.-=20 Ом, КЮ.=15 Ом, напряжение в 
сети переменного тока И=10 В. Определить мощ- 
ность, которая выделяется на резисторах с сопро- 
тивлениями Ю и Ю.. 

Г. Коткин 


$580. В схеме. показанной на рисунке 3. ЭДС 
батареи &, ее внутреннее сопротивление г, сопро- 
тивление резистора Ю. При замыкании ключа К, 
стрелка гальванометра С отклоняется на угол а. 
На какой угол отклонится стрелка гальванометра, 
если при замкнутом ключе К, замкнуть ключ К»? 
Отклонение стрелки пропорционально заряду, про- 
шедшему через гальванометр. 


Ф581. Перед зеркалом стонт человек, закрыв 
однн глаз. Изображенне закрытого глаза в зеркале 
он закрывает, наклеивая на зеркало кусочек бу- 
маги. Что увидит человек, если он откроет закры- 
тый глаз и закроет открытый? 


$582. Тело плавает в воде так, что */, его объема 

погружены в воду. Какая часть объема тела будет 

находиться под водой, если сосуд с водой пере. 
ы 


мещать с ускорением а в вертикальном направле- 
нии? 


Решения задач 
М515; Ф527—Ф529 
В этой задаче мы изучаем такую операцию над произволь- 
ной фигурой (множеством точек) $; 
№ (Ф) == 0 $м (Ф) {1) 
МЕФ 


— рассматриваются симметричные образы фигуры Ф 
относительно различных точек МЕ Фи берется их объе- 
Дннение (по всем точкам М). Очевидно. всегда У(Ф)Ф 
и 


если ФСФ’, то (ФСФ). (2} 
Выяспение поставленных в условни конкретных вопро- 
сов для последовательностей вида 


Ф, №(Ф}. УФ} 9 (МФ). .... ИФ) = (КФ), 
полученных миогократиым применеинем операции \ к 
некоторым конечиым  множествам Ф, мы включим в 
небольшое исследование, в ходе которого мы, по су- 
ществу, научимся отыскивать выпуклую оболочку фигуры 
У1(Ф) — нанменьшее выпуклое множество, содержащее 
Ш!” (Ф}. — для произвольной фигуры Ф, и отметим ряд 
любопытных свойств операцин \№. 


#7 


6) Ииеть Ко состоит 
из трех вершин  правиль- 
ного треугольника площа- 
ди 1. Найдите площадь 
наименыиего выпуклого мно- 
гоугольника. — содержащего 
множество Ки (п= 1,2. ...). 

В следую щих трех пунк- 


тах Ко — множество че- 
тырех вершин правильного 
тетраздра объема 1. 


в) Рассмотрим наи- 
меньший выпуклый много- 
гранник, содержащий все 
точки множества Ка. Сколь- 
ко и каких граней и зтого 
многогранника? 

г) Чень ровен объем 
этого многогранника? 

9) Найдите объем 
наименьшего выпуклого мно- 


гограннико. содержащего 
множество Ки (п-2, 3....). 
АВ 
———“„—_—_ 
А, В, 
Аз В 
Рис. 1. 
я в 
Е т и 
А; В 


Аг 
— ее Фе 


Рис. 2. 


-—_@ 


п 3" 
1 3 
2 9 
3 р! 
4 В 
5 243 
6 $29 
7 2137 
8 Б 561 
9 19 683 
Рис. 3. 
№’ 
\ 
х_ Ч 
к 
и! 
а № 
Рис. 4. 


==3"Й, 


Прежде чем читать решение дальше, нарисуйте фи- 
гуры #(Ф) н 17(Ф)}, еслн Ф — лара точек; отрезок; прямо- 
угольник; четыре вершины прямоугольника; три верши- 
ны треугольника. А каково №(Ф), если Ф — куб? восемь 
вершин куба? 

Начнем с «одиомерного» случая. когда фигура Ф ле- 
жит на прямой. Этот случай нужен для решения задачи 
а), но, как мы увидим. он пригодится и п более трудных 
задачах. 

Лусть сначала наша фигура — это отрезок П-[АВ] 
йлнны 4 с серединой в точке О. Тогда Ф(П) =[А,В,| — от- 
резок длины 34 с серединой в той же точке О. Отсюда 
сразу следует. что Ф?(П) = [А,В,]. где | АВ. | = 94, и во- 
обще Ф" (Й) — А»Вл). где | АлВ» | = 374. причем все от- 
резки [А„В,„| имеют середину в той же точке О (рис. 1. 

Будем в дальнейшем образ фигуры Ф. имеющей центр 
симметрии О, при гомотетин с коэффициентом Ё н центром 
О обозначать через Ф. Мы выясинли. что если П — от- 
резок, то \№(П)--ЗП и вообще 


(Пу 3” П. (3) 


Забегая вперед. заметим, что это верно для любой цент- 
рально-симметричной выпуклой фигуры П. Но прежде 
закоичим с одпомерпым случаем — ответим на вопрос а}. 

а) Лусть Ко--(А, В}. | АВ] 1. Ссгласно 42). где 
Ф А. В!, П.Ф’ ЦАВ|, 


К» вы" (К) СФ" (Й) (3) 


При эточ ясно, что К» содержит все точки отрезка [А.В |== 
находящиеся на целочисленном расстоянии от 
точки А, причем крайние точки {А’, Вп} = 3" {А. В} нахо- 
дятся от А иа расстояниях (31 — |). 2 п (37-Е П.2 рис. 2). 
Поскольку эти числа (рис. 3) больше 10 000 прил > Ш. 
ответ на вопрос а): = 10. 

В решенин илоских и простраистненных задач про 
операцию \ очечь полезно такое ее свойство: если Ф; — 
проекция фигуры Ф на прямую 1, то 


#2) (ИФ: (5) 


{проекция №(Ф) на прямую { совпадает с результатом при- 
менения \ и проекции Ф;) *). Это сразу следует из оп- 
ределения № п Того факта, что при проекции точки. сим- 
метричные отиосительно точки и. нпогадают и точки. 
енмметричные относительно ее проекции М; ‹рис. 4). 

Отсюда вытекает, что если Й — полоса, а 3*П — ее 
образ при гомотетни г коэффициентом 3” отиосительно 
центра симметрин (какой-либо точки на средней прямой), 
то выполнено ссотиошение (3). Это верно и для «простран- 
ствеиной полосы» П — множества точек, заключенных 
между двумя плоскостями. ы 

Из (2), (3). (5} н решення задачн а} следует также, что 
если мы заключаем фигуру Ф в опорную полосу П какого- 
либо направления — такую полосу ПФ. края которой 
содержат все тозки из Ф, — то полоса 3" ПИ" (Ф) будет 
опорной для "($ (рис. 5}. Это соображение, обобщающее 
(4), позволяет найти выпуклую оболочку \(Ф} для лю- 
бой фигуры Ф. 

Разберем конкретные примеры. 

6) Пусть К, {А, 8, С} — вершнны правильного 
треугольника, К» = М7 (Ко), п-- 1,2, ...(рис. 6% Дока- 
жем, что для любого л >> | выпуклая оболочка множест- 
ва Ки получается так: нужно взять  коицы отрезкон 
ЗЧ в}, З1ВС] и 3{АС} п построить выпуклый шести- 
угольник Ша с вершинамн @ этих точках. 


3"П. 


*’ Проскинсй пространственной фигуры Ф на прямую / на- 
зывается множество точек Ме таких, что плоскость, прохо- 
дящая через точку М и перпенликулярная к Г, пересекается 
е Ф. 


А 


В самом деле, эти шесть точек — не что иное, как 
«крайние точки» множеств Ш”"([А, В))., \”"(!В, С!) вн 
№” (!С. А}), о которых мы говорили в задаче а). Посколь- 
ку (А, В!. !В. С] п {С, А! — подмножества множества 
А, В, С}, согласно (2) вершнны шестнугольника Ш/и при- 
надлежат К„. Следовательно, весь шестиугольник Ши 
содержится в выпуклой оболочке множества Ки. 

С другой стороны, рассмотрев три опорные иолосы 
П. Пз. Пз. дающие в пересечении \ЗАВС, получны 


К.С 3" П, 3" П.С}37П, = Ш. (6) 


Значит. выпуклая оболочка множества К„ совпадает с 
п- 

Найдем площадь шестнугольника 1/1] „, считая площадь 
ВАВС равной 1. 

Шестнугольник ЦШ/„ — объединение шестн треуголь- 
инков, из которых три подобны треугольннку АВС к 
коэффициентом (3"—1);2, а другие три — с коэффицие нтом 
{37-Е 1).2. причем последние тря треугольника перссекз- 
ются по треугольцику АВС {рис. 6). Поэтому площадь 
шестнугольника Ш» равна 


37—12 37-Е? 32741 | 
3(—2 ) +3 5 } —2- 5 

в)—д). Лусть К={А, В. С, 0}, где АВСВ — пра- 
вильный тетраэдр, №” (Ко) = К, {п =1.2. ‚..). Докажем, 
что для любого л 21 выпуклая оболочка множества К» 
получается так: нужно взять концы всех шести отрезков 
З'Р. где Р — произвольное ребро тетраэдра АВСО, н 
построить выпуклый миногогранник Д» с вершинамн в 
этих 12 точках. Формальное доказательство этого факта 
п точности повторяет рассуждения пункта 6). Чтобы ра- 
зобраться, какую форму имеет многограиник Ди, начнем 
со случая л=1. 

Как это часто бывает в задачах про правильный тет. 
раэдр. удобно построить куб Ё, у которого точки И, В, С 
н О — четыре несмежные вершины. Тогда 12 точек мно- 
жества К, (кроме самих точек Ко=(А, В, С, О} лежат на 
ребрах гомотетичного куба ЗЁ. прнчем каждая из 12 то- 


.чек делит свое ребро в отношенин 1:2, считая от вершин 


А:, Ву, С,, В, куба ЗЁ, гомотетичных вершииам А, В, С. Р 
куба [.. Ясно, что многогранннк Д; получается из куба ЗЬ 
отрезаннем от каждой вершнны куба «уголка»-пирамиды 
плоскостью, проходящей через три точки, отмеченные на 
пебрах. выходящих из этой вершины (рис. 7). Лусть 
длниа ребра тетраэдра АВСР равиа а (то есть длина ребра 
куба [ — а/У?2). Полученный многогранинк Д, будет 
иметь такие 14 граней: 6 прямоугольннков ах 2а (на гра- 
нях куба 31) н 8 правильных треугольинков (основайий 
«пирамндок»): четыре — со стороной длины а н четыре — 
со стороной длины 2а. 

Найдем объем многогранннка Д,. счнтая объем тетра- 
эдра АВСР равным 1. Заметим. что плоскость, проходя- 
щая через три несмежные вершивы куба, отрезает от 
него пирамиду. объем которой составляет !, объема куба. 
Таким образом, объем тетраэдра АВСО составляет # з обЪ- 
ема куба Д. то есть объем куба Ё равен 3, объем куба ЗЁЬ 


равен 81, объем отрезаемых пирамидок — 4 +8 -4==18; 


поэтому объем Д, равеи 63. 

Многограниик Д, для любого п>1[ имеет точно 
такое же строение, как Д,. но другне размеры граней °®); 
его 12 вершнн лежат на ребрах кубз 3"Ё и делят вх {счи- 
тая от вершнн, гомотетичных А, В, Сир) в отношении 
(3"—1): (3”-Е |. Эти вершины, очевидно, принадлежат Ал. 


*, Ца 2-й странице обложки «Кванта» № 7 за 1978 г. бы- 
„иг изображены многограиинки Д: п Д». 
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Доказательство того, что К„СДь, аналогично (6): сущест - 
вует семь пространственных полос П:, края’каждой 
из которых содержат четыре точки Ко (три из этих полос 
дают в пересечении куб Г, а остальные четыре дают в пере- 


7 
сеченин тетраэдр АВСО). н Г] 3“"П,=Д». Объем много- 
{=1 


гранника Дл находится так же, как объем миогогрании- 
ка Д, — он равен 


37—13 1 ЗИ 1 
я ЕЯ =-+(“) ">= 
5.337 — 3+1 
ЕО 


Таким образом, при большом п миогогранник №"(Ф) 
по форме приближается к полуправильному 
многограинику кубооктаздру — выпуклой оболочке две- 
надцати середин ребер куба (чтобы придать этим словам 
точный смысл, удобио ввестн «нормнрующий миожитель» 


Зя н говорить о предельном поведении многогранннка, го- 


мотетичного \”(Ф) с коэффициентом =, см. ниже 
пункт 4). 

Заметим, что, как и в задаче 6), в пространственной 
задаче ие существеино, что тетраэдр АВСО — правиль- 
ный; это удобно лишь тем, что все фнгуры получатся сим- 
метричными (в общем случае вместо куба мы имели бы 
параллелепнпед и т. д.). 

Перечислнм в заключение еще несколько  общнх 
свойств «операции \» (о некоторых нз них нам сообщили 
в письмах по поводу решения задачи №515). 

1. В задаче 6) Ш» = №”"(Д АВС), в следующих пуик- 
тах Дл = \”7 (тетраздр АВСО). Вообще, если обозначить 
выпуклую оболочку фигуры Ф через ($), то 9((Ф))= 
= (5 ($)). В частности, если фигура Ф — выпуклая, то 
У(Ф) — тоже. Это можно доказать, используя такое 
определенне операцин Ф иа языке векторов: 

#(Ф)={ М”: ОМ" =20мМ—0М; м, МЕ $} 
(здесь О — любая фиксированная точка}. 

Будем далее считать Ф выпуклой фигурой. 

2. Если Ф — центрально-симметричная фигура с цент- 
ром О, то -М($Ф)=3ЗФ н вообще №"(Ф)=3"Ф. 

3. Для любого Ф фигуру Ш"(Ф) можно получить как 
пересечение полос 3"И, где П — всевозможные опорные 
полосы для Ф (различных направленнй); прн этом если 
Ф — многоугольник на плоскости, то можно ограничить- 
ся рассмотрением полос П, края которых содержат по 
крайней мере три (для многограиника Ф — четыре} его 
вершины. Г 

4. При п-ьоо существует предел 5®(Ф) фигуры, гомо- 
тетичной \№"(Ф) г коэффициеитом 3" п некоторым цент- 
ром О (надо еще определить, что значит расстоянне между 
фигурами! См. по этому поводу книгу Д. О. Шклярского, 
Н. Н. Ченцова н И. М. Яглома «Геометрические оценки 
н задачи из комбинаторной геометрии» (М.. «Наука», 
1974), с. 14—17). Эту предельную фнгуру можно получить 
как пересечение всех опорных полос фигуры Ф, сдвину- 
тых параллельно так, чтобы точка О была них общим 


—* 
цеитром симметрин, или — как множество — ( М® : ОМ* = 


—® 

—=0М—0м')/2; М, М'6Ф)}. Фигура $5*(Ф) центрально- 
снмметрична н выпукла. Ее называют иногда симметри- 
зацией Минковского фигуры Ф. О ее свойствах см. задачу 
57 в книге В. Г. Болтянского и И. М. Яглома «Выпуклые 
фнгуры» (М., ГТТИ, 1951). 


Н. Васильев 


$527. В схеме, показанной 
на рисунке 8. ЭДС батареи 
&-=100 В, ее внутреннее 
сопротивление г=—= 00 Ом, 
емкость конденсатора С= 
=200 мкФ и сопротивление 
нагревателя Ю= Ом. 
Ключ К переключается меж- 
Эду контактами а м бс 
частотой }—10 раз в секун- 
ди. При подключении его 
к клемме @ конденсатор 
успевает полностью заря- 
диться, п при подключении 
к клемме б — полностью 
разрядиться. Чему равен 
коэффициент полезного дей- 
ствия схемы? Во сколько 
раз он выше. чем при непо- 
средственяом подключении 
нагревателя к батарее? Ка- 
кая мощность выделяется 
на сопротивлении ЕЮ? 


Рис. 8. 


$528. На рисунке 9 приве- 
дена зависимость тока через 
автомобильную лампочку от 
напряжения на ней. Лам- 
почку подключают`к источ- 


При подключении конденсатора к батарее он заряжается 
до напряжения (--®, получая заряд 4—СИ=С®. Энер- 


гия конденсатора становится равной при этом Ш = — С&?3. 


Батарея же совершает работу А--&4::С&?. Следователь- 
но, количество тепла @, выделяющееся при этом в цепи, 


равно А— \" = = С&?. Батарея соединена с нагревателем 


последовательно, и в любой момент времени по иим течет 
одни и тот же ток. Следовательно, тепло распределяется 
между ннмн пропорцнонально нх сопротивленням, то есть 
на нагревателе АК выделяется телло 
9. (АУ Ю с? В 
ей | Ю |! ° 
Прн замыканни конденсатора на нагреватель (ключ 
К в положенни 6) конденсатор полностью разряжается 
и его энергия \’ переходит в тепло. выделяющееся на на- 
гревателе: 
$2 
Е 
ы в 


Итак, за одни полный цнкл на нагревателе А выделя- 
ется теило 


С&? Ю С&? С&? {24 
О. 9, - О. -. 2 Ю : г 28 р ся 2 ( а. 
КПД цели равен 
С&? 2Ю + г 
__ 2 К, 2+. Б 
О 6 Рот. 


При непосредствениом подключении нагревателя к ба- 
тарее КПД цепн равем 
Ю 1 
в, = - 


Такнм образом, И. 6. 

Найдем мощность Р, выделяющуюся на нагревателе. 
За | секунду пронсходит п-}!2 полных циклов переклю- 
чения ключа К. Следовательно, 


} С&? ( 2 г 


=; 5.5 Вт. 


Примечанне. В условин задачи предлагается счи- 
тать. что конденсатор успевает полностью перезарядиться 
за время = ИГ=0,1 секунды. Проверим, насколько спра- 
ведливо это предположение. 

Когда конденсатор подключается к батарее, появляю- 
шийся ток равен /--8:(Ю гг). За время т, за которое 
конденсатор заряжается до напряжения {(/- &, через ба- 
тарею ироходит полный заряд 4-- С®. Следовательно, при 
токе /:=&/(А-Ег) конденсатор заряжается за время т= 
=9/1=--С#(В--г)/&--С (В+ п: 2.2. 10-1с. В  действитель- 
ностн же по мере увеличения напряжения на конденсато- 
ре ток будет уменьшаться, п конденсатор до напряження 
{/--@® ие заряднтся никогда. Однако, поскольку #фт, 
приближенно можно считать, что кондеисатор успевает 
полностью зарядиться. 


ноя № 


А. Зильберман 
Ф* 


Мощность Р. выделяющаяся на лампочке, равна (л/, 
где Ил — напряжение на лампочке. / — ток в цепи. Воз- 
можные соотношения между (л н / определяются вольт. 
амперной характеристикой лампочки (рис. 9). С другой 
стороны, напряженне на лампочке определяется соотно- 
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нику постоянного напряже- 
ния (-=8В — последова- 
тельно с резистором с с0- 
противлением = Ом. Оп- 
ределить мощность лампоч- 
ки. 


2 9„.В 


$529. Используя фотогра- 
фию. сделанную дая реклам- 
ного плаката (рис. 10). оп- 
ределите: Г) фокусное рас- 
стояние объектива фотоап- 
парата; 2) на каком рас- 
стоянии от ладоней рук 
располагался объектив при 
фотографировании]; 0) раз- 
мер рыбы. пойманной рыба- 
ком; 4) диаметр объектива 
(предполагая, что размытие 
деталей изображения на фо- 
тографии не превосходит 
0.2 мм). Объектив фотоап- 
парата рассматривать как 
тонкую линзу. 


Рыс. 10. 
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шением 
ИИ № 

где Ир— напряжение“на резисторе. Сяедовательно. при 
данном значении сопротивления Ю Ил н # определяются 
точкой пересечения прямой /И—!Ю= 10—41 (ее называют 
нагрузочной прямой} с вольтамперной характеристикой 
ламнпочкн. Проведя иа графике нагрузочную прямую, иай- 
дем значения Или Г. соответствующие точке А: 


И л25,5 В. 1=1,2 А. 


Следовательно, мощиость. 


равна 


выделяющаяся на лампочке, 


Р (И: 2-6,6 Вт. 
Н. Слободецкий 


Ф 


На фотографии сильно нскажена перспектива. Различные 
детали объекта (лицо рыбака, ладони рук мт. д.} сфото- 
графированы к различиым увеличением. 

Увеличеннем прииято называть отношение размеров 
изображения и предмета, равиое отношеиню расстояний 
от линзы до плоскости изображения (то есть до фотоплен- 
ки) п от иредмета до линзы. В нашем случае увеличение 
всех деталей меньше единнцы. Заметная разница в увели- 
чении лнца и рук могла получиться лишь. при фотографн- 
ровании с близкого расстояния. 

Примем для оценок, что размер лнца. рыбака 120 см, 
ширина ладоней его рук 15210 см. а расстояние от лида 
до ладоней вытянутых вперед рук 4-50 см. Обозначим 
расстояние от ладоней рук до объектива через х. п рас- 
стояние от объектива до фотопленкн через и. На фотогра- 
фин размер лниа А,-=1!.5 см, ширина ладоней Й,-=1,5 см. 
Увеличения Гу и Г» этих деталей выражаются отношениями 


В у Аа [1 
Е т 
откуда 
ь ай. 
Х = в, у. и = В. мес В. р 


Из этих выражений после подстановки числовых значений 
найдем 


Х2.50 см. у--7.5 см. 


Рис. 


> 


Поскольку на фотографии расстоянне между ладоиямн 
#—8 см. мы можем заключить, что размер пойманной 
рыбаком рыбы 


в вЬ 
= та = т, 33 см. 


Для определения фокусного расстояния Ё объектива н его 
днаметра О необходнмо принять во внимание, что фотогра- 
фируемый объект в иашем случае имеет значительный раз- 
мер вдоль оптической оси (глубину). Ближияя точка (ла- 
донн) иаходится на расстоянни около 50 см от объектива, 
а дальняя точка (лнцо)— ма расстоянин около 100 см. 
Ясно, что объектив не может дать одновременно четкие 
изображения обенх этих точек (и всех промежуточных) 
на фотопленке, которая расположена на расстоянни у 
—=7,5 см за объективом. Ход лучей от дальней (А) н ближ- 
ней (В) точек объекта поясняет рисунок 11. На фотоплен- 
ке четко изображается лишь некоторая промежуточная 
точка С, лежащая где-то между ближней н дальней точ- 
камн. Четкие нзображения точек А и В лежат соответст- 
венно перед и за фотопленкой, а на пленке нх изображс- 
иня получаются в виде пятен размером А, не превышаю- 
щим по условию задачи 0.2 мм. Прнияв для оценок, что 
точка фокуснровки С расположена иа расстояини х-- (2 
—75 см перед объективом, запишем. используя формулу 
линзы, 


\ 1 1 
х1-а/2 г 


Отсюда после подстановки числовых значеннй находнм: 
Ел6,8 см. Как видно из рнсунка 1, для того чтобы при 
значительной глубнне объекта резкость изображения всех 
деталей была достаточно высокой, объектнв фотоаппара- 
та должен быть сильно заднафрагмирован, то есть диаметр 
р открытой частн объектнва должен быть достаточно мал. 
Определяя по формуле лиизы положенне изображення 
В; ближней точкн В — 
| 1 | 

СЕ 


— и составляя очевндпую пропорцию 
р А 


4 -&—9 


найдем после подстановкн числовых значений: 4,=7.9 см: 
Р-=4 мм. (Разумеется, для оценки диаметра объектива 
можио было бы использовать положение изображения 
дальней точки А.) 
Итак. проведенные намн оценки дают: 
1} фокусное расстояние объектива фотоаппарата Ё-> 
256.8 см; 2) прн фотографировании объектив располагал- 
ся на расстояний х-50 см от ладоней; 3) рыбаку удалось 
поймать рыбу размером около 53 см; 4) объектив фото- 
аппарата был задиафрагмирован до 4 мм. 
С. Козел 


По страницам школьных учебников 


В. Григоренко 


Когда 
критических точек 
слишком много 


В п. 55 пособия «Алгебра и начала анали- 
за 9» указывается правило нсследовання 
критнческой точки на зкстремум (теоремы 
1, 2). Всегда лн это правило применимо? 

О неожиданных ситуациях. в которых 
нм нельзя пользоваться, рассказывается в 
этой статье. 


Напомним. что внутренняя 
точка х, области определения функ- 
цин { называется критической для 
этой функции, если | (%) =0 нли 
# (х) ие существует. 

Предположим (для простоты из- 
ложения), что функция { непрерывна 
в точке х. (Из этого предположения 
автоматическн следует, что точка хь 
является внутренней точкой области 
определения функции /.} 

Согласно достаточному 
условию максимума («Ал- 
гебра и начала анализа 9», п. 55, 
теорема 2), если существует такая 
окрестность }х—6; х+6[ точки 
х., в левой полуокрестности 1х.—5; 
Хх которой [(х)>0 и в правой полу- 
окрестности 1х); х,-Е которой 
Ро) <0, то точка х, является точкой 
максимума функции [. 

Естественно спросить: верно ли 
обратное? Уточним наш вопрос: пусть 
фуикция / дифференцируема в неко- 
торой окрестности точки х, и пусть 
эта точка является точкой максимума 
функцин [; обязательно ли у точки х, 
существует такая окрестность, в ко- 
торой производная «меняет знак с 
плюса на минус»? Грубо говоря, яв- 
ляется ли достаточное условие мак- 
симума необходимым? 
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Оказывается, ответ на эти вопросы 
отрицательный. 
Пример 1. Функция 


ов 
1 = 2— (2+5 =. если х = 0 


2 ‚ ели х=0 


дифференцируема на всей числовой 
прямой В, точка 0 является точкой 
максимума функции | и в каждой из 
полуокрестностей любой окрестности 
]—6; 6[точки 0’ производная [р ме- 
няет знак (рнс. 1*)). 

Действительно, функция 7, оче- 
видно, днфференцируема в любой точ- 
ке х, 5-0; она дифференцируема также 
в точке 0, так как 


т Г —1® 
Р (0} = Ил о = 
1 
=]и7] —й|2 чт --)| = 0. 
о -- $10 Е 
(Последнее равенство вытекает нз то- 
го, что Ит (—1)=0. а функиня 
п-0 


1 
у—2-+пт-„- ограничена на В, т. е. 


в силу аналога теоремы 2 из п. 28 
пособия «Алгебра и начала анализа 9.) 
Точка 0 является точкой максимума 
функцин [, так как при х=<0, очевид- 
но, [(х}< НКО). Наконец, в каждом 
из интервалов |—85; О[ и 10; 61 про- 
изводная 


Р (<) = — 4х — хат - с0$ = 


*) На всех рисунках масштабы по 
осям — разные. В окрестностн нуля рн- 
сунки утрачивают необходичую степень 


подробностн и становятся неверными. 


меняет знак (объяснение «на паль- 
цах»: при х—0О слагаемые —4х и 


1 
—2хт-— стремятся к Он, значит, 


делаются сколь угодно малыми, в 


то время как слагаемое соз —- 


постоянно меняет знак, переходя от 
+Е к —Г и наоборот). 

Причнна такой непривычной си- 
туации в том, что в любой окрестности 
точки 0 имеется бесконечно много 
критических точек функции | (см. 
рис. 1); проходя через них, произ- 
водная [’ меняет знак. 

Подобного «скопления»  крити- 
ческих точек, конечно, не бывает, 
если у функцни { конечное число кон- 
тнческих точек или по крайней мере 
конечное число на любом отрезке 
[а; 6] (как, напрнмер. у функции 
у=зт х). В этом случае на каждом 
интервале между соседними крнти- 
ческимн точкамн производная }’ со- 
храняет знак (это утверждение, ве- 
роятно, геометрически очевидно, но 
доказать его не очень просто). 

В случае «скопления» критических 
точек вокруг некоторой точки х, 
исследовать функцию на экстремум 
в этой точке по знаку производиой 
нельзя. 

Пример 2. Существуют такие 
функции [ и 8, дифференцируемые на 
В, что точка 0 является точкой мак- 
симума для одной из них и точкой ми- 
нимума — для другой, но в0 всех точ- 
ках некоторой окрестности точки 0 
производные [(х) и в’(х) имеют оди- 
наковый знак- 

Мы не будем приводить для нуж- 
ных функций явных формул, а огра- 


ничнмся изображеннем нх графиков 
(рис. 2; заметьте, что прнмеры функ- 
цнй не обязательно строить «на языке 
формул», их можно просто рисо- 
вать). 

А как же поступить в таком слу- 
чае? Ннкакого общего совета мы дать 
не можем. Если у вас из тех или нных 
соображений возникло предположе- 
ние, что подобная точка х, является, 
скажем, точкой минимума функции [, 
можно попытаться «в лоб» доказать 
неравенство /(х)>Кх,) для всех х 
из некоторой окрестности точки х,. 

В примере | точка 0, вокруг ко- 
торой «скопились» крнтнческне точки, 
тоже была критической. Однако это 
не обязательно. 

Пример 3. В любой окрест- 
ности точки 0 имеется бесконечно 
много критических точек функции 


м х- х? с0$ -. если хэ0, 


0 ‚ если х--0, 
но точка 0 не является критической. 
Проверьте. что 
ее: | 
] + = + 
Г =| +2 0 
+ 2х 60$ —з—, если хе 0, 


| . если х= 0. 


Так как в любой окрестности точ- 
кн 0 производная [меняет знак (по- 
чему?), она в любой окрестности об- 
ращается в0*); это — то же самое 


*) Это и данном случае несложно до- 
казать. воспользовавшись теоремой 3 
п, 84 пособия «Алгебра и начала анализа 
10». 


Рис. 2. 


утверждение, о котором 


говорилось 
перед примером 2. Поскольку {{0) = 
=1|, точка 0 не является критической 


для фуикций: 


удовлетворяют условию примера 2. Сделайте 
эскиз их графиков. 
3. Исследуйте на экстремум точку 0 


(рис. 3). 
Производная [’ из примера 3 раз- з 
рывна в точке 0 (проверьте). Га 1685, если х#0, 
Задачи га 
1. Докажите, что если производная {” о если х=0; 
функции { непрерывна в точке хо и в любой 
окрестности этой точки имеется бесконечно б | ь - | 
много критических точек функции {. то Ро. 1 зто |, если хэ0, 
сама точка х, также является критической о 
для |. ‚ если х=0; 
2 Докажите, что функция 
. | в} ] ИВ 
я (2+-3тх), если х%0. Е (<) == [1 (2+ соя х ). если х%0, 
[(х) = 0 ‚ если х=20; 
0 ‚ ели хь0, 
и г) 1 
Ух т 5, если х>0, 
х? [| — 21 5т— если х\0. ых 
& (<) == —. ы у ь Ро = 0 ‚  @сли х=0, 
0 ‚ елих—0 Их ‚ если х<0 


Про светопровод 


В 1841 году швейцарскнй 
профессор физики Колла- 
дон продемонстрнровал за- 
мечательное сооружение — 


светящнйся фонтаи. Это 
красивое зрелище было 
основано на явлении 


полного внутреннего отра- 
жения. 

Полное внутреннее отра- 
жение возможно прн пере- 
ходе света из оптически 
более плотной среды п оп- 
гически менее илотную среду 
{показатель преломления 
первой среды больше показг- 
теля преломления второй 
среды). Когда угол падения 
луча света на границу раз- 
дела двух сред становится 
больше некоторого пре- 
дельного. луч не проходит 
через границу раздела — 
он отражается от нее и «воз- 
вращается» в — оптически 
более плотвую среду. Если 
после первого отражения 
луч попадает на границу 
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раздела «более плотная оп- 
тическая среда — менее 
плотная» вновь под углом, 
больше предельного, то си- 
туания повторяется. Свет. 
претерпевая — многократно 
полное внутрениее отраже- 
ние, не будет выходить за 
пределы оптически более 
плотной среды — световой 
поток будет распростра- 
ияться внутри среды с от- 
носительно малыми потеря: 
ми на поглощение и рас- 


сеяние. Предельный угол 
завнсит только от отно- 
шения показателей пре- 


ломления сред. Для гра- 
инцы раздела вода — воз- 


дух, например, этот угол 
равен 49°. 
Теперь можно ‹ понять, 


как «работает» светящнйся 
фонтан. Невидимый — для 
наблюдателя источник «по- 
сылает» лучи света внутрь 
струн. Изогнута струя 
фонтана так, что эти лучи 
не выходят за ее пределы — 
каждый раз на границу 
вода — воздух лучи по- 
падают под углом 49° Там, 
где струя распадается ина 
отдельные брызги. это ус- 
ловие нарушается, и на- 


блюдатель видит сноп све- 
тящихся брызг. 

На свойстве полного внут- 
рениего отражения по- 
строены так  иазываемые 
светопроводы — нзогнутые 
сплошные стержин. внутрн 
которых свет проходит прак- 
тическн без потерь из по- 
глощение н рассеяние. Оин 
делаются из стекла, плек- 
снгласа, различиых проз- 
рачных пластмасс. Свето- 
проводы делают и из соб- 
ранных в пучок тонких 
светопроводящих нитей. Ра- 
днусы нзгнбов должны быть 
такими, чтобы выполнялось 


«условие предельного уг- 
ла%. 
Светопроводы находят 


сейчас шнрокое применение. 
Онн нспользуются в меди- 
цние в качестве зоидов; 
в технике прн контроле ра- 
боты трудиодоступных для 
наблюдения устройств н де- 
талей. 
Очень краснвы декора- 
тивные светильники из 
светопроводов. Один из 
таких светильников 
на первой странице нашей 
обложкн. 
Т. П. 


вне 
для младших школьников 


Задачи 


1. В треугольнике длина одной сто» 
роны равна 6,31 м, длина другой сто- 
роны — 0,82 м. Чему равна длина 
третьей стороны, еслн известно, что 
она выражается целым числом мет- 
ров? 


2. На окружности расположены точ- 
кн: 1977 белых и одна красная. Рас- 
сматриваются всевозможные много- 
угольники с вершинами в этих точ- 
ках. Каких среди них будет больше: 
с красной вершнной или без нее? 


3. Пусть а — произвольное 1979- 
значиое число, делящееся на 9. Сум- 
му цифр этого числа обозначим бук- 
вой А. Сумму цифр числа А обозна- 
чим буквой В. Сумму цифр числа В — 
буквой С. Найдите число С. 


4. На клетке 58 шахматной доски 
мелом написано -{ 1, а во всех осталь- 
ных клетках —1!. За одну операцию 
разрешается сменить все знаки на 
противоположные лнбо на одной (лю- 
бой) вертикали, либо на одной (лю- 
бой) горизоитали. Докажите, что, 
сколько бы операций мы ни выпол- 
нили, мы никогда не получим --1 
во всех клетках доски одновременно. 


5. Задача-шутка. Три курицы за три 
дня снесли три яйца. Сколько яиц 
снесут двенадцать кур за двенаднать 
дней? 
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У=—_ иди 


Животные 
на ... плоскости 


В пятом классе на уроках математики 
вы начинаете изучать координатную 
плоскость. Учительница предлагает 
вам по коордннатам точки найти ее 
на плоскостн, определить координа- 
ты той или иной заданной на плоско- 
сти точки, построить графнк какой- 
нибудь функцин... Чтобы эти задания 
сделать более веселыми, «Квант» три 
года назад объявил «соревнование 
художников». На координатной пло- 
скости задаются координаты несколь- 
ких точек. Соседние точки соединяют- 
ся отрезками. Если точкн иайдены 
правнльно, то в результате получится 
какой-нибудь рисунок: например, 
слон, собака, кошка, мышка, белка, 
песец, пингвнн, утенок, лось, бегу- 
щая лошадь, лисенок, тюлень (этн 
рисунки прислали в редакцию учени- 
ки средней школы № 5 г. Средне- 
уральска Свердловской областн, учн- 
тель математики — Т. Н. Сергеева). 
Сегодня мы предлагаем «записать» 
этих животных «в координатах» и, 
кроме того, нарисовать такие кар- 
тннки: 

1. (3; и 3), ве 2), {—5; т 
Ст, —2), ыы 0), Е —2), С. —. 
(2; —4), (3; —2), (5; —2), (7; 0), 
(5; 2), (3; 3), (2; 4), (—3; 4). (4; 2); 
глаз (5; 0). 


2. (—9; 7), (-7; 8), (—6; №, 
{—3; 10), (Е; 7, 6; 1, (15; —2), 
(13; —4), (6; 0), (4; —1) (3; —1, 


(1; —7), СБ —7, @; —56) (2; —1, 


РГ 


(0; —1), (—2; —7), (4; —7), (2; 
‚ ( ‚ (—5; 2), (—6; 5), 

(—7. 6), (—9; 7); глаз (—5; 8). 

3. (1; 7), ©; 0), С-В И). 2; 10), 


и ; — И, (—4; —0, (—Е; 3), (©; —2), 

; —9), (©; 0), (0; 3), (1; 4), (2; 4), 
е 5}, (@; 6), (1; 9), ©; 19); глаз 
(1; 6). 

4. (—5; 1), (6; 3), (6; 6), 
{—3; 8), (—1; 10), 2; И), (3; 0) 
(3; 9), (6; 10), (7; 9), (7; 7), 4; 4), 
(4; 1), (2; —1, @2; —4), 6; —), 
(6; —7), (5; —8), (1; —19), (1; —12), 
—4; —12), (-7; —9), (-7; —7, 
(6; —6), (—4; —7), 4; 5), 
(—6; —4), (-—6; —2), а —2), 
(—3; —1), (--5; 0), {— 5; 1); глаз 
(—3; 4), (2; 4), С-2,5; 3}, (-3; 4). 

5. (—9; 4), (—5; , (—3; ), 
Ай 7, (—8; 7), (—10; 8), (—9; 8), 
—10; 10), (—8; 9), (—10; И), (—8; 
10), (-9; 12), (-7Т; 10), (-5; 9, 


(—1; 8), (; 10), @; 
(3; 9), (1;9), Е 3), (0; 7),(1; 4), (—1;3), 
(—3; 2), (—6; . 6; 3). 9; 4); 
глаз (1,5:9,5). 

(Задачи 1—5 составлены 
ми из Среднеуральска.} 


ребята- 


6. (7:0), (7; — 1. (6,5; —2,5), 
(7: —5,5), (6; —6.5). (5; —6,5). 
(6; —5,5), (5: —2), (3,5; —0.5). 
(1; —1), (—2; —0, 1-2; —2), тЫ 
—3). (—3:; —5,5). (—4; 6,5}, 
—6,5), (—4 —5,5), {—4 —2), Е 
0): (—5; 2), (--7;4). (—9.5; 4,5), 
(—10; 5,5), (—7.5; 5,5). (7; 6), 
(—6; 6), (—5; 7), (—5; 6), (—3; 4). 
(—1: 3). (2: —2)}, (5: 3), 2), 
(8: —2), (7; —3З) и 45,5: —-4.5). (5.5: 
—5,5), (4,5; —6,5). (4.5; —5.5). (5: 
—2) и (—2; --2), (—1,5; —5.5). 
{—2.5: —6.5), (--3,5; —6.5), (—2,5; 
—5,5). (—3; —3); глаз {—7; 5,5). 


7. {2: 12). (2: 13), (3; 13.5). (4; 13,5). 
(5; 13), (3; 4), (8; 4), (6; 1), (3; 0. 
(2. 2). (2: 4), (4: 11), (4; ры, (3.5; 
12.5), (2:11), (2; 12), (3: 12) и 
(3: 3). (4: 2). (6; 2); глаз (2,5; 12,5). 
(В задачах 6 и 7. составленных на- 
шим читателем А. Наимовым из 
Таджикистана, точки, разделенные 
союзом «ин», соединять не НУЖНО. ) 
Кто у вас получился? 


ювооовевионанени сено ме 2 понес ивин 
ГЕРОЕВ ААА ТГАТ 
В № в ГЕ ГЕГГГ 
м ГО РА Г) 
ГЕ ыР  рГ |- а || 
Ро ЕЕ мо шь ча 
ГЕ а м: ТОТ 
ГЕНАЕПТЕРАПАСТТАССТ-У ГШТГУШТЕЕ| 
ПДА ГАГГАУТ ГУРА ен т 
Е Г ГР й м Г 
Е ТЕСТЕ ИТТ! | 
№7. мии юе @0Ф 7-8 шы а 
ры звено оман иены я Гм 
ВИ | а ПРОСМ № 
ГРЕТРАЕЕЕЕЕАЕЯ | АИГ. 
Е Г И | | ы ТТИ | 
ГТРЕЕЕЕНА Ц 7 ьт Г. 
Шпон арго.’ з ива. 2” 
РЕРЕРЕЕСЕЕЕЕЕЕАЕР и’, 7 рамшю пом вас 
шее А Г В || 
РРТРЕНЕНЕЕНЕЕ-ь 3 ТЕК 
Г ат | ТГП! 
ТГ т | 
- ЗВ 103 1 О О С О 3 0 0 С 1 о 1 О, ОА д 8 (00 ОА ОО 1 О Л ПОС 3 С 6 СР? 2 
а 0 0 В В В Е О 9 О О А В В С О ПО и В «8 АА В В 8 9 Вес. 2 АС”. 8 
Пита нноиниаенно в 6. ИЕ 9005 Пя осава ве 
ви "овен манаеео сосна синие ан. =. 
Сас СОС В Чан ООВ 0 ОВ С ЗО И Се РО 25) 
и ТЕГ шопа о". сов еннаниеа 4 
РАГЕЕЕЕ ГМ | 
ЗИ бы ШиО об шошо с овию с ов 
ме Е АТ, ТРУ 
Гы | х 9 в 
Г] ее [5 ча м 
ОГ Во сишег т" г РО 
я 0 11 К То] 
4% | Г и | | 
АГ. ГГ й м || 
шв И РГ РЕГАГГ] 
ШУ. @ оли | по < 
УГ м Г и Г. 
КЕ НЕЕ НЕБЕЕНЕАЕЕ 
ь 
У Шые- Е НЗ: Г] 
О ВИ В ИЯ ьа ПГ 
т. ПА 1 
ина № КА 
ЕН а 
ыы ГА. [| 1 
ГИ Ш о 
РЫ Вы 
|] ввог. а 
. | р”. ©) 
ТУР Е 
Те | 
эзонноеосававас ссааа 
учи ГЕ РЕГ 
ГЕ 
Г мег! | 
РЕМ ДЕЯ 
ТТ А-З Е 
ГТА ПГ НГ: 
ГЕТТО Ж УТУ] АТГ | 
ТРААГТЕ ИЕ 
у вв ав ГАТНАУ 2 
УРЕЕЕААЕЕУ А ЕЕ 
АА МЕ ПУИ 1 || 
А М ТГПТЕПААЕЕ 
Е" | 


Будьте внимательны! У каждой фигурки — своя снстема координат. Осн координат 
помечены стрелочками. 
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Практыкум абмтурнеита 


Е. Кузкецов 


Глаз 
на вступительных 
экзаменах 


Во многих оптических задачах, пред- 
лагаемых на прнемных экзаменах. 
человеческий глаз выступает не толь- 
ко как неявно предполагаемый ии- 
струмент для рассматривания изобра- 
жений, создаваемых той или иной 
оптической системой, но и как непо- 
средственный элемент задачи. На- 
пример, глаз может служить ограни- 
чителем световых пучков или пред- 
метом, который рассматривают через 
оптическую систему. 

Рассмотрим некоторые из таких 
задач. 

Задача 1. На дне водоема 
глубиной Й лежит камушек (рис. 1). 
Где ниходится изображение этого ка- 
мушка? 

Казалось бы, это простая задача. 
Действительно, идущие от камушка А 
лучи преломляются на границе раз- 
дела вода — воздух. н в точке пере- 
сечения продолжений преломленных 
лучей должно находиться изображе- 
ние. Однако посмотрите на рисунок 1. 
Луч АВ, перпенднкулярный границе 
разлела, выйдет в воздух, не прело- 
мившись. Лучи АС и АБ испытают 
преломления в точках С и О и пой- 
дут по путям СЁ и ОС соответственно. 
Оказывается, продолжения трех вы- 
бранных преломленных лучей (ВЕ. 
СЕ и Об) ие пересекаются 
в одной точке Другими 
словамн, не получается точечного изо- 
бражения точки А! Г 

Может быть, все дело в неаккурат- 
ном построении? Проверим расчета- 
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ми. Запишем уравнения преломлен- 
ных лучей ВЕ, СЕ и ОС соответствен- 
но (см. рис. 1): 


хо, (1) 
у = ош В, — Ява, с В,, (2) 
у = хо В; — Аша, с В.. (3) 
Добавим еще равенства, связываю- 
щие углы: 

зт В. — пзта,, @) 


зи Вз — п таз. 
Нетрудно убедиться в том, что 
система уравнений (1) — (3) не имеет 
решения. В самом деле, продолже- 
ния лучей ВЕ и СЕ пересекаются 
в точке / с координатами 


х-—0, и- —Н ша, с В., 


лучей ВЕ и ОС — в точке Н с коор- 
динатами 


== 0, у = —й ща, с В, = 
Е Аша, са В,, 
а лучей СЁ и ОС — в точке К с коор- 
динатами 


щаз све В; —— шас В 
= йо ры: 
х=й Е: 5 0, 


{42, — Ша 

СВ Ва В а, В, 

Тогда непонятно, почему же мы 
можем видеть отчетливо предметы, 
находящиеся под поверхностью воды? 
Все дело в том, что зрачок нашего 
глаза имеет небольшие размеры (его 
днаметр порядка 5 мм), а смотрим 


мы, как правило, с существенно боль- 
ших расстояний (обычно с расстоя- 
ния наилучшего видения, равного 
25 см), поэтому в зрачок попадает 
очень узкий пучок лучей, имеющих 
примерно одинаковые углы наклона. 
(Проверьте самостоятельно, что для 
лучей, попадающих в центр зрачка 
н на его края, система уравнений, 
аналогичных уравнениям (1) — (3), бу- 
дет совместной, то есть продолжения 
преломленных лучей пересекутся в 
одной точке.) . 

Таким образом, мы можем видеть 
предметы, находящиеся под водой, 
благодаря тому, что зрачок нашего 
Глаза является естественным ограни- 
чителем ширины световых пучков, со- 
здающих изображения. 

Задача 2. На дне сосуда, 
заполненного водой, лежит плоское 
зеркало. Человек, наклонившись над 
сосудом, видит изображение своего 
глаза в зеркале на расстоянии 4 = 
= 25см (рис. 2). Расстояние от 
глаза до поверхности воды В = 5 см. 
Показатель преломления воды п = 
= 4/3. Определить глубину Н со- 
суда. 

Самое главное при решенин задач 
такого рода — аккуратно построить 
ход лучей. Пусть точка А — какая-то 
точка глаза человека. Для построе- 
ния изображения точки нужно ис- 
пользовать, как минимум, два луча. 


В качестве одного луча обычно бе- 
рется луч, перпендикулярный гра- 
нице раздела различных сред,— на 
рисунке 2 это луч АВ. Он проходит 
границу раздела, не преломляясь, 
и отражается от зеркала без измене- 
ния угла наклона. 

Вторым лучом пусть будет произ- 
вольный луч АС. На границе разде- 
ла воздух — вода (в точке С) он ис- 
пытает преломление, дойдет до зер- 
кала, в точке О отразится от него, 
еще раз преломится на границе раз- 
дела (в точке Е) н выйдет в воздух 
по направлению ЕР. 

На пересечении продолжений лу- 
чей ВА и ЕЁ и будет находиться нзо- 
бражение А’ выбранной точки А. 

Теперь займемся расчетамн. По- 
скольку размеры зрачка глаза малы 
(они существенно меньше расстояний 
4, Пи Н), все интересующие нас 
углы малы, и их тангенсы можно за- 
менять синусами или самими углами. 
(Заметим, что иа рнсунке 2 для на- 
глядности масштаб по горизонтали 
сильио растянут.) Как следует из 
рисунка 2, 

|ВС| -= В ша, = Взта,, 
СЕ|]=2Н фо, =2НЫ&В, = 
-= 2Н чт В, = 2Н т @,/п, 


4=1+ | В.4' | = В+ | ВЕ в В. = 
=#- | ВЕ [Ава =в+| ВЕ |/ эта, —= 
=#+ (1 ВС|--|СЕ [!5та, 
= 21 + 2Н.п. 
Отсюда 
Н -- п (4/2 — №) = см. 


Вы видели, что в этой задаче 
глаз является как источником свето- 
вого излучення, так и его приемни- 
ком. Подобные ситуации встречают- 
ся довольно часто при рассмотрении 
оптических систем, содержащих пло- 
ские или сферические зеркала. 


Особый и весьма обширный класс 
составляют задачи, связанные с кор- 
рекцией недостатков глаза с помощью 
очков. Как известно, глаз человека 
способен аккомодировать, то есть 
«приспосабливаться» к резкому виде- 
нию предметов, находящихся от него 
на различных расстояниях. В силу 
тех или иных причин пределы акко- 


модации ие для всякого глаза одни 
и те же. 

Если человек резко видит предме- 
ты, иаходящиесяя не дальше 
некоторого расстояния, такой дефект 
зрения называют близорукостью. Ес- 
ли же человек хорошо видит предме- 
ты, расположенные не ближе 
какого-то расстояния, это — дально- 
эзоркость. Такие дефекты, как близо- 
рукость и дальнозоркость, можно бо- 
лее или менее успешно компенсиро- 
вать с помощью очков (именио ком - 
пенсировать, а не нзлечить). 

К чему же сводится роль очков? 
Очевидно, что их линзы должны со- 
здавать изображения рассматривае- 
мых предметов на удобных для дан- 
ного глаза расстояниях. Это значит, 
что одним из требований, предъяв- 
ляемых к очковым линзам, является 
требование того, чтобы изображения 
предметов находилнсь в пределах чет- 
кого видения глаза. Второе требова- 
нне — полученные — нзображения 
должны быть, конечно же, прямыми. 
А прямые изображения, создаваемые 
тонкими линзами, всегда мнимые. Та- 
ким образом, линзы очков должны 
создавать прямые мнимые изображе- 
ния на расстояниях, находящихся 
в пределах аккомодацни глаза. 

Разберем две коикретные задачи. 

Задача 3. Близорукий чело- 
век четко видит предметы, находя- 
щиеся не дальше 0,5 м от него. Ка- 
кие очки следует прописать этому 
человеку, чтобы он мог любоваться 
звездами? 

Как мы уже говорили, очковая 
линза должна создавать мнимое изо- 
бражеиие, расположенное на таком 
расстоянии, с которого глаз это изо- 
бражение видит резко, в нашем слу- 
чае — на расстоянии 0,5 м от глаза. 

Поскольку изображение удален- 
ного предмета (а звезды действитель- 
но удалены от наблюдателя) находит- 
ся в фокальной плоскости линзы, 
данному человеку следует прописать 
очки с линзами, имеющими фокусное 
расстояние 0,5 м. При этом лиизы 
должны быть рассеивающими, чтобы 
изображения были мнимыми. 

Итак, близорукому человеку надо 
прописать очки с рассеивающими лин- 
зами оптической силы ) — —2 диоп- 
трни. 
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Задача 4. Дальнозоркий чело- 
век резко видит предметы, располо- 
женные не ближе 4 = [м от него. 
В каких очках он нуждается, чтобы 
читать газету, держа ее на расстоя- 
нии 4, = 25 см от глаза? 

Сформулируем четко, что требует- 
ся от очковой лиизы в данном слу- 
чае. Эта линза должна создать мни- 
мое изображенне предмета, находя- 
щегося от нее на расстоянин 4. = 
= 25 см (неболышим зазором между 
глазом и линзой можно пренебречь), 
на расстоянии } = а == 1м. Данных 
вполне хватает, чтобы воспользовать- 
ся формулой линзы: 


(знак «минус» стоит в формуле потому, 
что изображение должно быть мии- 
мым). 

Таким образом, дальнозоркому че- 
ловеку нужны очки с собнрающими 
линзами оптической силы В = 
= +3 диоптрии. 


Упражнения 


1! Близорукий человек четко видит 
предметы, удаленные от него на расстоя- 
ния от 4,-—10 до 4-50 см. При выпнске 
рецепта нз очкн врач. правильно указав 
абсолютную величину оптической силы 
линз. забыл указать, что линзы отрица- 
тельные. В каких пределах этот человек 
будет резко видеть в выписанных очках? 

2. Человек рассматривает отражения 
предметов в посеребренном стеклянном 
шаре днаметром 2Ю = 32 см С какого мак- 
снмального расстояния он будет без очков 
резко видеть в шаре далекие предметы, 
если обычно он пользуется очками с оп. 
тической снлой 0-^5 дптр? 

3. Человек рассматривает изображе- 
ние своего глаза в плоском зеркале. рас- 
положенном иа расстоянии а--20 см. Ес- 
ли на пути лучей вллотную к зеркалу по- 
ставить собнрающую лнизу, то угловой 
размер изображения увеличится в 1.5 ра- 
за При этом нзображение останется мнн- 
мым. Каково фокусное расстояине линзы? 

4. Человек рассматривает свое лицо 
п вогнутом зеркале, находящемся на рас- 
стоянин а`=`15 см от него. Если он наденет 
очки, то это же зеркало располагзег иа 
расстоянии &=-10 см от себя. Какне очки 
он носит? Расстояние наилучшего зрения 
для человека с иормальным зрением прн- 
нять равным %-—=30 см. 


С. Овчинников, И. Шарыгин 


Нестандартные 
задачи 
по стереометрии 


Каждый, кто готовится к письменно- 
му экзамену по математике и изучает 
в этой связи варнанты МГУ прошлых 
лет, обратит винмание на то, что, как 
правило, каждый варнант довольно 
резко разделяется на две части: на 
три-четыре относительно легкие зада- 
чи и одну-две значительно более 
трудные. В «трудные» входит либо 
нестандартная алгебранческая (или 
тригонометрическая) задача, либо за- 
дача по стереометрни. 

Чтобы рассчитывать на успешную 
сдачу письменного экзамена, надо 
уделить достаточно большое внима- 
ние решению нестандартных задач. 
О нестандартных задачах по стерео- 
метрии *), отобранных из вариантов 
МГУ, и пойдет речь в иастоящей 
статье. 

Прежде всего подчеркнем важ- 
ность построения удачного чертежа. 
При построении надо помнить, что 
проекция нарушает многие соотноше- 
ния между элементами пространствен- 
ной фигуры. Необходимо все время 
«держать в уме» истинные углы и 
длины. Не надо загромождать чертеж 
трудно изображаемыми деталями. На- 
прнмер, как правило, нет необходи- 
мости на чертеже изображать шзры 
или биссекторные плоскости. С дру- 
гой стороны, удачное дополнительное 


*} О более стандартных приемах ре- 
шення стереометрических задач {в част- 
ности. об использоваини векторов п коор- 
динат) можно прочитать пи «Кнанте» - 
1978. № И. с. 42 п 1979. № 1. с. 45. 


построение может не только прояс- 
нить структуру  простраиствениой 
коифигурации, но и дать хорошую 
идею решения задачи. Очень полезио 


‚важные плоские элементы данной сте- 


реометрической фигуры, например, 
грани, сечения или проекцин, изо- 
бражать на отдельном чертеже. 

Задача |1 (ВМК, 1974). 
В треугольной пирамиде 5АВС сум- 
мы трех плоских углов при каждой 
из вершин В и С равны 1807 и |$А | = 
= |ВС|]. Найти объем пирамиды, 
если площадь грани $ВС равна 
100 см*, а расстояние от центра 
описанного шара до плоскости основа- 
ния равно 3 см. 

Решение. Первое условие за- 
дачи является нанболее «неудобным» 
для использования. Чтобы сделать 
его более наглядным, рассмотрим раз- 
вертку $,5.53 АВС пирамиды ЗАВС 
(рис. 1). Из первого условия следует, 
что точки 5,, В, 5, лежат на одной 
прямой, как н точки $., С, $.. 
Так как ВС есть средняя линия в 
треугольнике 5,55, [$ „53| = 

2 |ВС|. С другой стороны, по ус- 
ловию задачн, |А$.|- [А$,| = 

` ВС]. Таким образом, треуголь- 
ник 45,5; оказался вырожденным 
н правильной разверткой будет раз- 
вертка, изображенная на рисунке 2. 
Отсюда немедленно следует, что все 
грани являются конгруэнтными тре- 
угольниками. Значит (докажите!), 
расстояния от центра описанного ша- 
ра до всех граней равны. Если мы 
соединим центр описанного шара со 
всеми вершинами, то наша пирамида 
разобьется на четыре равновеликие 
пирамиды, объем каждой из которых 


равен 5 -3-100 см’= 100 см. 
5: | $, 5. [:] 5; 
А 6 А С 
5 с 
Рис. 1 Рис. 2. 


Поэтому объем исходной пирамиды 
равен 400 смз. 

Задача 2 (Мехмат, 1975). 
В правильную треугольную пирамиду 
$АВС с вершиной $ и основанием 
АВС вписан шар единичного радиуса; 
двугранный угол между основанием 
пирамиды и боковой гранью равен 
65°. Доказать, что существует един- 
ственная плоскость, пересекающая 
ребра основания АВ и ВС в некоторых 
точках М и М таких, что |ММ| — 5, 
касающаяся шара в точке, удаленной 
на равные расстояния от точек М 
и №, и переекающая продолжение 
высоты пирамиды 5К за точку К 
в некоторой точке О. Найти длину 
отрезка $0. 

Решение (рнс. 3). Заметим 
сразу. что исходные данные пол- 


ностью определяют нашу пирамиду. 
5 


Вычислим, например, длину стороны 
основания. Рассмотрим для этого се- 
чение, проходящее через высоту пи- 
рамиды ЗК и боковое ребро 5В. 
(Такое сечение часто используется 
в решении задач на правильную пн- 
рамиду.) Это сечение пересекает грань 
А$С по апофеме $[. (рис. 49а); точка О 
на нем — центр вписаниого шара. 
Поскольку |2К]= УЗ, сторона 
основания равна 6 (рис. 46). Анало- 
гично вычисляем |5К] — 3. 
Покажем теперь, что точки М 
и М однозначно определяются усло- 
виями задачи. Так как плоскость 
осиования тоже касается шара, из ус- 
ловий задачи следует, что |МК|] == 
|КМ | (локажите!). Пусть 14АМ] — 
—. х. Тогда априори либо |СМ | - х, 
либо |ВМ№М|] = х (докажите!). 
Рассмотрим первый слу- 
чай (рис. 5а). Так как прямая ММ 


[м8] 
параллельна основанню АС, {АБ} = 


|} мх| 5 
=-5`, откуда х— 1. За- 


1ЯС1 
КА |- 


метим, в частности, что] РК | 


— РЕ р < 1. Следовательно, 


плоскость, проходящая через (ММ) 
и касающаяся шара, пересекает про- 
должение [5 К} за точку К. 
Переходя кю второму слу - 
чаю (рис. 56), вычислим по теоре- 
ме косинусов для треугольника МВМ 


величину х. Получим х — ИВ Л 
(Проделайте  вычислення — само- 


стоятельно и обоснуйте, почему до- 
статочно ограничиться этнм значе- 
нием для х.) Определим теперь рас- 
стояние от точки А до отрезка ММ. 
Для этого вычислим площадь тре- 
угольника МКМ: 


5мкх =$ мак т Зким — Змах — 
1 С || ЕЕ 
= (6—4)2У3---+->хУ3— 
Уз _ 253 


да 
> 6—9 х—5 =" 


Следовательно, 
25Из } = `5Уз 


Значит, плоскость, проходящая че- 
рез (ММ) и касающаяся шара, пере- 


сечет ($К) «выше» точки К, что про- 
тиворечит условию задачи. Таким 
образом, второй случай невозможен. 
Существование и — единственность 
нскомой плоскостн доказаны. 

Перейдем к вычислению длины 
отрезка 5Р. На рисунке 6 снова 
изображено то же сечение, что и на 
рисунке 4, а. Мз подобия треуголь- 
ников РКО ин ООО легко находим 
1КО! = 6. Отсюда 1$0] = КО -+- 
+ 5 = 9. 

Задача 3 (ВМК, 1975). 
Дана треугольная пирамида АВСО. 
Скрещиваются ребра АС и ВО и АБ 
и ВС этой пирамиды перпендикуляр- 
ны, ребра АВ и СО равны, все ребра 
пирамиды касаются шара радиуса г. 
Найти площадь грани АВС. 

Решение. Проведем через реб- 
ро АБ плоскость, перпендикулярную 
ребру ВС (рис. 7). Очевидно (поче- 
му?), эта плоскость содержит высо- 
ту пирамиды, причем (РЕ) 1 (ВС). 
ВЕ =|АВ |2 [АЕ |= |ВО|— ШЕ|; 
[ЕС 1= АС |8— АЕ [= [СО Р4ОЕР, 


Отсюда 
АВР СРР - ВР 
+ МСР. (1) 
Аналогично 
АВ + СРР = ВСР + 
+ МОРЕ @ 
Воспользуемся теперь тем, что 


суммы длин противоположных сто- 
рон пространственного четырехуголь- 
ника, все стороны которого касаются 
шара, равны. (Докажите этот аналог 
известного свойства описанного че- 
тырехугольника самостоятельно.) 


Применяя это утверждение к про- 
странствеиному 


четырехугольннку 


Рис. 7. 


АВСШ со сторонами АВ, ВС, СО 
и РА, получим 

АВ} -- ©Б| = 1ВС| + 1АВ |. 3) 
С другой стороны, можно считать, 
что АВСО — пространственный че- 
тырехугольник со сторонамн АВ, ВО, 
6 СА. Поэтому 

АВ] + СО |= ВВ} + АС: 4) 
Сопоставляя равенства (1) — (4) и по- 
лагая |АВ|= а, получнм две си- 
стемы уравненнй 


| ВБ |? +1 АС!* = 2а?, 
[Вр |+|АС|= 2а 


ИВСР + | АР? = 2а?, 
1 ВС [+1 АБ = 2а. 


Из этих систем легко следует, что 
длины всех ребер иашей пирамиды 
равны а. Очевидно, центр О шара, 
касающегося всех ребер, совпадает 
с центром правильного тетраэдра 
АВС. Но пП=мфи, где г — 
радиус вписанного шара, аг. —радиус 
круга, вписанного в основание. Так 
как г, = У ь Ноя г а, 


: 3 а? = 


| 
г? = И „Отсюда $лвс = 


=? УЗ =. 

Задача 4 (Физфак, 1976 г.). 
Все плоские углы трехгеранного угла 
ЗАВС (5$ — вершина) прямые. На гра- 
ни АЗС взята точка Р на расстоя- 
нии 5 см от вершины $ и на расстоя- 
нии 3 см от ребра $С. Из некоторой 
точки М, расположенной внутри 
трехгеранного угла ЗАВС, в точку р 
направлен луч света. Луч образует 
угол -4- сребром 5Ви угол —-с ребром 
$С. Луч зеркально отражается от 
граней угла $АВС сначала в точке О, 
затем — в точке Е, затем — в точ- 
ке Е. Найти длину отрезка ЕЁ. 

Решение. Геометрическая 
идея решения состонт в «выпрямле- 
нии» траектории луча на основе за- 
конов отражения. Заметим, что если 
луч отражается зеркально от плоско- 
сти, то луч, симметричный относи- 
тельно этой плоскости отраженному 
лучу, является продолжением падаю- 
щего луча. На рисунке 8 изображена 


‚ выпрямленная» траекторня нашего 
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луча. Например, отрезок Е’Е” лолу- 
чен повторным отражением отрезка 
ЕЕ относительно плоскостей граней 
трехгранного угла. Из условия зада- 
чи следует, что точка О иаходится 
на расстоянии 4 см от ребра $А. 
Так как длина проекции отрезка 
Е’О на ребро 5С равна 4 см, а угол 
между ними, |Е”О\ = 8см. Зна- 
чит, длниа проекции отрезка Е’О 
на ребро $В равна 4 У 2 см. Так как 
сумма квадратов длни проекций от- 
резка на три взаимио перпендикуляр- 
ные оси равиа квадрату его длины 
(«Геометрия 10», 5 49), проекция от- 
резка Е’ на ребро 5А имеет длину 
4 см. Отсюда видио, что иаш луч 
сначала попадает на грань В5$С, 
а затем на грань А5В. Точка 5$ делит 
эту проекцию в отношении 1:3. 
Очевидно, точка Е’ делит отрезок 
Р’О в том же отношении. Следова- 
тельио, |Е’Ё’| = 2 см. 

Задача 65 (ВМК, 1977 г.). 
В пирамиде ЗАВС прямая, пересе- 
кающая ребра АС и В$ и перпенди- 
кулярная к ним, проходит через сере- 
дину ребра В$. Грань АЗВ равно- 
велика грани В$С, а площадь гра- 
ни АЗС в 0ва раза больше площади 
грани В$С. Внутри пирамиды есть 
точка М, сумма расстояний от кото- 
рой 00 вершин В и $ равна сумме 
расстояний до всех граней пирамиды. 
Найти расстояние от точки М 4% 
вершины В, если| АС| =У6,|В$|=1. 

Решение. Обозначим через К 
ни № точки пересечения общего пер- 
пендикуляра к ребрам АС и 5В 
с этими ребрами (рис. 9). 


Рис. 8. 


Рис. 9. 


Достаточно очевидно, что решение 
задачи надо иачинать с анализа тех 
ее условий, которые не касаются 
положения точки М. Из равновели- 
кости граней А5В н В$С следует, 
что точки А и С находятся на одина- 
ковом расстоянии от ребра $8. 

Рассмотрим общую задачу о вы- 
числении расстояния от точки А, 
лежащей на прямой (1), до прямой 
(1) (рис. 19). Обозначим через О, 
н О, основания общего перпендику- 
ляра к прямым (1) и (ПИ), а-= }АО, |, 
а = |0,0,|, $ — угол между пря- 
мыми (| и (11), А — расстояние от 
точки А до прямой (ИП). Из рисун- 
ка 10 легко находим, что 

в - Утят фа. (5) 

Отсюда следует, что любые две 
точки прямой (1), иаходящиеся на 
равных расстояниях от прямой (И), 
находятся на равных расстояниях 
от основания общего перпендикуля- 
ра к этим прямым. Таким образом, 
точка К является серединой отрезка 
АС. Далее, точки $ и В в силу форму- 
лы (5) оказываются одинаково уда- 
ленными от ребра АС, откуда сле- 
дует, что гранн А5С и АВС равио- 
велики. Выведенная нами формула 
{5} позволяет также выписать пло- 
щади граней АЗС и В$С: 


Зл5с =: У Ул зто а, 


1 
$в5с =9- у $ япеф- 42. (6) 


Из условня задачи р — 24 или 


Е За 
—- Ут е-е, 


(7) 


откуда 


{8) 


Итак, задание угла ф между ребра- 
ми АС и 58 полностью определяет 
пирамиду, удовлетворяющую всем ус- 
ловиям задачи, кроме тех, в которых 
речь ндет о точке М. 

Заметим, что из наших рассмот- 
рений следует также, что отрезок КМ 
принадлежит биссекторным плоско- 
стям двугранных углов пирамнды с 
ребрамн АС и 58. 

Перейдем теперь к анализу поло- 
жения точки М. Особая роль от- 
резка КМ, выявленная в предыдущем 
анализе, позволяет выдвинуть пред- 
положение, что точка М, удовлетво- 
ряющая условию задачи, лежнт на 
этом отрезке. В этом мы сейчас и 
убедимся. Рассмотрим проекцию [ 
точки М на отрезок КМ. Точки Ё 
и М принадлежат плоскости, перпен- 
дикулярной отрезку КМ, а следова- 
тельно, и биссекторным плоскостям 
двугранных углов пирамиды с реб- 
рами АС и $В. Если плоскость пер- 
пендикулярна биссекторной плоско- 
сти двугранного угла, то сумма рас- 
стояний от любой ее точки внутри 
этого угла до граней есть величина 
постоянная. (Докажите это самостоя- 
тельно, пользуясь тем, что сумма рас- 
стояний от Точки основания равно- 
бедренного треугольника до его боко- 
вых сторон есть величина постоянная.) 
Таким образом, суммы расстояний 
до всех четырех граней пирамиды от 
точек М и Г равны. Обозначим эту 
сумму через Г н вычислим ее. Пусть 
х = |КЁ| н У — объем пирамиды. 
Очевидно, сумма расстояний от точ- 
ки ^№ до граней АВС и АЗС равна 


у с 
8 „Значит, сумма расстояний от 


4-— | 99$. 


точки [ до тех же граней равна 
Хх 


у 
а = . Аналогично вычисляется сум- 


ма расстояний от точки Г. до граней 


ВС н АЗВ: она равна их 3 
х ЗУ а—х ЗУ 
Итак, оо а = 


Воспользовавшись формулой У == х 


х|АС]-|В$| -|КМ|-| т ф | (выведите эту 
полезную формулу самостоятельно) и 
формулами (6) и (8), получим [= 


р 2 В 
2У 2“ х!2). 
С другой стороны, [|$М|+ 

+ 1ВМ | = 15Е[- [ВЕ | (докажите! 
и, следовательно, [> |$2| + |ВЕ. |. 
Но |$.|+1В=2У 14 +(а—х, 
откуда 


2 ИУ а-э=> 2угата-—х: 
илн 


0,9х2 — 1,64х + 0,64? + 0,25 < 0. 

(9) 

В силу (8) 4 < 3/2, откуда дискрими- 

нант О квадратного трехчлена в (9) 

не превосходит нуля и, следователь- 

но, В = 0, 4 = */%, х = */,, точка М 
совпадает с точкой [ и 


| МВ| = У1/4+ (9-х - ме. 


В заключение заметим, что приве- 
денные нами решения задач нельзя 
рассматривать как образцы оформ- 
ления письменной работы. Мы стре- 
мились лишь показать основные идеи 
и приемы решения, оставляя читате- 
лю подчас весьма существеиные де- 
тали для самостоятельной доработки. 


Упражнения 


1 (ВМК, 1974). В треугольной пира- 
миде 5 АВС суммы трех плоских углов при 
каждой вершине А. В и С равны 180°. 
Найти расстояние между скрещивающн- 
мися ребрами ЗА н ВС. если известно, что 
ВС-4 см, АС-5 см, АВ=6б см. 

2 (ВМК. 1975). Все ребра  треуголь- 
ной пнрамиды АВСО касаются некоторого 
шара. Грн отрезка. соединяющие середи- 
ны  скрешивающихся ребер АВ и СО, 
АС и ВО. АД и ВС, равны. Угол РВС 

авен 50°. а угол ВСР больше угла ВОС. 
айти отношение площадей граней АВО 
н АВС. 

3 (Мехмат, 1976). Вмусри прямого 

кругового конуса, касаясь основания, ле- 
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Жат три шара раднусов 4, 4 и5. Каждый 
из ннх касается двух других шаров и не- 
которой образующейся конуса. Найти 
раднус основаиня конуса. еслн известно, 
что угол между основанием н образующей 


равен 2 агс Е. 


4 (ВМК, 1977). В пирамиде $АВС 
грани А$С. В$С и А$В равновеликн. 
Сумма расстояний от середины ребра ВС 
до граней А$В и А5С п полтора раза 
меньше высоты пнрамнды. опущенной из 
вершины $. Внутрн пирамнды есть точ- 
ка М, полусумма расстояний от которой 
до вершин А, ВиС равна сумме расстоя- 


‚длина ребра А$ равпа у 


ний до всех граней пирамиды. Найтн ило- 
щадь полной поверхностн пирамиды. если 
31 
п ° 

5 (ВМК. 1978). Основанием инрами- 
ды АВСЕН служит выпуклый четырех- 
угольник АВСЁЕ, который днагональю ВЕ 
делится на два равновеликих  треуголь- 
ника. Даина ребра АВ равна единице, 
длины ребер ВС н СЁ равны. Сумма длин 
ребер АН и ЕН равна 2. Объем пира- 
мнды равен !’.. Найти радиус шара. имею- 
щего нанбольший объем срели всех шаров, 
помещающихся в пирамиде АВСЕЁН. 


Встреча с читателями «Кванта» 


10 января, во время зим- 
них каникул, «Квант» встре- 
тился со школьииками Моск- 
вы. Встреча состоялась в 
Центральном лектории Все- 
союзного общества «Знание». 
На ней присутствовало 
около тысячи учащихся. 
Члены редакционной кол- 
легии рассказали о чер- 
ных дырах во Вселеиной и 
поисках космических ци- 
вилизаций, третьей проб- 
леме Гильберта н чнслах 
Коивея, п школьных олим- 


з 


пиадах и вступительных 
экзаменах в вузы. Академик 
Академни — педагогических 
наук В. А. Фабрикант (см. 
фото) поделился воспо- 
минаниями о замечательном 
советском физике Леониде 
Исааковнче ^ Мандельшта- 
ме, столетне со дня рожде- 
ния которого исполняется 
в этом году. Во встрече 
приняли также участие член- 
корреспондент — Академин 
ледагогнческих наук 
В. Г. Болтянский. профес- 


сор Я. А. Смородинский, за- 
меститель главного редак- 
тора В. А. Лешковцев, кан- 
дидаты = физико-математни- 
ческих наук Н. Б. Василь- 
ев, Л. Г. Макар - Лнма- 
нов, Н. Х. Розов. А. П. Са- 
вин. Встреча закончилась 
кочкурсом по решению за- 


дач, победители которого 
получили памятные по- 
Заркни. 


Варианты 
вступительных экзаменов 
в вузы в 1978 году 


Московский институт 
стали и сплавов 


В «Кванте», 1979, № 5 были опубликованы 
варианты вступительных экзаменов ис фи- 
зике. Ниже мы публикуем варнанты всту- 
пительных экзаменов 1978 года по матема- 
тике (письменный экзамен). Кроме самнх 
вариантов, решений и ответов здесь приво- 
дится подробный разбор одного из варнан- 
тов с указаннем типичных ошибок школьни- 
ков, 

Математика 


В 1978г. МИСиС второй год проводил 
вступительные экзамены по математике 
по новой программе. Вместо ожидавшейся 
нами в этом году стабилизацин знаний 
абитурнентов. мы выкуждены отметить 
отсутствие заметного улучшения их под- 
готовлениости н даже некоторое ее сниже- 
ние. Это относится, в частности, к разде- 
лам школьного курса. посвященных дниф- 
ференцированню и интегрированню. Осо- 
бенно плохо дело обстоит с геометрией: 
применять векториую алгебру к решению 
геометрических задач почти иикто не 
умеет. 

В порядке возрастания трудности ва- 
рнантов, факультеты МИСиС можно рас- 
положить примерно следующнм образом: 
технологический факультет, факультет ме- 
таллургии черных металлов ин сплавов. 
факультет металлургин цветных и редкнх 
металлов и сплавов, факультет полупровод- 
инковых материалов п приборов, физнко- 
химический факультет. 


Факультет 
полупроводниковых матерналов 

1. Найти область определения фиунк- 
ции 


у = Ув ь (8х — 8) — 6 ь (4). 


Эта задача сводится к решению системы 
неравенств. Многне из абитурнентов не 
смогли правильно получить эту систему 
неравенств, т. к. Плохо зналн свойства 
степенной и логарифыической функций. 
Система перавенств нмеет вид 


3х —8>0 


— > 
ЕВ х2—Зх 4 120, 


Некоторые поступающие не смогли 
правильно решить эту систему. хотя из 
того, что второе неравенство выполнено 


при всех х © В сразу получается ответ: 
х>3. 


2. Решить тригонометрическое урав- 
нение 


1 1 ы я 
Ех т = с «4 ) = 
1 — сх 
2(Е-- ах) - 
Типичиые ошибки здесь следующие: не- 


знаине основных формул тригонометрии, 
например 


а л л | ол 
х 4 0$ х-©0$ 4 Е зтх-$т тт 


приобретение посторонних корней. 
Решить это уравнение можно, например. 


следующим образом. 
Находим область определения 


Ут х5Е0,1- 48х20 > хх — т == Ад. 
АСР. хитл, т ЕР. 
Преобразуем уравненне 


(0 ВЫХ ==)х 
Е ны 2} ° 


С05 х 1 0$ Хх с 
х 1+ зтх | 2 —` зтх 


> (1 -- сх) (соб х-+- зтя-- Й = 0. 


1] 1-х =0 = х- —+ в 


не входит в область определення. 
2) созх -- 5тх-Н1--90 > 


=). - №2 > 
4 


= чит (х-. 
я 
Ал > 


5х1 же 
(21-- 0д, Е = 2-1 


| —-5- + 2ил, в п 
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х == (21 + Пл не входит и область опреде- 
|. 
ления. Ответ х: ——5 +21л. пЕ 2- 
3. Найти уравнение общей касатель- 
ной к кривым 


у=х? -|- 4-8 и у= х?-|- 8х 4. Боль- 
шинство абитуриентов, не решивших эту за- 
дачу, не смогли правильно написать уравне- 
ние касательной к кривой. Решение задачи 
следующее: уравнения касательных к пер- 
вой и второй кривым 


| УЕ (жи) иж) НЕ). 
| у = &° (х.) (х—х) в (>). 
Условие того. что касательная общая, 
Ро) =& ©») 
Рх) Ема) — 8 {хх 
2х, 4 =: 2х, -- В 


> > 
| 8-4 
5 [жж =2 Хх, = 2 
| 2—ж=а хз = 0. 


Получаем уравнение общей касательной 
у = 8х - 4. 
4. Найти предел 
| 1 
№1 = 91845 +3456 Г: 
, 1 
Тв @+2) ("+3 = 


последовательности 


а а 
- м етот итэ 


Типичная ошибка: постулающие пользова- 
лись тем. что последнее слагаемое в сумме 
стремится к нулю, и на основании этого 
решали. что предел разен первому слагае- 
мому. или сумме нескольких первых чле- 
нов, Ш зависимости от личиого вкуса. 
При зтом забывали п том. что число сла- 


гаемых в сумме растет с ростом п. 

Правильно решить задачу можно, —на- 

пример. так. Разложиы общий член 
1 


ЗОО “9 гро 


стейших дробей и сложим эти дроби так: 


1 | 1 
= п-т па — #5)+ 
| | Г 
м (-з+ =) 
Отсюда 
ГОРА 1 1 1 
ить тэ [+3+4)-5+ 
Пт 1 1 1 
ЕЕ == (= + 


5. Гочки А (1; 2; 3}, В (1;5; 3}, С (3; 3; 3) 
лежат ка окружности нижнего основания 
цилиндра, п точка О (2; 3;7) — на его верх- 
нем основанци. Найти координаты цгнтров 
оснований и обзем цилиндра. 

С этой задачей на применение вектор- 
ной алгебры в стереометрни не справились 
большинство абнтурнентов. Можно предпо- 
ложить, например, такое решение 

1) Найдем уравиение плоскости, прохо- 
дящей через точки А, В н С (очевндно, про- 
ходящей н через центр О нижиего основа- 
ния) 


ах -- Ву + сг + 4=0. 


Для определения а, 6, сиё м енс- 
тему (координаты точек А, В, и С удовлет- 
воряют уравнению плоскости}. 


а 26 - 3 = —4 
а 55 -3= —4а > 
За -- 36-36 = —4 


6—0 
> а-- 26 3-- —4 => 
За--зь + 3 — —а4а 
ь.=а =0 
> а. 
=——: 


уравиение плоскости ннжнего основания 
цилиндра 2 = 3. 

2) Пусть О (хим; 2}. Тогда для опреде- 
ления (х; и; 2} имеем снстему уравнений 


г2=3 
(х— 0 - (и— 2) + (2—3) - 
| =(х— 1024 (и— 5) + (2—3)? = 
== (х— 3) + (у— 3) (2 — 3) 


=> 


2—3 
| оао > 
Хх? — 91-5 у? — 4и-|-4- 

= а —бх 9-й — би-+-9 


#==3 
Хж=3/2, и-=7/2, 
и: > РИ 
4х = — 2-13 


3} Уравнение плоскости верхнего осно- 
вання 2 =: 4, т. к. плоскости инжнего и верх- 
него основания параллельны. Точка Р ле- 
жит на этой плоскости, следовательно, 
Я =7. Отсюда находим высоту цилиидра 
Н =7— 3-4. Далее иаходим координаты 


7 
центра верхнего основания О, (2: 5; 7). 


Наконец находим объем цилиндра 


очки [2+1 


Далее мы приводим варианты. предпола- 
гавшнеся на других фэкультетах. 


Технологический факультет 


1. Решить уравнение 
{Ех — $11025х > 057 5х. 


На промежутке [0, л} указать те значе- 

ния переменной х. для которых Шх > 1. 
Найти площадь фигуры, ограпи- 

ченной кривыми и = х ну= 2 Их. 

3. Решить уравиение 

481% — 5.41: 4 = 0. 

4. Все ‘ребра треугольной призмы 
АВСА,В:С, равиы а. плоские углы при 
вершиие А равны &. Найти велнчниу угла 
между (ВС1) и (АС) н полную позерхность 
призмы. 

5. Сумма двух сторон треугольника 
авна а, а угол между иими равен 30°. 
аковы должиы быть длины сторон, чтобы 

площадь треугольника была наибольшей? 


Факультет металлургни 
черных металлов н сплавов 


1. Решить уравиение 
3х — У 1+1=0. 
2. Решить неравенство 
2 
Ух —3= У —2’ 
3. Решить уравнение 
1 
Янях = дех- 3. 
4. Найтн 
1939 х — 31 
вк 
х = 
х.з 60$ (+ 6 ) 
8. Найти угол между плоскостью, про- 
ходящей через точки А (0;0; 0), В (1; 1; 1); 


С (3; 2; 1) и плоскостью, проходящей через 
точки А (0; 0; 0), ВН!) О (3; 112). 


Факультет металлургии цветных и редких 
металлов н сплавов 


1. Решить неравенство 
108 у (2х +5) — юр, (16 —х)< 1. 
5 5 
2. Решить уравнение 
(1-Е 152х) (1-Е $т2х) = 1. 


3. Найтн 
р л 
зв (х-— 3 
ры 1 — 2с0$х 
= 33 


4. Найти площадь фигуры, ограничеи- 

ной кривыми у =: 2%, у = 4* и прямой х==1. 

5. В пространстве даны три вектора 

АВ, АС, АБ, образующие одинаковые 
л 

углы между собой, равные - Объем пи- 


рамиды АВСР равен 10. Найтн длины век- 


—^ — 
торов АВ. АС и АР, если | АВ|:| АС]: 
АБ |= 1:2:3. 


Физико-химический факультет 
1. Решить неравенство 
| 35-- х? 1 
060.28 р 2->. 


2. Решить уравнение 
РЕ Е 
с05 4 — 5 6 еб вх) = 
им 
= т 4 - ©05 Х. 


3. Найти наибольшее н 
значения функиии 


у = 28 (2х — 3) — 12 (3х — 2) на [ — 3; 6}. 


4. В треугольнике АВС, А (—1; 2; 3) — 
вершина прямого угла. Найтн координаты 
вершик В н С, если известио, что ВиС 
лежат на прямой (ММ), где М (—1; 3; 2), 


М (1; 1; 3) и 486 = 30°. 
5. Построить график функцни [, где 


нанменьшее 


— х-п 


: хп 
#®) = Вт "=", х>0. 


В. Треногия 


Московский институт 
электронной техники 


Московский  ннститут электронной тех- 
ники (МИЭТ} готовит специалистов по 
важиейшим направлениям в области элект- 
роники. Выпускииков ниститута ждут за- 
воды, изаучно-исследовательские нистн- 
туты. конструкторские бюро не только 


электроиной, но н других отраслей про- 
мышленности. 


МИЭТ имеет следующие факультеты; 


Физико - техническия фа- 
культет готовит специалистов в 0б- 
ласти твердого тела н технологии полу- 
проводниковых приборов и электронных 
схем. За время учебы в институте специа- 
листы этого профиля приобретают глубо- 
кие знания п области общей и теоретиче- 
ской физики, физнки полупроводниковых 
приборов, получают специальную поядго- 
товку в области конструирования, разра- 
ботки и технологии производства ннте- 
гральных схем. 


Ф изико - химический фа- 
к ультет готовнт специалистов по полу- 
проводниковым и диэлектрическим мате- 
рналам электронной техникн н физико- 
химическим процессам  техиологин. 

Факультет мнкроприбо- 
ров и технической кибер- 
нетяки готовнт специалистов по трем 
направлениям: электронные вычислитель- 
ные машины, радиоэлектронные устрой- 
ства,  коиструированне и производство 
радноапнаратуры. В процессе обучения 
студенты изучают техинческую киберние- 
тику. радиотехнические и приборострон- 
тельные дисциплины, вычислительную ма- 
тематику. конструирование электроиных 
вычислительных машин и радиоэлектрон- 
ных устройств. 


Факультет электронно- 
го машиностроения готовит 
специалистов в области проектировання, 
изготовления п автоматизации техиологи- 
ческого оборудования электронной тех- 
ннки. Студенты этого факультета специа- 
лизнруются в области проектирования, 
автоматизации и изготовления  техноло- 
гического оборудования. 


На вечернем отделении обучение ве- 
дется по всем специальностям, перечнс- 
ленным выше для дневных  факультетов- 

Программированное обучение и коит- 
роль знаний студентов проводятся в спе- 
циально оборудованном классе с помощью 
различных  коитролирующих устройств 
и вычислительных машин. 


В МИЭТе, кроме учебной, проводится 
большая  научно-исследовательская рабо- 
та. Начиная с четвертого курса студенты 
сочетают обучение п институте г пронз- 
водственной практикой, работая по три 
дия в неделю на базовых НИИ и заводах. 

Институт располагает благоустроен- 
ными общежитиями. Все иногородние на 
время экзаменов  обеслечнваются обще- 
жнтием. 


МИЭТ имеет стадион г резнно-бнтуч- 
ной дорожкой, площадкамн для игры в 
волейбол, баскетбол н ручной мяч, теинис- 
ные корты, спортивиый зал, 25-метровый 
бассейн, тир, лыжиую базу. спортивно- 
оздоровительные лагеря в горах Северного 
Кавказа н ина берегу "Каспийского моря- 
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Математика 
Письменный экзамен 


Вариант |! 
1. Решить урэвиение 
51118 Х—С05% х2=С0$ Х. 
2. Решить уравнение 
х+5 х-+- 17 
32—71 =0:25.198 8. 


3. Вычислить площадь фигуры, огра- 
ннченной графнкамн функинй 


у=4—>х1, у=х— 2х. 


4. В равнобедрениой трапеции мень- 
шее основание и боковая сторона равны а. 
Найти больнее основание №, чтобы плошадь 
трапеции была максимальной. Ре 


5. Даны три ненулевых вектора а, 
> -— 


$, с, каждые два из которых неколлннеар- 
— > 
ны. Найти их сумму, если вектор а--В 
> =— > 
коллинезрен вектору Сс. а вектор 6-с 
> 
коллинеарен вектору а. 


Вариант 2 
1. Решить уравиеине 


511% х-- с0$% Х=5 Х- ©0$ Х. 
2. Решить уравиение 


(0.4) 18" +1 = (6,25)2—& х?. 


3. Вычислить площадь фигуры. огра- 
ииченной графиками функций 


у=Их, у=У4- 3х, у=0. 


# 

4. На плоскости задана точка м(: '). 
Проходящая через точку прямая образует 
вместе с положительными полуосямн ко- 
ординат некоторый треугольник. Какое 
минимальное значенне ‘может принимать 
площадь этого  треугольннка? 

= > -— 


5. Векторы а, 6 нс имеют равные дли- 


ны н образуют попарно равные углы. Най- 

— боя 
ти координаты вектора с, если а=-Е+}, 
— —> > 


Физика 
Задачи устного экзамена 


1. Груз на длннной нити может совер- 
шать колебания в вертикальной плоско- 
сти, отклоняясь иа угол & от вертикали, 
Этот же груз может вращаться по окруж- 
ности, так что нить описывает конус. В ка- 
ком случае натяженне интн, отклоненной 
на угол @ от вертикали, будет больше? 

2. Брусок массой т находится в плос- 
кости, угол наклона которой & может вз- 
меняться от 0 до 90°. Построить график за- 
висимости модуля силы трения бруска о 
плоскость от угла наклона плоскости к 
горизонту. Явлением застоя пренебречь. 
Коэффициент трения равен р. 

3. На экваторе некоторой планеты те- 
ла весят вдвое меньше. чем на полюсе, 
Плотность вещества планеты р=3 г/см, 


Определнть ипернод обращения 
вокруг собственной оси. 

4. Сколько ходов должен сделать пор- 
шеиь откачнвающего насоса, чтобы от- 
качать воздух из сосуда объемом \ от 
атмосферного давления рь до давления 
Р= Ро-10-*, если емкость насоса У? 

5. Два электрона находятся на беско- 
нечно большом .„’ расстоянии один от дру- 
гого, причем одии электрон вначале поко- 
ится, а другой начинает двигаться со 


= 

скоростью |0|=2-10% м.с по направлению 
к первому. Определить наименьшее рас- 
стояние, на которое они сблизятся. 

6. Металлический шар раднусом Ю,, 
заряженный до потеицизла ф. окружают 
сферической проводящей оболочкой ра- 
диусом К». Как нзменится потенциал шара 
после того. как он будет соединеи с оболоч- 
кой проводником? 

7. Какое количество — электричества 
нужно пропустить через  электролитиче- 
скую ваниу с водкислелной водой, чтобы 
получить У=! л тгремучего таза при 
1— 27-С п р== 760 мм рт. ст.? 

8. Длина воздушной линин  электро- 
нередачн {=300 км. Частота напряжения 
*=50 Гц. На какую долю периода отли- 
чаются фазы напряжения в начале и и кон- 
це этой линии? 

9. Какова истинная глубина реки, 
если при определении на глаз по верти- 
кальному направлению глубина ее кажет- 
ся равной #-—2 м? Показатель преломлення 
воды п=1.33. 

10. Некто. сняв очкн. читал книгу. 
держа ее на расстояинн 4=16 см от глаз. 
Какой оптической снлы у него очки? 


планеты 


В. Горбунов 


Московский 
авиационный институт 
им. Серго Орджоникидзе 


Московский ордена Ленина авиационный 
институт им. Серго Орджоникидзе, один 
из иаиболее крупных машиностроитель- 
ных вузов страны, готовит специалистов 
для работы в раэличных отраслях авиа- 
ционНной промышленности, п также вп 
других новейших областях техники. 

В ннституте учились к работали ака- 
демики Б. Н. Юрьев, М. Д. — Мил- 
лионшнков, известные — конструкторы 
Д. П. Григорович, Н. Н. Поликарпов, 
А. С. Яковлев. А. Н. Тупблев, летчики- 
космонавты В. Н. Волков.В. Н. Кубасов, 
В. И. Севостьянов, В. В. Лебедев. 
А. С. Иваиченков: В настоящее время 
в ниституте работают академикн В. П. 
Мншин, И. Ф. Образцов, Б. Н. Петров 

Институт готовит ° ниженеров-меха- 
ников по самолетостроенню п вертолето- 
строеиию. летательным аппаратам и дви- 
гателям летательных зппаратов: ннжене- 
ров-электромеханнков по прнборам, вы- 
числнтельным устройствам, электрообо- 


-« Квант». 


рудоваииню, снстемам управления лета- 
тельными аппаратами, автоматизирован- 
ным системам управления, установкам и 
автоматизированным  приводам летатель- 
ных аппаратов; радиониженеров по ра- 
дноустановкам летательных аппаратов. 
конструнрованию и производству элект- 
ронно-вычнслительной аппаратуры: ин- 
женеров-экономистов /по экономике и ор- 
ганнзацин машиностроительной промыш- 
ленностн. органнзации  механизирован- 
ной обработки экономической . информа- 
ции.  автоматизированным “системам уп- 
равления производством: инженеров-ма- 
тематнков по применению средств вычис- 
лительной техники и математическому 
обеспечению АСУ; — инженеров-электро- 
механиков по коиструированню аитенно- 
фидерных устройств. 

Характерной особенностью обучения 
в институте является совмещение учеб- 
ного процесса Е элеменитамн научиых нс- 
следованнй. В ннституте действует студен- 
ческое научное общество МАИ, работают 
14 студенческих конструкторских бюро, 
в которых студенты разрабатывают раз- 
личные образцы современной техинки. Сре- 
дн них легкий спортивный ‘самолет 
подводный аппарат «Шельф», 
целая серия авнациоиных приборов. 26 ок- 
тября 1978 года на орбиту был выведен пер- 
вый  студеический ИСЗ, разработанный 
студентами МАИ. 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант [| 
(экзамен по алгебре п началам анализа 
на общетехнических факультетах) 


1. Дайте определение показательной 
функции. Сформулируйте и докажите 
свойства функции 1/-2:а*, а> 1. 

2. Решите Уравнение 


Ут 4 +24 6=17. 


3. Какне точки называют  критиче- 
скимн точками для данной функции? 
Какая существует связь между точками 
экстремума и критическими точками 
функции? Исследуйте на монотоиность 
н экстремумы функиню иу== 2х3 9х2 -|-12х. 
Постройте график. 

4. Решите неравенство 


я 4 _ 
114-21 х 1 1. 
5. Прнв каких значениях п корин 
х. хо уравиения (92--1)х2—2ах—3=0 
удовлетворяют неравенству [х. |< 


«»х, (1—х.} ин корень х, является положи- 
тельной правильной дробью? 


Варнант 2 
(экзамен по геометрии и тригонометрии 
на общетехнических факультетах) 

1. Докажите теорему © свойствах сред- 
ней лииин трапецни. 

2. Дайте определение скалярного про- 
изведення двух иненулевых векторов. За- 
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пнигите коордннатную формулу скаляр- 
ного пронзведения. Вычнслите координа- 
— 


ты вектора с, перпендикулярного векто- 
= ----- 
рам а=-2/—Ё ин 6: —гг9/—ЗА и образую- 


== Е. 
щего тупой угол с осью Оу, если |]: Т. 
3. Решите уравнение 
$ИИ Х--с05 х-- 605 Х— $17 х. 

4. Площадь равнобедренной транеинн с 
углом при основании 60” равна 2 кв. дм. 
Найднте длину высоты грапецни нанмень- 
шего периметра. Вычислите этот периметр. 

5. Основаннем прямого — параллеле- 
енпеда служит ромб с острым углом 2В. 
длина высоты которого равна №. Одна из 
диагоналей  параллелеинпеда образует с 
одной нз боковых граней угол ф. Опреде- 
лнте объем параллелепипеда. 


Варнант 3 
(экзамен на факультете прикладной 
математики) 


}. Решите иеравенство 


х—4 4х1! 
1063 — о — 083 Чит: < . 


2. Функция { задана равенством 


17 
ПО] эт. . Найдите решения ф © [0; п] 
х 


Я 3 
яп ф) = Е 
Рот = 
3. Крнволинейная трапеция ограни- 
чена кривой у=х?-т! ин прямыми у=:0, 
х- |. х=-2. В какой точке данной кривой 
у-=х8--|1. х@11; 2| следует провестн каса- 
тельную. чтобы она отсекала от криволн- 
нейной трапеции обычиую трапецию нан- 
большей площади? Сделайте чертеж. 
4. Треугольная пирамнда задана ко- 
ординатами свонх вершин А (3; 0; 1), 


В ПИ. С65; 2: 3). 20 (0: —5: 4). 


—> 

Вычислите длину вектора АО. если О — 
точка пересечеиня медиаи грани ВСО. 
5- При каких значениях параметра а 


уравнения 


множество М решений неравенства 
(а—2)х--3 (2*-- хо пересекается с 
множеством ЛМ решений иеравенства 


2ах<(а- 1) х—1? Найдите Мп/\№ для каж- 
дого а<.0. 


Ф изика 


Письменный экзамен 


Варнант 1 

|. Механнческая работа. Мощность. 
Единицы работы н мощности. Когда сила, 
действующая на тело, не производит рабо- 
ты при перемещении тела? 

2. Точка совершает гармонические 
колебания между  положениямн Сн О. 
Зная, что максимальная скорость точкн 
равна ум=10 м/с, найтн ее среднюю ско- 
рость на пути от С к 2. 

3. В колебательный контур с индук- 
тивностью [, емкостью С н активным со- 
противленнем Ю включили последователь- 
но нсточник синусондальной ЭДС с ампли- 
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тудой &м. Затем. меняя частоту ЭДС, 
добились того, что амплитуда тока стала 
максимальной. Какой? 

4. Два сосуда, содержащие различные 
газы по одиому киломолю п каждом. сое. 
дннены трубкой с краном. Давления п со- 
судах р: н р». Какое давление устанавли- 
вается после открытия крана? {Температу- 
ра не изменяется.) . 

5. Лннза даег действительное нзобра- 
женне предмета < увеличеннем п два раза. 
Определить фокусное расстояние лиизы, 
если расстояние между лнилой н нзобра- 
женнем [-- 24 см. 


Варнант2 , 


Г. Первый закон 
закон Ньютона. 

2. Тело массой т движетен по закону 
5 (1)--243+Ве-гу, где. В, * — ризмерные 
постоянные коэффициенты, {--— время, 
$ — пройденный путь. Найти действую- 
щую на тело силу и кинетическую энергию 
в момент временн | после начала двнженния. 

3. Каков заряд всех электронов п кус- 
ке алюминия массой т: кг? За какое вре- 
мя пройдет этот заряд через понеречное 
сечение проводника при силе тока /-=| А? 
Заряд электрона е-=1.6-10-№ Кл; моляр- 
ная масса алюминия м -27 гмоль: число 
Авогадро №--6.02. 103 1/моль: считать, 
что на каждый атом алюминия приходит- 


Ньютона. Третий 


ся 3 свободных электрона. 
р 
| 
0 у, у, у 


4. При расширении газа его давление 
росло по закону р-р: У--0,У?, где 
я; ин @ — размерные постоянные коэффн- 
цненты; р!:. У. У› заданы (см. рисунок). 
Рассчнтать работу. совершенную при рас- 
ширенин. 

5. Предмет находится на осн на рас- 
стоянии 4:-:3 см от вогиутого сферического 
зеркала. Радиус зеркала К=5 см. Графи- 
ческим построением № расчетом найти по- 
ложение изображения. Подсчитать отио- 
шение величниы нзображения к величине 
предмета. 

В. Котельников. 
Р. Молодожникова 


Московский 
энергетический институт 


О факультетах н спецнальностях Москов- 
ского ордена Ленина энергетического ин- 
ститута (МЭИ) рассказано в «Кванте». 
1978, № 7. 

В 1978 году абитуриенты. поступав- 
шне в МЭИ. сдавали по математнке два 
экзамена (письменный и устный — на 
всех факультетах), в по физике — один 
экзамен (на одних факультетах — письмен- 
ный, на другнх — устный). 


Математика 
Письменный экзамен 
Варнант 1 
1. Упростив выражение 
(х3—4)-24-(х-- 2) —(х—2)-* \—! 
Е 09 


И 
1 


найтн его предел при х—— 


2. Решнть снстему уравнений 


{Зу? -- 0-106х = 1, 
| ха" +10 = 97. 


3. Сумма бесконечно убывающей гео- 
метрической  прогрессни равна нанболь- 
шему значению функции /{ (х)= 3х3 —х—76 
на отрезке [0; 3]; первый член прогрессии 


равен квадрату ее знаменателя. Найти 
знаменатель прогрессин. 
4. Найти все значения х, удовлетво- 


ряющие уравнению 
17$ - па 5: Е — <} _5_ 
эп +5 (3 - р] п) = 6 
р . 
и лежащие иа отрезке [-5: 2. 


5. Через вершину С, куба 
АВСРА,В,С,0: проведена плоскость. не- 
ресекающая ребра [ВС] и [СО] и образую- 
щая г гранью АВСШО угол @&, прнчем в 
сеченин получен равнобедренный тре- 
угольник. Найти площадь сечения. если 
длина ребра куба равна о (рассмотреть 
возможные случан). 


Варнаит 2 


1. Упростив выраженне для { (х). най- 
тн }(х). еслн 


Их—2 
УЕ уха + 
х—? —2 
Ее ‘^ 


го) = 


х— | 


О ЕЕ: 


2 Найти область онределения функции 


Г(х) — № (Их. 42—1&*). 


3. При каком уменьшаемом разность 
будет нанбольшей. если вычитаемое равно 
удвоениому квадрату уменьшаемого? 

4. Найти все значения х. удловлетво- 
ряющие уравиению 


{1 — со$ 2х) т 2х == Р Зи? х 
д 
н лежащне на отрезке |-> 3. 


5. Площадь ирямоугольной трапеции 
АВСО равна $, длина высоты [АВ] рав- 
на #. величина острого угла АДС трапе- 
ции равна х На боковой стороне [СО] 
взята точка Е, так что |СЁ|-= [ЕО |. 
Найтн объем тела. получениого вращенн- 
ем четырехугольннка АВЕР вокруг 
прямой (АВ). 


Физика 
Письменный экзамен 

Вариант 1 

1. Источники тока Электродвижущая 
снла. Последовательное соедннение источ- 
ннков ЭДС. Аккумуляторы. Закон Ома 
для замкиутой цепн. 

2. Энергня фотонов, которыми облу- 
чается металл. в три раза больше работы 
выхода электронов из металла. Какую 
долю от энергии фотонов составляет мак- 
симальниая кинетическая энергня фотонов, 
вылетающих из металла? 

3. Два одинаковых точечных заряда 
находятся на расстоянии х.=1 м друг от 
друга. Велнчина каждого заряда 4-— 
= 10-2 Кл. Какую работу надо совершнть, 
чтобы сблизить заряды до расстояиия 
га=10 см? 

4. При разрыве неподвижной гранаты 
на два осколка, летящих вдоль Одной пря- 
мой, выделилась механическая энергия 
\—1000 Дж. Известно, что масса одного 
осколка втрое больше массы другого. Най- 
тн скорости осколков. Масса гранаты = 
=! кг, и масса пороховых газов мала. 

5. Каковы первоначальный объем ни 
температура гелия, — находящегося под 
поршнем в цилиндре, если при охлажде- 
нни гелия до {= —23°С груз массой М= 
16 кг. лежащий на поршне, совершает 
работу А=40 Дж? Площадь поршня 5= 
:=200 см?. атмосферное давление нормаль- 
ное, масса гелия т-5 г. 


Задачи устного экзамена 


-> Г. Тело массой т-=20 кг тянут с силой 
|Е|=120 Н по горизонтальной поверх- 
ности. Если эта сила приложена пол углом 
24 :=60° к горизонту, тело движется равно- 
мерно. С каким ускореннем будет двигать- 
ся тело. если ту же силу приложить под 
углом @.-=30? к горизонту? 

2. Цилиидрический › сосуд длииой 
г-=| м делится на две частн подвижным 
поршнем. Каково будет равновесное по- 
ложение поршня. если п одной части сосу- 
да находится некоторая масса кислорода, 
а в другой частн — такая же масса нодоро- 


ча? Относительная молекулярная масса 
кислорода в 16 раз больше относительной 
молекулярной массы водорода. 

3. Маленький шарик подвешен на тон- 
кой нитн в пространстве между обклал- 
ками плоского конденсатора, пластины 
которого горизонтальны. Заряд шарика 
4==10-® Кл. Когда конденсатор заряднлн 
зарядом @=2-10-° Кл, натяжение ниги 
увеличилось вдвое. Определить массу ша- 
рика. Площадь пластнн конденсатора 5= 
=200 сме. 

4. Линия электропередачи имеет со- 
противление Ю=:250 Ом. Какое напряже- 
ние должен иметь генератор для того, что- 
бы при передаче по этой линии к потреби- 
телю мощностн Р=25 кВт потери Е линии 
не превышали 4% передаваемой потреби- 
телю мощности? 

5. Катушка  нндуктивностью  Ё= 
==3. 10-8 Г присоедниена к плоскому кон- 
денсатору г площадью иластин $==100 см". 
Расстояние между пластинами коиденса- 
тора 4=0.1! мм. Чему равна диэлектрнче- 
ская проницаемость среды, зазполняющей 
пространство между обкладкамн конден- 
сатора. если контур резоннрует на длину 
волны А-=750 м? 


Б. Агафонов, 
В. Прохоренко, 
В. Чудов 
Московский 
авнационный технологический 
институт 


им. К. Э. Циолковского 


В Московском авнацнонном технологн- 
ческом инстнтуте им. К. Э., Циолковского 
{МАТИ) обучаются 10 тысяч студентов по 
12 спецнальностям и 15 специализациям. 
связанным с авиационной — нромышлен- 
ностью. Окончившие институт инженеры 
работают в цехах, лабораториях. техноло- 
гическнх ин конструкторскнх бюро опыт- 
ных ин серийных заволов, а также в отрас- 
левых  научно-исследовательских инсти- 
тутах. В МАТИ нмеются следующие фа- 
культеты: 

Авнационно - техноло - 
гическинй факультет готовит 
ниженеров-металлургов по металловеде- 
нию. оборудованию н технологии терми- 
зеской обработки металлов. литейному 
нроизволству черных ин цветных металлов. 
обработке металлов давлением. металлур- 
гин и техиологни сварочного  производ- 
ства. 

Авиациснно - механиче - 
ский факультет готовит инжене- 
ров-механиков по самолетостроенню. авназ- 
ционным двигателям. технологии перера- 
ботки неметаллическнх матерналов, ипро- 
изводству изделий из специальных мате- 
рналов. На этот факультет конкурсный 
прнем осуществляется раздельно для лиц. 
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проживающих в Москве ин Подмосковье 
(в радиусе до 50—60 км}. и для лиц. про- 
жнвающих за пределами указанного райо- 
на. (На авиацнонно-технологическом фа- 
культете конкурс — общий.} 

Факультет радинозлект- 
ронной аппаратуры готовнт 
ниженеров-механиков по авиацнонному 
приборостроению и радиоинженеров-тех- 
нологов по конструнрованню н ироизводст- 
ву радиоаппаратуры. 

Вечерний факультет 
готовит ииженеров-механиков по техно- 
логин переработки полимерных материа- 
лов в авиаизделия. авиацнониому прнбо- 
ростроению. самолетостроению. авнацион- 
ным двигателям;  радноинженеров-тех- 
нологов по конструированию и произ- 
водству радноаппаратуры, = также инже- 
неров-металлургов по металловедению, обо- 
рудованию н технологии — термической 
обработки металаов, металлургии и тех- 
нологии сварочного производства. обра- 
ботке металлов давлением, литейному про- 
изводству черных и цветных металлов. 

На два последних факультета прннн- 
маются только лица. проживающие в 
Москве ин Подмосковье (в раднусе до 50— 
60 км). 


Математика 
Письменный экзамен 
Варнант 1 
1. Доказать тождество 
©0$ 2а -|- зт 24 


Чат 5049 = созда — 52а. 


й 


2. Решнть 
2х2 + 35—51 2х2 - 3х4. 9.+3=0. 


3. В треугольнике даны сторона а 
я прилежащие к ней углы В ну. Определнть 
объем тела, полученного от вращення тре- 
угольника вокруг данной стороны. 

4. Решить уравнение 


уравнение 


$1 5х.с0$ Зх=5т бх-с0$ 2х. 


5. Найти конус нанменьшего объема, 
описанный около шара раднуса К. 


Вариант2 = 
{. Доказать тождество 
0$ 4а -|- 1 |. 
на — ша = — $11 45. 
2. Решить уравнение 
Юй: (х — 1) — Юбиь © — 1) -- 9. 


3. Основаннем 
прямоугольник, 


пирамиды — является 
площадь которого $. 
Две противоположные гранн наклонены 
к плоскости основания под углом @а. а 
две — нод углом В. Найти площадь боко- 
вой поверхности. 
4. Решить уравнение 


с0$ 2х +- т 2х-`с05 х1 Чщх. 
5. Где возрастает функция 


1х) = — 1 — к? Тх - ИЗР 


Устный экзамен 
Билет 1 


1. Признак  параллельности 
и плоскости (доказать). 
2. Решнть уравнение 


О а: 


3. Выяснить, на каких участках функ- 


прямой 


ция [(х) = 2х = убывает. 
4. Решить неравенство 
4—5. 2-0. 
5. Построить график функции 
2|х|-!-5 
х—3 


Билет? 


|. Теорема п едннственностн 
ла сходящейся 
2. Вычислить 


гл а 
16 (> -- агсуп 3) : 
3. Показать. что функция 
| 


| 
ущерб + 2 


преде- 
носледовательности. 


возрастает при х>0.. 
4. Решить уравнение 


6с0$" х-- Цят х— 10=0. 
график 
у == 108, р х. 


5. Построить функции 


Ф изика 


Задачи устного экзамена 
1. Мяч брошен под углом 5-60 к 


=> 
горизонту со скоростью |ш|[7=20 мс. 
Определнть нанбольшую высоту подъема 
и дальность полета. Сопротивленне воз- 
духа не учитывать. 


> 

2. С какой минимальной силой Риш. 
направлениой горизонтально. нужно при- 
жать плоский брусок к стене. чтобы он 
не соскользнул вниз? Масса бруска т= 
=5 кг; коэффициент трения между стеной 
н бруском = 0.1. 

3. Снаряд массой лп,==50 кг. летящий 


со скоростью ||=800 м/с под углом 
о=:30° к вертикали. попадает п непо- 
движную нлатформу с песком и застревает 


> 
в нем. Найти скорость илатформы |в| 
после попадания снаряда. если ее масса 
та: 16 т. 

4. Каким может быть нанбольший объ- 
ем У, льдины, плавающей в воде, если из- 
вестно. что алюмнниевый брусок объемом 
У:=0.1 мз. прнмерзшнй к льдине. застав- 
ляет ее тонуть? Плотностн льда, алюминня 
н воды равны соответственно р; = 900 кг/м?, 
рз= 2700 кг/мз и рз=1000 крим”. 

5. Сообщающиеся сосуды заполнены 
жидкостью, имеющей = температуру {. 
Прн нагреванин жидкости п одном из со- 


судов до температуры п уровень жидкости 
установился в этом сосуде на высоте Й,, 
а в другом — на высоте #,. Найти коэф- 
фициент объемного расширения жилд- 
костн. 

6. В сосуд, содержащий  21:=10 кг 
воды при температуре {,=10 °С, положи- 
ли кусок льда, охлажденный до &— 
— —50 °С. после чего температура образо- 
вавшейся ледяной массы оказалась равной 
$—=—4-С. Какое количество льда было 
ноложено в сосуд? Удельные теплоем- 
кости воды с1=4200 Дж/(кг- К} п льда 
©:-=2100 Дж;кг- К): удельная теплота 
плавления льда прн и=0°С  А= 
3.3. К Дж'кг. 

7. В однородном магнитном поле пер- 
ненанкулярно направлению индукции, 


модуль которой - |8 |--0.1 мТ, движется 


провод длиной {-=2 м со скоростью |и]|=- 
-25 м:с.  перлендикулярной проводнику. 
Какая ЭДС наводится ш проводнике? 

8. На расстоянии 4=0.14 м от верши- 
ны вогнутого зеркала находится пред- 
мет, высота которого {= 0,06 м. Фокусное 


расстоянне зеркала Р==0,1! м. Найти 
высоту С изображения предмета. 
9. Предмет размером {=8 см надо 


спроектировать на экран. Какое фокусное 
расстояние ЁР должен иметь объектив. на- 
холящийся от экрана на расстоянии {== 
—4 м. чтобы изображение предмета иа 
экране имело размер 1—2 м? 

10. Мнинмое изображение светящейся 
точкн в рассенвающей линле находится 
п два раза ближе к линзе, чем сама точка. 
Найти положенне светящейся точки, если 
нзвестно, что она лежит на оси линзы. Оп- 


тическая сила линзы 0)-=—6 дптр. 
Ю. Вирченко. В. Горбацевич, 
В. Круглов, В. Семкина, 
М. Шиловская 
Московский 


геологоразведочный институт 
им. Серго Орджоникидзе 


Московский геологоразведочный инсти- 
тут (МГРИ) начал свое существованне 
как геологоразведочный факультет Мос- 
ковской горной академин. созданной по 
иннинативе В.И. Ленина п сентябре 
1918 года. В настоящее время Московский 
ордена Трудового Красного Знамени гео- 
логоразведочный институт нмени Серго 
Орджоникидзе — специализнрованный вуз. 
готовящий  гориых инженеров-геолого- 
разведчиков. геофизиков. разработчиков 
месторождений полезных ископаемых. 

В МГРИ имеются следующие факуль- 
теты: геологоразведочный. геофизический, 
техннкн разведки и разработки, гидро- 
геологический. Кроме того. фуикцнони" 
рует вечерний факультет, где обучаются 
без отрыва от производства почти по всем 
специальностям дневных факультетов. 
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Наконец, в институте уже мкого лет рабо- 
тает так называемый школьный факуль- 
тет, в кружках которого занимаются уча- 
щиеся 7—10 классов Москвы и Йод- 
московья. Слушатели школьного факуль- 
тега зимние каникулы проводят на нод- 
мОсКовном геологическом полигоне 
МЕРИ. где сочетают практические занятия 
по геологни с разумным отдыхом. Немало 
представнтелей школьного факультета 
участвуют в летних институтских геоло- 
гнческнх экспедициях. 

Глубокому изучению сплецдисинилин 
предшествует в нашем ниституте солнд- 
ная физнко-математическая подготовка. 
В частностн, очень серьезно поставлено 
изучение теории вероятностей п матемзти- 
ческой статистики, вычнслительных мето- 
дов н программнрования на ЭВМ. Для 
студеитов читаются факультативные кур- 
сы но разделам математики, выходящим 
за рамки обязательной программы. су- 


ществуют математические ин физические 
кружки. 

Окончившие МГРИ направляются 
в производственные геологические орга- 


низанни, на горные предпрнятня, в науч- 
но-исследовательские и проектные инсти- 
туты геологических отраслей, черной и 
цветной металлургин, 

В МГРИ существует  подготовнтель- 
ное отделенне. функиноннруют платные 
подготовнтельные курсы: шестимесяч- 
ные — для подготовки к поступлению на 
дневные факультеты (с 7 февраля) ин трех- 
месячные — по подготовке на вечерний фа- 
культет (с | октября). Кроме того, для 
всех абитурнеитов ежегодно г | нюля по 
30 июля оргаинзуются бесплатные подго- 
товительные курсы. 


Математика 


Письменный экзамен 
Варнант ! 


1. За 12 часов трактор вспахивает на 
2 га больше лошади. Сколько гектаров 
вспашет зз 12 час лошадь н сколько гекта- 
ров вспашет за это время трактор. если 
трактор вспахиваст { га на 3 часа скорее 
лошади? 

2. Дана функция 2хи-=16-- х*. 
ется 

а} пронзвестн ее исследование с по- 
мощью производной и постронть график; 

6) найти площадь фигуры, ограничен- 
ной графиком этой функции и линней 
у=5. 

3. В основании пирамиды лежиг пря- 
моугольный треугольник с периметром р 
н острым углом ©. Боковые ребра пирамиды 
иаклонены к плоскости основания Под 
углом ф. Найти объем нирамнлы- 

4. Решить уравненне 


Требу- 


$118 Х— 05% х- $8 Х— 6058 д. 


Варнаинт2 


1. Путь. но которому проехал мото- 
пиклист, состоит нз трех последователь- 
ных участков. Средняя скорость на всем 
пути равиа скорости на 2-м участке. Ско- 


48 


‘тез кг и 


рость на {1-м участке на 2 кмчас меньше 
средней скорости на всем пути. и скорость 
на 3-м участке на 15 км/час меньше удвоен- 
ной средней скорости на всем пути. Про- 
тяженность |-Гго участка в 6 раз больше 
протяженности 3-го. Найти скорость мо- 
тоциклиста. 

2. Дана фуикция 
Требуется 

а) произвести се исследованне г ио- 
мощью пронзводной и построить график; 

6} найти площадь фнгуры, ограничен- 
ной графнком этой функцин н линнями 
4:-15. Хх! (|. 

3. В основзинн пирамиды лежнт рав- 
нобедренный треугольник с боковой сто- 
роной а н углом при’вершине &. Боковое 
ребро. выходящее из вершины угла 9. 
образует с плоскостью основания угол Ф. 
Найти объем пирамнды. если каждое се 
боконое ребро перпендикулярно протнво- 
ноложной стороне основання. 

4. Решить уравненне 


у=— 1-82 —х%. 


и (-- -х) — 18 2-1 2. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1. Тело массой -=1 кг. двигаясь но 
гладкой горизонтальной ‘поверхности, 
налетает на пеподвижное тело массой 
прилипает к нему. Найти, 
сколько процентов кинетической энергии 
первого тела препращается в тепло. еслн 
трение о поверхность отсутствует. 

2. Часы г маятником данной {-=|1 м 
за сутки отстают на А! | ч. Что нужно 
сделать с маятником. чтобы часы не от- 
ставали? 

3. Катушка лиамегром 4-5 см. имею- 
ая л— 1000 витков. помещена в однорол- 
ное магнитное поле, параллельное се сен 
Иидукцня поля меняется г постоянной 


= . 
скоростью  |АВГА{=10-? ТХ. К кон- 
цам катушки подключен конденсатор ем- 
костью С=- 10 мкФ. Определить заряд кон. 
денсатора. 

4. Преломляющий угол  ‹теклянной 
призмы $-— 60°. Под каким углом луч 
должны падать на прнзму, чтобы выходить 
из нее. скользя вдоль поверхности нроти- 
воположной грани? Коэффнинеит прелом. 
ления стекла п- 1.6. 

Я. Берман. 
Т. Маеленникова 


Московский институт 
инженеров геодезии, 
аэрофотосъемки 
н картографии 


Мы уже полробко инеаля о МНИГАиКе 
{<м. «Кнант». 1977, №6 н 1978, № 6. 


Математика 


Письменный экзамен 
Вариант |1 


1. Решить уравнение 
32 = 3—8. 
2. Вычислить без таблиц 


л л Зл 
с05* В: - 13 05 {+ соя мт + 


51 75 
Е 


3. Решить неравенстяо 
{х-- 1) — 2) — 3) 
ПЕРО 7! 
4. Решить неравенство 
=) 


если [ (х) = 2. 2 ех— м. 


6. Даны четыре точки А (— 2; — 3; 8}. 
В (2; 1; 7), С(; 4; 5) н р 7; — 4:7). 


Проверить, что векторы АВ и СР колли- 
неарны. 


Варнант 2 
1. Решить уравненне 
де И —2 6. 0х1 —2 в. 


2. Решить уравненне 
$112 х= 51 Зх-- с0$ х (60$ х— 1). 
3. Решить неравеиство 


Зх 


ж—4|<!. 


4. При каком значеннн 2 векторы 


—> > 
а= (6; 0; 12) и 6={(—8; 13: 7) перпеидику- 
лярны. 

5$. Вычислить площадь фигуры. огра- 
ниченной линиями 


хл 
Е 


Варизит 3 
}. Решить уравненне 
ТИах— 98—х18?. 
2. Решить уравненне 
2- со$ 4х= 2$4т 2х. 


3. Решить неравенство 


Хх — 5514 
4 < 1. 


4. При каком значении 2 векторы 


-— 
а=(2; —3; 4) и 6—(-—3; 2; 2) перпенди- 
кулярны- 

5. Вычислить ннтеграл 


в - 
Иа 
} | 3 4х. 


Физика 
Задачи устного экзамена 

1. Найти работу. которую надо совер- 
шить, чтобы увеличить скорость движения 


=> — 
тела от |, |=2 мс до |0,|=6 м/с иа пути 
{:=10 м. На всем пути действует постоянная 
снла трения [р =2Н. Масса — тела 
ты! кг. 

2. Стальной баллон наполнен азотом 
при температуре (=12 °С. Давление азо- 
та р=15 МПа. Найти плотиость азота при 
этих условиях. При какой температуре 


давление возрастет до значения р,= 
=18 МПа? Расширеннем стенок баллона 
пренебречь. 


3. В калорнметр теплоемкостью С=: 
=63 Дж/К было налито л,=250 г масла 
при температуре 1-12 °С. После опуска- 
ния в масло медного тела массой т,= 500 г 
при температуре #,==100 °С установилась 
окончательная температура 9@=33 °С. Ка- 
кова удельная теплоемкость с; масла по 
даниым опыта? Удельная теплоемкость 
медн с2=0,38 кДж/кг- К). | 

4. Заряды 9; н 9; находятся на рассто- 
янин г друг от друга. Во сколько раз надо 
нзменить расстояние между ними, чтобы 
снла взаимодействия осталась прежней, 
если абсолютную величину заряда 9: 
увеличить в 4 раза? 

5. Четыре электрическне лампочкн. 
рассчнтанные на напряжение (=З В н 
снлу тока /=:0.3 А. надо включить парал- 
лельно и питать от нсточника напряженн- 
ем (-—5.4 В. Какое дополиительное со- 
противленне надо включить  последова- 
тельно цепочке ламп? 

6. Какую максимальную скорость 
имеют электроны. вырванные из натрия 
светом с длиной волны А=0,5 мкм? Крас- 
ная граница фотоэффекта для натрия равна 
Анр= 0.68 мкм. Постоянная Планка №= 
=*$.62. 10-м Дж-с, масса электрона т= 
=9.1. 10-3 кг. 

А. Мозилин, 
В. Дрёмина 


Московский государственный 
педагогический институт 


нм. В. И. Ленина 
{МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ) 


Математическнй факультет является одним 
нз наиболее многочисленных по составу 
факультетов МГПИ им. В.И. Ленина: 
на дневном отделении — более 900, и на 
вечернем — более 200 студентов. 

На факультете готовят учнтелей ма- 
тематнки для средией школы. В учебный 
план входят: математический анализ. 
алгебра п теория чисел. геометрия. мате- 
матическая логика, теория алгорнтмов, 
чнеловые системы, вычислительная мате- 
матика, программирование, теория ана- 
литических функций. уравнения матема- 
тнческой физики, теория вероятностей, 
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общая физика и астрономня. а также об- 
ществеино-политические = дисциилийы И 
дисциплины исихолого- педагогического 
цикла. 

На факультет? созданы все условия 
для развития навыков творческой ле- 
ятельностн будущего учителя  матема- 
тики: более 70 спецкурсов н спец- 
семинаров по математике п  педаго- 
гическнм дисциплинам ежегодно пр 
лагаются на выбор студентам 3—5 
курсов; студенты  пншут 
дипломные работы. рефераты на различ- 
ные математические и педагогические те- 
мы. Первые навыки научно-нсследова- 
тельской работы будущий учитель полу- 
чает в кружках н научных семинарах в 
системе студенческого научного общест- 
ва, начиная уже с первого года обучения. 

Лучшие студенты факультета реко- 
мендуются для прохождения аспиранту- 
ры прн кафедрах. чтобы после окончания 
аспирантуры стать научными работни- 
ками или преподавателями педагогиче- 
ских вузов. 

На факультете имеется 7 кафедр: ма- 
тематического анализа. высшей алгебры, 
геометрии. теорнн чнсел, вычислительной 
математики и программирования, методн- 
кн преподавания математики, физикн. 

ри математическом факультете име- 
ется вычислительный центр, где студенты 
знакомятся с современной — вычислитель- 
иой техинкой. приобретают навыки ра- 
боты на электронно-вычислительных ма- 
шниах н проходят специальную практику 
в качестве программистов. 

Прин поступленнн на факультет сда- 
ются следующие вступительные экзаме- 
ны: математика {пнсьменно и устиф}, 
фнзика (устно). литература и русский 
язык (письменно). 

В 1978 году на математическом факуль- 
тете абитуриенты, имевшие средиий балл 
аттестата 5.0 или 4.5. зачнслялись на фа- 
культет после первых двух экзаменов (ма- 
тематика инсьменно и устно), если они иа- 
бнрали на них ие менее 9 баллов. 


Математнка 
Письменный экзамен 


Вариаит 1 

1. В сосуде было 12 л соляной кисло- 
ты. Часть соляной кислоты отлили ни со- 
суд дополнили таким же количеством во- 
ды. Затем снова отлили такое же количест- 
во смеси п дополнили сосуд таким же ко- 
днчеством воды. Сколько литров отливалн 
каждый раз, если в результате в сосуде 
оказался двадцатипятипроцентный  рас- 
твор соляной кислоты? 

2. Вычислить площадь фигуры, огра- 
ничениой кривыми у=х2?-т1, у=— 2-3 

3. Доказать тождество 


к х 3 
с052 х-- ©0332 [у + хо (+=) =>. 


4. Доказать, что точки А (1: —П: 1), 
В (1; 3: 1). С (4; 3; |. РФ: —1: И являют- 
ся рершиинамн прямоугольника. Вычис- 


курсовые и. 


лить длину его диагоналей и координаты 
их точки пересечения, 

5. Правильная четырехугольная пи. 
рамида пересечена плоскостью, проходя- 
щей через сторону основання перпендику- 
лярио протнволежащей боковой грани. 
Сторона основания равна а. боковые гранн 
образуют с плоскостью основания угол 
в 60°. Вычислить площадь сечення, 


Варнаинт 2 

{. Если двузначное число разделить 
на сумму его цифр. то получится в част- 
ном 4 и в остатке 3. Если же это двузнач- 
ное число разделить на произведенне его 
цифр. то получится в частном 3 и п остат- 
ке 5. Найти это двузначное число. 

2. Найтн илощадь фнгуры, ограничеи- 

1 


ной линиями у -=- 3, у-- — 


т х—=2. 


3. Доказать тождество _ 


пен (в (пн) =. 


4. Доказать, что точки А (2; 4; —4), 
В (1; [ —3). С (-2; 0; 5). Б (—1: 3: 4) 
являются вершннамн параллелограмма. 


и вычислить величииу угла между его 
диагоналями. | 

5. Дан куб АВСРА,В,С,О,. Найти 
величину угла между ПЛОСКОСТЯМИ 


в р и (8. С,. М), где М —середина 
Г. Карасев, 
Э. Кузнецов 


Московский областной 
педагогический институт 
им. Н. К. Крупской 


Московский областной педагогический 
ниститут нм. Н. К. Крупской был орга- 
низован на базе педагогнческого технику- 
ма имени Профинтерна в 1931 году. В на- 
стоящее время подготовка учителей м 
институте ведется на 10 факультетах н 
34 кафедрах. в составе которых трудятся 
48 профессоров и докторов наук. свыше 
250 доцентов и кандидатов наук. 

Математический фа- 
культет готовит учителей математики 
для средней школы. На трех кафедрах 
факультета ведется подготовка аспиран- 
тов по специальностям: математический 
аналнз, методнка преподавания матема- 
тики, геометрия н топология, алгебра и 
теорня чнсел. 

Физический факультет 
готовит учителей физики, а индуст- 
рнально- педагогнческий — 
учителей  общетехиических дисцнплии н 
труда. Прн кафедрах этих факультетов 
имеется аспирантура по специальностям: 
математический анализ, эксперименталь- 
ная физика. теоретическая физика. мето- 


дика  преподаваиня физики и трудовое 
обучение 


Подготовительное 
деление нистнтута. которое работает 
на правах факультета, ведет подтоговку 
(с отрывом от производства). п частности, 
по следующим специальностям: матема- 
тнка. физика. общетехнические дисципли- 
ны ин труд. 


от- 


Магематика 
Письменный экзамен 
Математический фа- 
культет 
1. Вычислите площадь фигуры, огра- 


г 


ляннями уг: т =б—х. 


ниченной 


2. На основаниях АВ и СО траиеиии 
АВСО построены квадраты (вне ее). До- 
кажите, что лрямая. соединяющая центры 
квадратов, проходит через точку пересече- 
ния днагоналей трапеции. 

3. Решите неравенство 


ЮВ (3 — 2х} > © 
4. Решите уравнение 
2с05х = И 2-- тах. 


5. Высота правильной четырехуголь- 
ной плрамиды составляет с боковой 
гранью угол 307. Через сторону основа- 
ння пирамиды проведена плоскость, пер- 
пендикулярная противолежащей  гранн. 
Найдите отношение объемов многогран- 
ников, полученных прн пересеченин пнра- 
миды плоскостью. 

Ф изический факультет 


1. Нанишите уравиение касательной к 
параболе у=х?—2х в точке с абециссой 
хо=.0.5. 

2. На стороне АВ треугольника АВС 
взять точка так. что |АМ|: |МВ| = 
= 1:1. Вычислите |СМ |, если |АС|=:6, 

7 


]ВС] =4. АСВ=!20°. 
3. Решите неравенство 


3х — | 
Юэ т: 0. 
з 


4. Решите уравнение 


с05х 
чт зтя = 2. 
5. Сторона основания правильной 


четырехугольной призмы а: высота вдвое 
больше. Найднте площадь сечения. про- 
введенного через середины двух смежных 
сторон основания и центр симметрии приз- 
мы. 


Физика 
Задачи устного экзамена 
1. Самолет для взлета должен приоб- 


=— 
рести скорость [о |= 250 км/ч. Сколько вре- 
мени длится разгон, если эта скорость 
достнгается в конце взлетной полосы длн- 
ной {[=1,0 км? Каково ускорение самолета? 
Какова средияя скорость самолета на 


этом участке? 
тать 


Движение самолета счи- 
равноускоренным. 

2. Вагои массой т; -=3-10* кг, движу. 

шийся по горизонтальному путн со ско. 


= 
ростью []=1.5 м/с. автоматически на 
ходу сцепляется с неподвнжным вагоиом 
массой т.-=2.10% кг. С какой скоростью 
будут дингаться вагоны после сцепления? 
3. Какую работу совершает электро- 
воэ за (-=10 мии. перемещая по горизон- 
тальному пути состав массой т-- 3000 т 


—— 
с постоянной скоростью [0|=72 км/ч, 
если коэффициент трення и-—0.005? 

4. В сосуд. содержащий 1: ==400 г во- 
ды при температуре 1=17°С, вводят 
т›= 10 г пара при {5:= 100 °С, который пре- 
вращается в воду. Определить конечную 
температуру воды. Теплоемкостью сосуда 
и потерями тепла пренебречь. Удельная 
теплоемкость воды с=4200 Дж/(кг- К). 
удельная теплота парообразовання воды 
[—=2.26-10° Дж/кг. 

5. Какая температура установится в 
латунином калориметре массой ти 
=- 160 г. содержащем т.= 400 г воды при 
температуре :;--25 °С, после того как рас- 
плавится помещенный в воду кусок льда 
массой т;=50 г, взятый при 12=0 °С? 
Удельные теплоемкости латуипи п воды 
равны соответственно а=3.8х 
Хх 102 Дждкг. К) и с-=4.2-103 ДжИкг: К): 


удельная теплота плавления льда А: 
= 3,.35-10° Джекг. 
6. С какой силой — вззимодействуют 


два заряда 4,=0,66-10-° Кл он 4 = 
=1,1- 10-5 Кл в воде (==81) на расстоя- 
ни и--3.3 см? На каком расстоянии них 
следует поместнть в вакууме, чтобы сила 
взаимодействня осталась прежней? 

7. Электрон, двигаясь в вакууме по 
силовой линии электрического поля, иол- 
ностью теряет свою скорость между точ- 
ками г разностью потеициалов (/—400 В. 
Определнть. какой была скорость электро- 
на. когда ои попал в электрическое поле. 

8. ЭДС батарейки для карманного фо- 
наря @&-4.5 В. Прн внешнем сопротив- 
лении Ю--12 Ом ток в цепи равен /=0,3 А. 
Определить внутреннее сопротивленне 
батарейки ин паденне напряжения на ней. 

9. Найти фокусное расстояние лин- 
зы. если известно, что действительное изо- 
бражение предмета. находящегося на рас- 
стоянии 4=30 см от линзы, располагается 
на таком же расстоянин от нее. 

10. Максимальная кннетическая эиер- 
гня электронов, вылетающих из руби- 
дия при его освещеннн ультрафнолетовы- 
ми. лучами с длиной волны А==3.17- 10-7? м, 
равна Ш-= 2,84.10- Дж. Определить 
работу выхода электронов п красную гра- 
ницу фотоэффекта для рубидия. Постоян- 
ная Планка #:-6,62, 10-3* Дж-с. 

М. Петрова, 


Г. Луканкин, В. Редкозубов 


Ленинградский 
государственный 
педагогический институт 
им. А. И. Герцена 


Ленинградский ордена Трудового Красно- 
го Зиамени государственный недагоги- 
ческнй институт им. А. И. Герцена явля: 
ется одним из крулнейших педагогических 
институтов Советского Союза. В него вхо- 
дят 15 факультетов. 71! кафедра. которые 
охватывают обширную область совремев- 
ных научных знаний от педагогики п исн- 
хологин до вычислительной математики 
н астрономнн. 

Цикл физико-математических диспип- 
лини лежит в основе подготовкн студентов 
следующих трех факультетов: 

Физический факультет 
готовит учителей средней школы по двум 
специальностям:  физнка и астрономия. 
физнка с правом преподавания на нностран- 
ном языке. В составе факультета 4 кафел- 
ры: общей и экснериментальной физики. 
теоретнческой физики и астропомин. фн- 
зической электроники н методики препо- 
давання физнкн. 

фз- 


Математический 
культет готовит учителей по спецн- 
альностям: математика н математика с 
правом преподавания иа иностранном язы- 
ке. Обучение на факультете организовано 
на 5 кафедрах: алгебры. геометрии, мате- 
матического анзлиза, вычислительной ма- 
тематики и методнки преподавания мате- 
матикн. Студенты изучают не только не- 
обходимые физнко-математические, педа- 
гогические,  общеобразовательные п 0б- 
щественно-политические  днсцнилины. но 
ни по собственному выбору слушают спе- 
циальные курсы по самым различным во- 
просам современной математической науки. 

На математическом факультете дейст- 
вует вычислительный центр. в котором 
студенты ие тоаько знакомятся с совре- 
менной вычислительной техникой, но п 
приобретают навыки работы на ЭВМ. 

В 1979 году п институте открывается 
общшетехнический факуль- 
тет. В течение 4-х лет обучения он бу- 
Дет готовить учителей технических дис- 
циплии, черчения и труда. Наряду с цик- 
лом общественно-нолитических н пенхоло- 
го-педагогических дисциилин студенты 
факультета будут изучать в объеме про- 
граммы технических вузов высшую мате- 
матику и физику. Общетехиическая под- 
готовка включает дисциплины трех цик- 
лов:  машиноведенне,  электрораднотех- 
ника и обработка матерналов. 

Труд учителя технических дисцип- 
лин — сложная, НО нитересная н увлека- 
тельная работа. Она дает большюе удов- 
летворение ин возможности всем. кто нмеет 
склонность к преподавательской деятель- 
ности, любит технику. увлекается техии- 
ческим творчеством. созданием макетов и 
моделей илн хочет научиться этому. 


Математика 
Письменный экзамен 


Варнаит 1 
1. Упростнть выражение 


(Ух_ИууИи-- 2:Ух ‚ ЗУ ху — ЗУ 
ху х гуру к. 


2. Найти область определения фуик- 
ции 


[(х) == Иов: (* — 8-1 15}. 


3. Решить уравнение 


з 
ТГ. шх -- 4 3х. соях - > 4 (—х} — 7. 
4. Определить  нитервалы монотон- 
3—1? 


ности функции [ (х) == хо найти сс 


экстремумы. 

5. Найти угол между меднанами кате- 
тов равнобедренного ирямоугольного тре- 
угольника. 

Варнаит 

1. Доказать тождество 


Юр | [с05? (© 4- В) -г со$? (& — В) — 
з 
— ©0905 2%-с0$ 28] = 0. 
2. Решить уравнение 
Эх- 8... 2х—к?- = 
5 хх о х—х 18° 


3. Решить неравенство 


|2 


ХЕ 


х—] 


4. Найти площаль фнгуры. ограничен- 
ной линиями у—4х—х? п у—х- 0. 

5. Длина ребра правнльного тетраэд- 
ра равиа с. Через серседнны двух ребер 
основания проведена плоскость, парадл- 
лельная боковому ребру. выходящему из 
нх общей вершины. Вычислить площадь 
сечения. 


Физнка 
Задачи устного экзамена 


Математический факультет 

1. Груз массой т:=25 кг висит на шну- 
ре длинной /-2.5 м. На какую наиболь- 
шую высоту можно отвестн груз в сторону, 
чтобы при дальнейших свободных кача- 
ннях шнур не оборвался? Прочиость шнура 


на разрыв равиа |ЁЕ]-=500 Н. 

2. В сосуде вместимостью И=! л со- 
держится т=1.78 г водорода при темперз- 
туре {/-=-17 °С. Найти давление газа в 
сосуде. . 

3. Емкости двух металлических шаров 
С, =15 пФ п С,=30 пФ. а заряды на них 
соответственно 9:=2.10-8 Кл и 9:7 
—3.5: 10-8 Кл. Будут лн перемещаться 
заряды с одного шара на другой. если ша- 
ры соединить проволокой? 

4. Лифт массой т==1,4 т равномерно 
поднимается на высоту й--20 м. Оп реде- 


лить время подъема, если известно. что 
мотор лифта потребляет ток /=40 А ги 
напряжении на зажимах (/--220 В. КПД 
мотора ц-=90%. 

5. Расстояние от предмета до экрана 
равно {=3 м. Какой оптической силы нуж- 
но взять линзу н где следует ее поместить. 
чтобы получить изображение предмета, 
увеличенное в Г-=5 раз? у 


Физический факультет 


1. В цилиндре, площадь основания ко- 
торого $==0,06 м”. находнтся воздух при 
температуре {#=10°С под давлением р= 
— 5 атм. На высоте А=-:0,4 м над основанием 
цилиндра расположен поршень. На 
сколько подннмется поршень и какая бу- 
дет совершена работа при изобарическом 
нагревании воздуха на А!= 35 °С? 

2. Какой путь по снловой линни про- 
ходит @-частица (т=6.67. 10-2? кг. 9= 
—=- 3,3. 10-® Кл) 10. полной остановки в 
одиородном тормозящем электрическом 


поле с напряженностью |Ё |=`2000 _В/м. 


если начальная скорость ее равна ||= 
=2.107 м/с? 


3. В однородное  магиитное поле с 


—— 

нндукцией |В|=0.01 Т перлендикулярно 
линиям нидукцин влетает электрон с 
энергией №=3- 10% эВ. Каков раднус крн- 
визны траектории движения электрона в 
поле? аряд электрона е-=1,6-10— Кл. 
его масса т=9,1.10-% кг. 

4. На какой угол отклоняется луч от 
первоначального направлення. выходя из 
стекла (показатель преломления п= 1,57) 
в воздух при угле падения &-=30°? Может 
лин луч не выйти из стекла в воздух? Ес- 
ли — да, то при каком условии? 

5. Какой скоростью обладают элект- 
роны, вырванные из цезия (работа выхода 
А=1.9 эВ) Е облучении его светом с 
длиной волны А-= 0,5 мкс? Масса электрона 
т=9.1. 10-31 кг. 
}— 6,62. 10-3“ Дж-с. 

Г. Бордовский. К. Зобкова, 
Е. Ярунина 


постоянная Планка 


Казанский 
авиационный институт 
им. А. Н. Туполева 


Казанский ордена Трудового Красного 
Знаменн авиационный институт 
нм. А. Н. Туполева имеет шесть факульте- 
тов дневного обучения: 

Факультет летательных 
аппаратов, старейший факультет 
института, созданный в 1932 году, готовит 
инженеров по спецнальностям: самолето- 
строение, летательные аппараты, динамика 
полета и управления летательными ап- 
паратамн. 

Факультет двигателей 
летательных аппаратов, 
созданный в 1939 году, имеет наиболее 
квалифицированный преподавательский 
состав. который ведет обученне по четы- 


рем специальностям. Выпускники факуль- 
тета занимают высокие руководящие по- 
сты в авиацнонной и других отраслях 
промышленностн. в научных организаци- 
ях н в высших учебных заведениях. 

Факультет автострое - 
иня, открытый в 1970 году, готовит нн- 
женеров по четырем специальностям: ав- 
томобили и тракторы. дангателн внутрен- 
него сгорания, технология машннострое- 
НИЯ, металлорежущне станки и нистру- 
менты. машины и технологня обработкн 
металлов давлением. Выпускники факуль- 
тета направляются на работу в конструк- 
торские и технологнческие отделы машино- 
строительных и автосборочных заводов. 

Факультет системы авто- 
матического управления 
ин оборудования летатель- 
ных аппаратов был создан в 
1951 году. Он готовит инженеров по спе- 
цнальностям:  гнроскоипические приборы 
н устройства. авиационное прнборострое- 
ние, электрооборудованне летательных 
аппаратов, авнационное и автотракторное 
электрооборудование. — Специалисты фа- 
культета находят применение своим зна- 
нияы не только в авнационной и ракетной 
технике. но п в технике управления лю- 
быми подвижнымн объектами, в проек- 
тнровании. исследовании, эксплуатации 
приборов. ннформационных систем и 
комплексов ло пилотажио-иавигационным 
параметрам. 

Радиотехнический фа- 
культет. созданный в 1951 году, гото- 
вит инженеров-электриков по специаль- 
нохстям: раднотехника. радиоэлектрон- 
ные устройства и системы. конструирова- 
ине и производство ’ радноаппаратуры. 

Факультет вычислитель - 
ных п управляющих систем 
выделился в отдельный факультет в 1972 
году; на нем готовятся инженеры по че- 
тырем специальностям: электронные вы- 


числительные машины, конструнрование 
п производство электронной вычисли- 
тельной аппаратуры, — автоматизирован- 


ные системы управления, 
тематика. 

Все факультеты института имеют сту- 
денческие конструкторские бюро (СКБ}. 
где студенты принимают участне в научно- 
исследовательской работе. Напрнмер. в 
СКБ факультета летательных аппаратов 
студенты проектируют и строят планеры, 
дельтапланы, Глиссеры и другие лета- 
тельные аппараты. 

Математика 
Письменный экзамен 

Варнант | 

1. Определить объем правильной че- 
тырехугольной пирамнды. в которой сто- 
рона основання равиз а, а двугранный 
угол между боковыми гранями равен &. 

2. Решить уравнение 


прнкладная ма- 


НЮЕа («+ 2) -— 3 = 06 (4—2 + 
4 4 
-- ЮЕ (х +6). 
* 


3. Решить уравнение 
зп х--$ 2х-- с0$ х--с0$ 2х--1:- 0. 
4. Мсслеловать на экстремум функцню 


2х4) 


у — 4 
к = = > 
5. Векторы АВ-=—3:14# н АС= 


> > = 
=51/—2/4-4& служат сторонами треуголь- 
ника АВС. Найти длину медианы АМ. 


Варнант 2 

1. Основаннем пирамиды служит пря- 
моугольный треугольинк. площадь кото- 
рого равна $. Боковые ребра пнрамиды 
равны между собой. Двугранные углы прн 
катетах ее основания равны а и В. Опре- 


делить объем пирамиды. 
2. Решить неравенство 
х- 6 
108х-в хлт<!. 


3. Решить уравнение 
а ) И, 
эми (+ Е я — т (+ — *) = 


М х | 
п с СМ 
4. На графике функции у-=х—7х--3 
найти точку, в которой касательная па- 
раллельна прямой у= —5х +3. 
5. Вычислить площадь фигуры, огра- 


ь 1 
ниченной лнниями у -х?, у-- -——, у=. 0, 


х 
х--2. 


Ф нзика 


Задачи устного экзамена 

|. Камень брошен вертикально вверх 
со: скоростью Ги|= 16 м/с. На какой вы- 
соте кинетическая энергия камня будет 
равна его потенциальной энергин? 

2. Через неподвижный блок переки- 
нута иить, к коицам которой подвешены 
грузы массой М=0,24 кг каждый. На 
один из грузов положили гирьку массой 
т:-=!10 г. На каком расстоянни друг от 
друга окажутся грузы через #=2 с, если п 
начале движення они находились на одиой 
высоте? 

3. В медном калорнметре, масса ко- 
торого т!==200 г, содержится т.=150 г 
воды при 1=18 °С. Определить конечную 
температуру воды, если и калориметр опу- 
стилн железный цилиндр массой 113; — 100 г. 
нагретый до &#=50 °С. Удельные тепло- 
емкостн медн. воды и железа равны со- 
ответственно с:=380 Дждкг: К). ©= 
—4200 Дж/(кг-К) м с3-=460 ДжЕ(кг- К). 

4. Сколько молей газа содержится в 
сосуде объемом У=10 л при температуре 
{-=27 °С. если давление газа р-- 
=760 мм рт. ст? 

5. В двух противоположных вершн- 
нах квадрата расположены положитель- 
ные заряды, а в третьей вершине — отрн- 
цательный заряд. Найти напряженность 


электрического поля в четвертой вершине. 
если абсолютная величниа каждого заряда 
равна |9|=10-8 Кл. а сторона квадрата 
равна а=50 см. 

6. Электрон влетает в плоский горн- 
зонтальный конденсатор параллельно его 


=> 
пластинам со скоростью | 9% ] = 107 м/с. 


= 
Напряженность поля в конденсаторе ]Е |= 
—=100 В/см, длина конденсатора /=5 см. 
Найти абсолютную величину п направле- 
нне скорости электрона перед вылетом 
его из конденсатора. Заряд электрона 
е=: 1,6- 10- Кл, его масса т=9,1- 10-9 кг. 

7. Две электрические лампочки с со- 
протнвлениямия А: =200 Ом п Ю.-—100 Ом 
включаются в сеть с напряжением И:= 
= 220 В. Определить количество теплоты. 
выделяемое ежесекундно в каждой лам- 
почке, если лампочки соединены: а) па- 
раллельно, 6) последовательно. 


8. В чагвитном поле с ивлукцией 


> 
[В |=1.2 Т перпеидикулярно магнитным 
линиям движется проводник длиной 


1—6 м со скоростью |9|=15 м/с. Какая 
электродвижущая сила возбуждается в 
ироводнике? 

9. Мальчик старается попасть палкой 
в предмет, находящийся на дне ручья глу- 
биной ^=40 см. На каком расстоялии от 
предмета палка попадает в дно ручья, 
если мальчик, точно нацелившись, двигает 
палку под углом @&-45” к поверхности 
воды? Показатель преломлення воды 
п—=1,3. 

10. На каком расстоянии от сферн- 


ческого зеркала предмет, расположенный 
на оси, совмещается со своим нзображе- 
ннемо 


3. Исхаков, 
В. Печенкин 


Д. Галимов, 


Томский институт 

автоматизированных 
систем управления 
и радиоэлектроники 


ТИАСУР основан в 1962 году на базе ра- 
днотехннческого факультета Гомского по- 
литехинческого института. За годы ра- 
боты институт подготовил более 10 тысяч 
квалнфицированных специалистов. Вы- 
пускники института распределяются на 
крупные промышленные — предприятия, 
в научные центры страны, конструктор- 
скне бюро, НИИ. Сейчас в институте око- 
ло 4 тысяч студентов обучаются на четырех 
дневных факультетех: факультете систем 
управления (специальности: автоматизи- 
рованные системы управления. автома- 
тизация и механизация процессов и выда- 
чн информации): раднотехннческом фа- 
культете (раднотехннка, радноэлектрон- 
ные устройства): факультете электронной 
техники (электропиые приборы, физиче- 


ская электроника, промышленная элект- 
роника) и конструкторско-технологиче- 
ском факультете (конструирование и про- 
изводство радноаппаратуры. конструнро- 
вание н производство  электронно-вычис- 
лительной аппаратуры). 

Имеются вечерний и заочный факуль- 
теты (радиотехника, промышлениая 
электроника. конструнровавие и ироиз- 
водство радиоаппаратуры). 

Учебные и иаучные лаборатории ©с- 
нащены современным электронным обо- 
рудованием, широко используются в учеб- 
ном процессе технические средства `обу- 
чения, имеются вычислительные залы и 
вычислительный центр с современными 
ЭВМ, работает замкнутая система  учеб- 
ного телевидения. 

Более двух третей студентов дневных 
факультетов занимаются научно-неследо- 
вательскимн работами. При ииституте 
имеется НИИ автоматики и электромеха- 
ники, являющийся. базой для подготовки 
научных и инженерных кадров. 


Математнка 
Письменный экзамен 


Варнант 1 
1. Найти экстремумы функини 


у= 2х3 —6бх?— 18х--7. 
2. Решнть уравненне 
с05? х-[-с05? 2х—с05? Зх—с05? 4х=0. 
3. Решить неравенство 
3х? -— 16х -1 21 
ЮВь,з (х2 -: 4) 


4. Найтн полную поверхность правиль- 
ной треугольной пирамиды по данному 
ее объему У и углу а наклона боковой гра- 
ин к плоскости осиования. 


< 0. 


Варнант 2 


1. Число 36 разложить на два таких 
неотрицательных множителя, чтобы сум- 
ма их квадратов была нанменьшей. 


л 
2. Вычислить зит[-3-—а). если @я -- 


33 
= — 4.2 л<че< 2. 


3. Решить.уравнение 


1щх--7 
х14 РЕ 1015 5-? 


4. В основании пнрамиды лежит ромб 
со стороной а н острым углом &. Каждый 
из двугранных углов при основании ра- 
вен ф. Определить абъем шара. вписан- 
ного в эту пнрамиду. 


Ф изика 
Задачи устного экзамена 

{. Пуля вызетает из винтовки в го- 
ризонтальном направленни со скоростью 


|2|=750 м/с. На сколько снизится пуля 
в вертикальном направлении за время ио- 


лета. ссли цель находится па расстоянии 
5-:- 500 м по горизонтали? Сопротивленнем 
воздуха пренебречь. 


2. Самолет. летящнй со скоростью 


=> 
|=|-=360 км'ч, описывает «мертвую нетлю» 
раднусом Ю:-=200 м п вертикальной плос- 
кости. Как велика сила. прижимающая лет- 
чика к сиденью, в наивысшей и нанииз- 
шей точках петли. если масса летчика 
т=-70 кг? 

3. Пароход. войдя п гавань, выгрузил 
часть груза: при этом его осадка умень- 
шнлась на #=-0.6 м. Сколько груза оставил 
пароход в гаванн. если площадь сечения 
парохода на уровне ватерлинии $-= 
75400 м? 

4. На какую высоту необходимо под- 
няться вверх. чтобы давление атмосферы 
уменьшилось на Ар=1 мм рт. ст.? Плот. 
ность воздуха по высоте считать постоян- 
ной и равной р== 1,3 кг/м. 

5. По цепи, состоящей из источинка 
тока с ЭДС # —6 В и внутрениим сопро- 
тивлением г=2 Ом и реостата, идет ток 
!}=0.5 А. Какой величины пойдет ток 
при уменьшеини сопротивления реостата 
в два раза? 

6. Амперметр имеет сопротивление 
ВА 0.02 Ом, его шкала рассчитана на 
ток /=1.2 А. Какого сопротивления шуит 
надо поставить к нему, чтобы можно было 
нзмерять токн до /,-=6 А? 

7. На какую длину волны настроен 
радиопрнемиик. если его прнемный контур 
обладает  индуктивностью {-3*10-3 Г 
и емкостью С=3-10-® Ф? 

8. Красная НЕ фотоэффекта для 
вольфрама равиа Ахр= 2.75: 10-м. Найти 
наибольшую скорость электронов. выры- 
ваемых из вольфрама светом с длиной 
волиы А-= 1.75.10-7 м. Постояниая Планка 
}# =6.6- 10-3 Дж-с, масса электрона м= 
==9. 10-31 кг. 

В. Замотринский 


Рецензыи, библиография 


Новые книги 


В этом номере мы публику- 
ем аннотации на доступные 
школьникам книги по мате- 
матике н физнке, вышедшие 
во Й квартале 1979 года. 


Математика 


Издательство «Наука» 
|. Игнатьев Б. И. 
В царстве смекалки. Из- 


дание 3-е.стереотипное. Объ- 
ем [Ол.. тираж 300 000 экз.. 
цена 40 к. 

Подробную рецензню на 
эту книгу по занимательной 
математике см. в «Кванте». 
1978. № И. с. 34. 

2. Маркуше- 
внч А. М. Ряды. Изда- 
нне 4-е. Объем 10 л., ти- 
раж 40 000 экз., цена 10 к. 

Цель книги — в — дос- 
тупной и свободной форме 
познакомить  старшеклас- 
сников с отделом матема- 
тики, который Коши назы- 
вал  алгебранческим ана- 
лизом. Речь идет с понятии 
ряда, об основных свойст- 
вах рядов (в частности, об 
их сходимости). а также об 
изображении элементар- 
ных функций рядами (без 
помощи формулы Тейлора). 


книге объясняется, 
как составляются таблицы 
тригонометрических и 


логарифмических функций, 
показывается, что значения 
этих функций можно полу- 
чать, производя над аргу- 
ментом одни лишь ариф- 
метнческие действия. Прав- 
да, число этих действий не- 
ограничено и, чем больше 
нх производить, тем более 
точные значения функций 
будут получаться. В кинге 
рассказывается также о 
том. как ряды позволяют 
находнть приближенные вы- 
ражения тригонометричес- 
ких и логарифмических 
функций в виде мниогочле- 
нов. причем ошибка прн 
замене фуикции многочле- 
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ном может быть сделана 
сколь угодно малой. 

В книге содержится много 
интересных и  поучитель- 
ных сведений из истории 
математики. Все изложение 
построено в пиде связного 
повествования, главиым ге- 
роем которого является 
биноминальный ряд. Чни- 
тателю, не боящемуся вы- 


кладок, предоставляется 
возможность проследовать 
путями, которыми шли 


Ньютон, Эйлер. Лагранж, 
Кошн, много сделавшие аля 
того. чтобы приучить ма- 
тематиков обращаться с 
рядами так же свободно 
и легко. как с миогочле- 
нами. В то же время чнта- 
телю объясняется. что ря- 
ды — это не многочлены п 
что осмысленное их упот- 
ребление основывается па 
теории пределов. 

3. Ма 
вич А. И. лощади и 
логарифмы. Издание 2.е. 
Объем 3 л.. тираж 100 000 


куше - 


экз.. цена 10 к. 
В киинге излагается гео- 
метрическая теоркя лога- 


рифмов — логарифмы —по- 
являются и ней как иеко- 
торые площади. Все свой- 
ства логарифмов, а также 
способы их вычисления вы- 
водятся из свойств площа- 
дей. Попутно автор зна- 
комит читателей с ирос- 
тейшимин понятиями н свой- 
ствами нитегрального ис- 
числения, не используя по- 
нятня производной. 

От читателя требуется 
лишь первоначальное зна- 
комство с простейшими 
фувкциямн и их графиками, 
с геометрической  прогрес- 
сней и понятнем предела. 

4. Тихонов А. Н.. 
Костомаров Д. П. 
Расскозы @ — прикладной 
математике. Объем 8 л., 
тираж 100 000 экз., це- 
на 30 к. 

В книге в популярной 
форме рассказывается ю 
прикладной математике, с 
применении ЭВМ к реше- 
нию прикладных задач. 
Основное виимание уделя- 
ется трем вопросам: по- 
строению математических 
ходелей изучаемых объек- 
тов, разработке численных 
алгоритмон для их  иссле- 
дования и проблеме опти- 
мизации. 


Книга предназначена для 
чнтателей, которые захо- 
тят познакомиться © идея- 
ми н методами современ- 
ной прикладной математики. 

5. Усненский В. А. 
Треугольник Паскаля. Из- 
дание 2-е. дополненное. 
Объем 2 л., тираж 100 000 
экз.. цена 10 к. 

Треугольник Паскаля 
(«Алгебра и начала ана- 
лиза 9. п. 7)— это не 
геометрический — треуголь- 
ник с тремя углами и тре- 
мя стороиами.  Треуголь- 
ником Паскаля называют 
бесконечиую чнеловую таб- 
лицу «треугольной фор- 
мы», в которой по боковым 
сторонам стоят единицы и 
всякое чнело, кроме этих 
боковых слиинц, получа- 
ется как сумма двух чисел, 
стоящих над ним. ( В та- 
кой форме треугольник Пас- 
каля появился н сочинении 
Паскаля «Трактат об ариф- 
метическом треугольнике», 
изданном в 1665 голу.} В 
книге рассказывается про 
треугольные и пирамилаль - 
ные числа. которые выз- 
валн интерес еще п Древ- 
ней Грецин, где нм припн- 
сывались мистические свой- 
ства. Выводится формула 
Ньютона и формула для 


чнсла ей Показывает- 


ся применение треуголь- 
ника Паскаля при решенин 
задач комбинаторного ха- 
рактера. 

Изложение не преднола- 
газет каких-либо предвари: 


тельных знаний, выходя- 
ших за рамки программы 
восьмилетней школы. 

5. Пндоу Д. Гео- 
метрия и искусство. Пе- 
ренод с анРа. Объем 16 л., 
тнраж 50000 экз., цена 


96 к. 


Даниэл Пндоу — извест- 
ный — американский мате- 
матик, специалист по ал- 
гебраической геометрии. В 
оригинале его книга назы- 
вается «Геометрия и сво- 
бодные нскусства». В сред- 
ние века геометрия `- 
чалась наряду г изобрази- 
тельным искусством ин ар- 
хитектурой. В кннге как 
раз и идет речь © том. ка- 
кие нересечення существу- 
ют между геометрией и жи- 
вопнсью, геометрией и ар- 
хитектурой.обсу ждается, что 


есть общего между эсте- 
тнкой, зрнтельным воспри- 
ятием н математикой, нс- 
следуется вопрос, каким 
образом математика может 
помочь — Нзобразительному 
искусству. 

В кинге излагается тео- 
рия персиективы, обсуж- 
дается вопрос. верно лн на 
картинах изображается 
сфера, и более общий воп- 
рос — как вообще на плос- 
кости изобразить трехмер- 
ное пространство. Послед- 
ияя, восьмая, глаза книги 
посвящена проективной ге- 
ометрин. 


Физика 
Издательство «Наука» 

1. Струков А. Б. Се- 
гнетоэлектричество. Объ- 
ем 15 л., тираж 30 000 экз., 
цена 20 к. 

В книге рассматриваются 
основные свойства сегне- 
тоэлектрических  кристал- 
лов и излагаются оспово- 
полагающие представления 
феноменологической н мик- 
роскопической теории сег- 
нетоэлектричества. 

Рассматриваются также 
некоторые возможности прн- 
менення сегиетоэлектрников 
в технике. 

Киига доступна школьнн- 
кам старших классов. 


2. ПерельманяЯ. НИ. 
Занимательная физика. 
Книга ИП. Издание 20-е. 
исправлениое. Объем 15 л.. 
тнраж 500000 экз., цс- 
на 50 к. 

Эта книга ме является 
прямым продолжением ра- 
нее нэданной первой книги 
(см. «Квант», 1979, № 4). 
Написанная известным попу- 
ляризатором науки. она не 
столько сообщает читателю 
новые знания, сколько по- 
могает ему оживить те зна- 
ния ип представления, ко- 
торые читатель получает 
нз курса средней школы. 

Кинга рассчитана на са- 
мый широкий круг читате- 
лен. 


3. Горбацкий В. Г. 
Космические взрывы. Изда- 


ние 3-е, нереработаиное, 
Объем 10 л., тнраж 50 000 
экз.. цена 40 к. 


Книга посвящена взрыв- 
ным процессам в космосе. 
Автор подробно остаиав- 
ливается на том. что такое 
взрыв и как он возникает. 
Начиная рассмотрение с 
простых примеров — взры- 


вов в двигателе виутреине- 
го сгорання, он постепенно 
подводит читателя к взрыв- 
ным процессам на Солице. 
вспышкам звезд, взрывам 
в ядрах Галактик н кваза- 
рам. 

Книга доступиа школьни- 
кам старших классов. 

4. Дагаев М. М. НМо- 
блюдения звездного — неба. 
Издание 4-е. Объем 10 л., 
тираж 100000 экз.. це- 
на 40 к. 

Ц книге рассказывается 
©б ориентировании по 
звездиому небу ноб основ- 
ных прнчинах изменения 
условий видимости созвез- 
дий на протяжении года. 
Опнсываются паиболее яр- 
кие объекты, доступные на- 
блюденням и малые телес- 
копы. Приводятся методы 
простейших наблюдений 
планет. перемениых звезд и 
метсоров, вполне доступ: 
ные начннающим любителям 
астрономин. Сиециальный 
раздел посвящен описанию 
методов изготовления прос- 
тейшего самодельного телес- 
копа, 

Книга рассчитана на на- 
чннающих любителей ас- 
трономни и может служить 
пособием в работе астро- 
номических кружков. 


5. БроиштэнВ. А. 
Планеты и их наблюдение. 
Издание 2-е. переработан- 
ное п дополнеиное. Объем 
10 л.. тираж 50 000 экз., 
цена 40 к. 

В книге в популярной 
форме. но на современном 
научном уровне рассказы- 
вается п природе планет 
Солиечной системы и их 
спутинков, п методах их 
исследования, о задачах н 
способах их наблюдений 
любителями — астрономии. 
Книга состоит из двух час- 
тей. В первой части сооб- 
щаются результаты иссле- 
дования планет как мето- 
дами наземной астрономин, 
так и с помощью космичес- 
ких; аппаратов. Во второй 
частн излагаются задачи и 
методика наблюдений пла- 
нет средствамн любнтеля 
астрономни пы обработки 
этнх_ иаблюдений. 


Книга рассчитана на 
любителей астрономии, чле- 
нов астрономических круж- 
ков, учителей. 
Издательство «Мир» 

6. Лёзер ХФ. 
ровка памяти. 


Грени- 
Перевод п 


немецкого. Обуем ПН л., 
тнраж 75000 экз.. цена 
60 к. 

Киига знакомит читателя 
с совремеинымн  представ- 
лениямн о важнейших ме- 
ханизмах памятн н методах 
ее тренировки. В нниге 
приведены миогочислент 
ные тесты. примеры н ил- 
зюстрацин- 

Книга рассчитана на са- 
мый широкий круг чита- 
телей. 


«Атомиздат» 


7. Иойрыш А. И 


Морохов И. Д. Хи. 
росима. Объем 13 л.. ти- 
раж 15 000 экз.. цена 45 к. 

Квига посвящена исто- 


рин создания первой атом- 
ной бомбы. Она рассчи- 
тана на шнрокий круг чн- 
тателей. 


Издательство 
«Просвещенне» 


8. Рыдник ВИ О 
современной акустике. Объ- 
ем бл... тираж 100 000 экз., 
цена [5 к, 

В книге популярно и за- 
инмательно  рассказывает- 
ся о достижениях современ- 
ной физической и архитек- 
туриой акустики, описыва- 
ется использование иифра- 
звуков п ультразвуков. 

Кинга доступна самому 
широкому кругу читателей. 

. Хазен А. М. По- 
де, волны, частицы п их 
модели. Объем 9 л., тираж 
100 000 экз., цена 30 к. 

В живой, увлекательной 
форме автор рассказывает 
о фуидаментальных объек- 
тах современной  физичес- 
кой науки — полях. вол- 
нах, частицах, 06 исиоль- 
зованин метода моделей 
при описании этих объек- 
тов.. Анализнруется роль 
математики ш объяснениях 
явлений природы, приво- 
дится много исторических 
примеров н параллелей. Ос- 
новиое винманне обращает- 
ся на выявление и опнса- 
ние глубокой взанмной свя- 
зи между образами физичес- 
кой науки, на первый взгляд, 
противостоящими друг дру- 
гу. 

Книга рассчитана на 
щкольников старших клас- 
сов. 


И. Клумова, 
М. Смолянский 
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Ответы. указания, решения 


«Теорня вероятностей» без теорнн 
1. Надежность первой схемы: 
ри-=0.7Х 0.8Х 0,9= 0,504. 


надежиость второй схемы: 
р.=0,8х 0.8Х 0,8— 0.512. 


надежность второй схемы больше. 

2. Игре «нспорченный телефони» —со- 
ответствует схема из последовательно сое- 
днненных элементов, надежность которой 
получается  перемножением надежностей 
составляющих  элемеигов. 

3. Если издежность мотора р. то иа- 
дежностн двух- ин четырехмоторных само- 
летов равны соответственно 


р = 1-— (1 — р). рат — (1 —р)*. 


4. Путь от входа к кладу содержит 
четыре развилки, три нз которых имеют 
2 продолження, одна — 3. Поскольку 
лишь одии из возможных путей ведет к 
кладу. а остальные к яме. то пероятиость 
найти клад: 1/2х 1/2 х |/2х |/3= 1/24, а 
вероятность погибнуть: 1—1/24=23/24. 

5. Из аналогичных соображений ве- 
роятность  майти клад. не петляя 1/8. 
Вероятность найти клад, сделав одну 
петлю. 1/8Х 1/8 и т. д. 

Итак, вероятность когда-инбудь иай- 
ти клад равна 


р— 148-118 х 8-18 Х 118-+...= 07 
по формуле суммы бесконечной геометри- 
ческой прогрессин. 


Глаз на вступнтельных экзаменах 
1. а, = 8.3 см: 4, -= 25 см. 


2. Чтах =12 см 
3. О см. 
4.02=2 дптр 


Нестандартные задачн по стереометрни 


1. зу --. Рассмотреть развертку 
пирамиды. 
2. УЗ 40°. 


между середннамн противоположных ре- 
бер пирамиды через длины ребер. 


Выразить расстояния 


3. 68/3.См. решение задачи 3. 


4. 23. См. решение задачи 5. 
/5 
5. 3—1. Показать. что условиями 


задачн инрамида определяется однозначио. 


Варнангы вступительных экзаменов в вузы 
в 1978 году 


Московский институт стали и сплавов 
Математнка 


Технологический факультет 
и 
. х= 4 р т. #6 .хы 4 . п . 


2. . 312% воз (5-я) = 


1 
5 а '$=а* (1 + Зи? о). 
145112 то: 


5. Длины сторон 


ау 2— УЗ 
2 


Г Г: 
равны -5, 5 


Факультег металлургии 
черных металлов п сплавов 


10876). 3. х =— т АЛ. хо = 


л 
— 24.5. —. 


- агссйв 2 -: &л. ВЕР. 4. 3 


Факультет металлургии 
цветных п редких металаов 
ин сплавов 


1. хЕ [ РЕ | 4]. 2. Х: = вл. Х> — 
== агро 5 вл. ВЕ. 3 нео 
и ыы ` :6- - Уз . 


4. 1/2 ш2. 5. Длииы вектора равны: 

$ 200; 2200; 3,7200. 

Ф изико-х им нческий факультет 
1. хЕ[ —7; — УЗ 5; ИЗ. 


л 
2. х= (— 1)" -!{- пл. лЕР. 3. Нанболь- 


шее значенне и (6) -— 132. наименьшее: 


, 171+ 2307. 
Зе В! 
у (3) 5 | т 
71+ 2307 . 59—1/307\. 21. 
27 | 27 ): а 


в з) или ви. Ибаы 2307 $ 
3 3 57 


п — 2307. НУР С(-—5 32. 


27 ь 27 


Московский ииститут электронной техинкн 
атематика 


Варнант 1 


Гале лА, к +2118, 167). 


=> 
2. {10}. 3.9. 4.22. 5.0. 
Варнант 2 
л 
1 х=щ + пе (862). 2. (10, 10%}. 
[2 > => 
3. 5. 4.1.5. в =0; 0; 1), в. = 
РИО 
= 3" 3-3 
Ф нзика 


1. Натяжеине иити будет больше во 
втором случае, 
См. рис. 1 (@, — угол, при котором 
груз начнет скользить по плоскостн). 


Рис. 1. 


3. Т= Убл/ ур) == 160 мин. 


НЫ: РЕ 
"> ВО -У 
5. В системе единиц  СГСЭ г.-- 
4е? 
= — 1-55 7=7,5-10-8 см. 
т[® | р 
А 
6. ха, 
УР 
ие Здрг== 5-10 Кл (здеь = 


— 96500 Кл/моль — число Фарадея, г = 2— 
валентность водорода, и = 2-10-3 кгумоль — 
молярная масса водорода, А=10—3 кг/моль— 
его атомная масса). 


8. ИТТ =5.Ю-2. 
9. Н = п =2,66 м. 


1 1 
Ю.Б = ми: == 92.25 дптр (здесь 


4, = 25 см — расстояние наилучшего зрения 
для пормального глаза). 


Московский авиационный ииститут 
им. Серго Орджоникидзе 


Математика 


Варнант 1 


2. {5). 3. Возрастает на ] — со; Ци 
на [2; -- со [, убывает на [1; 2], прн х = 1 
имеет максимум. при х-- 2 — минимум. 


о 3 
4. [0:2 У2Цл2-- 2; 6]. 5. |->; 


1— УЗ] 1 --- УЗ; + оо [. Указание. 
Требуемые условия выполняются тогда и 
только тогда, когда 4х, 1. ха) — Хх. >0 и 


(1) >9. 


Вариант 2 
ое ое а 
. С ( из ` РЗ , — 373 . 
п 
3 ие ай хо - тм. 


х, = Элт (Ё. 1, т © 2). 4. В=р Здм, Р= 


из со (В+ 9-60 — 9). 


ее 
и 4.5 Дм. 5. яп 28-1 <-<05 В 


| 
Варнант 3 


7 
1. 1—0; 4-5 + 991. аа. 


и А Е в И51 
3 л]. 3. [5 4). 4. 3 Ука- 
зание. См. $ 22 «Геометрии 9. 
5. МИМО прин а Е] —=о; ОЦД 1 
+ с<|. Приа<0 

1 За? 
МПУ- | а! 8-1 
Физика 


Варнант 1 


2. чер = 2им/п = 6,4 м/с. 


3. 1ы = 8м/В 
2р:рз 
в ра Р2 * 


5. Е= [3 = 8 см. 


Вариаит 2 


2. [Р. | = бтой; №, =т (За: +. 


-- В)/2. 


3. 4 == ЗеМот/и = Ю? Кл 1=9/7- 


> 1? с. 


4. Ари (У. И) + а, (Уз — И; )/2 + 


+ а» (УЗ — И). 
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ВР 
{ 


а 


Московский энергетический ииститут 


= 15 см (см. рис. 2}; 


Математнка 
Вариант 1 


'. —-. 2. ($3; |). (3; 73 —1}. 


3 п в 
1. & |->. >. 5 


сснованье равиобедренного треугольника, 
полученного п сечении, лежит иа плоскости 
АБО, о ый 
‚то 3 = ба блин оно лежит 
на плсскостн СОБ.С, {илн иа плоскости 
а 
ити 8 
2У — с0$ 24 


д} 5. Если 


ВСС. В\). то $ == 


Варнант 2 
8х 
(9 — 4} 


1. — 


2. ]100; + со [. 


1 Г 5 2 д 
3. 4 4. Я. — 5 ® ——л, 0. -5.. 


г Е 1%. сы 65125 
3} 8 25 (65 + сво 6515 


хеш). 


Физнка 
Письменный 5кзамен 


Варнант ! 
2. п = 2/3—0,67. 


пгт ИЕ 6 
А вл Дж. 


4. [.1= А 57 = 25,8 м/с; [5.1 
= |, | = 77,4 мус. 
5. То ТВ = к; У, = 
тАТс 


ам з. 
р о +- Ма/5) ^0.024 м 


Задачи устного экзамена 


еп 


(= @з — 05 ух 


\ 


Е бы МЕ: | = 0,78 м/с?. 


тк —|Е| та, 
2. 10, = ИИ =0,06 м; Ш, = 161/17 = 


_ 99 
Е. 5 
4. и = УРЕ/Т = 12500 В =- 12,5 кВ. 

Аа и 

4131.5 0: 


А 0,0115 кг => 11,5 г. 


5. е= 


Московский авиационный технологический 
институт им. К. Э. Циолковского 


Математнка 
Письменный экзамен 
Варнаит 1 
Гав 5173 В-51п3 у 


9 и 
2. {--=. Зе 3. = ла. ВУ 
4. ий, ++, 162. 
5. Радиус основания равен А ]/2. высо- 


та — 4Ю. 
Вариант 2 
© | 1 
2. {9} Е ит | Ука- 


занне. См. $ 50 «Геометрин 10». 4. х, = 


мА, и 4.162). 5. Ни: 


где {функиня } убывает на В). 
Устный экзамен 


Бнлет 1 
2. ©. 3. На [—1;0[ ина] 0; |. 
= м 21, 

чо Е" Ц] тю ри 
+ ©3][. 

Билет 2 

У5 л 

2 44 х= -\ 4+ лё 
(Е 2). 
Физика 


=> 10 
| э 
ы с м 
> ‚2 
19% [ $ 2а 


Е. — 35 м. 


2. | Рош |= =- 500 Н. 

3. [« ты пех | | 51.25 м/с. 
4. И, =. р г У. = 1,7 М3. 
ве ИЕ 


т 
6. ла: — ЕТ] 1 (1 — №) А+ 


Неа 2 — 6)] = 40 кг. 


7.8 |8] По|-1В. 


1 
8. = - 0.22 м. 
9. 5: й =: 15.4 
ЕЕ ЗВ см - 
0 - 0 
10. 4а=— —т ‚2 м 


Московский геологоразведочиый ниститут 
им. Серго Орджоинкидзе 


Математика 


Вариант 1 

1. Лошадь — 2 га, 
2. 15—16 п 2. 

0 $1 24 - $ 
3- 54° (511 -- с0$ и -+- 13 


трактор — 4 га. 


п 
ыы 


л л 
в. м = 5-1. 162. 


Варизнт2 


1. Средняя скорость на всем пути рав- 
на 35 км!ча. Решение. Обозначим 
искомую скорость через х (км/час), протя- 
жениость второго участка через у (км). 


протяженность третьего участка через 2 
(км). Тогда 
62 и г ы 62 Ни г 
Е в х , 
или 
62 2 72 


иИлН 


м в, 


Отсюда х.=.35, х. =6. Второй корень не 
годится, так как 2х.—15<0. 


ий 
2. ЗЕ. 3. 3 т - 0$ м. 418 ф. 


Указанне. Если $ -— вершина дан: 
ной пирамиды и О — точка пересечения 
высот ее основания, то [50] — ее высота. 


лх 
3. х— в + 3% (262). 
Физика 
9 т 


1. 100% -= 75% . 


Ек — т - то 


12 
2. &!.- |1 чт |=0.8 м. 


лазис |АВ|’ 
4 А 
4. < — 352. 


3.9 = 1.95.10-? Кл. 


Московский ниститут инженеров геодезии, 
аэрофотосъемкн н картографни 
Математика 

Варнант 1 


х=2.2. ее 
—1. Е х Е[—1: 


Варнант 2 


ре — 
оЦЛ ТИ 
2пп 


мы а 
фа 5. Х = 3 ;х= 210 — =, 


я 
х— 4 + пп, п == 0,1,42.-3, .... 


3. хё ]-со. — 4—1: ЕЛЕ: ©5[. 
4. 2-4. 5. 5 АДМ и 
Варнант 3 


ця 


д п 
х==100. 2. х=- +5, х-- 6 + 


8 5 
я пп. 3. х@]0; 5 [Ио ; 21. 
3 3 
4. 2=3. в. (=) . 


Физика 


-р ен 25 
Ант [в [в Г) + р = 
= 36 Дж. 


2. р= р 52180 кт/ м3, ее т= 


— 342 К = 69°С). 
сатз (№ — 0) с 
ам м. 
2.17 кДжд(кг- К). 


4. Расстояние между зарядами надо 


увеличить в 2 раза. 


и—6 


5. цоп = 4 =2 Ом. 


НЫ ие 1 
6. [тах [= т * Ар ее 
—4,8-108 м/с. 

Московский государственный 


педагогический институт им. В. И. Ленииз 
(математический факультет) 


Математика 
Варнант 1 


. Зл. 2. 3. 4. | АС | =] ВВ! =5. 
5 ‹ ИЗ 
АСЕ ВБ = (5: в 1). 5. баз. 
Вариант 2 
1. 232-85 112 4. агссо$ = 
. 2. що . агсс УЕ 


1 
5. агссо$ 3. 


Московский областной педагогический 
институт им. Н. К. Крупской 


Математика 
Математический факультет 


1. 12—55. 2. Указание. При 
гомотетии г центром [АС] Г] [80] н коэффи- 
С 


циентом — АВ | квадрат, построениый на 

[АВ]. перейдет и квадрат. построенный на 
1 

СВ]. 3.]—3; —1[. 4. х; = -5` агсйй 2 


| 
Ч 2лй. х, = аш — 5-4 27, 16. 


5. Отношение объемов «верхнего» и «инж- 


К 
него» многогранинков равно —=—. 
Физический факультет 
1 и 1 

у=фх—. 2. ИТ. 3. 13: 21. 
Г. 
хата (Е, (ЕР). 5. 4 т 
Указание. См. 8 50 «Геометрии 10». 
Физика 

о | = 29 с; [а 1-й = 
222,4 м/С?; цер =. | и 2 = 125 км/ч = 35 м/с. 


2. в’ | == 


3. А= рта [в [1=1,8-109 Дж 


т; | 


р Г 
т, и = 0,9 м/с. 


[7 


та - с (т. 3 тэ) РЕ 


4. 0 _- ст, ты =32 °С. 


1 
ст, — в (т, - ту) м 
х (ета + Сзта} ь - (са — ^} тз] = 14 ‘С: 


сое Ч к АЕ 
в. [Е | -- дал =0.04 Н: и = 


5. 0 = 


— КЕг=0,3 м. 


2. [6 |= У20 т = 12-108 мгс. 

8. г=&//—В=3 Ом; [№ --0.9 В. 

9. ЕР — 4/2 = 15 см. 

10. А #с/, —- № =3,42 Ю-И Дж; 
Апах = Вс/А 25.8. 10-? м. 


Ленииградский государственный педагоги- 
ческий ннстнтут нм. А. И. Герцена 


Математика 


Варнаит 1 
!. 3.2. [4—1 2:3 [1/41 2:-- 091. 3-х= 
: л 
= 4—1! -5 5 А(#Е2). 4. На про- 
межутках |—©0: —Зр и [—1. -Н <9[ функ- 
ция { убывает. на промежутках |—3; 
—2[ и ]-2; —1] она возрастает. точка —3 
является точкой ее мннимума. точка —[| — 
4 


точкой максимума 5. агссо5 5”. 


Варнанит 2 
‚= 5 З 
2. 1—13.0.2.1 ИЗ]. 3. |; 


ЕЦ; + ©5[. 4.4. 5. 4-е. 


Физика 


Математический факультет 


_ ВЕТ 
2. р = ии 


3. Поскольку потенцнал первого шара 
болыше потеициала второго, заряды будут 
перемещаться с первого шара на второй до 
тех пор. лока ‘потенциалы шаров не урав- 
няются. 


—2.14-108 Па 


тен _ 


4. {= ИО 235 с 
{ , ЕР 
5. = —=0,5м: а = 
—2,4 дптр. 


Физический факультет 
АТ 
1. АВ = Ву 0,05 м; А =рАН$ = 
2150 Дж. 


2. $ Ра м 
[Е] 
Г 

3. Ре. а 225.8-10-2 м. 


[в | 


4. 4 = агсят (п т о) — 229%; луч 
не выйдег НЗ стек ла в и при углах 
падения © >> агсзт (1/7й) = 


5. [5 [= а А) А) 4,5108 мус. 


Казанский авиационный ниститут 
им. А. Н. Туполева 


Математика 


Вариант \1 


[2 
У? <0$ 
ь 3... 2, — . 
1 Г Ува |1 Уз 
п 2 
2}. 3. = — 1 тм, ж=+чя+ 2м 
{Е.Е 2). 4. х=—2 — точка максимума, 


х—= 2— точка минимума. 5. ]/18. 


Вариант 2 


1. 12 сузувеив . 2. |2; 


ЗИЛ 4; 4021. Зх=- +2). 


4. 11; —3). 5. +2. 


Физика 
[1% 
Ч 
в = 4а =6,5 м 
таё 
2. (= ЭМ т —=0,8 м 
ыы: ГВ 
ее сту -- сэть -Ё сз = 
<. 20°С. 


у 
8. %-= т —= 0.4 моля. 


5. [21 912 8—1 _ 


Влега? 


— 3.3- 108 В/м. 


па ыы [21 = 
т| | 
== [шо] =1.33-107 м/с. 


(/? (7? 
ия == 242 Вт, Р. == — = 


7. а) Р.= би 


2 
= 484 Вт; 6) Р, ати т = 107,6 Вт, 


ив 
Р. ЕВ ЕЁ. = 33.8 Вт. 


8.8 =|В[1] 5 | = 108 В. 
9. х=я (13а щВ) = 


В = агсат (п /п}}. 
10. Предмет совмещается со своим изо- 
бражением в центре кривизны зеркала. 


14 см (здесь 


Томский ииститут 
аатоматизированных систем 
управления н радноэлектроинки 


Математика 


Варнант 1 
Г. х = — | — точка максимума, х =3— 


л л 
точка минимума. 2. х, == = А, х.:= — Г 


1 
(1, [Е 2).3. ]| — со; 2—5 (3; + © [. 
Зуя 05-5 
| у 2 
+ ЗИ Чата сова 
Варнант 2 
4 Уз +3 Га 
1. 36 =6.6. 2. 10 . 3. [10 
9 з - 
и} 4. Р-н ааа. 
Фнзика 
2 
1 п =; =2,2 м 
2. | 


2. || = м(|5 [ув я) = 280 н; 


- => }2 
|2. | = т (|= ВЕ) = 420 Н. 
3. т рей = 3,24. 106% кг -= 3240 т 
(здесь рь == 103 кг/м? — плотность воды}. 
Ар 
4. п = —_ < Ю,4 м. 
ря 10,4 м 
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5. [, "Е рЕ 


20,86 А. 


А 
6. Аш = рт мОм. 


7. ^ = 21с УЕС = 5652 м (здесь с== 
== 3. 108 м/с — скорость света в вакууме). 


5. 51 И бе № р —М _ 


Тир 
—29,6-108 м/с. 


«Квант» для младших школьников. 
(см. «Квант» № 5) 


1. Две иижние спичкн от последней 
елки нужно переложить х первой — см. 
рисунок 3. 

2. Поскольку даже 5-31.12<1900. 
день недели — шестой или седьмой. Пред- 
положив, что день недели — шестой, по- 
лучим 


6- 29-11-=1914. 6.30-11=1980. 
6-27-12=1944, 6.28. 12= 2016, 


что невозможно. Если же день недели — 
седьмой, то яз равеиств 


7.27.10—=1890, 7.28.10=1960, 
7.25-11=1925, 7.26.11=2002, 
7.23-12=1932, 7-24. 12==2016 


находим: 7.28. 101960. Таким образом, 
Вадим н Коля играли в шахматы в во- 
скресенье; Надя родилась 28 октября 1960 
года. 

3. Задача имеет одно решение: 144. 

4. Сложив числа 3, 17 и #8, стоящне в 
одном ряду, получаем сумму 38. Тогда 
между числами 3 н 16 должио стоять 19, 
между 16 н 10 — число 12 ит. д., пока ие 
получим заполнение, — изображениое на 


рисунке 4. Найдем числа а, В нс. указан- 
ные на этом рисунке. Так как 10--а56-- 
-1--18= 38. 


получаем а-|- 6—9. а из того. 


что 16--2--8-1с+-9=38, следует. что 
+=. Но 9=1+8=2--7=3-6=4-#5, 
а 11=1410=2--9=3+8=4--7=6--5. Из 
этих пар допустимы лншь 9=4--5 и 11 = 
= 5-6, так как в других парах хотя бы 
одно число уже было использовано для за- 


полиения шестнугольинка. Отсюда сле- 
дует, что а=4, 6-=5. с=6. Теперь нетрудно 
заполнить оставшиеся клетки. Оконча- 
тельный внд шестиугольника изображен 


на третьей страиице обложки. 

5. Поскольку разность баллов, полу- 
ченная за один тест, равная 97—73=24 оч- 
кам, вызывает измененне среднего балла 
на 90—87=3 очка, п ГЕ 


нн профессора 
Тестера содержится 24/3=-8 тестов. 


Задачн нашнх чнитатедей 
(см. с. 8, 15) 


1 
2. Указание 2) Злмс = 3 Завс 


1 : 
== АМ| СМ | $т АМС; 


6) воспользуйтесь теоремой синусов. 

1. Указание. Если нн а, ни 6 не 
делятся на 5, то а* и 6 дают при делении 
на`5 в остатке 1. 

2. Указанне. Исследуйте делимость 
данных чисел на 3. 

3. а) абс—144; 6) абс—118; в) абс=145, 

4. Юли. 
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Чеховский полиграфический комбинат 
Союзполнграфлпрома 

Государственного  комнтета 

СССР по делам нздательств. полиграфни 
м кинжной торговли, 


г. Чехов Московской области 


Рукописи не возвращаются 


Этот красивый паркет из крнволннейных плиток полу- 
чен деформацией обычного шестнугольного паркета из 
правильных шестнугольннков. Как легко видеть, его 
можно продолжнть на всю плоскость, Как устроены 
отдельные плиткн, показано на схеме вверху. Сторо- 
ны треугольннков заменены дугамн опнсанных около 
инх окружностей. 


Магический  шестнугольник 


С давних времен былн нз- 
вестны так  иазываемые 
магические квадраты. Числа 
от | до 12. записанные в 
клетках такнх квадратов 
(размером пЖл). располо- 
жены так. что их суммы в 
любом горнзонтальном илн 
вертнкальном ряду. а так- 
же по обеим днагоналям 
одинаковы, Один из магн- 
ческнх квадратов размером 


4.4 изображен в правом 
верхнем угл гравюры 
А. Дюрера еланхолня». 


Кеэк вы думаете — сколько 


существует таких кзздра- 
тов? Оказывается, 880. 
А магических квадратов 
а 5Ж5? Их около 


Здесь же изображен «ма- 
гнческий шестнугольинк»: в 
его клетках запнсаны числа 
от 1 до 19 так. что и каж- 
дом из пятн вертикальных 
рядов, пятн наклонных «сле. 
ва сверху — вниз направо» 
и пятн наклониых «справа 
сверху — вниз налево» сум- 
ма чисел одна н та же. 
Сколько существует такнх 
«магических  шестнугольни- 
ков»? Электронно-вычнелн- 
тельная машина, проверив 


(в течение сорока двух ми- 
иут) 196729 шестинугольни- 
ков. обнаружила, что этот 
цестиугольмик является 
единственным! (Конечно. Е 
точностью до поворотов п 
снмметрнй.) 

Это утвержденне доказал 
Чарльз Тригг — см. недавно 
вышедшую у нас книгу «За- 
дачи с изюмннкой»  (М.. 
«Мир», 1976). 


Индекс 70465 
Цена 30 коп. 


К НАШИМ ЧИТАТЕЛЯМ 


В каждом номере нашего журнала в 
разделе «Задачник «Кванта» публи- 
куются задачи по физике н матема- 
тике. Ежегодно редакция получает 
несколько тысяч писем от читателей 
< решениями этих задач. Среди авто- 
ров этмх писем редакция отбирает 
школьников, решивших намбольшее 
число задач м приславших намболее 
оригинальные решения. Этм школь- 
никм награждаются специальной пре- 
мией, учрежденной редколлегмей 
журнала «Квант», м получают право 
участвовать в Республиканских олим- 
пмадах по математике м физике. 

Придумать интересную новую зада- 
чу обычно труднее, чем ее ре- 
шить. Труднее, но интереснее. По- 


пробуйте придумать задачи м при- 
шлите их нам. 
Школьники — авторы лучших задач 
будут награждены специальными 
премиямм «Кванта», а сами задачи 
будут опубпикованы в журнале. 
Задачи должны присылаться вместе 
с решениями. Каждая задача должна 
быть представлена на отдельном 
листе. 

Если задача заимствована, то должен 
быть указан источник, откуда она 
взята. 

По задачам, не принятым к публика- 
цим, переписка с авторами не ведет- 
ся м текст задач авторам не воззра- 
щается. 

Ждем ваших писем. 


К НАШИМ АВТОРАМ 


Если Вы решили прислать нам статью, то просим Вас: 

1} Перепечатать ее на машинке в двух экземплярах через два интер- 
валв м впмсать от рукм формулы [рукописный текст мы рассматри- 
ваем только в том случае, если ввтор его — школьнмн)- 

2] Нарисовать также в двух экземплярах эскизы рисуннов [каждый 


эскмз — на отдельмом листе]. 


3] Статья не должна содержать более 12 машинописных страниц. 
4] Не забудьте сообщить нам полностью Ваши фамилию, имя м отче- 


ство, домашний адрес м телефон. 


Напоминаем Вам, что рукописи мы не возвращаем. 


Главный редактор 
екадемик И. К. Кикойи 


Первый заместнтель 
главного редактора 
академик А. Н. Колмогоров 


Редакционная коллегкя: 


М. И. Башмаков 

С. Т. Беляев 

В. Г. Болтянский 

Н. Б. Васильев 

Ю. Н. Ефремов 

В. Г. Зубов 

П. Л. Капица 

В. А. Кириллин 

А. М. Кльманов 

С. М. Козел 

В. А. Лешковцев 

(зам. главного редактора} 
Л. Г. Макар-Лиманов 
А. И. Маркушевич 

Н. А. Патрикеева 

И. С. Петраков 

Н. Х. Розов 

А. П. Савин 

И. Ш. Слободецкий 
М. Л. Смолянский 
{зам. главного редактора) 
Я. А. Смородииский 
В. А. Фабрикант 

А. Т. Цветков 

М. П. Шаскольская 

С. И. Шварцбурд 

А. И. Ширшов 


На первой 

страинце обложки 

показаны 

две поверхности 

— ТОр ин «сфера 

< тремя ручками». 
построенные 

на конструктора. 

о котозом 

можно прочитать на с. 21. 
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Научно-популярный 
физико-математический 
журнал 

Академии наик СССР 

и Академии педасогических 
каук СССР 


= Издательство «Наука» 
1 Главная редакция 

1 

| 
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1973 


физико- математической 
литературы 


В НОМЕРЕ: 


В. Фабрикант. Леонид Исаакович Мандельштам 


Л. Мандельштам. Почему физика иужиа инженеру? 


УТ. Садовский, М. Аршинов. Двончное кодирование 


Задачник «Кванта» 
Задачи М571—М575: Ф583—Ф587 


Решения задач М517--М519; $526. Ф530—Ф532 
Г. Курдюмов. Коисервативность бесконечного строя 


По страницам школьных учебников 
А. Земляков. Проверь себя 


"Кввнтю АЛЯ младшмх школьнынов 
Задачи 


Практикум абмтурмента 
Г. Меледин. Можно ли проверить ответ? 


Вирманть эступмтельных экзаменов 
Московский автомобильно-дорожный институт 


Московский ниженерно-строительный институт 
им. В. В. Куйбышева 


Московский институт химического машиностроения 


Московский институт электронного машниостроения 


Московский экономико-статнстический институт 


высшее ордена Ленияа Краснознамён- 


Ленинградское 
войск и военных 


ное училище железнодорожных 
сообщений им. М. В. Фрунзе 
Ленинградский гидрометеорологическяй институт 
механики н оптики 


Ленииградский институт точной 


Ленинградский кораблестроительный институт 


Ленииградский политехнический институт 
им. М. И. Калинина 


„Ленинградский электротехнический 
Ульянова (Ленина) 


институт 


Саратовский политехнический инстнтут 
Наша обложка (2/, 39) 


Ответы, указания, решения 
Смесь (20. 32, 56, 43. 58) 


$ Главная редакция физяко-чатематической литературы 
изЗательства «Наука», «Квант». 15979 


Сто пет со дня рождения Л. И. Мандельштама 


В этом году исполнилось 100 лег со дня рождення Пеоннда Исааковича Мандель- 


штама (1879—1944) — выдающегося советского физика, 


академнка, замечательного 


педагога, создателя одной нз крупнейших советских физических научных школ. 
Мы помещаем в этом номере статью одного из учеников Мандельштама — академнка 
АПН СССР В. А. Фабриканта, в которой он делится свонми воспоминаннямн о 
Л. И. Мандельштаме н рассказывает об одном низ основных открытий этого замечатель- 
ного ученого. Мы публикуем также, с небольшими сокращеннямн, вводную лекцию, 
прочитанную Л. И. Мандельштамом в 1918 году студентам Одесского полнтехнического 
нистнтута. Эта лекция была посвящена вопросу, который не утратнл своей актуальностн 
н сегодня, — зачем изучать физнку будущему ннженеру? 


В. Фабрикант 


Леонид Исаакович Мандельштам 


Мандельштам — педагог 
О Леониде Исааковиче Мандельшта- 
ме я, студент-первокурсник, впервые 
услышал в 1925 г. на заседании пред- 
метной комиссии по физике Москов- 
ского государственного университета. 
В эту комиссию, наряду с преподава- 
телями, входили и представители сту- 
дентов. Председатель сообщил, что 


удалось пригласить для работы в 
МГУ очень крупного ученого, изве- 
стного физика — Л. И. Мандель- 
штама. Мы, студенты, естественно, 
были заинтригованы. 

Вскоре начались знаменитые ман- 
дельштамовские семинары. Студент- 
старшекурсник С. Шубин, ставший 
потом видным физиком-теоретиком и 


почему-то опекавший меня, посове- 
товал ходить на эти семинары. Он 
сказал: «Поначалу ты мало что 
будешь понимать, но зато почувст- 
вуешь дух настоящей науки». Обе 
части его предсказания оправдались. 


На семинарах Л. И. все было для 
нас необычно. Прежде всего — со- 
став семинара. В нем участвовали не 
только студенты и аспиранты, но н 
многие наши преподаватели и совсем 
посторонние для нас, студентов, лю- 
ди. В связи с этим семннары прово- 
дились в самой большой аудитории. 
«Взрослые» занимали первые скамьи 
в аудитории, несколько подальше си- 
дели студенты. 

На семинаре царила атмосфера до- 
брожелательного внимания к выска- 
зываниям любого участника, неза- 
висимо от его научного «ранга». Ни- 
кто не боялся задавать «глупые» во- 
просы, многие из которых, после 
тщательиого обсуждения, оказыва- 
лись далеко не такими «глупыми», 
как это казалось сначала. Вместе 
с тем любая физическая ошибка вы- 
яснялась и критиковалась в четкой, 
но не обидной форме. Решающую роль 
в создании такой атмосферы добро- 
желательности н корректности игра- 
ли личные качества Л. И. Словами 
трудно передать его обаяние. Каж- 
дая встреча с ним была для нас ра- 
достью. Когда по каким-либо причи- 
нам Л. И. отсутствовал на семинаре, 
студенты говорили «чай без сахара». 

Обычно Л. И. предварял доклад 
кого-либо из участников семинара 
несколькими краткими замечаниями, 
а после доклада подводил итоги. Нас 
поражала его способиость излагать 
самые сложные вопросы просто и, 
с другой стороны, умение обнару- 
живать сложности в простых, на пер- 
вый взгляд, вопросах. Недаром в те 
годы у физиков появился термин 
«манделыштамовская ясность». 


Когда на четвертом курсе подошла 
моя очередь выступать в качестве 
докладчика на семинаре, я лично 
убедился в том, какую большую ра- 
боту проводили Л. И. и его сотруд- 
ники, готовя нас к выступлению. Сам 
Л. И. был блестящим лектором и 
докладчиком. Ученик его С. М. Ры- 
тов пишет в своих воспоминаниях: 


«Я много думал над тем, в чем «се- 
крет» совершенно особого воздейст- 
вия выступлений Л. И., того эмо- 
ционального подъема, который онн 
всегда вызывали. Его лекции и до- 
клады захватывали аудиторию, за- 
ставляли забывать обо всем на свете 
и переживать услышанное. Так бы- 
вает с лучшими произведениями теат- 
ра или кино, вообще искусства. Но... 
«оружием» Л.И. было не красно- 
байство или «театральыцина», а з8- 
мечательное уменье поразить слу- 
шателей, задеть их за живое, зажечь 
иитерес н заставить увидеть вопросы 
там, где, казалось бы, все уже ясно 
в силу сказанного ранее». 

Я невольно, как бывший студент 
Л. И., начал с характеристики Ман- 
дельштама-педагога, но это отнюдь 
не означает, что для него преподава- 
ние было главным делом. Правиль- 
нее будет сказать, что у Л. И. трудно 
было провести четкую границу между 
нсследовательской. деятельностью и 
преподаванием. 


Мандельштам — ученый 


В 1929г. Л. И. Мандельштам был 
избран академиком. Выдающийся уче- 
ный, он создал одну из самых круп- 
ных советских научных школ в об- 
ласти физики. Его ученики — акаде- 
мики А. А. Андронов и М.А. Лео- 
нтович, член-корреспондент С. М. Ры- 
тов, профессора Г. С. Горелик, 
А. А. Вит, С. 9Э. Хайкин, 
С. П. Стрелков. Его близкие сотруд- 
ники — академики Г. С. Ландсберг и 
И. Е. Тамм. Нельзя не упомянуть 
о близком друге Л.И. академике 
Николае Дмитриевиче Папалекси, с 
которым он работал совместно 45 лет. 


Все это — крупные имена в науке. 
Сейчас успешно работают научные 
«внуки» и «правнуки» Л. И. 

Для того чтобы было понятно, 
как складывался круг научных ин- 
тересов Л. И., нужно привести неко- 
торые краткие биографические дан- 
ные. Окончив в 1897 г. гимназию 
с золотой медалью, Л. И. поступил 
на математическое отделение физико- 
математического факультета Новорос- 
сийского университета. Однако в 
1899 г., в связи со студенческими бес- 


порядками, он был исключен из унн- 
верситета и уехал за границу, в 
Страсбург, где поступил на физико- 
математический факультет универси- 
тета. Кафедру физики в этом универ- 
ситете занимал выдающийся ученый 
Ф. Браун, получивший в 1909 г. Но- 
белевскую премию за работы по ра- 
диотелеграфии. Он же был директо- 
ром образцового для того времени 
физического института в Страсбурге. 

Браун очень скоро оценил ис- 
ключительные способности Л. И. и 
привлек его к научной работе в об- 
ласти физики электромагнитных ко- 
лебаний. Первая научная статья 
Л. И. была посвящена определенню 


времени затухания колебаний в 
контуре. 
После окончания университета 


Л. И. в качестве ассистента Ф. Брау- 
на продолжал активную исследова- 
тельскую работу, совмещая ее с уча- 
стием в заводских испытаниях новой 
радиоаппаратуры. В этот период 
Л. И. сделал свое первое (из 60!) 
изобретение, позволившее существен- 
но повысить чувствительность прием- 
ной радиоаппаратуры. Характерно, 
что это изобретение, имевшее боль- 
шую практическую ценность, было 
сделано на основе проведенного,Л. И. 
теоретического анализа. 

Всю последующую жизнь Л.И. 
занимался главным образом физикой 
н техникой колебаний и волн самой 
различной природы, поразительно со- 
четая творческую деятельность в 
столь разнородных областях, как про- 
блемы теоретической физики, тонко- 
сти физического эксперимента и реше- 
ние конкретных инженерных задач. 
А. А. Андронов в докладе, посвящен- 
ном первой годовщине со дня смерти 
Л. И., очень правильно сказал: «...в 
наше время резкого делення физиков 
на теоретиков и экспериментаторов, 
на «чистых» физиков и «технических» 
физиков, Л. И.— одновременно тео- 
ретик и экспериментатор, «чистый» 
физик н «технический» физик». К этим 
словам хочется добавить, что Л. И. 
умел ценить творческое начало в лю- 
бой, даже очень далекой от науки 
и искусства области. Помню, с ка- 
ким восхищением он говорил об изо- 
бретении застежки «молния», в то 
время — новинки, н интересовался, 
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кто сделал это остроумное изобрете- 
ние. 


К страсбургскому периоду отно- 
сится также полемика Л. И. со зна- 
менитым уже в то время физиком, 
родоначальником квантовой теории 
Максом Планком. Л. И., несмотря на 
прирожденную скромность н мягкость 
характера, твердо стоял на том, что 
у Планка в работе, посвященной 
волновой теории распространения 
света в прозрачных средах, есть прин- 
ципиальная ошибка. После длитель- 
ной полемики Планк признал правоту 
Мандельштама. Этот эпизод интере- 
сен еще и тем, что здесь проявилась 
способность Л. И. находить аналогию 
между явлениямн в далеких друг 
от друга областях физики. В споре 
с Планком, судя по всему, Л. И. 
была использована аналогия между 
соседними атомами среды с колеб- 
лющимися в них электронами и близ- 
ко расположеннымн работающими ра- 
диоантеннами. 

В те же годы Л. И. начал цикл 
работ по молекулярному рассеянию 
света. 

Каждый знает, что в мутной среде, 
будь то туман или молочное стекло, 
свет рассеивается. Причиной рассея- 
ния является оптическая неоднород- 
ность среды. Например, капельки 
воды, образующие туман, имеют по- 
казатель преломления, резко отли- 
чающийся от показателя преломле- 
ния воздуха. Казалось бы, в чистом 
воздухе не должно быть рассеяния 
света. Однако это не так. То, что 
мы видим над собой голубое небо, 
есть результат рассеяния солнечного 
света молекулами воздуха земной ат- 
мосферы. (Недаром на очень высоких 
горах небо даже днем кажется тем- 
ным.) Молекулярное рассеяние света 
происходит также из-за оптической 
неоднородности среды; но причиной 
этой неоднородности является хаоти- 
ческое тепловое движение атомов или 
молекул. Это движение приводит к 
случайному возрастанию концентра- 
ции атомов или молекул в одних точ- 
ках среды и убыванию в других. Та- 
кие отклонения плотности от среднего 
значения называются флуктуациями 
плотности. Эти флуктуации вызы- 
вают, в свою очередь, локальные 


изменения показателя преломления 
среды, и среда становится оптически 
неоднородной, рассеивающей свет. 
Л. И. в 1913г. опубликовал работу 
о молекулярном рассеянии света при 
отражении от поверхности жидко- 
сти, обладающей  шероховатостью 
опять-таки за счет хаотического теп- 
лового движения молекул. Эту ра- 
боту, содержавшую и теорию явле- 
ния, и описание эксперимента, Эйн- 
штейн доложил на своем семинаре 
и прислал Л. И. открытку, в которой 
назвал работу «красивой». 

В 1914 г., когда начала надви- 
гаться угроза войны; Л. И. вернулся 
на родину. 


Эффект 


Мандельштама— Бриллюэна 
Продолжая размышлять над пробле- 


мами молекулярного — рассеяния, 
Л. И. в 1918 г. пришел к выводу, что 
процесс рассасывания флуктуаций 


плотности в среде должен вызывать 
модуляцию амплитуды рассеянных 
флуктуациями световых волн. Вся- 
кая модуляция волн вызывает изме- 
нение их частоты. Например, прн 
радиопередаче диктор, говоря в ми- 
крофон, модулирует со звуковыми ча- 
стотами амплитуду радиоволн, н в 
излученни радиостанции кроме основ- 
ной, несущей, частоты появляются 
боковые полосы частот. 

Процесс возникновения и расса- 
сывания флуктуаций можно предста- 
вить как результат наложения упру- 
гих акустических волн, распростра- 
няющихся в среде по всевозможным 
направлениям со скоростью звука. 
Эти волны модулируют рассеянную 
веществом световую волну. Так что 
в рассеянном свете помимо основной, 
несущей, частоты *%., (частота падаю- 
щего света) появляются дополнитель- 
ные частоты ус НА и у, — АУ, 
где Ау — частота модулирующих аку- 
стических колебаний *). Относитель- 


*) Для знающих тригонометрию. Амп- 
литуда модулированной с частотой АУ 
волны может быть записана так: А (#й -= 
—=а(1-+-с0$ (2лА%у-9]. Тогда полное вы- 
ражение для модулированяой волны: 


А (1) -с0$ (27% -й) = 


ное изменение частоты (А\/у) равно 
отношению скорости звука в веще- 
стве к скорости света. Скорость звука 
даже в твердых кристаллах типа 
кварца составляет около 6.103 м/с, 
а скорость света — 3. 10° м, так что 
относительное изменение частоты со- 
ставляет тысячные доли процента. 
Таким образом, модуляция при рас- 
сеянии света на флуктуациях плот- 
ности — очень тонкий эффект. К это- 
му надо добавить, что интенсивность 
молекулярного рассеяния весьма ма- 
ла (10° или 10-” от интенсивности 
падающего света). 

Долгое время Мандельштам не 
имел возможностн поставить тонкие 
эксперименты по проверке своего тео- 
ретического предсказания; поэтому он 
опубликовал соответствующую статью 
только в 1926 г. В 1922 г. появилась 
статья французского физнка Брил- 
люэна, содержавшая часть теорети- 
ческих результатов Л. И. Описанное 
явление было позднее эксперимен- 
тально обнаружено и получило назва- 
ние эффекта Мандельштама — Брил- 
люзна. Однако до этого было сделано 
очень важное открытие. 


Открытие 
комбинационного рассеяния света 


В 1925 г., после прихода Л.И. в 
Московский университет, он, совме- 
стно с Г. С. Ландобергом, приступил 
к экспериментам по исследованию 
молекулярного рассеяния света в кри- 
сталлах с целью обнаружить ука- 
занный выше эффект. 

Трудности были весьма велики. 
Надо было прежде всего надежно 
выделить слабое молекулярное рас- 
сеяние, забиваемое обычно сильным 
рассеянием света на дефектах струк- 
туры кристаялов. Здесь Г. С. Ландс- 
бергом был применен остроумный 


=а{1 + с0$ (2лАу-0}]е0$ (2л%.-В = 


= а с0$ (2л%,.0 + -5- со [2п (У -- АУ) й + 


+ -5- сз [2л (зо — 29) 8. 


т. е. модулированная волна равна сумме 
трех воли с частотами, указаииыми в 
тексте. 


прием. С повышением температуры 
растет скорость теплового двнжения 
‚атомов, молекул или ионов вещества, 
а это приводит к росту величины 
флуктуаций. С ростом же величины 
флуктуаций увеличивается ннтенсив- 
ность молекулярного рассеяния. Вме- 
сте с тем рассеяние на дефектах кри- 
сталла ие зависит от температуры. 
Поэтому повышение температуры об- 
разца позволяет выделить молекуляр- 
ное рассеяние в «чистом виде». Имен- 
но этот факт и предложил использо- 
вать Ландсеберг. 


Однако в МГУ не было спектраль- 
ной аппаратуры, способной обнару- 
жить малые изменення частоты, соот- 
ветствующие эффекту Мандельшта- 
ма — Бриллюэна. Мандельштам н 
Лакдсберг пытались обойти это за- 
трудненке, используя сравнительно 
грубый спектрограф. 

Как это ни удивительно, грубость 
аппаратуры сыграла положительную 
роль, приведя к открытию совершен- 
но нового, важного явления — ком- 
бинационного рассеяния света. При 
комбинационном рассеянии — КР — 
возникают большие изменения ча- 
стоты, на несколько порядков превы- 
шающие эффект Манделыштама — 
Брнллюэна. Чувствительная аппара- 
тура, необходимая для наблюдения 
эффекта Мандельштама — Бриллюэ- 
на, оказалась бы слишком «деликат- 
ной» для обнаружения КР. 


На рисунке | изображена схема 
экспериментальной установки для ис- 
следования рассеяния света в кри- 
сталлах. В качестве источника света 
нспользовалась  ртутная лампа, 
спектр которой состоит из ряда спек- 
тральных линий (рис. 2, а). В спек- 
тре света, рассеянного кристаллом 
кварца, около каждой яркой линии 
ртути было обнаружено появление 
дополнительных линий — спутников 
или, как их называют, сателлитов 
(рис. 2, 6). Однако частоты, соответ- 
ствующие этим линиям, отличались 
от частоты падающего света на’ го- 
раздо большую величину, чем это 
ожидалось по теории эффекта Ман- 
дельштама — Бриллюэна. Это новое 
явление н получило название комби- 
национного рассеяния. Первые сним- 
ки спектров КР были получены в 


Падающий свет 


Рассеянный свет 


Рис. 1. Схема эксперимента, в котором 
было обнаружено комбинацнонное рассея- 
нме света в кристаллах. / — ртутная 
лампа: 2.3 — линзы: 4 — кристалл; 5 — 
спектрограф. 


МГУ в 1927 г. Однако первое сообще- 
ние о сделанном открытки было от- 
правлено в печать только 6 мая 
1928 г. Задержка была вызвана нке- 
обычайно высокой требовательностью 
Л. И. к уровню своих публикаций. 
Время ушло на проведение контроль- 
ных опытов, подтвердивших реаль- 
ность наблюдаемого явления, и на 
нахождение правильного его объяс- 
нения. В результате этой задержки 
сообщение индийского физика Ра- 
мана об открытии аналогичного явле- 
ния при рассеянии света в жидкостях 
опередило сообщение советских фи- 
зиков на пару месяцев. 
Большинством крупных физиков 
(Резерфорд, Борн и др.) было при- 
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Рис. 2. а) Спектр ртутной лампы; 6) спектр 
рассеянного света. 


знано, что открытие комбинационно- 
го рассеяния сделано Ландсебергом 
и Мандельштамом в кристаллах и 
Раманом в жидкостях, независимо 
друг от друга и практически одно- 
временио. Однако в 1930 г. Нобелев- 
ская премия за это открытие была 
присуждена одному Раману, что было 
явной несправедливостью. 

Л. И., исходя из классических 
соображений, указал, что КР в кри- 
сталлах, так же как и эффект Ман- 
дельштама — Бриллюэна, возникает 
благодаря модуляции рассеянного 
света колебаниями кристаллической 
решетки. Одкако в данном случае 
роль модулирующих колебаний иг- 
рают не акустические, а так называе- 
мые оптическне колебания решетки. 
Частоты этих колебаний лежат в 
инфракрасной области спектра. На 
рисунке 3 изображены два типа волн, 
возникающих в кристаллической ре- 
шетке, построенной из атомов двух 
сортов. Рисунок 3, а соответствует 
звуковой волне и, соответственно, 
акустическим колебаниям решеткн. 
Рисунок 3,6 соответствует оптиче- 
ским волнам и колебаниям. Именно 
эти оптические колебания модулн- 
руют падающую на кристалл свето- 
вую волну, что и вызывает комби- 
национное рассеяние света. 

При КР в жидкостях н газах 
модуляцию света вызывают колеба- 
ния атомов, входящих в состав от- 
дельных молекул. Согласно класси- 
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Рис. 3. Два типа волн, возникающих а 
кристаллической решетке, построенной нз 
атомов двух сортов. 
а) Акустическая волна; 0) оптнческая вол- 
на, 


ческой теории модуляции при КР 
в спектре рассеянного света около 
каждой спектральной линии падаю- 
щего света должно возникать не- 
сколько симметрично расположенных 
линий — спутников. Частоты спут- 
ников получаются путем комбиниро- 
вания частоты падающего света с 
частотами внутримолекулярных ко- 
лебаний (отсюда и происходит на- 
звание явления) и удовлетворяют про- 
стым соотношениям: 


Ук = м0 — Ум, 
Ух = % + \», (1) 


где у, — частота «красного» спутни- 
ка, то есть линин, смещенной отно- 
сительно основиой (из спектра па- 
дающего света) в сторону больших 
длин волн, Уф — частота «фиолето- 
вого» спутника, то есть Линии, сме- 
щенной в сторону меньших длин 
волн, ум — частота внутримолекуляр- 
ных колебаний (частота модуляции). 
Соотношения (1) прекрасно со- 
гласуются с опытом. Однако, со- 
гласно классической теории, интен- 
сивности симметрично расположен- 
ных спутников должны быть одина- 
ковыми. Этот вывод находится в рез- 
ком противоречии с опытом. Интен- 
сивность каждого «красного» спут- 
ника во много раз больше интенсив- 
ности симметричного ему «фиолетово- 
го» спутника (см. рис. 2, 6). Это 
различие интенсивностей нельзя объ- 
яснить исходя из классической тео- 
рии модуляции. Необходимо учесть 
квантовые свойства света ин вещества. 
Согласно классическим представ- 
лениям два симметрично расположен- 
ных спутннка возникают при рас- 
сеянии света на одной и той же 
молекуле. Согласно квантовым пред- 
ставлениям «красный» спутник воз- 
никает при рассеянии света — фото- 
нов — на молекуле, обладающей 
меньшим запасом внутренней энер- 
гии, а «фиолетовый» — при рассея- 
нии на возбужденной молекуле с уве- 
личенным запасом ‘энергии (на клас- 
сическом языке эти молекулы отли- 
чаются амплитудой внутримолекуляр- 
ных колебаний). Согласно квантовым 
законам энергия внутримолекуляр-_ 
ных колебаний может изменяться 
только определенными порциями, 
квантами, равными Йу», где | — 
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Рис. 4. Возинкновеиие «красных» н «фно- 
летовых» спутников при КР. 


постоянная Планка, у„ — частота 
внутримолекулярных колебаний. На 
рисунке 4 приведены два энергетиче- 
ских уровня, соответствующие дозво- 
ленным значениям энергин молекулы. 
«Расстояние» между уровнями равно 
Йум. 

Квантовая теория рассматривает 
свет как поток фотонов. Энергия 
фотона падающего на молекулу света 
частоты у о равна Й\ о. При взаимодей- 
ствии с молекулой, находящейся на 
нижнем энергетическом уровне, фо- 
тон отдает молекуле часть своей 
энергии, равную Ау», переводит мо- 
лекулу на более высокий энергетиче- 
ский уровень и превращается в фо- 
тон с меньшей энергией: 

Йук = Ио — И\ы, (2) 
Пу, — энергия фотона света «крас- 
ного» спутника. При взаимодействии 
с возбужденной молекулой, находя- 
щейся на более высоком энергетиче- 
ском уровне, фотон забирает у моле- 
кулы энергию, равную Ау», перево- 
днт молекулу на более низкий энер- 
гетнческий уровень и превращается 
в фотон с болышой энергией: 

По — Мор Ам, {3) 
Ну — энергия фотона света «фиоле- 
тового» спутника. Можно сказать, 
что при комбинационном рассеяннн 
происходит как бы сложение н вычн- 
тание квантов. 

Если в равенствах (2) и (3) со- 
кратить левую и правую части на й, 
то получатся равенства (1). Таким 
образом, в смысле частот и класси- 
ческое, и квантовое рассмотрения 
приводят к одинаковым результатам, 
согласующимся с опытом. Зато кван- 
товое рассмотрение с легкостью объ- 
ясняет различие интенсивностей «кра- 


сных» и «фиолетовых» спутников. Все 
дело в том, что обычно число мо- 
лекул на нижнем энергетическом уров- 
не значительно превышает число мо- 
лекул на более высоком уровне. По- 
этому число «столкновений» фотонов 
с молекулами, приводящих к возник- 
новению фотонов «красного» спут- 
ника, во много раз превыщает число 


«столкновений», приводящих к воз- 
ннкновенню фотонов «фиолетового» 
спутника. 


Комбинационное — рассеяние по- 
лучило очень широкое применение в 
исследовании структуры молекул и 
кристаллов. Недаром Л.И. го- 
ворил: «Так же как спектр обычного 
радиотелефонного передатчика несет 
в себе весь ваш разговор, все, что вы 
хотите сказать, так и спектр рассе- 
янного света несет то, что молекула 
говорит о себе. Изучая его, вы изу- 
чаете ее строение». 

Я смог рассказать только о не- 
большой части научных работ 
Л. И. Мандельштама. Им получен 
еще ряд фундаментальных результа- 
тов в теории колебаний (новые виды 
резонанса, теорня нелинейных коле- 
баний ит. д.). Особое внимание Л. И. 
уделял степени экспериментальной и 
логической обоснованности физиче- 
ских теорий. 

Несколько слов 06 отиошении 
Л. И. к искусству. Без этого портрет 
его будет неполным. Л. И. был глу- 
боким ценителем литературы и му- 
зыки. Уюбимым поэтом его был Пуш- 
кин, почти всю поэзию которого он 
зиал наизусть. 

Последний раз я встретил Лео- 
нида Исааковича в 1944г. на кон- 
церте бетховенской музыки в Мос- 
ковской консерватории. Он стоял в 
фойе, и его лицо буквально свети- 
лось радостью. Увидев меня, Л. И. 
сказал, что. собираясь на концерт, 
сильно волновался — придут ли 
люди слушать музыку немецкого ком- 
позитора, когда идет такая тяжелая 
война с Германией, и был очень 
обрадован тем, что уже на дальних 
подступах к консерватории у него 
Стали спрашивать, нет ли лишнего 
билета. Таким он запомнился мне 
на всю жизнь. 


Сто лет со дня рождения Л. И. Мандельштама 


Л. Мандельштам 


Почему физика нужна инженеру? 


Приступая к чтению лекций по физике, я хотел бы, прежде чем перейти 
к систематическому изложенню предмета, остановиться сегодня на од- 
ном общем вопросе и поделиться с вамн некоторымн соображениями 
насчет того положения, которое физика занимает и, по моему убежде- 
нию, должна занимать в ряде наук, изучению которых вы собираетесь 
посвятить ближайшие годы. 

Мне хотелось бы дать вам материал, на основании которого вы мог- 
ли бы самн убедиться, что физика нужна инженеру всегда, во все время 
его деятельности, и что на нее нельзя смотреть, как на предмет. который 
нужно — да и нужно лн? — раз пройти, а потом можно и забыть, так 
как ведь все равно то, что необходнмо знать инженеру из физики, еще 
раз повторяется при прохождении специальных предметов. 

Говоря, что инженеру нужна физика, я имею в виду не только то, что 
он должен быть знаком с теми отдельными явлениями и законами, с ко- 
торыми он иепосредственно встречается в своей практической деятель- 
ности. Такое утверждение было бы само собой очевидным. Что инженер- 
строитель. рассчитывая прочность сооружения, должен быть знаком 
с основными законами упругости, что инженер-электротехник в проектн- 
рованни, скажем, осветительной сети должен знать закон Ома. связыва- 
ющий силу тока, сопротивление н электродвижущую силу батареи, 
н т. д. — это, конечно, не нуждается в доказательстве. Нет, когда я гово- 
рю, что инженеру нужна физика, я этим хочу сказать, что ему нужно 
широкое владение этим предметом в его совокупности; я утверждаю, что 
ему нужно знание физикн самой по себе как цельной дисциплины с се 
специфической методикой, а не только в зависимости от текущих приме- 
нений. Я утверждаю, наконец, что для этого инженеру недостаточно 
знать только опытную часть ее, а что он должен быть основательно зна- 
ком ни с теорией. 

Но. для того чтобы показать, что это действительно так, мы прежде 
всего должны постараться выяснить себе структуру физики как наукн 
и посмотреть, в каком соотношении находятся теория и тот опытный ма- 
териал, которым физика оперирует. 

Конечно, мы не можем решать здесь вопроса о сущности физической 
науки во всей его полноте. Этот вопрос, относящийся к теории познания 
н крайне иитересный как для физика, так и для философа, значительно 
более сложен, чем это может показаться на первый взгляд. В историн 
философской мысли он всегда занимал важное место. Но нам для нашей 
цели и нет надобности особенно сильно в него углубляться. Нам доста- 
точно будет заняться только одной его стороной, хотя, правда, и здесь 
нам придется начать несколько издалека. 

Не подлежит сомнению, что едннственным средством, с помощью ко- 
торого мы черпаем наши сведения об окружающем нас мире, являются 
наши органы чувств. Но единичные чувственные воспрнятня слишком 
мимолетиы и неустойчивы, чтобы служить материалом для дальнейшей 
переработки. И вот человек выделяет и фиксирует в памяти те общие 
черты отдельных восприятий, которые повторяются и которые для него 
практически важны. Этот процесс, совершающийся совершенно непро- 
нзвольно, ведст к образованию того, что в логнке называется понятиями. 
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В образованин понятий состоит первый шаг по пути познания при- 
роды. Они являются той базой, на которой строится дальнейшее. Но об- 
разованные таким образом первоначальные понятия обладают. как мие 
кажется, следующим свойством. Они не поддаются строгому определе- 
нию. Мы все владеем понятием «свет». Но объяснить словами, опреде- 
лить один другому сущность этого понятия мы не можем. Чтобы на- 
учиться ему, нужно нметь глаза, нужно видеть, как освещается все нас 
окружающее при восходе солнца и как погружается опять во мрак прн 
его заходе. Если быть прозаичнее, тому же можно научиться, включая 
и выключая электрическую лампочку. Но одно несомненно — слова, оп- 
ределения здесь бессильны. Попробуйте объяснить слепому от рождения, 
что такое свет. 


Итак, одними словами первоначальным физическим понятиям на- 
учить нельзя. Вот почему, позвольте мне это здесь подчеркнуть, ни учеб- 
ник, ни учитель недостаточны, чтобы научить физике. Учащийся должен 
хоть немного работать опытно сам. Он должен хоть поверхностно. но 
сам видеть, сам слышать, сам осязать те явления, о которых ему го- 
ворят. 


Мы несколько отвлеклись в сторону. Вернемся к первым шагам по 
пути познания природы, к понятням, непосредственно навязанным нам 
природой. По мере того, как человечество увеличивало свой запас навя- 
занных опытом понятий (опытных знаний), все настоятельнее являлась 
потребность в их систематизации, без которой иет возможности разо- 
браться в бесконечном обилии окружающих нас явлений. В этой систе- 
матизации громадную службу оказывает нам наша способность образо- 
вывать другого рода понятия, поиятия более определенные, чем те, о ко- 
торых шла речь выше, и менее зависящие от наших чувств. В первую 
очередь сюда относятся понятие о числе и те понятия, которыми опери- 
рует математика. В области этих понятий, другими словами, в областн 
математического мышления мы себя чувствуем несравиеино более уве- 
ренно, чем при оперированни с материалом, непосредственно поставляе- 
мым нам нашими чувствами. При помощи математических понятий мож- 
но определенно формулнровать посылки ин так же определенно и легко 
делать из них выводы и заключения. И вот, зная за собой эту силу, че- 
ловек старается — вначале инстниктивно, а затем с развитием иауки 
и сознательно — приспособить математические понятия и специально 
понятие о числе к сырому опытному матерналу, к понятням физн- 
ческим. 


В этом процессе перехода от качественных соотношений к количе- 
ственным заключается важнейший этап научной мысли. На нем основа- 
но как понятие об измерении, так и сам процесс измерения физических 
велнчин. Можно смело утверждать, что какая-нибудь область физиче- 
ских явленнй вообще становится наукой только с того момента, когда 
мы научаемся вводить в нее измерения. Так, например, пока не было 
точного понятия температуры и не умели ее измерять, науки о теплоте 
почти или даже совсем ие существовало. 


Пользуясь в описанном смысле математикой, мы стараемся теперь 
найти систему в окружающих нас явлениях н облегчить себе их понима- 
ние тем, что ищем такие математические формулы в общем смысле сло- 
ва, не непременно узко алгебраическом, которые охватывали бы возмож- 
но большее число единичных фактов или общую сторону различных яв- 
лений. Если такая формула найдена. то мы говорим, что нашли физиче- 
ский закон. Возьмем пример. Закон преломления света при переходе из 
одной прозрачной среды в другую гласит, как известно, так: падающий 
н преломленный лучи лежат в одной плоскости, и отношение между сину- 
сом угла падения и синусом угла преломления есть величина постоян- 
ная. Например, для воды и воздуха это отношение равно 1,33. Что пред- 


ставляет собой этот закон? Это — формула, охватывающая бесчислен- 
ное множество единичных случаев преломления. Она избавляет нас от 
необходимости делать в каждом отдельном случае опыт, она делает не- 
нужным запоминать илн заносить в таблицы для каждого отдельного 
случая угол падения и соответственный угол преломления луча. Зная за- 
кон преломления, вы уверены, что в любой момент, когда это вам пона- 
добится, при помощи простейших вычислений вы сможете решить вся- 
кий представившийся в этом направленни вопрос. 

По мере того как физические знания росли, по мере того как число 
найденных законов увеличивалось, все труднее и труднее ста- 
новилось разобраться в их разнообразном обилин. Движнмые опять не- 
обходнмостью возможно лучше ориентироваться в этом громадном ма- 
тернале, людн старались найти такие картины, такие точки зрения, ко- 
торые позволили бы объединить в одно целое отдельные законы. Так 
создавалась физическая теория илн, вернее, теорин. 

Теория, таким образом, находится в таком же отношении к отдель- 
ным законам, в каком законы находятся к отдельным явлениям. Систе- 
матизирующая роль теории, конечно, не исчерпывает всей ее сущности, 
но все же, как вы видите, в систематизацин наших знаний она имеет гро- 
мадное значение. И тут математика является огромным подспорьем. 
Только что рассмотренные соотношения между различными стороиами 
физики и постепенное развнтие их могут быть прослежены на любой фи- 
зической теории. Очень просто это сделать, например, на оптике. 

Оптика, между прочим, — одна из самых древних научно разрабо- 
танных отраслей физики. Изучение оптических явлений уже в древно- 
сти привело к установленню некоторых законов. Закон прямолинейного 
распространения света и закон отражения от зеркал были известны дав- 
но. Позже, в ХУП в., был найден закон преломления. Смотря по тому. 
какая группа явлений подвергалась исследованию и с каких точек зре- 
ния к ним подходили, былн устанавливаемы различные отрывочные за- 
коны. Были открыты явления дифракции света, интерференции и т. д. 
Но пока не было общей, объединяющей точки зрения, было чрезвычайно 
трудно разбираться во всей совокупности оптических явлений. Более то- 
го, отдельные законы, казалось, находились в противоречии друг с дру- 
гом. Загибание света не вязалось, например, с прямолинейным распро- 
странением луча. 

Так было до того, пока усилиями ряда гениальных физнков, из кото- 
рых в первую очередь должны быть названы Гюйгенс и Френель, не уда- 
лось найти ту картину, которую мы теперь называем волновой теорией 
света и которая позволила объединить всю оптику в одно стройное це- 
лое. И все, что казалось сложно и противоречиво, сделалось простым 
и ясным. 

А возьмите теорню всемирного тяготення Ньютона. Объединяя с ге- 
ниальной смелостью столь разнородные на взгляд нашнх чувств явле- 
ния, как падение камня и движенне небесных светил, она гранднозна 
нменно своей простотой. В одной простой формуле она содержит всю 
динамику всего мироздания. 

Я ограннчусь этими прнмерами. Может быть, в них осталось кое-что 
вам неясным. Это ничего. Пониманне фактической стороны прндет по 
мере того, как вы будете изучать физику, но я думаю, что для вас, по 
крайней мере в общих чертах, теперь выяснилось соотношение между ее 
опытной и теоретической сторонами. 

Эти две стороны, как вы видели, тесно связаны между собой, они 
вместе представляют одно целое. В достижении нашей конечной цели — 
познания природы — могучим подспорьем, систематизирующим наш 
опыт и дающим возможность пользоваться материалом, является теория. 
Теория, а значит и орудие, которым, как мы видели, она пользуется — 


математика, не являются балластом и чем-то искусственно пристегну- 
тым к науке о природе. Нет. она есть то орудие, без которого мы не бы- 
ли бы в состоянии осилить окружающий нас мир как в практическом 
смысле, так и в смысле удовлетворения умственных потребностей. 


Поэтому я нахожу — не считайте это парадоксом, — что нельзя тре- 
бовать знания только опытной физики, но вовсе не потому, что это слиш- 
ком мало, а потому, что это слишком трудно. Более или менее полное 
знание опытной физикн без помощи теории человеку не под силу. 

Изложенный взгляд на систематизнрующую роль теорни очень хоро- 
шо иллюстрируется одним красивым сравнением, сделанным Пуанкаре. 

Пуанкаре сравнивает всю физику с огромной библиотекой. Отдель- 
ные опытные данные, отдельные явления — это те тома, из которых биб- 
лиотека состоит. Теория — это каталог нашей библиотеки. Как без ка- 
талога библиотека, особенно большая, представляет собой лишь сбори- 
ще книг, очень ценных книг, которыми в сущности продуктивно пользо- 
ваться нельзя, точно так же физика без теории не есть наука, а лишь до- 
вольно малоценный конгломерат отдельных фактов, разобраться н кото- 
рых нет возможности. 

А теперь нам будет уже нетрудно ответить на тот вопрос, который 
мы поставнли себе вначале. Нужна ли инженеру физика в ее целом? Не 
достаточно ли ему знания отдельных, непосредственно для его практи- 
ческой работы нужных фактов? Ответ, мне кажется, ясен. 

Чтобы продуктивно работать — позвольте мне говорить на языке 
сравнения Пуанкаре, — инженеру ие достаточно прочесть и знать не- 
сколько книг из громадной библиотеки знания. Он должен быть знаком 
или, по крайней мере, уметь разбираться в каталоге всей библнотекн. 

История техники знает немало примеров загадочных неуспехов, не- 
успехов повторных и имевших иногда весьма неприятные последствия. 
И очень часто оказывалось, что загадочность обусловливалась не при- 
сутствием действительно новых, до сих пор вообще неизвестных факто- 
ров, а отсутствием у тех, кто данными вопросами занимался, широкого 
физического горизонта. И когда за решение брались люди. обладавшие 
действительно широкими физическими знаниями, то загадка не только 
разъясиялась и находился способ предотвратить неуспех, но часто от- 
крывались и новые пути для дальнейшего прогресса. 

Позвольте мне в заключение остановиться на одном примере, как 
мне кажется, иллюстрирующем значение широкого физнческого горн- 
зонта при разрешении технических вопросов. 

Я имею в виду вопрос об оптических инструментах и, в частности, 
вопрос о микроскопе. Вы знаете, что микроскоп играет чрезвычайно 
важную роль в очень многих областях прикладного знания. Я не буду 
напоминать вам его значение в медицине, в гигиене, в санитарии. Я ука- 
жу только на то, что и в изученни металлов микроскоп в настоящее вре- 
мя незаменим. Микроскопом особенно заниитересовались уже в середине 
прошлого столетия. после того как применение его в биологии открыло 
совершенно новые пути в изучении явлений жизни. Но после первых ус- 
пехов обнаружилось, что существовавшие тогда микроскопы не былн 
хороши и не были сильны. Исследователи ясно чувствовали, что если бы 
удалось построить микроскоп с большим увеличением, то вместе с тем 
явилась бы возможность проникнуть еще дальше в сущность жизни. 
А такая перспектива всегда с особенной силой манила людей. И фанта- 
зия не останавливалась перед постройкой микроскопов, увеличивающих 
в десятки, сотии тысяч и миллнонов раз, н ждали от их применения чу- 
дес. Исследователи ждали, что с их помощью можно будет проникнуть 
в самые сокровенные детали строения живой материн. 

Понятно, что при такой конъюнктуре и специалисты-конструкторы 
оптических приборов взялись с усиленной энергией за усовершенствова- 
ние микроскопа. И онн считали принципиально возможным достигнуть 


любых увеличенний. Весь вопрос, казалось, сводился к преодолению тех- 
нических трудностей. 


Дело в том, что в то время все расчеты, касавшиеся оптических ири- 
боров, велись исключительно при помощи так называемой геомстриче- 
ской оптики. В основании расчетов лежала та теория микроскопа. кото- 
рая оперирует со световыми яучамн как с прямыми линиями (и которая, 
впрочем, до сегодняшнего дня только и преподается п средней школе). 
А с точки зрения геометрической оптики действительно не существуег 
принципиальной границы для возможного увеличения микроскопа. 


Однако же весьма скоро обнаружилось, что работа. направлсиная 
к усовершенствованию микроскопа. далеко не дает тех результатов. ко- 
торых, казалось, можно было ожидать. Между тем, что казалось достн- 
жимым, и тем, что достигалось. было протнворечие. которому объясне- 
ния не находилось. 


Так обстояло дело, когла иенский механик Цейсс, имевший неболь- 
шую механическую и оптическую мастерскую и изготовлявший сам нс- 
дурные по тому времени микроскопы, пригласил в качестве консультан- 
та тогда еще молодого физика Аббе. Аббе обладал хорошей теоретиче- 
ской подготовкой, хорошо владел теоретической оптнкой. Ои знал. что 
геометрическая оптика есть лишь удобная схема для обработкн класси- 
ческого явления преломления. Он знал ей цену. потому что сам очень 
много внес нового в эту область. Но он знал также, что с точки зрения 
волновой теорин света, служащей базой для геометрической оптики, пос- 
ледняя есть не более как приближение. И он сразу подошел к вопросу 
о микроскопе с широким, не связанным узкими рамками геометрической 
теории взглядом. 

Результаты такого подхода к делу не заставили себя долго ждать 
Одним из главных результатов, к которым пришел Аббе, был следую- 
щий. Ои показал, что волнообразная природа света ставит принципиаль- 
ный предел тому полезному увеличению, которое может быть достигнуто 
при помощи микроскопа или, вообще, любого оптического инструмента. 
Если детали объекта мельче определенной величины или пормы, то эти 
детали не могут быть видимы, выявить их ни один микроскоп не можст. 
Все мечты об увеличенни в 100000 и больше раз и все связанные с ними 
надежды должны быть принципнально оставлены. п работа тех. кто хо- 
тел такие микроскопы построить, совершенно бесцельна, Блестящими 
опытами Аббе подтвердил правильность своих теоретических выволов. 

Позвольте мне на этом остановиться. Я надеюсь, что вы теперь согла- 
ситесь со мной, что знание, широкое, полное знание физики для инжене- 
ра — не роскошь, а необходимость. что широкий физический горнзонт 
должен быть достоянием не только тех отдельных избранных людей 
инженеров, которым суждено прокладывать новые путн в технике. но и 
достоянием всякого инженера, сознательно относящегося к своему делу. 
Если то. что я сказал. может способствовать укреплению п вас этого 
взгляда, то моя цель была бы достигнута. 

Но я не хотел бы закончить нашу сегодняшнюю беседу. не указав 
хоть двумя словами на еще одну сторону вопроса. Я хотел бы еще ска- 
зать вам, что занятия физикой, углубление в ее основы и п те широкие 
идеи, на которых она строится. и н особенности самостоятельная пнауч- 
ная работа приносят огромное умственное удовлетворение. Убеждать 
в этом я не хочу. Да и вряд ли здесь возможно убеждение. Тут каждый 
дояжен убедиться сам. Но я хотел бы, чтобы вы знали, что если кто- 
нибудь из вас почувствует в себе такое стремление, то для меня всегда 
будет большим удовольствием способствовать всем, чем я могу, его осу. 
ществленню. В посильном удовлетворении таких чисто наузных запро- 
сов учащихся я, помимо моих личных симпатий, вижу одну, и не послед- 
нюю, задачу высшей школы. 


Л. Садовский, М. Аршинов 


Двоичное 
кодирование 


Как передают сообщения по линиям 
связи? Схема такой передачи пред- 
ставлена на рисунке. 

Кодирующее устройство сопостав- 
ляет каждому передаваемому сооб- 
щению определенную комбинацию 
сигналов (приемлемую для передачи 
по данному каналу связи), называе- 
мую кодом. Операция перевода сооб- 
щения в последовательность различ- 
ных сигналов называется кодирова- 
нием, обратное преобразование, вос- 
станавливающее по принятым сигна- 
лам переданное сообщение, — декоди- 
рованием. Коды, использующие два 
различных элементарных сигнала, на- 
зываются двоичными. В телеграфии, 
например, популярны двоичные ко- 
ды Морзе и Бодо. В азбуке Морзе 
каждой букве сопоставляется опре- 
деленная последовательность кратко- 
временных (называемых точками) и 
длительных (тире) нмпульсов тока. 
В коде Бодо каждой букве сопостав- 
ляется определенная последователь- 
иость из пяти элементарных сигна- 
лов — импульса и паузы. 
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Коднрующес "КАЧА СЯ 
устройство ^» 


Процесс кодирования, коды  раз- 
личных типов, требования, предъяв- 
ляемые к ним, н многие смежные 
проблемы изучает теория ииформа- 
ции и кодировання. В ней сочетаются 
вероятностные, алгебраические и ком- 
бинаторные методы. 

Здесь мы останавливаемся ЛИШЬ 
на некоторых частных вопросах ко- 
дирования, а заинтересовавшихся Чн- 
тателей отсылаем к специальным кни- 
гам — например, А. М. Яглом 
и И. М. Яглом «Вероятность и 
информация» (М., «Наука», 1973), 
У. Питерсон «Коды, исправ- 
ляющие ощибки (М., «Мир», 1964), 
У. Питерсон, Э. Уэлдон 
«Коды, исправляющие ошибки (М., 
«Мир», 1976). 


Спрашиваем — отвечаем 


В основе двоичного кодировання ле- 
жит очень простой принцип. Разъяс- 
ним его на такой задаче. 

Некто задумал число, заключен- 
ное между 0 и 7. Угадывающему 
разрешено задавать вопросы, ответы 
на которые даются лишь в форме 
«да» или «нет». Каким наименьшим 
числом вопросов можно обойтись, что- 
бы наверняка узнать задуманное чис- 
ло? 

Самый бесхитростный путь (так, 
наверное, поступил бы ребенок) — 
перебирать числа наугад, надеясь на 


КТТ ТУТ: 


=, 


— 


—` 
уг 


- Декоди ующее 
устро ство 


удачу. При очень сильном везенни 
может хватить н одного вопроса, 
но если не повезет, то может понадо- 
биться целых семь. Поэтому оставим 
надежду на мгновенную удачу и по- 
стараемся построить такую снстему 
вопросов, чтобы любой из ответов 
на них — «да» нли «нет» — давал нам 
одинаковую (пусть хотя и неполную) 
информацию о задуманном числе, 
а число вопросов было минимальным. 


Например, первый вопрос может быть 
таким: «Заключено ли задуманное 
число в пределах от 0 до 32». Оба 
ответа — н «да» и «нет» — одннаково 
приближают нас к цели: в обоих 
случаях остаются четыре возможно- 
сти для неизвестного числа (первона- 
чально их было восемь). 


Если на первый вопрос получен 
утвердительный ответ, то во второй 
раз можно спросить: «Не является 
ли задуманное число нулем или еди- 
ницей?»; если же ответ был отрица- 
тельным, спросим: «Не является ли 
задуманное число четверкой или пя- 
теркой?» 


В любом случае после ответа на 
второй вопрос останется выбор нз 


двух возможностей. Для того чтобы 
осуществить этот последний выбор, 
достаточио одного вопроса. Итак, 
для угадывания задуманного числа, 
каким бы оно ни было, достаточно 
трех вопросов. 

Если каждый нз двух возможиых 
ответов «да» или «нет» обозначить 
условно символами «О» и «|», то от- 
вет запишется в виде последователь- 
ности, состоящей из 0 и 1. Так, на- 
пример, если в разобранном выше 
примере задуманное число было ну- 
лем, то на каждый из трех вопросов 
ответом будет «да». Трем «да» соот- 
ветствует последовательность 000. 

Если было задумано число «Зь, 
то ответами будут: да, нет, нет. 
То есть «тройке» соответствует после- 
довательность: 011. По результатам 
ответов можно составить таблицу 1, 
приведеиную ниже. Тот из вас, 
кто знаком с двоичной системой счис- 
ления, узнает в нижней строке двоич- 
ную запись соответствующих чисел 
верхней строки. 

Заметим, что вместо множества 
чисел от 0 до 7 можно рассматривать 
любое множество из восьмн сообще- 
ний, и каждое из них мы можем за- 


Таблица 1 
Задумавное число 0 1 2 3 4 5 6 7 
Ответы 000 001 010 011 100 101 110 11 


кодировать последовательностями из 
Он | длины 3. Последовательностями 
из нулей и единиц можно закодиро- 
вать любое конечное множество сооб- 
щеннй. 

Действительно, двоичных после- 
довательностей длины 3 ровно 23 = 8 
(все они приведены в таблице), 
двоичных последовательностей дли- 
ны 4 вдвое больше — их 2% = 16. 
Вообще, число двоичных последова- 
тельностей длины л равно 2”. Поэто- 
му, если требуется закодировать ну- 
лями и единицами, к примеру, 125 со- 
общений, то для этого с лихвой хва- 
тит двончных  последовательностей 
длины 7 (их в нашем распоряжении 
27 = 128). Наконец, для закодирова- 
ния любого числа М сообщений мож- 
но использовать двоичные последова- 
тельности длины п такой, что 2» 
> М. 


Код Фано 


Всегда лн выгодно кодировать сооб- 
щения словами одинаковой длины 
так, как мы это делали выше? 

Представим себе, что одни с00б- 
щения приходится передавать доволь- 
но часто, другие — сравнительно ред- 
ко, третьи — совсем в исключитель- 
ных случаях. Довольно понятно, что 
первые лучше закодировать корот- 
кими словами, оставив более длинные 
слова для кодирования сообщений, 
появляющихся реже. 

В математике мерой частоты ио- 
явления того или иного события яв- 
ляется его вероятность. Тот, кто не 
знаком с этим понятнем, может пред- 
ставлять себе вероятность некоторого 
события (сообщения) как долю тех 
случаев, в которых оно появляется, 
от общего числа рассматриваемых 
событий (сообщений) *). Вероятность 
события А обозначают Р (А). 

Пусть четыре сообщения А,, Д., 
А;, А, имеют вероятности 


| 
Р (А) =—-, Р(45) =--, Р(А)= 
| 
=Р(А--Р. 
*} См., например. указанную выше 


кингу А. Яглома и И. Яглома. 
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Это означает, что среди, например, 
1000 переданных сообщений около 
500 раз появляется сообщение А, , 
около 250 — сообщение А, и при: 
мерно 125 раз — каждое из сообще- 
ний А; и А. 

Эти сообщения нетрудно закоди- 
ровать двоичнымн словами длииы 2, 
как показано в таблице: 


Таблица 2 
А, А, Аз А. 
00 0} 10 | 


При этом вероятность их появления 
никак ие учитывается. Поступим те- 
перь иначе. Разобъем сообщения на 
две  равновероятностные группы: 
в первую попадает сообщение Ау, 
во вторую — А,, А., Аа. Сопоставим 
первой группе символ «0», второй 
группе — символ «1». Это вполне н 
духе принципа, применявшегося в за- 
даче с угадыванием. Действительно, 
символ «О» соответствует ответу «да» 
на вопрос «Принадлежит ли сообще- 
щение первой группе?», а «1» — от- 
вету «нет». Разннца лишь в том, что 
раньше все множество разбивалось 
на две группы, состоящие из одина- 
кового числа элементов, теперь — из 
разного. Но, как и раньше, разбие- 
ние это таково, что оба ответа «да» 
н «нет» равновозможны. Продолжая 
в таком же духе, разобьем множество 
сообщений А., А,, А, снова на две 
равновероятностные группы. Первой, 
состоящей из одного сообщения А,, 
сопоставляем символ 0, второй, в ко- 
торую входят сообщения А; и А..— 
символ 1. Наконец, оставшуюся груп- 
пу из двух сообщений разобьем иа 
сообщения А. и А., сопоставив пер- 
вому снмвол 0, второму — 1 (они 
равновероятны). Процесс закончен. 
Сообщение А, на первом шаге обра- 
зовало «самостоятельную» группу, н 
ему был сопоставлен символ 0, он н 
кодирует это сообщение. Сообще- 
ние А, образовало самостоятельную 
группу за два шага, на первом шаге 
ему соответствовал снмвол 1, на вто- 
ром — 0; значит, сообщение А, ко- 
дируется словом 10. Аналогично, для 


сообщений Аз и А, имеем, соответ- 
ственно, последовательности 110 и 
и 111. Итак, мы получаем следующую 
кодовую таблицу: 


Таблица 3 


110 И 


Именно такой способ кодирования 
предложил Фано. Возникает вопрос, 
что же мы выиграли по сравнению 
с равномерным кодом, применив код 
Фано? Чтобы ответить на него, пред- 
ставим, что непрерывным — потоком 
передаются сообщения А,, А., А., 
А. — всего 1000 сообщений. Посчи- 
таем, сколько потребуется потратить 
двоичных символов для их передачи 
при первом и втором способе колиро- 
вания. 

При использовании равномерного 
кода это посчитать нетрудно: на ‘каж- 
дое сообщение — два символа, зна- 
чит, в общей сложностн 2000 симво- 
лов. 

Пусть теперь используется код 
Фано. Вспомним, что из 1000 сооб- 
щений примерно 500 раз появляется 
первое, которое кодируется всего од- 
ним символом (500 — символов), 
250 раз — сообщение А,, оно коди- 
руется двумя снмволами (еще 500), 
на сообщении А,и А, появляющиеся 
примерно 125 раз, придется потра- 
тить еще Зх 250 = 750 символов. 
Итого нужно передать примерно 
1750 символов. Выигрыш? Конечио. 
Ведь во втором случае передача зай- 
мет менышее время. Можно предста- 
вить себе ситуации, когда вынгрыш 
от применения кода Фано окажется 
еще значительнее, чем в приведен- 
ном примере. 


Доверяй, но проверяй 


Мы установили, что любое конечное 
множество сообщений можно закодн- 
ровать кодовыми словами из 0 и | 
(двоичными кодовыми словами). Беда 
в том, что при передаче закодирован- 
ных сообщений возможны ошибки. 


о «Квант» № 7 


Как правило, не в нашей власти пол- 
ностью устранить источник ошибок. 
Как же тогда уберечься от их влия- 
ния н возможно ли это вообще? 
А если возможно, то какой ценой? 
Оказывается, такие  возможно- 
сти — обнаруживать ошибки и даже 
их исправлять — имеются. Но не- 
избежной платой за это является уд- 
линение кодовых слов, то есть добав- 
ление некоторого числа символов. 
Эти символы уже не несут информа- 
ции о передаваемых сообщениях, но 
могут дать информацию о происшед- 
шнх прн передаче ошибках. Иными 
словами, их назначение — контроли- 
ровать правильность передачи кодо- 
вого слова. Вводимые дополнитель- 
ные символы так и называют кон- 
трольными (или проверочными). 


Всего одна проверка 


Минимальная дань — добавить к каж- 
дому кодовому слову лишь один 
проверочный символ. Разберемся, на 
что мы можем рассчитывать в этом 
случае. Пусть ©}. ...“„ — двоичное 
кодовое слово (&; —0 или 1). По 
всей видимости, контрольный символ. 
„+: ВЫГОДНО выбрать так, чтобы 
на его значение влиял каждый сим- 
вол кодового слова. Самое простое — 
положить би: а а. +... + 
-- «„ (тод 2) *). Эта запись означает, 
что проверочный символ а„., равен 
нулю, если в кодовом слове ©. .-. би 
содержалось четное число единиц, 
н единице — в противном случае. 
Например, присоединяя такой про- 
верочный символ к слову 1010, по- 
лучаем слово 10100; соответственно, 
из слова 1110 получим 11101. 
Заметьте, что все удлиненные ко- 
довые слова 1%, ...2„@„+: содержат 
четное число единиц, то есть 


а а, -Р... На, + а: = 

= 0 (то4 2). (1) 
Представим себе, что в процессе пе- 
редачи в удлиненное кодовое слово 
1%. ... @1и+1: Вкралась одна ошибка 
(или даже любое нечетное число оши- 


*) О сложенни «по модулю» можно 
прочитать п статье Н. Виленкина «Сравне- 
ння ип классы вычетов» («Квант», 1978. 
№ 10}. 
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бок). Тогда в искаженном слове 
12... Чи число единиц 
станет -нечетным. Это и служит 


индикатором того, что в приня- 
том слове содержится ошибка. Ра- 
зумеется, нам не надо скрупулезно 
подсчитывать число единиц, доста- 
точно лишь проверить, выполняется 
ли для символов принятого слова 
равенство . {1),— это легко сделает 
простейшее вычислительное — уст- 
ройство. Если равенство (1) выпол- 
няется, считаем, что сообщение пе- 
редано правильно, в противном слу- 
чае констатируем, что произошла 
ошибка, и, если это возможно, тре- 
буем повторения передачи кодового 
слова. Но самостоятельно исправить 
ошибку мы не сможем. Например, 
если принято «неправильное слово» 
11100, то возможно, что было по- 
слано любое из кодовых слов: 


01100; 10100; 11000; 11110; 11101. 


Каждый из перечисленных слу- 
чаев соответствует однночной ошиб- 
ке. Ошибки могли произойти также 
в трех или даже в пяти символах. 
Гораздо хуже, если произошла двой- 
ная ошибка или вообще четное число 
ошибок. Ведь тогда соотношение (1) 
не нарушится, и мы воспримем иска- 
женное слово как верное, в резуль- 
тате будет принято ложное сообще- 
ние. 

Описанный код (его называют ко- 
дом с общей проверкой на четность) 
позволяет, следовательно, обнару- 
жить любое нечетное число ошибок, 
но приводит к неверному декодиро- 
ванию, если ошибок четное число. 
Его выгодно применять поэтому, ко- 
гда достаточно велика вероятность 
одиночной ошибки и очень мало ве- 
роятны ошибки в большем числе 
СИМВОЛОВ. 

Гораздо чаще применяют коды с 
несколькими проверочными символа- 
ми — это позволяет не только обна- 
руживать, но и исправлять ошибки, 
и не только одиночные, но и кратные. 


Самый медленный код 


П ростейший прием, позволяющий ис- 
прав лять ошибки, состоит в том, 
что каждый информационный символ 


новторяется несколько раз так, что 
символы 0 н |1 кодируются блоками, 
состоящими из м нулей (соответствен- 
но, п единиц). При декодировании 
п-буквенного блока, содержащего, 
быть может, ошибочные символы, при- 
нимается решение «большинством го- 
лосов». Если в принятом блоке нулей 
больше, чем единиц, то он декоди- 
руется как 00... 0, в противном слу- 
чае — как 11...1. Такое правило 
декодирования позволяет верно вос- 
становить посланные символы, если 
помехи в канале искажают меньше 
половины символов в каждом пере- 
даваемом блоке. Если длину блока п 
выбрать достаточно большой, то мы 
практически обезопасим себя от воз- 
можных ошибок, однако передача 
сообщений будет идти черепашьими 
темпами. 

Код с общей проверкой на чет- 
ность и код с повторением — два ан- 
типода. Первый очень быстр, во за- 
частую «легкомыслен». Возможности 
второго исправлять ошибкн теорети- 
чески безграничны, но делает он это 
чересчур медленно. 

Из соображений, высказанных ра- 
нее, можно усмотреть, что для ис- 
правления ошибок нужно. чтобы ис- 
пользуемые для кодирования слова 
достаточно сильно отличались друг 
от друга. В этом случае после возмож- 
ных при передаче ошибок они скорее 
всего останутся различными, н иска- 
жения не помешают нам «угадать» 
посланное слово. 


Необычное обычное расстояние 


Мы подошли к понятию расстояния 
между кодовыми словами. Расстоя- 
нием (точнее, расстоянием Хемминга) 
р (х, у) между двумя кодовыми сло- 
вамн х, у называют чисяо символов, 
в которых они отличаются. Напри- 
мер, расстояние между словами 
1010111 и 0110010 равно 4 — они 
отличаются символами на 1-м, 2-м, 
5-м и 7-м местах. 

Термин «расстояние» для величи- 
ны р(х, у) оправдан тем, что она 
обладает основными свойствами обыч- 
ного расстояния между точками на 
плоскости или в пространстве (п. 4 
в «Геометрии 6» или п. 132 в «Геомет- 
рин 8»). 


Важной характеристикой кор- 
ректирующих способностей кода яв- 
ляется его кодовое расстояние 4, ко- 
торое определяется как минимальное 
расстояние между различными кодо- 
выми словами и р (х, и). 

ху 


Ясно, что м чебольше кодовое рас- 
стояние, тем большими исправляю- 
щимн способностями обладает дан- 
ный код. Мы можем сформулировать 
этот факт более тоЧно: 

Чтобы код исправлял любые ком- 
бинации из 1? (и меньшего числа) 
ошибок, необходимо и достаточно, 
чтобы его кодовое расстояние было 
больше 24. 

Действительно, если это так, то 
р (хи) > 2Е-Т для любых кодо- 
вых слов х ну. Если в результате 
искажений оба слова перешли в од- 
но слово 2 (т. е. стали неразли- 
чимыми), то (в силу одного нз свойств 
расстояния — аксномы треугольни- 
ка) 

р (х, 2) р (2, )>р (х, У», 

и следовательно, либо р (х, 2) > 6, 
либо р(2,и)> Е Значит, любые 
ошибки в Ё или меньше символах 
любых кодовых слов х и у оставляют 
нх еще различнмыми, и поэтому мож- 
но восстановить оригинал. Еще про- 
ще доказывается обратное утверж- 
дение. 


Задачи 


1. Имеется 8 двоичных кодовых слов 
длины 3 Их можно изобразить в простран- 
ственной системе координат как вершины 
куба со стороной 1. Каков в этом случае 
«геометрический смысл» расстояния меж- 
ду кодовымн словамн? 

2. Доказать, что максимальный дво- 
нчный код длины 5 (то есть код, у которого 
все кодовые слова имеют длину 5} с коро- 
вым расстоянием, равным 3, содержит 4 ко- 
довых слова. Указать такой код. 

3. Существует ли код длины 20, со- 
держащнй 1000 кодовых слов н исправ- 
ляющий любые комбинации из трех нли 
менее ошибок? 

4. Доказать, что для обнаруже- 
ния $ (или меньшего числа) ошибок 
необходимо и остаточно. чтобы кодовое 
расстояине 4 удовлетворяло неравенству 
Ч $1. 

5. Доказать, что для исправле- 
ния [Ё(и меньшего числа) ошибок и вмес- 
те с этим обнаруженияз (и мень- 
шего числа) ошибок (521) необходимо н 
достаточно. чтобы кодовое расстояние 
удовлетворяло иеравенству 43» 1-- 5-1. 
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Код Хемминга 


Пусть количество сообщений, кото- 
рые требуется передавать абоненту, 
равно 16. Для нх кодирования можно 
нспользовать слова длины 4, но то- 
гда код не будет корректировать 
ощибки. Мы уже знаем, что при ис- 
пользовании слов длины 5 можно 
обиаружить любую одиночную ошиб- 
ку в кодовом слове, но, увы, иельзя 
ее исправить. Двух добавочных сим- 
волов тоже оказывается недостаточно 
для исправления одиночных ошибок 
(убедитесь в этом самостоятельно). 

А вот тремя добавочйымн симво- 
ламн можно распорядиться так, что- 
бы выявить и исправить любую 
одиночную ошибку. 

Предположим, что нам удалось 
указать 16 кодовых слов длины семь-- 
3106430 405Сват, для которых по мо- 
дулю два выполнены следующие ра- 
венства: 


5, = щи а, -- вв -- @, = 0, 
$: = 0. + <, 0 + а, = 0, 


(2) 


Тогда разряд, в котором допущена 
одиночная ошибка, указывается чис- 
лом с двоичной записью 5,5.5. (на- 
помним, что каждое $; — это 0 или 
1). В частности, для кодовых слов 
это число равно 0 (= 000), что ука- 
зывает на отсутствие разряда с ошиб- 
кой. 

Сделанное утверждение вытекает 
из того, что при нашем кодировании 
{т. е. при нашем наборе кодовых чи- 
сел) для двоичного слова длины 7 
с одиночной ошибкой $, = 
тогда и только тогда, когда эта ошиб- 
ка допущена в четвертом, пятом, 
шестом или седьмом разрядах (см. 
(2)), 5. = 1 тогда н только тогда, 
когда ошибка — во втором, третьем, 
шестом или седьмом разрядах, и 5; —= 
= | — когда в первом, третьем, пя- 
том или седьмом. 

Пусть, например, $, = 1, $. = 
= 0, $. = 1. Тогда ошибка — в од- 
ном из четырех последннх разрядов 
(5,:=1), но в двух последних раз- 
рядах ошибкн иет (5.=0); значит, 


ошибка — в четвертом или пятом 
разрядах; поскольку $:=1, она — 
в пятом разряде, но $,5.5з= 


—10] как раз и есть двоичная за- 
пись числа 5. Остальные случаи рас- 
сматриваются аналогично. 

Осталось отыскать 16 кодовых 
слов, удовлетворяющих  соотноше- 
ниям (2). Для этого достаточно за- 
метить, что, если ©}, @,, @; н @. 
выбраны произвольно и по пой 2 
выполияются равенства 


9% —= 5 а -- с, 
в =, Го. + а, 
т = т ба + 0, 


то соотношения (2) верны. 

Изученный здесь код — это код 
Хемминга длины 7 с четырьмя нин- 
формационными символами. 

В общем случае кодовые слова 
двоичного кода Хемминга, позволяю- 
щего исправить одиночную ошибку, 
имеют длину 2” — 1. Для опреде- 
ления положения ошибки тогда уже 
нужно т проверок, т.е. т прове- 
рочных символов. Оставшиеся 2” — 
— | — т символов являются инфор- 


мациоиными. Значения т проверок, 
как н выше, образуют двоичный но- 
мер положения ошибок. 


Задачи 


6. Определить положение одиночной 
ошибки в слове (1100011) кода Хемминга 
длины 7. 

7. Построить систему проверок для 
кода Хемминга длины 15. Сколько кодо- 
вых слов содержит этот код? 

8. К проверкам кода Хемминга длины 
7 добавнм еще одиу проверку 
о: аз - аз Раз | ь | ав | а =— 0. (3) 
Сколько слов удовлетворяет указанной 
проверке н проверкам (2)? 

9. Доказать. что код, удовлетворяю- 
щий проверкам (2) и (3), позволяет не 
только нсправлять однночные, но н одно- 
временно обнаруживать двойные ошибки. 

10. К кодовым словам кода Хемминга 
длииы 7 добавим еще одии символ “о и к 
проверкам (2} — еще одну проверку 
я а, а, + (3 + =, + ось |- 96 + 

+ = 0. (4) 
Доказать, что полученный код имеет 16 ко- 
довых слов и позволяет нсправить любую 
одиночную ошибку и обнаружить любую 
двойную ошнбку в кодовом слове. 

11. Верно ли аналогичное утвержде- 


ние для кода Хемминга ‘длины 2" — |? 


Список читателей, 
приславших 
правильные решения 
задач из Задачника 
«Кванта» 


В этом иомере мы публикуем фамилии чи- 
тателей, приславшних правнльные решення 
задач М516 — М530, $523 — Ф532? (жнир- 
иые цнфры после фамилий — последиие 
цифры номеров решенных задач). 


Математнка 


К. Абдухаликов (Алма-Ата) 18—18. 19а}, 
20. 21. 26—28; Е. Абрамочкин (Куйбы- 
шев) 16а); И. Аветисян (с. Мулки АрмССР) 
18; О. Аеросмова (Москва) 28 А. Агаев 
(с. Покровка АзССР} 166). 21. 22, 24. 26; 
С. Азнабаев (Новотроицк Оренбургской 
обл.) 26; В. Айриян (Раздан) 18а). 6} 18. 
20. 22. 24. 26, 27: 3. Алавердян (Иджеваи) 
26: В. Алиев (Тбилисн) 26; В. Андрисе- 
вич (Кобрин) 28; Р. Ардан (Львов) 28; 
К. Аротамян (Кафан) 28; Н. Арутюнов 
(Киев) 28; А. Ахметхозин (Андижан) 27; 
А. Ашкинази (Москва) 18-19: Д. Бабо- 
рыкин (Магнитогорск) 16а}; А. Бадалян 
(пос. Берд АрмССР) 18. 21—23. 26—28. 
30а); Б. Байсакалов (Алма-Ата) 1866). 18. 
19. 21. 24. 26—29; А. Балинский (с. Дуб- 
ляны Львовской обл.} 18. 18. 19, 21—24, 
26—28. 30: И. Барамец (пос. Дзержинский 
Московской 064.) 26—28; А. Барвинок 
{Ленинград) 28, 29; А. Барг (Николаев} 
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18а; 6}; Б. Бегун (Москва) 18, 21; А.Бе- 
лоусов (Калинннград Московской обл.) 26: 
С. Беспамятных (Артемовский Свердлов- 
ской обл.) 19а). 24. 27. 28; В. Бобов {Ле- 
нинград) 26; Н. Бовсуновский (с. Путило- 
вичи Житомирской обл.) 21; Т. Болотни- 
ков (Харьков) 18, 18. 19а}. 21. 26. 28, 29, 
30а); А. Боричев (Ленннград) 19, 26—28; 
В. Боровко (Новополоцк) 26; И. Боро- 
дин (Соликамск) 22. 23; О. Бохонов (Моск- 
ва) 21, 22. 236). 24, 26, 27, 30а); А. Бра- 
гимский (Воронеж) 24; А. Бурин (Москва) 
28; А. Васильев (Саратов) 16а). 21. 26, 28, 
30а}: С. Великович (Минск) 28; В. Вино- 
градов (Москва) 16, 18. 18а), 21. 22. 23а). 
24. 26—28. 30а): А. Воронов (Москва) 16; 
А. Габович (Харьков) 26; 9. Гаджиларов 
(Тбилиси) 26—28; А. Галенко (Москва) 
16а), 6). 26: 93. Галстян (с. Айгезард 
АрмССР} 18; Н. Гасилов (Баку) 26; К. Ге- 
далин (Тбнлиси) 26; А. Гильман (Москва) 
16. 18, 19, 21. 22. 24, 26—28: Л. Гитлин 
(Витебск) 18а), 6), 21. 23; М. Гладина 
(В. Волочек) 21; Ю. Глихов (Щелково) 186). 
18. 21. 28; А. Головин (Москва) 21; О. Гор- 
диенко (Павлодар) 16а}. 21. 22. 27; М. Го- 
релов (Белорецк) 16. 18, 19, 26. 28. 30а); 
Р. Грабарник (Ташкент) 26. 27. 29. 30а: 
Г. Грабужик (Ташкент} 18. 18—24; П. Гри- 
горук (Гайворон) 21. 24: Н. Гринбере (Ки- 
ев) 26, 28: Л. Гройсман (Харьков) 28; 
В. Губа (Вологда} 18. 18—21, 24—29; 


{Продолжение сл. с. 32) 


Наша обложка 


Не только игрушка 


Наверное, как н боль- 
шииство читателей «Кван- 
та». вы уже перестали иг- 
ать в детские игрушки. 
се же мы вам предлагаем 


повозиться... с конструк- 
тором *}. Игрушка, п 
которой ндет речь, со- 


стоит из одинаковых гиб- 
ких прямоугольных лане- 
лек; в двух противопо- 
ложиых углах каждой из 
них имеются отверстия, зв 
двух других — штырьки 
(рис. 1). что позволяет сое- 
динять панельки друг с 
другом. В руках любителя 
математики этот коиструк- 
тор становится прекрас- 
ным средством для сборки 
моделей поверхностей. 

Зададим произвольные 
ри9 (>23) н начнем сое- 
динять детазн. заботясь 
лишь о том, чтобы их ко- 
роткие стороны — огранн- 
чивали  9-угольники (эти 
9-угольники, хотя это не- 
сколько непривычио. мы 
будем называть  вершина- 
ми), а длинные стороны 
образовывали р-угольннки 
{р-угольиики мы будем из- 
зывать гранями. а самн 
деталн — ребрами). По- 
лучениые таким образом 
конструкции назовем мо- 
зэаиками. 

Пример такого сое- 
дииения с р=6, 4—3 изоб- 
ражен ма рисунке 2. При 
значениях «р. 4>. рав- 
ных <6. 3>., $3, 6>, 
<4. 4> (рис. 2-4). мы 
получим заполиения пло- 
скости правнльными р- 
угольинкамн. при кото- 
рых в каждой вершине 
сходится по 9 граней. 
Пока мы получили только 
плоские мозаики *®}. При 


*) Этот конструктор 
выпускается в Белоруссин 
и Эстоиии и поступает в ма- 
газины летскнх игрушек в 
крупных городах. 


**) Эти мозаики явля- 
ются правильными парке. 
тами («Квант», 1979. № 2, 
с: 19). 


других ри 4 чозанки вы- 
ходят н прострайство. Если 
собрать мозаики тнпов «5, 
>, <> 3. 
<4, 3> и <3, 3>. то 
получатся «раздутые» кар- 
касные модели правильных 
многогранников: додекаэдра 
октаэдра. икосаэдра (рис. 
5}. куба в (правильного) 
тетраэдра, (5 54 «Геомет- 
рии 10»). Эти мозаики на- 
зываются сферическими. 


Возьмем теперь «р. 
> =<3. Т> (рисунок на 
четвертой страннце облож- 
ки). При сборке мы уви- 
дим, что конструкция «не 
желает быть плоской». но и 
не округляется как сфе- 
рическая мозаика:  лолу- 
чающаяся поверхность ис- 
кривляется так. что каж- 
дый ее участок принимает 
седлообразную форму. При 
этом в принципе мы можем 
продолжать построение ие- 
ограниченно (в отличие от 
сферического. но подобно 
плоскому случаю); правда, 
рано или поздно конструк- 
ция нзгибается настолько, 
что иатыкается сама на 
себя. и дальнейшая сбор- 
ка возможна только, если 
допустить самопересечение. 

Поверхиость И, часть 
которой мы смоделирова- 
лн. Называется  псевдосфе- 
рой. Оказывается. если 
расстоянием между двумя 
точкамн А, ВЕП иазз- 
вать расстояние между ии- 
ми. н эзмеренное 
вдоль этой повер- 
хности, то на П будут 
выполняться аксиомы гео- 
метрии Побачевского. Та- 
ким образом, можно ска: 
зать. что всевдосфера есть 
модель плоскости Лобачев- 
ского. Мозаика «3. 7> — 
один из простейших парке- 
тов на ней. 

Еще одно замечатель- 
ное свойство этой модели: 
ее можно заставить сколь- 
зить саму по себе. прак- 
тически не деформируя ре- 
бер. при этом любую вер- 
шину можно перевести в 
любую другую вершину! 
Иначе говоря. наша мо- 
заика допускает самосовме- 
щения. Аналогичным свой- 
ством. очевидно. обладают 
плоские и сферические чо- 
заики: их самосовмеще- 
ния — это просто переме- 
щения плоскости и, соот- 
ветственно. повороты сфе- 
ры. Напротнв, тор на 
первой странице  облож- 
ки этим свойством не обла- 
дает. 

В заключение предла- 
гаем следующую задачу: до- 
кажите. что плоские мо- 
заики характеризуются ус- 
ловием (р—2)(9—2)--4. а 
сферические — (р—2)(9— 
—2) «4. н перечислите все 
мозанки Этих Типов. 

В. Дубровский 


21 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момеита 
основання журнала. Пуб- 
лнкуемые в нем задачи не 
стандартны, ио Аля их ре- 
шения не требуется зианнй, 
выходящих за рамки ны- 
нешией шкодьной програм- 
мы. Наиболее трудные за- 
дачи отмечаются звездоч- 
кой, После формулнровки 
задачн мы обычно указы- 
ваем, кто нам ее предложнл. 
Разумеется, ие все эти за- 
дачи публнкуются впервые. 
Решеиня задач нз этого ио- 
мера можно отправлять не 
позднее 15 октября 1979 го- 
да по адресу: 113035, Моск- 
ва, М-35. Б. Ордыика, 21/16, 
редакция журнала «Казит» - 
В графе «Кому» напншн- 
те: «Задачинк «Кванта» 
№ 7—79» и иомера задач, 
решения которых вы посы- 
лаете, например, «М57Ё, 
М572» илн «$583». Ре- 
шення задач из разных но- 
меров журнала нлн по раз- 
ным предметам (математике 
н физике) присылайте в 
разных конвертах. В пнсьмо 
вложите конверт с напн- 
саниым на нем вашим адре- 
сом. 


Условня каждой орнгииаль- 
иой задачн, предлагаемой 
для публикации (нлн цикла 
задач), прнсылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с ва- 
шими решеннямн этнх за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», но- 
вая задача по фнзике» нли 
«...новая задача по мате- 
матнке» ). В начале каждого 
онсьыма просим указывать 
ваше имя, фамилию, иомер 
школы н класс, в котором 
вы учитесь. 

Задачи этого номера пред- 
лагались на заключнтель- 
ном туре последней Всесо- 
юзной олимпиады. 

Чнсла и скобках обознача- 
ют класс, в котором пред- 
лагазись задачи, 
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задачник 


ибанта 


Задачи 
М571— М575; $583 —Ф587 


М571. Убывающая последовательность (х»} по- 
ложительных чисел такова, что прн любом на- 
туральном п 

В ВЕ Ко: ЗИ В МЕ аи 

ЛЬ +... = < 1. 


Докажите, что при любом натуральном л 


о 1 о 0 


3. Чаятурия 


М572. Кенгуру прыгает по углу х>0, у>0 коор- 
динатной плоскости Оху следующим образом: из 
точки (х; у) кенгуру может прыгнуть в точку 
(х--1; у—1) нли в точку (х—5; у-Т). причем 
прыгать я точки, у которых одна из координат 
отрицательна, не разрешается. Из каких началь- 
ных точек (х; у) кенгуру не может попасть в точ- 
ку. находящуюся на расстоянии больше 1000 от 
начала координат? Нарисуйте множество всех 
такнх точек (х; и) и найдите его площадь. (8} 


А. Кушниренко, А. Сосинский 


М573. Через точку О а) на плоскости; 6) в про- 
странстве проведено 1979 прямых, никакие две 
нз которых не перпендикулярны друг другу. На 
прямой {; взята произвольная точка А,. отличная 
от О. Докажите, что можно выбрать на каждой 
из остальных прямых по точке А;=; (1=2, 3, ... 
... 1979) так, чтобы следующие 1979 пар прямых 
были взаимно перпендикулярны: 
(А.А) 145, (АА) 1, ..., (АА) ЦЬ, ..., 


(Азот Алэто) № л9та, (Азозв А» } 1 Пола. 
Атэтэ А! 11. (9) 
Б. Агофонов 


М574*. Конечная последовательность ау, а>. ... 
.... ал Из чисел 0 и1 должна удовлетворять следую- 
щему условию: для любого целого А от 0 до п—1 
сумма 
аа -Наал+2-|... алка» 
является нечетным числом. 
а) Придумайте такую последовательность для 
п=25. 
6) Докажите, что такая последоватсльность су- 
ществует для некоторого > 1000. (9) 
С. Конягин 


Рис. 2. 


© 


М575*. На прямой по порядку расположены точ- 


ки До, А,, До, ... А, так, что длины отрезков 
АзА1, А.Д», ..., А„—Ая не превосходят 1. Требует- 
ся отметить &—1 из точек А;, А2, ..., Ал крас- 


ным цветом так, чтобы длнны любых двух из # 
частей, на которые отрезок АзА„ разбивается 
красными точками, отличались не более, чем 
на |. Докажите, это всегда можно сделать: 

а) для Е=3, 

6) для каждого натурального Е«л. (10) 


В. Гринберг, В. Гальперин 


Ф583. Наблюдатель движется г постоянной ско- 
ростью вдоль некоторой наклонной прямой. Бро- 
шенное под углом к горизонту тело пересекает 
траекторию наблюдателя дважды с интервалом 
времени т. Оба раза тело находится впереди наблю- 
дателя на одном ин том же расстоянии от него. 
Как выглядит с точки зрения наблюдателя траек- 
тория тела? 
После второго -пересечения наблюдатель измеряет 
пути, пройденные телом за последовательные 
равные промежутки времени длительностью т. 
Найдите отношение этнх путей. (8) 

М. Кицай 


$854. В небольшую тонкостенную металлическую 
кастрюлю налилн 0,5 л воды, поставили кастрюлю 
на плиту и, измеряя температуру воды в различ- 
ные моменты времени, построили график зависи- 
мости температуры от времени. Затем воду вы- 
лили, в кастрюлю налили 0,7 кг спирта и, поставив 
кастрюлю на ту же самую плиту, построили гра- 
фик зависимости температуры спирта от времени. 
Оба графика приведены на рисунке 1. Пользуясь 
этими графиками, определите удельную тепло- 
емкость спирта и удельную теплоту его парообра- 
зования, если за 30 минут кипения количество 
спирта в кастрюле уменынилось вдвое. Тепло- 
емкость кастрюли 200 Дж/К. Испарением с по- 


верхности жидкости пренебречь. (9, 10) 
И. Слободецкий 


$585. Четыре одинаковых амперметра и резистор 
включены Так, как показано на рисунке 2. Ампер- 
метр А, показывает 2А, амперметр А, показы- 
вает ЗА. Какие токи протекают через ампермет- 
ры Аз, А; и резистор? Найдите отношение вну- 
треннего сопротивления амперметра к сопротив- 


лению резистора. (8, 9) 
В. Скороваров 


Ф586. Теплоизолированнвый сосуд откачан до глу- 
бокого вакуума. Окружающий сосуд одноатомный 
ндеальный газ имеет температуру Т.о. В некото- 
рый момент открывают кран, и происходит запол- 
нение сосуда газом. Какую температуру Т будет 


иметь газ в сосуде сразу после его заполнения? (9) 
Е. Бута ков 
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М517. В окружность радиу- 
са Ю вписан п-угольник пло- 
щади $. На каждой стороне 
п-угольнико отмечено по 
точке. Докажите, что пе. 
риметр п-угольника с вер- 
шинами в отмеченных точ- 
хах не меньше 25/Ю. 


Ф587. Проводник массы М и длины { подвешен к 
диэлектрику за конны с помощью двух одинако- 
вых проводящих невесомых пружин с общим ко- 
эффициентом жесткости А. К верхним концам 
пружин подсоединен конденсатор емкости С. Вся 
конструкция виснт в однородном магнитном поле 


с вндукцией В, перпендикулярной плоскости кон- 
струкцин. | 
Проводник смещают в вертикальной плоскости 
из положения равновесия и отпускают. Олпредсе- 
лить дальнейшее движение проводника в вертн- 
кальной плоскости. Сопротивленнем, собственной 
индуктивностью и емкостью проводников пре- 
небречь. (10) 

Д. Футорский 


Решения задач 
М517—М519; $526. Ф530—Ф532. 


Нам понадобится следующая простая лемма: пусть 
треугольники АВС; и АВС, имеют общее основание (А В} 
длины В; тогда 

1) если вершины С; и С, лежат ло разные стороны 
от [АВ], то 


| 
$ вс, | Завс, < 5 Е -1С1С:| (рис. 1, а}; 


2} если вершины С, и С. лежат по одну сторону от 
[АВ], то 


1 
\З АВС, и. 5 авс. <=^5 Ю- С.С. (рес. 1. 6) . 


Локажите эту лемму самостоятельио. 

Приступим теперь к решению задачи. Пусть А, Аз...Ап— 
п-угольник, вписанный в окружность с центром 0; 
В,В.... Вп— второй п-угольник (с вершинами в отмечеи- 
ных точках). причем В, А, А,]. В, ВА. А.] н т. д.; пусть 
Р — его периметр. Рассмотрим треугольники ОД,Ву, 
ОВ, А.. ОА. В,..... ОВ„А,. Если цеитр окружиости О при- 
надлежит многоугольннку А.А, ... Аз, то эти треуголь- 
ники попарно не перекрываются и их объедииенне дает 
весь многоугольннк А.А. ... Ап (рис. 2). так что площадь 
$ многоугольиика А, А, ... Аз равна сумме площадей этих 
треугольников. Согласио лемме сумма площадей двух та- 
ких треугольников с общим основанием [ОАх] не превосхо- 


1 1 
дит — ЮЛ ВК -1ШВ»]| =-57 Ю-|Вк-,Вь| (мы считаем, 


разумеется, Ве Ви), так что 
$- (Зовл, + Зодьв,) + --- + (Зов, д, + Зодьв, 5 


< В В,В4 +. + ВкВ = > ВР. 


откуда Р-> 25/Ю. 

Если же центр О лежнт вне многоугольника 
А, А. ... Ал, скажем. по разные с инм стороны от хорды 
АА; (рис. 3), то тогда площади треугольников ОАВп 
ни ОВ,А, еходят в сумму. образующую площадь $, со зна- 
ком минус: 


5 — (ов,л, —^ Зодьвь) + --- + (09, _„л„— Зод,в,й + 
+ (Зодав, — Зов, }- 


Снова применив лемму. получим требуемое неравенство. 


Рис. 3. 


№М518. Числа хи, х.. ... 


. Хл 


принадлежат отрезку [а; 6]. 
зде 0«<а«ь. Докажите нг- 
равенство 


(м, х. + ...-Нхь) Хх 


Рис. 5. 


Ь а+рх 


В заключение отметим, что если стороны Вк_Вл мно- 
гоугольника В}В,...Ви перпендикулярны соответствую- 
щим раднусам ОАК. то неравеиство (1) превращается в ра- 
венство. так что в этом случае миогоугольник ВВ. ... Ви 
имеет иаименьший возможный периметр 25.РЮ. Йредлага- 
ем читателю, пользуясь этим, доказать. что треугольник 
В, В.Вз. вписанный в данный остроугольный треугольник 
А АзАз. имеет минимальный периметр тогда и только 
тогда, когда В; (:=1. 2. 3) — основания высот трецголь- 
ника А. А.А. 

В. Дубровский 


Ф 


Наметим сначала геометрическую идею одного Из самых 
коротких доказательств. 


| 
Рассмотрим на плоскости Оху п точек (=: | 
п 


. 1 
# =.1, 2,.... п. Этн точки лежат на гиперболе у = а 


причем по условию а=< х;< 6. Точка М*(х*; у*) с коорди- 
натами 


На 
Ры ++ ха. И. = "| 


— центр тяжести п одинаковых материальных точек 


р 


1 
(а: = .Поэтому она прннадлежит выпуклой фигуре, ог- 
раниченной дугой гиперболы н отрезком прямой с конца- 


ми в точках (+ Е и в(ь: я (рис. 4). 


Произведение х*у*— площадь заштрихованного на 
рисунке 4 прямоугольника — достигает максимума, ког- 
да точка М*® попадает в середнну отрезка АВ. В самом 
деле. ясно, что еслн (х*; у®) не лежит на [АВ], то пло- 
щадь можно увеличить, сдвинув точку М® на отрезок АВ. 
А для точек (х; у) этого отрезка у — линейная функция 
от х, следовательно, площадь $ (х}=ху — квадратный трех- 
член от х. Поскольку $ (х) принимает прн х=а и х—=6 
одинаковые значения $ (а) --$ (5) =1, а $ (0)=0 (рис. 5), 
максимум 5(х) достигается посередипе между х=ан 


а 6 1 1 1 
х— — прих=-, == [= +5). 


Отсюда а-+ф (а -- 5): 
о о. 


что и требуется доказать. 

В более математическом обосновании нуждается лишь 
тот факт, что «центр тяжести»— точка с коордннатами 
{1) — лежит ниже отрезка АВ. Заметим, что уравне- 
ине прямой АВ имеет вид абу|х=а--Ь (проверьте, что 
точкн А и В лежат на этой прямой). так что основиой 
этап нашего доказательства — неравенство 


абу* + х* < а 6. (2) 
Теперь все готово для короткого формального дока- 


зательства (которым мы могли бы ограничиться): для каж- 
дого { 


аь 
= + жа + 6, (3} 
| 
поскольку (х—а) (х—5)=0 для ха; 6]. Сло- 


№519. Даны Ове кучки спи- 
чек. Вначале в одной кучкг т 
спичек. в другой — п спи- 
чек. т>п. Двое игроков по 
очереди берут из кички 
спички. За один ход игрок 
берет из одной кучки любо 
(отличное от куая} число 
спичек. кратное числу спи- 
чек в другой кучке. Выигры- 
вает игрок. взявший  по- 
следнюю спичку в одной из 
кучек. 

а) Докажите. что если 
т>2п, то игрок. делающий 
первый ход. может обеспе- 
чить себе выигрыш. 

6) При каких @ верно сле- 
дующее утверждение: если 
т>еап, то игрок. делаю- 
щий первый ход. может обес- 
лечить себе выигрыш? 


7-1 [а 
0 05 1 я 
Рис. 6. 
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жив неравенства (3) по 1=1. 2,..., п. разделив обе ча 
сти на пои введя обозначения ({), получим (2}. откуда 


а--6 } 
ео 2 ш-г 5) 
Е" = а. 


Н. Васильев 


Ф 


Текущую ситуацию в игре будем описывать нарой нату- 
ральных чнеел (#. /). где Е — число спнчек и первой куч- 
ке. а у — во второй. 

а) В случае, когда т>> 29. несложно доказать су- 
ществование выигрышюой стратегии для начаянаю- 
щего. не указывая се конкретно. Мз снтуацин (т. я} мы 


т 
можем сделать а различных ходов: 


(т. п) (т—п. п). (т—2л. п), ..., 

(т— (9— Пл. п}. (т—9дл, п), 
где 9=|т/п]. то есть 0< т—9п«п. Если ситуация 
(т—9п, п} — пронгрышная, то выигрышный ход: (т,л) — 
—(т— дп. п}. Если же снтуация (т—9пт. л)— вынгрышная, 
то зредыдущая (т—(9—1)п, п}— проигрышная. посколь- 
ку из нее можно пойти только в (71—9п. п). (Заметим. что 
при т- 2п обязательно 9 2, так что 9—1>> 1.) В этом 
случае выигрышный ход: (т, п)-+(т— (9— Пл, п). 


6) Заметим, что эвыигрышность» снтуацин завнсит 


где т ин п первоначальные ко- 


т 
только от отношения РРР й 


личества сничек в обеих кучках (поскольку при нереходе 
от одной познинн к другой нанбольший общий делитель 
чнсел т и м сохраняется). 

Отброснм теперь условне т>п. Тогда наша задача 
сводится к такой: рассортировать все рациональные числа 


т 
на два класса: вышерышные числа © = -я` и проигрышные 


. мисала. 


Очевндно, что ситуации (т. п) и (п. т)— одновремен- 
но вынгрышные нли одновременио проигрышные. Поэтому, 


р. 
если отношение —— отмечать на числовой оси, то точкн 
1 
@ будут равпоправнымн: из того, что точка #— 


| 
выигрышиая, следует, что к --— выигрышная, и наобо- 


рот. Заметим, что ход (т, п)-*(т— п, п) соответствует 
вычитанию из «= т.л целого числа К. 

Ясно, что все целые числа & (а, следовательно, и об- 
ратные целым) будут вынгрышными: в ситуации. когда 
т/п — целое число, начинающий выигрывает за один ход, 
забирая все спички из большей кучки. Нетрудно сообра- 
зить, что в любой арифметической прогрессии с меньшим 
единнцы (положнтельным) начальным членом и разностью 
| имеется ровно одна проигрышная точка. Из пункта 
а) следует, что все проигрышные числа меньше двух; 
поэтому прсигрышные точки могут находиться только 

+ |. 
Докажем теперь, что все отличные от единицы рацио- 


внутрн ннгервала 


| 
нальные точки некоторого отрезка /С = ео еди- 
ничиой длины являются проигрышнымн, и попробуем. 
найдя этот отрезок, указать выигрышную стратегию для 
начинающего. Легко понять, что отрезок / должен быть 


замкнут отиосительно операции обращения: именно, ес- 


- м лЪъмочзчыао 


о 1 


Рис. 7. 


Рис. 8. 


2345678 


| 
ли ЯЕ/[. то И = Г. Пусть у>1— правый конец этого еди- 
ничного отрезка. Тогда у—1 — его левый конец и должио 


быть у — 1 = - - Отсюда находнм, что | = ИВ. 
(это число известно под названием «золотого сечения»). Рас- 


смотрим ситуацию (1, ]) такую, что а =@=е]?—1; 11 


: 
(рис. 6), причем—— *1 . Допустим, что (> тогда “=|у— 
1; У [. В этой ситуации у нграющего имеется единственный 


ход (#,)-—(Г— Г.Л), для которого 


{ 
а ана = < 


то есть этот единственный ход приводит к ситуации с от- 
ношением с’ вне интервала ]у—1; 7[. Кроме того, на этом 
ходе игра не кончается. 


т т 
Пусть теперь = =а = 1: ы и < 2. (случай, 
т 
когда отношение -„_— целое, описан выше); положим, для 


т 
определеиности, т>>п. Найдется такое КЕ. что -— — = 


=} 1: [= что после хода (т, п)>(т—Ёп. п) чы 


получим ситуацию с отношением, находящимся в интерва ле 
]У—1; У и ие равным единице (поскольку т/п 67). 
Отсюда получаем выигрышную стратегию для начн- 


т 

нающего игрока. Если Не. то он выигрываст первым 
т т 

ходом. Если @ 2 ни ФУ 1; 9 ‚то каждым своим 


ти 
очередным ходом он добивается того, чтобы отношенне ПА. 


попадало в иятервал ]у—1; У[, после чего его противник 
может сделать единственный— ход. приводящий снова К 
ситуацин с отношением вне указанного ннтервала. По- 
нятно, что в коице концов начинающий выиграет. На ри- 
сунке 7 красные точки соответствуют выигрышным ситуа- 
циям (т, п). черные — проигрышным. 

Таким образом, утверждение пуикта 6) задачн верно 


прн всех > (= — и. 

А. Слинько 
Прнмечание редакции 

При решении этой задачи, как это часто бывает не только 
в элементарной математнке. но н в серьезных математнче- 
ских нсследованиях, нам очень помог «угаданный» ответ: 
в некоторый момент мы предположили, что все рациональ- 
ные не целые точкн некоторого интервала еднничной длн- 
ны — проигрышные, и после этого быстро довели иссле- 
дованне до конца. Но в этой задаче можно обойтнсь и без 
такого дополнительного шага: число у возникает в ией 
. естественным образом из следующих рассуждений. Как 
уже было замечено, все проигрышные точкн принадлежат 
интервалу ]1/2; 2[. Легко сообразить также, что если точ- 
ка ХЕ; 2{ — проигрышная (выигрышная), то точка 
х—1 — вынгрышиая (пронгрышная). Поэтому все точки 
интервала |1: 3/2[ — пронгрышные. н нам остается иссле- 
довать точки интервала} 3/2; 2|. Предположим, что точ- 
ка хе] 3/2: 21-- проигрышная. Тогда точки х— 1 н 1/(х—1)— 
выигрышные, причем 1/(х—1) меньше 2 (но больше 1). 
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Рис. 9 


$526. Полость теплоизоли- 
рующих стенок колбы тер- 
моса откачана до давления 
р=10- атм (при комнат- 
ной температуре). Вмести- 
мость колбы ! литр. пло- 
щадь поверхности колбы 
$=600 см?. Оценить время, 
в течение которого чай в та- 
ком термосе остынет с 90°С 
до 70”С. Теплоемкость воды 
с=4.2. 103 Дж: (кг- К); уни- 
версальная газовая постолн- 
ная Ю=8.3 Дж/(К: жоль). 
Утечку тепла через пробку 
не учитывать. 
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Поэтому И(х—1)-—1=(2—х)/(х—П— проигрышная тсчка. 
Итак. если точка хе3/2; 2{— пронгрышная, то м точка 
(2—х)/(х—1)— тоже проигрышная. Нарисуем графнк функ- 
ции (х—1!)/(2—х) (рис. 8). На рисунке 8 показано, как 
по тсчке х найти точку (х—1}/(2—х). При преобразовании 
х—(х—1)/(2—х) есть неподвижная точка — 
корень ня х2—х—1=0. принадлежащий ннтерва- 
лу 13/2; 2 (это н есть число 7). Легко доказать. Что ес- 
лн точка находится правее точкн 7, то итера- 
ции (повторения) нашего преобразования рано илн лозд- 
но выведут ее за точку 2. (Одна из возможных схем дока- 
зательства прнведеиа на рисунке 9: таигенс угла накло- 
на черной прямой, проходящей через неподвижную точку 
(у; Уз—у—1). равен 2, а касательная к кривой (х— 1)'(2—х) 
идет круче — убедитесь в этом.) 

Поэтому все точкн нз ннтервала ]у; 2] — выигрышные и, 
следовательио. все точки из ннтервалов] у; оо[и] 0; у-'|— 
вынгрышные. Аналогично, еслн предположить. что инеко- 
торая точка из интервала ]3/2; у[— выигрышная, то ее 
итерациями мы получнм точку из интервала |1; 3/2], от- 
куда следует, что все точкн нз интервала ]1; у|— проиг- 
рышные. Конечно, такое решение более громоздко. Одна- 
ко зато оно и более поучительно! 


Ф 


Отвод тепла от внутренней стенки колбы (от чая} осущест- 
вляется молекулами газа, оставшегося в полости между 
виутренией и внешней стенками колбы. Для того ин отка- 
чнвают полость стенок. чтобы оставшийся там газ не об- 
разовывал сплошной теплопроводной среды. то есть что- 
бы молекулы двнгались между стенками без столкновения 
друг с другом. 

Будем счнтать. что после столкновения со стенкой 
молекула имеет в среднем энергию, пропорциональную 
температуре стенки. После удара 0 внешиюю стенку 
кинетическая энергия поступательного движения молеку- 
лы #^3., КТ,, где Тк— комнатная температура; после 
удара о внутреннюю стенку #›—3/, ЕТ”, где Т’— темпера- 
тура чая. Эта температура все время меняется. Однако 
интервал изменения ТГ’ невелик (АТ- 363К — 343К= 
=-20 К). Поэтому для оценки можно считать, что =; —3*, ЁТе. 
где Те=353 К — средиее значение температуры горячей 
стенки. 

Следовательно. каждая молекула при ударе о горя- 
чую стенку «забнрает» от чая энергию 

Де-з!, К (Те — Тк ). 
Число молекул, соударяющихся с горячей стенкой за еди- 
ннцу времени. пропорицнонально И.п |и.] 5, где п — плот- 
ность молекул газа.| и, |— среднее значение модуля про“ 
екции скорости молекулы на ось ОХ, перпенликулярную 
а, Число молекул, ударившихся о стенку за время 
Г. 


М1: п |0 | $ &. 
Эти молекулы заберут от чая энергию 
АЕ _= Ме за прю_ ЗЕТе — Ть) М. 


Очевидно, что эта энергия равиа измененню АИ внутрен- 
ней энергин чая за время АГ: \Е=АЦ. Так как 
АИ= МсАТ. 
где АТ — изченение температуры чая, 
З по,| $ (Те — Тк) \ — МСАТ. 
Отсюда 
4Мс\Т 
Зп 1 $2 (Те — Тк) 


$530. В схеме. приведенной 
на рисунке 10. > 1. Опре- 
делить заряд, который про- 
течет через батарею с ЭДС 
Фо при замыкании ключа К, 
полагая, что внутренние 
сопротивления батарей и 
сопротивление катушки рав- 
ны нулю. Диод считать 
идеальным (его прямое сопро- 
тивление равно нулю, обрат- 
ное — бескомечности); кон- 
денсатор 00 замыкания 
ключа был не заряжен. 


Рис. 10. 


Считая что. |0. |— У ВТь/и "), и учитывая, что п — р/ Тк 
{это следует из уравиения Меиделеева — Клалейрона), окон- 
чательио находим 


м 4МсАТ УрТк 


^` Зр (Те -- Тю) ЗУВ` 


Подставляя числовые зиачения (М--|1 кг, АТ=З К, 
Т„—=293 К, р=1 Па. цы = 29- 10-3 кг/моль и т. д.}, получим 


А — 3.10% с — 10 ч. 
А. Стасенко 


Ф 


Будем считать, что диод начинает проводить ток. когда 
потенциал на аиоде будет больше. чем на катоде. При 
этом сопротивление диода будет равно пулю и падение 
напряжеиня на нем будет также равио нулю. 

Рассмотрим процесс. происхолящий в цепи после за- 
мыкаиия ключа К, по этапам. у 

1. Ток, текуший через индуктивность Ё, заряжает 
конденсатор. При некотором зиачеини тока /) конденса- 
тор заряжается до напряжения #,. Заряд конденсатора 


= С&,, энергия кондеисатора и = 08112, энергия маг- 
нитного поля индуктивностн Я {2. Работа, совершениая 


к этому времеии батареей. равна А-4:&,. 

2. Хотя иапряжеиия на батарее &, н на кондеисато- 
ре одинаковы. конденсатор продолжает заряжаться — 
за счет энергии магинтного поля нндуктивности. Прн не- 
котором зиачеини тока Ь конденсатор заряжается до 
иапряжеиня #5. Заряд конденсатора 4=С@, энергия 


= 
конденсатора Ш, = С8°/2, энергия магнитного поля ин- 
р [2] 0 р 


дуктивности [.15/2. 

Работа, совершениая батареей &, за время этапов | 
н 2. равна А: -=9%#&1=-С8&1. 

3. С того момента. когда напряжение на коиденсато- 
ре становится равным *. ток иачииает течь через диод 
в батарею &,. Напряжение на коидеисаторе с этого момен- 


“ р? 
та не меияется, эиергия его остается равной = С 5/2. 


Следовательно, энергия 4112. имеющаяся п магнитном 
поле индуктивности, начинаег уменьшаться — она идет 
миа совершение работы по перемещению заряда через ба- 
тарею 8- 

4. Энергия магнитиого ноля нидуктивиости стаиовнтся 
равной нулю. Энергия коиденсатора по-прежнему равна 
№, = С85/2. Через батарею &, прошел некоторый заряд 0. 
Энергня батарен &, увеличнлась иа А —=О&%. 

За время эталов 3 и 4 батарея &, совершила работу 
А: 081. 
Итак, за время всего процесса батарея &, совершила 


работу 
Аз, =А,-А,=С8,%,- 0&\. 


Эта работа пошла на сообщеине энергии №0 --С%2:2 кон- 


денсатору С и на увеличение энергии батареи # иа А\.-= 
= @#&е. Согласно закону сохранения энергин 
Аз — №, А №. 
1 


= р | : ВТ» 
*) Так как „= у? =— ть ‚то и = к 


и“ —ы _—— =. 
Хотя | ох то» |, однако То, | — | Поэтому мы 


ЕТ ЮТк 
будем считать. что [и.| — то 


Рис. 11. 


Ф531. Гейзеры могут рас- 
сматриваться как большие 
подземные резервуары. напол- 
некные грунтовой водой и 
подогреваемые земным теп- 
лом (рис. 12). Выход из них 
на поверхность Земли осу- 
ществ ляется через узкий ка- 
нал. который в «спокойный» 
период проктически под- 
ностью заподнен водой. Счи- 
тая. что «активный» период 
наступает. когда закипает 
вода в подземном резервуаре. 
п что во время извержения 
канал заполнен только па- 
ром. который выбрасывает- 
ся наружу. оценить, какую 
часть воды теряет резервуар 
гейзера в0 время одного из- 
вержения. Глубина канала 
В=90 м; теплота испаре- 
ния воды ^-=2.26: 108 Джике; 
теплоемкость в9ды с= 


=4,2- 10? Дж. (кг- К). Зави- 
симость давления насыщен- 
ного водяного пара от тем- 
пературы приведена на ри- 
сунке 13. 


С8; 
С #9, =—5— +98. 


Отсюда иаходим заряд @, протекший через батарею #&%: 
_ С&. (28, — &) 
53 2 (8 а %:) ь 


Примечание. Мз полученного результата видно, 
что через батарею &, заряд потечет только в том случае, 
если &:<8,<2%,. Если &,>2%8:, то конденсатор никогда 
ие зарядится до напряжения &5. Мными словами, мак- 
симальное напряжение, до которого можио зарядить кои- 
деисатор в схеме, приведенной на рисунке 11; равио 2&. 
Покажем это. 

Пусть при некотором токе / иапряжеиине на коидеи- 
саторе равио И, его заряд 49--СИ. Из закоиа сохраиения 
142 * 

энергни 9& = СИ = 2 + = находим 


1 Си 
=_= —2 (28—0). 


Процесс зарядки конденсатора прекратится, когда ток 
в цепи станет равиым иулю. При этом, как видно, И= 
— Ишах- 2 

В. Скороваров 


Ф 


К концу «спокойного» гериода, когда весь канал запоя- 
ияется водой, давление в подземиом резервуаре становит- 
ся равным 

р- Ро -ОЕй:=10 атм 
{Ро1 атм — атмосфериое давлеиие). Из графика зависн- 
мости Давлеиня насыщениого пара от температуры нахо- 
дим, что при таком давлеини вода в подземиом резервуаре 
закипит при температуре {=180°С. Кипение прекратится 
при & = 100°С (когда канал заполнен только паром н дав- 
ление в резервуаре равио Рро==1 атм). 

Тепло. выделившееся при остывании воды от {-- 180°С 
до № = 100 `Св течеиие «активиого» пернода. идет иа испа- 
рение некоторой частн воды. которая выбрасывается гей- 
зером в виде пара во время нзвержеиия. 

Из уравиеиия теплового баланса 
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Ф532. Маятник представ- 
ляет собой легкий стержень 
длины [с грузом массой М 
на конце. К другому концу 
стержня прикреплена лег- 
кая цилиндрическая втулка 
а с внутренним радиусом г, 
надетая на вращающуюся 
горизонтальную ось В (рис. 
14). Коэффициент трения 
между втулкой и осью равен 
и. Определить угод откло- 
нения стержня от вертика- 
ли в положении равновесия. 


Рис. 15. 


{М — масса остывшей воды, А/М —масса образовавшегося 
пара) иаходим 


АМ (1—1) 
м” 


Приведеииое решение является оцеиочиым, так как 
оио не учитывает ряда факторов, которые практически 
могут несколько измеинть получеиный результат. Напри- 
мер, при решении ие учитывался подвод тепла к воде от 
нагретых пластов во время «активиого» периода, а также 
поступления в резервуар иовых порций воды по подзем- 
ным каналам в ходе извержеиия. 

С. Козел 


ь 


Очевидно, что груз М при вращенин оси $ против часовой 
стрелки смещеи вправо от вертикали 0’О, проходящей 
через цеитр оси. Прн этом точка А (рис. 15), в которой 
втулка маятника соприкасается с осью, смещеиа от верх- 
ней точки оси в сторону, противоположиую иаправлеиию 
вращения оси. Покажем это. 

При равновесии маятиика сумма момеитов всех дей- 
ствующих на него сил равна нулю. На маятник действу- 


ют сила тяжести Р= МЯ, приложениая к грузу М, сила 


—0,15. 


нормальной реакции осн № и сила трения скольжеиня 
> > 
тр. приложенные к втулке в точке А. Моменты сил № и 
—> 

Етр ОТносительно точки А равны нулю. Следовательно, 


> 
н момеит силы Р отиосительио этой точки должен быть 
равеи нулю. Это означает. что точка А должна лежать 


— 
иа лииии действня силы Р, то есть должна быть смещена 
вправо от верхией точки оси. 

Отметим, что даже при сколь угодно большом коэф- 
фициенте трения в груз М при равиовесии маятиика не 
может быть отклонеи от вертикали 0’О иа расстояиие, 
большее радиуса г втулки 0. Это видио из рнсуика 15. 

Найдем угол а, определяющий положеине точки А. 
Так как при равновесии маятиика векториая сумма сил 


— 
Езлр и № направлена вертикально вверх (сумма сил ЁРар, 


> -— 
№ нР должиа быть равна нулю), то 


РР ИМ 
Е 


48а — 


> >> 
(ЕР, № — модули сил Ётр ни №). 


Найдем теперь угол ф. который составляет стержень 
маятинка с вертикалью О’О в положении равиовесия. Как 
видно из рисуика 15, 


. [ОВ] гул а 
ялФ = Е Е РЕВ . (1) 
Учитывая, что 
$ и 


иаходим (см. (1)} 


’ 
т ф — 7 р Е (2) 


1-2 ° 
Обратнте внимаиие, что величина угла отклонеиня маятни- 
ка определяется только значеинем коэффициента трения н 
размерами стержия н втулки и не завнснт от массы груза 
М н скорости вращения осн. 

В предельном случае и = 0 формула (2) дает ф = 0, то 
есть при отсутствии треиия маятник в равиовесии заинмает 
вертикальное положение. С ростом силы треиня, то есть 


34 


Рис. 16. 
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при и -= со, миожитель и/ УТ Ри? стремится к единице 
н пф-х/(г | 0). Это значит, что величииа отклоиення 
груза М вправо от вертикали О’О (то есть длина отрезка 
О на рисунке 15} стремится к х (см. (1)). 

Замечательно, что такой маятник, если его вывести 
из равновесня, будет совершать незатухающие колебання. 
При достаточно быстром вращеини оси действующая на 
втулку сила трения скольжеиня при любом иаправлении 
движеиня маятинка направлена в стороиу вращения осн 
н приводит лишь к смешению среднего положения на 
угол ф от вертикали. 

Отметим, что существует еще одно положение равно- 
весия маятника на вращающейся оси — положение, в ко- 
тором груз М расположен выше оси, и стержень откло- 
нен от вертикали вправо на такой же угол $. Но это по- 
ложеине равновесия, как легко убедиться, является не- 
устойчивым. 

Если ось, на которую надета втулка маятиика. за- 
креплена неподвижно (не вращается), то. благодаря сн- 
ле трення покоя, величнна которой может приннмать 
любые значения от иуля до ц/', маятник может находить- 
ся в равновесии в любом отклоиениом от вертикали поло- 
жении в пределах сектора с углом $. определяемым той 
же формулой (2). Это так называемая область застоя 
(рис. 16). Если отклонить маятник на угол больше предель- 
ного (больше Ф) и отпустить, то, совершив иесколько ко- 
лебаний с убывающей амплитудой, маятиик остаиовится 
где-то внутри области застоя. Остановка маятника может 
произойти в любой точке области застоя в зависимости 
от начальных условий. Интересно отметить. что такой 
же сектор положений равновесия существует и для «пе- 
ревернутого» маятинка иа закрепленной оси. 

Е. Бутиков, А. Быков. А. Кондратьев. 


(Начало см. с. 20) 
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Ата) 18. 192). 21. 26. 28: С. Кагак (Ле- 
нинград) 16. 21: А. Кагарман (Белорецк) 
26: С. Калашников (Рязань) 18а). 6): 
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И. Кечов (Сухуми) 18а): С. Коган (Лепин- 
град} 28: Г. Кокоев (Тбилиси) 26: А. Кол- 
дашов (Тбилиси) 26. 28; С. Колева (НРБ) 
18; А. Коломыцев (Ангарск) 30а); Ю. Кор- 
дюков (Москва) 26, 27. 302); А. Корозь 
(Ташкент; 166}. 22, 23; С. Кочетов (п:о 
Дружба Краснодарского края} 21. 24; 
О. Кравец (Воронеж) 16а). 26—28. 30а): 
В. Крикухин (Махачкала) 26; С. Крылов 
(Велнкий Устюг) 28; И. Крюков (Иван- 


теевка Московской обл.) 18. 18. 19; С. Киу- 
зина (п. Джалиль ТатАССР) 26: С. Киз- 
мецов (Ангарск) 16. 18—24. 26—28, 30; 
Е. Кузьмин (Череповец) 16. 18. 21—24, 
26. 28. 23: А. Кулеско (Донецк) 18, 19—21. 
24. 25. 27. 28; А. Курилин (Москва) 26; 
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обл.) 27; А. Кушмеров (Москва) 21, 26; 
А. Кищ (Днепропетровск) 26: А. Латифил- 
лин (п. Азнакаево ТатАССР} 21; 6. Лей- 
тес (Москва) 26—28, 30а); О. Лусикян 
(Ереван) 18. 20: Б. Маламед (Запорожье) 
162). 6). 19а}; М. Моламед (Запорожье} 
30а): Р. Мамедов (Баку) 26: С. Мамедов 
(Баку) 16а}. 26: Д. Мартынов (п/о Чер- 
кизово Московской обл.) 21; М. Мареяно- 
вич (СФРЮ) 21. 26; В. Матчишин (Це- 
лниограл) 26; В. Машевский (Одесса) 16. 
28: А. Медик (Москва) 26—28, 30: С. Мель- 
ников (Буденовск Ставропольского края 
26. 28: Р. Мешойрер (Москва) 16а). 6). 21. 
24: А. Миндлин (Саратов) 18а), 6). 19а}, 
21: Л. Миндлин {Ташкеит) 16. 18. 19а), 
20—24. 27—29. 30а); Е. Мордвинов (Ша- 
тура) 26. 27: С. Морейно (Москва) 18. 21, 
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26: С. Новиков (Херсон) 18, 21—24, 26, 


({Продолжениг см. г. 43) 


Г. Курдюмов 


Консервативность 
бесконечного 
строя 


В этой заметке решается задача М500г) 
из Задачиика «Кваита» («Кваит», 1978, 
№ 4: см. также 1978, № 2). В коице за- 
метки приводятся три иовые задачи, ре- 
шеиня двух из которых (задачн Ги 3) не 
известиы. 


Имеется бесконечная в обе стороны 
шеренга первоклассников. По команде 
нале-ВО все первоклассники. кроме ко- 
нечного их множества, повернулись 
налево; остальные повернулись напра- 
во. В каждую последующую секунду 
каждый первоклассник поворачивает- 
ся на 180°, если первый и третий из 
стоящих перед ним повернуты к не- 
му лицом. Все остальные первоклас- 
сники остаются неподвижны. Дока- 
жите, что движение в этом бесконеч- 
ном строю через конечное время пре- 
кратится. 


_.низ 88808 | 89 88 0 1 


с 
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Пусть вначале все первоклассни- 
ки стоят к нам лицом (рис. 1, а). 
После первого же поворота все онн 
будут смотреть налево или направо. 
Назовем первоклассников,  смотря- 
щих (в данный момент) направо, 
правыми, смотрящих налево — левы- 
ми (рис. 1,6). Очевидно, в первый 
момент правыми окажутся те, кто 
правильно выполнил команду «нале- 
ВО», а «нарушители» окажутся ле- 
вымн. 

По условию в первый момент ле- 
вых первоклассников конечное число. 

Назовем первоклассников, кото- 
рые в следующую секунду повернут- 
ся, вертунами (легко сообразить, что 
в каждый момент вертунов конечное 
число). Левых невертунов мы будем 
называть злостными. Очевидно, ле- 
вый первоклассник является злост- 
ным, если перед ним на первом или 
на третьем месте стоит левый перво- 
классник (рис. 1, 6). Вертунов мы 
будем рисовать зеленым цветом, зло- 


стных первоклассников — красным, 
а правых  невертунов — синим 
(рис. 1,4). 


Прежде чем приводить доказа- 
тельство в общем виде, рассмотрим 
для иллюстрации частный случай. 
Пусть левых первоклассников ровно 
семь, и все онн стоят подряд. Развн- 
тне во времени такого строя показано 
на рисунке 2. Мы видим, что через 
12 секунд левых первоклассников не 
остается. Аналогичным образом бу- 


Ааа ани. 


а) 


„левый 
6} 


нале-во 


я НИЦниь 


дет пронсходить эволюция строя при 
наличин любого сплошного куска из 
п левых первоклассников: через 2—2 
секунд все первоклассники станут 
правымн, и движение прекратится. 

Приведем теперь доказательство 
для общего случая — когда левые 
первоклассникн стоят произвольным 
образом. Нам потребуется несколько 
дополннтельных определений. Назо- 
вем островом отрезок, соединяющий 
самого правого из левых и самого ле- 


вого из злостных левых. Болотом мы 
будем называть кратчайший отрезок, 
примыкающий к острову слева и 
включающий в себя всех вертунов 
(болота, конечно, может и не быть). 
Первоклассников, не вошедших нн 
в остров, ни в болото, назовем мо- 
рем (рис. 3). 

Лемма |1 (очевидная). Если 
правее правого первоклассника А стоят 
только правые первоклассники, то А 
всегда так и будет правым (рис. 4). 
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Лемма 2. Если первоклас- 
сник А не является злостным и левее 
его нет злостных, то и в следующую 
секунду А не будет злостным. 

Доказательство. Если 
А — левый вертун или правый не- 
вертун, то через секунду А будет 
правым и, значит, не будет злостным. 
Пусть теперь А — правый вертун 
(рис. 5). Если его сосед слева (А — 1} 
в исходный момент — правый, то он 
(сосед) останется правым также и 
в следующую секунду. Еслн же пер- 
воклассник (А — 1} — левый, то, не 
будучи злостным, он все равно по- 
вернется направо. Рассуждения, про- 
веденные для первоклассника 
(А — 1), проходят и для первоклас- 
сника (А — 3), стоящего от А третьим 
слева. Таким образом, через секунду 
первоклассники (А — 1) и (А — 3) 
окажутся правымн. Отсюда следует, 
что в этот момент А будет левым 
вертуном. 

Из леммы 2 следует, что если в 
некоторый момент первоклассник А 
не является злостным и левее его нет 


СЕ... 
Рис. 4. Рис. 5. 


злостных, то А не будет злостным 
также и во все последующие моменты. 
Лемма 3. Если левее злостного 
первоклассника А нет злостных, то 
не позднее чем через две секунды А 
перестанет быть злостным. 
Доказательство. По- 
скольку в исходный момент перво- 
классник А является злостным и ле- 
вее него злостных нет, хотя бы один 
из первоклассников (А—1) и 
(А —3) является левым вертуном. 
Если среди первоклассников (А — 1), 
(А —3) вертун один, то в сле- 
дующий момент оба первоклассника 


(А — 1) и (А —3) уже будут пра- 
выми (подумайте, почему) и перво- 
классник А перестанет быть злост- 
ным. То же произойдет и в случае, 
когда оба первоклассннка (А — 1) 
и (4 — 3) оказываются левыми вер- 
тунами. Пусть теперь оба они верту- 
ны, но один из них левый, а дру- 
гой — правый. Случай, когда перво- 
классиик (А —1) — левый вертун, 
а первоклассник (А — 3) — правый, 
нсключается, поскольку тогда  пер- 
воклассник (А — 2) не может быть 
ни левым, ни правым (рис. 6, а). 
Поэтому правый вертун — это перво- 
классник (А — 1), а левый вертун — 
первоклассник (А — 3) (рнс. 6, 6). 
В этом случае в следующий момент. 
первоклассник (А — 1) становится ле- 
вым, а первоклассник (А — 3) — 
правым, причем, как н выше, оба 
они вертунами стать не могут. Кро- 
ме того, поскольку (А — 1) не был 
злостным с самого начала и левее 


него злостных не было, они по лем- 
ме 2 не будет злостным. Значит, пер- 
вер- 


воклассник (А — 1) — левый 


(А-3) (А-2)(А-1) А 


Га 


# 


Рис. 6. а 


тун, а (А — 3) — правый невер- 
тун. Поэтому в следующую секун- 
ду первоклассники (А — 1) н (А — 3) 
оба становятся правымн н первоклас- 
сник А перестает быть злостным. 

Лемма 3 доказана. 

Из этих лемм следует, что если 
п — длина острова (число входящих 
в него первоклассников), то не более 
чем через 2н секунд остров исчезнет. 

Лемма 4. Если среди трех 
первоклассников, стоящих подряд, нет 
злостных левых, а правее их стоят 
только правые, то через секунду все 
трое будут. правыми невертунами. 


$8}. й 2 


С № СЕ... 
Рис. 7. 


Утверждение леммы следует из 
того факта, что ни одим из вышеука- 
занной тройки первоклассников не 
может быть правым вертуном (рис. 7). 

Итак, после исчезновения острова 
правая гранниа болота будет дви- 
гаться влево со скоростью не мень- 
ше 3. Очевидно, левая его граннца 
не может двигаться влево со ско- 
ростью больше 1. Отсюда следует, 
что длина болота будет уменьшаться 
(со скоростью не менее 2) и через 
некоторое время после того, как ис- 
чез остров, исчезнет н болото. Все 
первоклассники станут правыми. 

Задача решена. Немного более 
тонкими рассуждениями можно по- 
казать, что движение может продол- 
жаться не более чем 21 -|- 2 секунд, 
где { — наибольшее расстояние меж- 
ду двумя левымн первоклассниками 
после первого поворота (по команде 
нале-ВО). 

Задача 1. Пусть п — коли- 
чество левых первоклассников после 
первого поворота. Укажите функцию 
(п) такую, что время Ё движения 
в строю не может быть больше { (п), 
однако возможно {= | (п). 

Итак, мы нашли такое состояние 
строя А, (все первоклассники смот- 
рят вправо), любое конечное измене- 
ние которого (т.е. поворот на 180” 


конечного числа первоклассников) ис- 
чезнет за конечное время (при эво- 
люцин по нашим правилам). 

Ясно, что этим свойством обла- 
дает и состояние строя А, «все смот- 
рят влево»: точно так же, как исче- 
зает «остров» В «океане», будет исче- 
зать «озеро» на «материке». 

Указанные два состояния строя 
обладают свойством — консерватив- 
ности: они не меняются со временем, 
и, какому бы конечному изменению 
мы их ни подвергли, строй вернется 
к исходному состоянию. 

Задача 2. Докажите, что 
других консервативных состояний не 
существует. 

Рассмотрим теперь более общую 
задачу. Пусть А — некоторое состоя- 
ние нашего строя (т.е. некоторая 
бесконечная в обе стороны цепочка 
символов _] и |). Обозначим через 
А (1) состояние, в которое строй (при 
эволюции по нашим правилам) перей- 
дет через { секунд. Состояния Аи В 
назовем эквивалентными, еслн со вре- 
менем они переходят в одно и то же 
состояние, то есть если существуют 
такие 1 и 25, что А (1) = В (1). 
Будем говорнть, что состояние 
иммунно (так сказать, невоспрним- 
чнво), если ему эквивалентно любое 
состояние А’, отличающееся от АД 
состояниями лишь конечного числа 
первоклассников. 

„Легко видеть, что все состояния, 
эквивалентные консервативным (в том 
числе — консервативные), иммунны. 

Задача 3. Существуют ли 
у описанного выше строя иммунные 
состояния, не эквивалентные консер- 
вативным? 


4. Зубов В. Г. Ме- 


модинамика и молекулярная 


Советуем купить 


Математнка 


1. Коксетер Г. С. М.. 
Грейтцер С. Л. Новые 
встречи с геометрией. «Нау- 
ка», ц. 50 к. 

2. Полиа Г., Сеге Г. 
Задачи и теоремы из анали- 
за. Ч. 2-я. «Наука», 
ц. 1р. 20к 


Физика, механика, 
астрономня 


3. Дубошин Г. Н. 
Небесная механика. «Нау- 
ка». ц. | р. 30 к. 
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ханика. (Начала физики.) 
«Наука», ц. 90 к. 

5. Иродов И. Е. 3За- 
дачи по общей физике». 
«Наука», ц. 85 к. 

6. Майер В. В. Про- 
стые опыты г ультразвуком. 
«Наука», ц. 20 к. 

7. Сборник задач по 
общему курсу физики. Оп- 
тика. «Наука», Ц. 55 к. 

8. Сборник задач по об- 
щемиу курсу физики. Элект- 
ричество и магнетизм. «Ноу- 
ка», ц. 45 к. 

Сборник задач по 
общему курсу физики. Тер- 


физика. «Наука», ц. 32 к. 

10. Сборник задач по об- 
щему курсу физики. Меха- 
ника. «Наука», ц. 67 к. 

11. Фейнмановские лек- 
ции по физике. Задачи и 
упражнения г ответами и ре- 
шениями. «Мир», ц. 2 р. ЗОк. 

12. Фейимаи Р. идр. 
Фейнмановские лекции по 
физике. та. «Мир», 
ц. 2р. 40к. 

13. Яворский Б. М., 
Детлаф А. А. Слравочник 
по физике для инженеров и 
студентов вузов. «Наука». 
ц. 2 р. 68 к. 


По страницам школьных учебников 


А. Земляков 


Проверь себя 


Ниже мы публикуем во- 
просы, предлагавшиеся на 
республикаиском туре Все- 
союзной математической 
олимпиады школьников в 
1979 году. На каждый 
вопрос нужно выбрать едни- 
ствениый правильиый ответ. 


УШ 


Алгебра 

1. Какое из указан- 
неравеиств задает 

показаниое на 
штриховкой? 


класс 


иых 
миожество, 
рисуике 1 


#х—1; 
212>< 
2. Используя прак- 
тические приемы приблн- 
женных вычислений, най- 
дите разиость х—у чи- 
сел х=13,6517 и ить 
А) 3,2517; ) 3.25; 
В) 3,2; Г) 3,3; Д) нужное 
зиачение ие указано. 

3. Какой формулой за- 
дается функция, обратная 
к функции = 
х 


Ау=5;: Бу; 


В) и=2х; Г) и=— 


х 
Ду=— =. 


4. При каких зиаче- 
инях а верио равеиство 


Уз? = — а? 
А) прн всех а; Б) прн 
а 0; В) при а< 0; 


Г) при 9-0; Д) пи при 
каких а. 


5. При каких зна- 
чениях х верио равеиство 
и | 
х 3.х3 =" 


А) при всех х; Б) прн 
хэ=0: В) три х>0; Г) при 
х-—1; Д) ии при каких х. 

6. На рисуике 2 нзоб- 
ражены эскизы графиков 
трех показательиых фуик- 
ций У—а“, у=Ь*, исх. 
Каковы соотношения меж- 
ду осиованиями а. фи с? 


\"р 


с 


Хх 
Рис. 2. 
А) ска«ь; Б) 5<а<с 
В) а3ё<с;: Г) с3Ь<а 
д) а<с<ь. 
Геометрия 


7. Определите  зиаки 
зиачений фуикций соз а н 
зи @ ‚для угла а. -— 


А) с05 @> 0, зта> 0; 


Б) со; @> 0, эт @< 0; 
В) со; 20, ут @а> 0: 
Г) со а<0, эт < 0; 


Д) определить нельзя. 

8. Каким соотиошени- 
ем связаиы длииы сторон я 
н с прямоугольного тре- 
угольника АВС г острым 


углом А-@ (рис. 3)? 


В в 
Рис. 3. 


Б} с 


В) с-азта; 


А) с -а с0$ <; 
— са ' 


д 

Г) =-на Де=ащо. 
9. Длины трех сторои 

треугольника равны 1, 


н 5. Каков вид такого 
треугольинка? 
А) остроугольный: 


Б) прямоугольный; В} ту- 
поугольный; Г) по дли- 


нам сторои определить 
нельзя;  Д) такого тре- 
угольника не существует. 

10. Диагонали па- 
раллелограмма АВСО пе- 
ресекаются в точке [9] 
(рис. 4). Какому из ука- 


Рис. 4. 


заниых векторов равна 


разность векторов АО— 
— 


Ор? 
— — — 
А) АВ; Б) ВА; В) АБВ; 
3 
Г) БА; Д) нужный вектор 
ие указаи. 


|Х класс 
Алгебра н иачала аиализа 
1. Чему  равеи пре- 


дел „последовател ности 


Хп = 
А) 0; Б) 1: В) 0.5; 
Г} 2; Д) этот предел не 


существует. 
2. Чему равеи предел 


—1 
функции /[ (х) = я | Прин 


х—12 

А) 0: Б) |; В) 0,5; 
Г) 2: Д) этот предел ие 
существует. 


3. Какое из указанных 
миожеств является областью 
определеиия функции 


9 =в(&- + У» 
А) |565; 2] (1 11: ©°[; 

5) | <: 21 П [1; © [; 
в) >; ЛИ Г 
Г) |->; 21ПН; © [; 
Д) |--<; 21 ПИ; © [. 
4. При каких значе- 
график 
изображеи на 
не является 


инях х функция, 
которой 

рисуике 5, 
непрерывной? 


А) пра хЕ - Хз. 
хз. Хан } при х Е !х.. 
х:. Хз]: В) при х Е (Хь, 
хз. ха Г) прин х Е т 
хз}: Д) при Х Е (ха. хз. 

5. Какую производ- 
ную, имеет функция [ (х)— 
=(х +18 

А) 6 (хё-|- 1); 6} 5х 
мери В) Зохи(х нА 
Г} о ДВ оке 

На рисунке 6 изоб- 

№ график  иекоторой 
квадратичной функции. Ка- 
кой из расположениых Под 
ным графиков А}. 6), В). Г) 


Рис. 6. 


может являться графиком 
производиой этой функции? 

Д) ии одии нз графиков 
не подходит. 


Геометрия 


7. Прямая п скрещи- 
вается к прямой №, пря- 
мая Ь скрещивается с пря- 
мой С- аково может быть 
взанмное расположение 
прямых а и (>? 

А) обязательно 
щиваются; }) обязатель- 
ио параллельны; В) обя- 
зательно — пересекаются; 
Г) либо скрещиваются, ли- 
бо параллельны; Д) могут 
скрещиваться, пересе- 
каться, быть параллель- 
иыми. 

8. На поверхиости па- 
раллелепипеда взяты точки 
А. В. С, О). как показаио 


.С— 


скре- 


иа рисунке 7 (А, 


Рнс. 
вершины, ДР — середииа 
ребра). Каково взаимное 


расположение в простран- 
стве прямых АВ н СО? 
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А) пересекаются; 
Б) скрещиваются; В) па- 
раллельны; Г) либо пе- 
ресекаются. либо скрещи- 
ваются;: Д) могут пересе- 
каться. скоещиваться, быть 
параллельными. 

9. ее М 
дниа ребра 
лепипеда р ВСВА 
(рис. 8}. 
жеине вектора ВМ по век- 
а=АВ, Б- АО, 


— сере- 
паралле- 
18: Са)а 
Каково разло- 


=> 1 - > 1 - 
6—5 с; В) б-р с; 


> 1 - > 1 > 
Г) 6—6 Луа-- 5 с. 


10. Каково миожество 
всех возможных значений 


скалярного произведения 
= > 
с-—-@-6, если известио, 


> > 


что длины вектороваи 6 


равны 2 и 3? 
А) 25 ‹<3; Б) 2< 
< с<= 6; В) 0<с= 6; 


Г) —6=с=6: Д)е может 
быть любым действитель- 
ным числом. 


Х класс 


Алгебра н начала анализа 

1. Какая из указан- 
ных Функций является 
решением дифференция ль- 
ного уравиеиня иу”’= — 4? 


А) у= сз ( + =; 
Л 
Буу= 5 («+3 }; 
Ву оз [16х + 3}: 


Г) у ви (х+ 3: 


Д) нужная функция ие 
указана. 


2. Упростите выраже- 


я 
ние 0$ [х—-5- 

А} зтх; Б) с05х; 

—тх; Г) —с0зх; 


д уе иельзя. 
Чему равио значе- 


ние —агссо$ (- =}? 
л 2х 2я 
А) — 3; Б) — 3: В) 3; 
2л 
ГЕ —; 


25 
д) = -- 274, где ВЕЙ. 


4. Сколько существует 


первообразиых Р(х} для 
функции } (х)=с0$ 2х  та- 
ких, что Е (0)=2> 


А) ии одной; Б) одна; 


В) две; Г) четыре; Д) бес- 
конечно много. 
Какую производ- 


Ну НЕЕт фуикция {} (х)= 
= 23%? 


А) т 2. 235; Б) Шт (3х) Х 
х23^; В) т3-23^;Г)Зт2. 23%; 
Д) 2т 3-23. 

6. Какова область оп- 
ределения щи ра= 
Е вова х х)? 

А) и [: с а | 


в) 10; 11; Г) 10.5; °° [1 
д) 10; 0,5 [. 
Геометрия 


7. Плоскость и“ пе 
пендикуляриа КВ 
плоскость В  перпеидику- 
ляриа плоскости у. Ка- 
ково может быть взаимиое 
расположение плоскостей 
аи? 
А) обязательно пер- 
пеидикулярны; 5) обя- 
зательио параллельны; 
В) пересекаются, —ио ие 
перпендикуляриы; Г) лн- 
бо параллельны, — либо 
перпеиднкуляриы; Д) мо- 
гут быть параллельными 
или пересекаться под лю- 
бым углом. 
8. Какой 


векторов а перпен- 
дикулярен плоскости, за- 
даиной уравнением 


из указаи- 


иых 


Ар а=(и: 1; 1); Б) а= 
=(!; —1; 1); Ва =(1; 1:0); 


Га = (1; 0; 1); Д) нуж- 
ный вектор ие указан. 


9. Площадь основання 
правильной пнрамиды рав- 
на $, двуграиный угол прн 
основании равен 60°. Чему 
равиа площадь боковой по- 
верхности пнрамиды? 


А) 25; Б) 
53. г) 25. 
2 


В) 


Д) определить нельзя. 

10. Точка Р — сере- 
днна ребра ОО, прямо- 
угольного параллелепнпе- 
да АВСРА,В,С\О,, имею- 
щего объем И. Чему равеи 


объем пирамнды РАВСО 
(рис. 9)? 
1 
му: И 


1. 1 
В) - !; Пей; 


Д) определить нельзя. 


Модель 
многогранника 
Конелли 


В. Залгаллера 
{«Квант». 1978. № 9) да- 
ется краткое описание 
сделаиной у нас в Харькове 
модели многограиника 
Р. Комелли — замкнутого, 
непрерывно изгибаемого 
миогограниика. Здесь мы 
более подробио расскажем 
вам. как можно построить 
модель такого многогран- 
ника (рис. 1). 

На обложке (с. 2) изоб- 
ражена уменьшенизя в че- 
тыре раза развертка на- 
шей модели, т. е. совокуп- 
иость граней многогранин- 
ка Коннелли г указанием 


В статье 


правила склеивання их сто-` 


Рис. 1. 
рон. Склеиванию с по- 
мощью наклеек — узких 


полосок у края разверт- 
кн — подлежат все пары 
одинаково обозначенных 
сторон. В результате склен- 
вания получается невыпук- 
лый многограиник, имею- 


щий цеитр симуетрия, при- 
чем симметричными явля- 
ются вершины, обозначен- 
ные одинаковыми‘ буквами 
со штрихами н без них). 
ногогранник нмеет 32 гра- 
ии, 24 вершины н 54 реб- 
ра, т. е. его эйлерова харак- 
теристика, как и у сферы. 
равна У ВЫ 
Развертку многогран- 
ника (без наклеек) следу- 
ет вырезать из достаточно 
ллотной бумаги. поточнее 
выполияя все построения. 
Приводим поэтому длины 
ребер модели (в сантимет- 
рах): длниу 1 имеет реб- 
ро С0, длину 3— М$, 


27—45. ВО. 4 /2—РА, 
РВ. РО, Р$, КА, ВВ. ЮО, 
№5, 8— ребра АВ, СК’. 
ОМ и отрезок 05, 
4/5 — ребра МС’, МО, 
мк, МЕ, ММ, 8У2— 
— С), СЕ, СМ, БР. К°, 


12— Ом’, 125 — СО". 


Вдоль ребер СМ’. М'’О’, 
О’М, М$. $5Р. 5, 9С 
и им симметричных, дву- 
гранные углы многогран- 
ника Конелли прин кото- 
рых больше 180°, делаются 
разрезы. ширина которых 
в 1,5—2 раза больше тол- 
щины бумаги. Вдоль ос- 
тальных ребер производят- 
ся неглубокие надрезы, что- 
бы развертка по ним легко 
перегибалась. С изнаики 
на развертку накленвается 
тонкая прочная бумага (на- 
прнмер, калька)в 1—2 слоя. 
Размеры последией должны 
быть такнми. чтобы из нее 
получились и наклейки (ши- 
риной 7—8 мм). Затем уда- 
ляются квадраты РОЮ5 


и Р’9’В"5’. Главные ча- 
сти зарубок Конелли скле- 
иваются в положении, по- 
казанном на рисунке 2 
(ААВР и ААВЮ обращены 


прн этом друг к другу 
лицевыми сторонамн) ®). 
ве“ 
А в 
5 
Рис. 2. 


После этого зарубкн  со- 
бираются на ребрах СМ 
и СМ’. для чего приле- 
гающие к этим ребрам гра- 
ни надо предварительно сло- 
жить лицевыми сторонами 
виутрь. Дальнейший по- 
рялок склеивания указан 
иа наклейках числами 1—8. 
Перед последним скле- 
иванием иебезынтересно 
проследить через  остав- 
шееся «окошко» за про- 
цессом изгибания — много- 
граиника Коинелли. Размах 
изгибаний значительно воз- 
растет. если зарубки сде- 
лать на четырех ребрах 

СМ, СМ’, СМ, С’М' 
А. Медяник 


*) Существенным — мо- 
ментом в построении моде- 
ли был расчет зарубки Ко- 
нелли, в том числе и распо- 
ложения последней относи- 
тельно «лишней» точки со- 
прикосновения. Из свойств 
четырехзвенного механиз- 
ма вытекает, например. что 
такая точка ие может быть 
серединой участка ребра, 
удаляемого при построении 
зарубки (сч. пп. 4, 5, 7 ста- 
тьи В. Залгаллера). 
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ТИ: 
для младших школьников 


Задачи 
1. Заполните пустые клетки на рн- 


сунке 1 так, чтобы сумма чисел, 
стоящих в любых трех подряд иду- 
щих клетках, равнялась пятнадцати. 


2. На рисунке 2 из спичек римскими 
цифрами составлено неверное равен- 
ство. Переложите одиу спичку так. 
чтобы равенство стало верным. 


3. Два квадрата расположены внутри 
полукруга так. как показано на ри- 
сунке 3. Докажите, что площадь 
большего квадрата в четыре раза 
превосходит площадь меньшего квад- 
рата. 


4. Девять одннаковых книг стоят 
меньше десяти рублей, а десять таких 
же книг стоят больше одиннадцати 
рублей. Сколько стоит одна книга? 


5. У народности майя существовал 
очень интересный способ записи чи- 
сел. На рисунке 4 показано, как этим 
способом записывались числа 1, 5. 
17, 137. Установите, почему эту си- 
стему счисления считают двадцатерич- 
ной, и запишите в ней число 1979. 


ня бич евр, и 51 


Практикум абитурмента 


Г. Меледин 


Можно ли 
проверить ответ? 


После решения задачи, ‘особенно 
сложной, всегда хочется убедиться 
в правильности полученных резуль- 
татов илн хотя бы в отсутствии оши- 
бок. Существует много способов, поз- 
воляющих быстро обнаружить ошиб- 
ку. Например, можно сравнить свой 
ответ с ответами других или с отве- 
тами, полученными при решении этой 
же задачи другими методами. Одна- 
ко такие возможности бывают далеко 
не всегда. 

Рассмотрим несколько приемов, 
которыми широко пользуются физи- 
ки. Это — проверка ответа на раз- 
мерность, проверка иа симметрию, 
исследование частных (или предель- 
ных) случаев и, наконец, контроль 
за областью допустимых значений. 

Чтобы можно было проверить 
ответ одним из этих способов, надо 
получить его в алгебраической (бук- 
венной) форме. 

1. Проверка на раз- 
мерность не нуждается в особых 
комментариях — при подстановке 
размерностей величин, входящих н 
формулу, я итоге должна получиться 
размерность искомой величины. (Ра- 
зумеется, все параметры надо выра- 
жать в одной и той же системе еди- 
ниц.) С точки зрения такой проверки 
ответ удобно записать так, чтобы 
сразу была видна его размерность. 
Для этого обычно выделяют или без- 
размерные отношения, или устойчи- 
вые размерностные сочетания пара- 


В 
метров типа | |/х (размерность дли- 


ны), рёв (размерность давления), 
И Пе (размерность времени) и т. п. 

В качестве примера рассмотрим 
такую известную задачу: 

Задача 1. Через неподвижный 
блок  перекинута  незакрепленная 
нить, на концах которой подвешены 
грузы массой т, и т» (рис. 1). Найти 


натяжение |Т] нити при движении 
грузов. 
. т 2тт, 
Ответ: ЕЕ ИИ 


Проверим размерность. Произве- 
дение масс, деленное на их сумму, 
имеет размерность массы, а умно- 
женное на ускорение — дает размер- 
ность силы. Следовательно, размер- 
ности левой и правой частей формулы 
для натяжения нити совпадают. 

2. Проверка на симмет - 
рию менее известна. Она заклю- 
чается в следующем. Если в условие 
задачи какие-то одинаковые по раз- 
мерности параметры входят таким 
симметричным образом, что 
при перестановке индексов, нумерую- 
щих параметры, задача не меняется, 
то такая же симметрия долж- 
на быть и в ответе. 

Так, в задаче | натяжение нити 
не зависит от того, слева или справа 
от блока находится более тяжелый 
груз и каким из двух индексов — 
1 или 2 — обозначена его масса. 
Значит, ответ не должен измениться 
при замене т, на т, и т, на т,. 
Другими словами, выражение для 
натяжения нити должно быть сим- 
метричным относительно т, и т.. 
Приведенный ответ этому действни- 


Рнс. 1. 


кс. 2. 


тельно удовлетворяет — и произве- 
дение, н сумма масс являются сим- 
метрич ными комбинациями парамет- 
ров т, и то. 

Приведем еще один пример, где 
есть подобная симметрия. 

Задача 2. Три конденсатора 
одинаковой емкости имеют заряды 
91, 92 и 93 соответственно. Потом 
их соединяют, как изображено на 
рисунке 2. Найти установившиеся 
заряды на конденсаторах. 


Ответ: ив. - 
. Н6.=ю: = 
9>= 92 я 9з.. 
9з= м9. 


Ясно, что ничего не изменится, 
если мы последовательно сменим 
нумерацию зарядов (4, — 9.. 9. — 
— 93, 9: — 91} — это всего лишь по- 
ворот картинки. Ответ должен де- 
монстрнровать такую же симметрию 
по отношению к циклическим пере- 
становкам. Несложно убедиться, что 
наш ответ обладает этим свойством. 

Для удобства контроля симмет- 
рию по параметрам в ответе надо со- 
хранять. 

3. Проверку на част- 
кых случаях проводят так. 
Выбирают простейшие значения па- 
раметров задачи, для которых ответ 
очевиден, и смотрят, дает ли полу- 
ченная общая формула для этих ча- 
стных значений параметров такой же 
результат. 

Обратимся еще раз к задаче о бло- 
ке. Если любая из масс — т, или 
т, — равна нулю, то другая масса 
свободно падает, и нить не натянута. 
Такой же нулевой результат полу- 
чается и из ответа. 
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(Заметим, что обращение получен- 
ного результата в нуль при нулевом 
значении одного из параметров обыч- 
но связано с тем, что этот параметр 
входит в ответ в виде множителя, 
может быть — в какой-то степени. 
В более сложных задачах так бывает 
лишь в предельных случаях: 
при очень больших или очень малых 
значениях выбранного параметра.) 

Рассмотрим еще случай равных 
масс: т, = т, = т. При этом грузы 
или покоятся, или движутся равно- 
мерно. Следовательно, натяжение ни- 
ти должно быть равно весу одного из 
грузов. Нетрудно видеть, что фор- 
мула дает тот же результат. 

4. Иногда при проверке на част- 
ных случаях обнаруживается несов- 
падение результата в частном случае 
и результата, полученного из общей 
формулы. Обычно это объясняется 
тем, что взятое наугад частное значе- 
ние параметра не попало в об- 
ласть допустимых зна- 
чений. Такая неприятная возмож- 
ность говорит о необходимости со- 
провождать ответ указанием области 
допустимых значений параметров. 

Вот характерный пример: 

Задача 3. К телу массой т, нахо- 
Оящемуся на горизонтальной поверхно- 


сти, приложена сила Е, направлен- 
ная вниз под углом @& к горизонту 
(рис. 3). Коэффициент трения между 
телом и поверхностью равен №. Найти 
ускорение тела. 
Типичный ответ: 
ат Гоа (ме + [Е | пе} 
т х р 


ыы 


Рис. 3. 


Очевидно, что, если тело не тя- 
нуть, оно ускоряться не будет. `Про- 
- - 


верим это: при |Р| = 0 |[а| == —Ве5Е 
5= 0! В чем же дело? 

Оказывается, правильный ответ 
должен быть таким: 


[о-ва (та +1 |тоа) 
т 
тр. ктв 
рн [Е |> с0$ @ — па , 


[а | = 0 при 0 [|< ——*"* 

С05 & — Е зт а ` 
Таким образом, для |Р]| = 0 нужно 
пользоваться не первой, а второй 
формулой, и тогда никакого противо- 
речия не наблюдается. 

В заключение отметим, что все- 
гда, когда в ответе появляется раз- 
ность под знаком радикала или ло- 
гарифм, обязательно надо находить 
область допустимых значений. Осо- 
бого внимания требует разность в 
знаменателе; в этом случае надо не- 
медленно проверить, при каких зна- 


чениях параметров знаменатель мо- 
жет обратиться в нуль. Нередко это 
приводит к обнаружению ошибки. 
В нашем случае при с05 < < # эта 
тело нельзя сдвинуть с места никакой 
сколь угодно большой силой — про- 
изойдет «заклинивание». 


Упражнення 

1. Лодка длиной Г. и массой М стоит. 
прнткнувшись носом к берегу. Человек мас- 
сой т, желая сойти на берег, начинает ид- 
ти из дальнего конца лодки. На какое рас- 
стояние х лодка отойдет от берега, когда 
человек дойдет до носа лодки? Не решая 
задачи, выясиите. какой пл двух ответов 
правильный: 


а ИХ 
= м илн Хх = Мт ы 


(Рассмотрите предельные случаи.) 

2. Нарнсуйте приблизительно графнк 
завнсимости проекции } на оптическую 
ось снлы давления света на линзу от рас- 
стояния х до точечного источиика света, 
находящегося на главной оптической оси 
линзы. Размеры лиизы считать неогранн- 
ченно большимн, отражение и поглощение 
света лннзой ие учитывать. (В качестве 
частных случаев рассмотрите. например, 
такис: х=:0, х=ЁР (РЬ—фокусное расстояние 
линзы). х=:2Ё. х-—5со.) 


(Начало см. с. 20, 32} 


27, 29а); А. Нурсеитов (Алыа-Ата) 16а). 
6. 21; И. Ныжник (Новосибирск) 21; 
А. Окропидзе (Тбилиси) 26; А. Опарий 
(Москва) 16, 18. 19а), 21, 22. 236), 24. 26— 
29. 30а); А. Павлычев (Рига) 26; А. Галанд- 
гиян (Ереван) 26; Е. Палош (Ворошилов- 
град) 16а), 21, 26; А. Пантелеев (Ростов- 
на-Дону) 26; В. Питенко (Пуховичский 
р-и Минской обл.) 27, 28; А. Ничуговский 
(Воронеж) 26; Т. Подстригач (Львов) 19а), 
21. 26—28, 30а); Л. Полтерович (Москва) 
16, 24; А. Попелюхин (Киев) 16. 21, 22, 
23а), 24, 26—28: С. Пошехонов (Энгельс) 
26; В. Процишин (с. Песчаное Павлодар- 
ской обл.) 168); Ч. Пуричамиашеили (Тби- 
лиси) 16а). 26; А. Пурэе (МНР) 26; С. Пу- 
тинцев (Невикномысск) 18—25; Б. Раби- 
нович (Тула) 18. 22. 26. 30а); Д. Рамзаев 
(Тбилисн) 26; В. Рогозин (Щелково) 16а), 
6); И. Ройзмон (п.г.т. Калиновка Вин- 
инцкой обл.) 27. 28. 308): И. Савенков 
(р. п. Лысые Горы Саратовской обл.) 16, 
21. 28, 30а); Ю. Саенко (Жданов) 26, 30а}; 
Н. Санарцев (Уфа) 21; А. Сарчимелия 
(Тбилиси) 26—28, 30; С. Севастюк (Не- 
винномысск) 16а). 6); М. Севрюк (Москва) 
16—24, 26—30; П. Селиванов  (Семнпа- 
латниск) 21, 22, 23а); А. Сивацкий (Ле- 
нинград) 16, 18, 19, 21, 22, 24, 26, 28, 30а); 
С. Сидоренко (Брянск) 18; М. Случ (Моск- 
ва) 21; Л. Сромин (Ленинград) 21. 26. 28; 


С. Стадниченко (Пенза) 18а), 6}, 21. 22. 
24. 26, 28; М. Стрешинский (Донецк) 21; 
Ф. Сукочев (Ташкент) 16—29; О. Тавгень 
(Минск) 16а). 27; Р. Тагиев (Масаллинский 
р-н АзССР) 26; К. Таталян (Ереван} 16, 
19а). 21, 27—29. 30а}; Д. Тимофеев (Горь- 
кий} 16а); М. Торосян (Ереваи) 16а), 6), 
18, 20—22, 24, 26. 27; Н. Трифонов (Канск) 
16а). 6). 19а), 20—22, 25. 26, 28; В. Тро- 
фимов (Москва) 27: Ю. Трофимчук (п. г. т. 
Калиновка Винницкой обл.) 26; Д. Ту- 
раев (Горький) 18, 19а). 20, 26, 27, 30а): 
В. Уманский (Баку) 18а). 6), 21. 27. 28; 
А. Унанян (Севан) 21, 22. 24; А. Фатиул- 
лаев (Баку) 26; С. Хосид (Алма-Ата) 16, 
18, 19, 21, 24, 26. 28: К. Христов (НРБ) 16, 
18, 198); Л. Цаленко (Москва) 18. 19а). 
21, 22, 24, 26. 28; 3. Цихистави (Телави) 
16а). 21; А. Чаллыгин (Ннколаев) 16а). 
6). 18. 19а); О. Чечель (Москва) 26—28; 
В. Шарафян (Ереваи) 18, 26; Н. Шаромет 
(Москва) 21, 28; Г. Шахбазян (Ленинград) 
19а}; Е. Шкляр (Гомель) 2; В. Шматен- 
хо (Ангарск) 26; М. Эргашев (Фергана) 
16а). 6); 4. Ялышев (Тула) 16. 19а). 26. 
308); В. Ясинский (Вининца) 21. 


Физнка 


В. Абаджаев (Львов) 28. 31; К. Абдуха- 
ликов (Алма-Ата) 23, 24; Е. Абрамочкин 
(Куйбышев) 24; Е. Александрова (Глазов) 
24, 26, 28, 29. 31: А. Ашкинази (Москва) 
(Окончание см. с. 58} 
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Варианты вступительных экзаменов 
в вузы в 1978 году 


Московский 
автомобильно-дорожный 
институт 


Ииститут основан в 1930 г. н является 
одним из крупнейшнх высших учебных 
заведений страны. 

В ннституте обучаются по 14 специаль- 
ностям более 10 тысяч студентов. В его 
составе факультеты: дорожно-строитель- 
ный, строителдьства аэропортов. экспаца- 
тации автомобильного транспорта. ор- 
ганизации перевозок и движения. дорожных 
мащин. гидравлики и систем управления 
на транспорте п в строительстве. кон- 
структорско-механический, инженерно-эко- 
номинеский. 

Выпускники института направляются 
на работу п отраслевые научно-исследо- 
вательские институты, коиструкторские 
бюро, заводы автомобильной промышлеи- 
ности, проектные организации, авторе- 
монтные заводы. автотресты, крупные авто- 
мобильные хозяйства, органы ГАИ, до- 
рожно-строительные организацин. 

Срок обучения п институте: дневного — 
5 лет, вечериего — 5 лет и 9 месяцев. 

Студенты института ведут большую на- 
учно-нсследовательскую работу в областн 
теоретическнх‹ н практических проблем 
автомобильного транспорта н дорожно- 
стронтельного машиностроения, дорожно- 
мостового и аэродромного строительства. 

Поступающие в МАДИ сдают вступи- 
тельные экзамены по следующим дисцип- 
линам: русскому языку и литературе (со- 
чинение): математике (письменно в устно}: 
физике (письменно). 

Прнемные экзамены проходят с [ по 
20 августа — для дневного обучения, с 
11 августа по | сентября — для вечернего 
обучения. 


Математика 


Письменный экзамен 

Варнант |! 

1. Найти высоту цилнндра нанболь- 
шего объема. который можно вписать п 
шар радиуса К. 

2. Вычислить площадь фигуры, ог- 


раниченной линиями у = —— + 1 х=Ти 
касательной, проведенной в точке 
3 я 1 
2; 2} к кривой у = + 1. 
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3. Решить уравнение 
С0$ Х — ©0$ 5х = 4 с05 х - т х. 
4. Решить неравенство 


Зх +7 } 
бх— 2—9 < ХИ - 


5. Решнть систему уравнений 
Гохти—1 ка ты 


| .3Х 103 2-тиу-107; 2—2 + 


В. 
| 
х. 109: 2— и. Ю&: 2—2 _ — 
+3 = 
Варнаит 2 
1. Найти экстремумы — функцин 


2х— 1 
у= СИ и указать интервалы воз- 


растания н убывання. 

2. Вычислить объем тела. образован- 
ного при вращении вокруг оси Ох фигуры, 
ограииченной линиями у-=хЗ. и=1, х-=3 

3. Решить уравнение 


1 1 16 


ГЕ соб х КТ х = И 


4. Решить перавенство 


х—4 
108. ЗБ < |. 
5$. Решить уравнеиие 


51 +168, х + 51080. аьх — | Ри 2% 
Ф инзика 


Письменный экзамен 

Вариант 1 

1. Давление. Единицы давления. За- 
кон Паскаля для жидкостей и газов. Прин- 
вип устройства гидравлического пресса. 
Давление жидкости на дно н стеики со- 
сула при действин на иее силы тяжести. 
Сообщающнеся сосуды. 

2. Тела массой т,=3 кг и т. кг 
связаны невесомой н нерастяжнмой нитью 


(рис. 1). С каким ускорением |а | движется 
тело массой т,. если коэффициент трения 
его о поверхность стола и=:0,2? Каково 


натяжение нити |7]. связывающей оба 
тела? Массой блока можно пренебречь. 
Трение в блоке отсутствует. Плоскость 
стола горизонтальна. 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


Рис. 4. 


3. До какой температуры Т, нужно 
нагреть воздух. первоначально находя- 
щнйся при температуре Т,-293 К, чтобы 
сго объем удвонлся. еслн давление при этом 
не меняется? 

4. Определите ЭДС © н виутреннее 
сопротнвленне г аккумулятора. если при 
токе /, 4 А он отдает во внешиюю пепь 
мощность Р,—7,2 Вт, а прн токе /,= 
-6бА =—= Р.—9,6 Вт. 

5. На рисуике 2 дан ход луча АВС 
через тонкую рассенвающую лнизу. Опре- 
делите построением положение главных 
фокусов лнизы. Дайте пояснение. Ука- 
зание. Используйте метод побочной оси. 


Вариант 2 


1. Магиитное поле. Магнитная ин- 
дукция. Снла, действующая на проводник 
с током в магнитном поле. Сила Лоренца. 

2. Шарик массой т. летящий гори- 


зоитально со скоростью у. ударяет п рав- 
нобедреиную призму массой Л и после уда- 
ра движется вертикально вверх (рис. 3). 
Считая удар абсолютно упругим. найдите 


скорости шарика и, и призмы и. после 
удара. Сопротивлением воздуха и трением 
прнзмы о горнзонтальную подставку можно 
пренебречь. Прнзма до удара поконлась. 

3. Состояние газя менялось в соот- 
ветствии е диаграммой, приведенной на 
рисунке 4. Известны следующие парачет- 
ры газа: р, =2.10$ Па; р. 1.5-10° Па: 
У =Е м3; Г.3—-2 м3; И,-1.5 м*. Вычис- 
лите работу, совершениую Газом при пе- 
реходе из состояния / и состояние 4. 

4. Два заряда. по 9==10-8 Кл каж- 
дый. находятся на расстоянни Ю, 90 см 
друг от друга. Какую работу надо совер- 
шить, чтобы сблизить их до расстояния 
ю. -30 см? 

5. Взаимно перпенднкулярные лучн 
1 н 2 {рис. 5) идут из воздуха в жидкость. 
У первого луча угол преломления В, = 30°. 
у второго — В, `-45”. Найдите показатель 
преломления й жидкости. 


М. Воробьева, Е. Давыдов, 
Ю. Рахштадт. Е. Фигуровская, 
А. Лохлов. В. Черненький 


Московский 
инженерно-строительный 
институт им. В. В. Куибышева 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 

1. Двое рабочих за смену изготовили 
вместе 72 детали. После того. как первый 
рабочня повысил пронзводительность тру- 
дз на 15%». а второй на 25°». они сталн из- 
готовлять за смену 86 деталей. Сколько 
деталей изготавливает каждый рабочий за 
смену после новышения ироизводитель- 
ности труда? 
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2. В кубе, ребро которого равно а. 
центр верхией грани соединен г вершинами 
основания. Найти полную поверхность 
образовавшейся пирамиды. 

3. Решнть уравнение 


их 
Е -?. 

4. Решить уравнение 
$102 х - сок + 1 = 0. 


5. Даны функции /(х)=4—15х2— 2х3 
и 4$(х)- 2х3--18х-Е 1. При каких значе- 
ниях х будет выполияться иеравеиство 


Р <) к 
ео >°. 
Вариант 2 
1. Для оплаты пересылки четырех 


бандеролей понадобились 4 различные пон- 
товые марки на общую сумму в2р. 80 коп. 
Онределить стоимость марок, приобретен- 
ных отправителем. если эти стоимости 
составляют арифметическую прогрессню, 
а самая дорогая марка в 2,5 раза дороже 
самой дешевой. 

2. Вычислить отношенне площадей 
квадрата. правильного треугольника и пра- 
вильного шестнугольника. вписанных в 
одну и ту же окружность. 

3. Найти область определения фуик- 
ция 


1) = Ув —2). 
4. Решннть уравнение 
25 2х - Зи х — 5-0. 

5. Какой угол образует г осью абсцисс 
касательная к параболе у— х?--4х—17, 
проведенная в точке М(2,5;—0,75)? За- 
писать уравнение этой касательной. 


Устный экзамен 


Бнлет 1 
1. Свойства функции у-{фрх н ее 
график. 


5. Теорема косииусов. 


3. Найдите восьмой член геометри- 
ческой прогрессин ($;). если В, = 729 
2 
н4-- 3. 
4. Решите неравенство 
10; 0,7 
0. 
Ю8з (-2—1)— 2 
Билет 2 
1. Достаточное условие  экстремума 


функцин. 

2. Признак нерпендикулярности двух 
плоскостей. 

3. Решите неравенство 


2 


ЕЕ >1 


4. Решиге уравнение 
3—6 - 7. 
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Физика 


Задачи устного экзамена 


1. Два автомобиля движутся навстре- 
чу друг другу, однн — с начальной ско- 


ростью | о == 36 км/ч и ускорением 


> 
[а | == 0,3 м/с?, а второй — с иачальной 
скоростью | из | — 54 км/ч 


ем аз | = 0.5 м/с?. Через сколько вре- 
мени встретятся автомобили н какое рас- 
стояние до встречи пройдет каждый нз 
ннх, если иачальное расстоянне между ав- 
томобилями $=250 м? 

2. Деталь отлнта из силава железа и 
никеля. Определнть, какой процент по 
объему составляют железо и ннкель, я 
также объем всей детали, если деталь в 


воздухе - весит [2.1 =: 33,52 Н, 


де— |Р‚| = 29.60 Н. Плотность железа 
г1= 7.8 г/смз, никеля р.-: 8.8 г/см3. 

3. Тело массой т--| кг соскальзы- 
вает с наклонной плоскости длиной {= 
=22 м, которая образует с горизонтом 
угол а:=30”. Скорость тела у осиовавия 


и ускорени- 


а в во- 


> 
горы равна |у}-—4 м/с. Какое колнчество 
теплоты @ выделнлось при тренин тела о 
плоскость, еслн начальная скорость тела 
была равна нулю? 

4. Медный шар днаметром 4:=1 см 
помещеи в масло. Плотность масла р-= 
== 8. 10? кг/мЗ, диэлектрическая проннца- 
емость =—=5. Чему равен заряд шара, еслн 
и однородном электрическом поле шар ока- 
зался взвешенным в масле? Электрнческое 
поле направлено вертикально вверх, и его 


напряженность {Е |-=4- 108 В/м. 

5. Пловец. нырнувший с открытыми 
глазамн, рассматривает из-под воды све- 
тящийся предмет. находящнйся над его 
головой на высоте й--75 см над поверх- 
ностью воды. Какова будет вндимая вы- 
сота Н предмета над поверхностью воды? 
Показатель преломления воды п--3:3. 

Т. Есина, 
В. Пугачева 


Московский 
институт 
химического машиностроения 


Подробно об этом институте можно прочи- 


тать в «Кванте». 1978, № 7. 
Математика 
Писеменный экзамен 


Варнант 1 
1. Решить уравиение 

с05х - Шх- И со 2%). 
2. Решить неравенстно 


1000 ха. то х=2. 


3. Основанием пирамиды служит пра- 
вильный треугольиик. Две боковые грани 
пирамиды перпеидикуляриы к плоскости 
ее основания, а третья грань образует с 
плоскостью осиования угол а. Высота иа- 
ябольшей грани пирамиды равна А. Найти 
ее боковую поверхиость. 

4. Исследовать функцию  у=2х- 
3х3 —12х--5 на максимум и миинмум. 

— — 

5. Векторы АВ=(3; —2; 2) н ВС= 
=(—1; 0; —2) являются смежными сто. 
ронамн параллелограмма. Определнть ве. 


—ы 
личину угла между его днагоналями АС 
и ВБ 


Вариант 2 
1. Доказать тождество 


2 т 20; -- зт 4а 
2 (с0$ © -{- с05 3а) 


2. Решить уравнение 
За+х— 2.3: — 7. 

3. Угол между днагоиалями основа- 
иия прямоугольного параллелепипеда ра- 
вен &. Диагональ параллелепипеда равна 
Г и составляет с плоскостью основания 
угол В. Найти объем параллелепипеда. 

4. Найтн 


= с0$ ©4824. 


х? — 1 


Пт аут. 


х-+1 
5. Найти площадь фигуры, ограин- 
х 


чеиной линиями х—2и-|- 
-+-2=0. х==2. 


Физика 


не 


Задачи устного экзамена 


1. В стеклянный цилиндр днаметром 
О=3 см налито У=5 литров масла при 
температуре {=20°С. Какова будет высота 
столба масла при #:=30°С? Коэффициеит ли- 
нейного расширения стекла В=9. 10-8К—. 
коэффициеит объемного расширения 
масла &«=10,18.10-—* К-*. 

2. В сообщающихся сосудах находится 
ртуть; диаметр одного сосуда в четыре ра- 
за больше днаметра другого. В узкий со- 
суд наливают воду; высота столба воды 
}=80 см. На сколько опустится “уровень 
ртутн в узком сосуде и на сколько он под- 
нимется в широком? Плотность воды рв= 
= г/см, плотиость ртути ррт= 13,6 г/смз. 

3. Из баллона выпустили половину 
массы газа, при этом температура газа по- 
низилась от #1=27°С до 14=-—73°С. Во 
сколько раз уменьшилось давление в бал- 
лоне? 

4. В комнате, объем которой У= 
=100 мз. температура воздуха понизи- 
лась от {1 =25°С до #;=15°С. Сколько во- 
дяных паров прн этом скондеиснровалось. 
если абсолютная влажность насыщающих 
паров прн 25°С равна р.=23 г/м3, а при 
15°С — ра=12,8 г/мз. Относительная влаж- 
ность воздуха вначале была равиа г,—= 
=90%. 

Л. Милованова 


Московский институт 
электронного 
машиностроения 


Подробио об этом ниституте можно про- 
читать в «Кваите», 1978, № 6. 


Математнка 


Письменный экзамен 

Варнаит |1 

1. Решнть уравиение 

6 $13 х -- 5 с05 х — 7 = 0. 

2. На координатной плоскости заданы 
точки А (1; 0}, В (0; 1 и Сб5; 5). Вы- 
числить площадь треугольника АВС н 
указать все перемещения плоскостн, при 
которых он переходит в себя. 

3. Выписать три первых члена по- 
следовательности с общим членом 


хи = АЗ 2 +668 +3. 


Какие из следующих чисел являются чле- 
нами этой последовательности: 546, 548, 
19781978? 

4. Найти интервалы монотсниости п 
точки экстремума функции, заданной ра- 
венством 

РЕЗ ШЕЯ фм - 41. 
Построить график этой функцни. 

5. Решнть уравиение 


Ро) = — РГ. 
где [(х) = т (У9щйх Е — 3х). 
Варнаит 2 


1. Решнть уравненне 


14 
пов (9 + с05 :) + 


4+1, ( т еж») = 3. 


2. Найти образ точки А (2; 7) при по- 
вороте координатной плоскости вокруг 


точки М (2; 3) на уг —-- . Найти образ 


еще одной точки (по Вашему выбору). Най- 
ти образ точки С (—4; 8) при этом пово- 
роте. 

3. Провернть, какое из чисел больше: 


Сб; или СЗ, + С%,, и найти все значения 
п, для которых С < г + с. 


4. Найти иаибольшее и наименьшее 
значения функции 


Кю = @и-— - 2а-ах |- 7х —3 


на отрезке (0,14; 1]. 
5. Назовем число а хорошим, 6сли 
для всякого х выполняется иеравенство 
2х3 2х +3 
же х-1 


а. 
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а) Доказать, что число 4 является яо- 
рошим числом. 
6) Найти все хорошие числа. 


Варнаит 3 
1. Решить уравнение 
2х — 6] с05 х = х — 6. 

2. Даны две вершины равносторои- 
него треугольника А (2; 0) и В (0; 2) Най- 
ти его площадь и координаты третьей вер- 
шины С. Указать все перемещения плос- 
кости, при которых треугольник АВС 
отображается на себя. 

3. Перечислить все возможные спо- 
собы распределения обязанностей между 
пятью турнстами, если одни из них должен 
собирать дрова, двое — готовить ужин, 
а остальные — ставить палатки. 

Сколькими способами можио распре- 
делить обязанности среди 24 туристов, 
если требуется составнть из них четыре 
группы, трн нз которых состоят из четырех 
человек? 

4. Найти все первообразные для фуик- 


ЦИН 
Кх) = (2х —3). х— 2 
я промежутке ]—3; 1[ и в промежутке 
ЕЗ 
5. Найти нанменьшее значение функ- 
ции 


1 = 3+ 24 ие; -5- Р. 


Выяснить, имеет ли решение неравенство 


К)<4,5. 


Ф изыка 
Задачи устного экзамена 


1. Из точек. расположенных ина по- 
верхностн Земли иа расстоянии $5=35,4 м 
друг от друга, одновременио бросают два 
тела под углами 9, =60” и @,=230° к го- 
ризонту таким образом, что горизонталь- 
ные составляющие скоростей тел инаправ- 
лены иавстречу друг другу. Через сколько 
временн после начала движения тела столк- 
нутся в воздухе? Скорость первого тела 


> 


©: такова, что если бы не произошло столк- 
новения, оно приземлилось бы в той точке, 
нз ме было брошено второе тело. 

2. Три тела одинаковой массой те= 
—=1 кг лежат друг на друге, как показано 
на рисунке 1. Коэффициент трения между 
теламн Ги 2 равен &,—0,1, а между тела- 
ми 2 и 3 — №. = 0,2. Коэффициент трения 
между телом 3 и полом — 2.=:0,Г. Тело 2 
тянут с некоторой горизонтальной снлой 


е 
Е. Прн какой абсолютной величние силы 
+ 


Е возможно такое движение этих трех тел. 
при котором тела Ги $ остаются п покое 
друг относительно друга? Определить ус- 


корения @;, @2 и а. всех трех тел при этом 
денженин. 

3. Доска какой нанбольшей длины 
1 пах может быть забита между двумя вер- 
тикальными стенкамн, расположениыми на 
расстоянин /-=2 м друг от друга (рис. 2), 
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Рис. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


если коэффнциеит трения между доской и 
стеиками #=0.2? Доску рассматривать 
как недеформирующуюся и весом ее пре- 
небречь. 

4. При ударе п горизонтальную плиту 
тело потеряло }-=0.1| своей энергии. Не- 
посредственно перед ударом тело имело 


скорость 95 (| 98 | = 4,9 м/с). направлен- 
ную под углом а =-60° к горизонту. На ка- 
ком расстоянии я от места удара тело вто- 
рично столкнется с плитой? Грение при 
уларе между плитой н телом отсутствует. 

$. Тело совершает гармонические ко- 
лебания с частотой У%-1! Гц. Напнсать 


уравненне колебаний этого тела, если пол- 
ная энергия тела Е=600 эрг, макснмаль- 
ная возвращающая снла ЁЕы=3-10-3 Н, 
а начальная фаза Фо=30°. 

6. В цилнндре плод невесомым поршнем 
площадью $=100 см? находится М=1| кг 
воды при температуре 1.=0°С. В цилиндре 
включают нагреватель мощностью Р= 
—=500 Вт. На сколько поднимется пор- 
шень за {=15 мин работы нагревателя, если 
атмосферное давление р=760 мм рт. ст., 
а удельная теплота парообразовання воды 
А=539 кал/гР Считать, что все джоулево 
тепло ндет на нагреванне воды. 

7. Определить заряд батарен конден- 
саторов, нзображенной на рнсунке 3, 
еслн к клеммам АВ приложено напряженне 
{=100 В, а емкости конденсаторов рав- 
ны С=2 мкФ и С.=| мкФ. 

8. Опредейнть заряды конденсаторов 
емкостью С=4 мкф нС.-=2 мкф (рнс. 4}. 
если Ю,-=100 Ом, Ю.=300 Ом, #,-=10 В. 
&.=15 В и 4—5 В. Внутренние сопро- 
тивлення нсточников тока равны нулю. 

$8. В широкий сосуд с плоским дном. 
наполненный водой. помещена линза, фо- 
кусное расстоянне которой в воде равно 
Е=22 см. Линза расположена горизон- 
тально и окружена непрозрачным плоскнм 
экраном. Дно сосуда находнтся в фокаль- 
ной плоскости лнизы. Найтн диаметр О 
светлого пятна на дне сосуда, если поверх- 
ность воды освещается рассеянным светом. 
Показатель преломления воды л--1.33. 

10. Телескоп имеет объектив с фокус- 
ным расстояннем Роб=150 см и окуляр с 
фокусным расстояннем Рок=10 см. Изоб- 
ражение объекта. сформированное объек- 
тнвом, рассматривается в окуляр как в 
лупу. Каков угловой размер у полной Лу- 
ны, рассматриваемой в этот телескоп. если 
при наблюдении невооруженным глазом 
ес угловой размер у’. 31"? 

Г. Ефашкин, 


В. Тонян 
Московский 
экономико-статистический 
институт 


В настоящее время МЭСИ заннмает веду- 
щее положение в стране по подготовке 
экономнстов-статнстиков и инженеров-эко- 
номнстов по механнзированной обработке 
экономической ннформацин. Ведется также 
подготовка кадров по специальностям «эко- 
номическая кибернетика», «прикладная ма- 
тематнка» и «автоматнзированные снстемы 


управлення». 
В инстнтуте имеются следующие фа- 
культеты: 
1. Факультет статистики готовит 
экономнстов По сиециальности «статнс- 


тика». Факультет имеет дневное и вечер- 
нее отделения. 

2. Факультет 
роботки экономической 


механизированной 0©6- 
информации го- 


товит специалистов йо двум специальнос- 
тям: «организация механнзированной ©б- 
работки экономической ннформации» п 
*автоматизированные снстемы управле- 
ННЯ». 

3. Факультет экономической  кибер- 
нетики готовит спецналистов по двум спе- 
циальностям: «экономнческая — кнберне- 
тнка» И «прнкладная математика». 


4. Заочный факультет готовит спе- 
циалистов по двум специальностям: «ор- 
ганизацня мехаинзнрованной обработки 
экономической ннформацни» и «статистн- 
ка». 

Абитурненты, избравшне специаль- 
ности «органнзация механизнрованной об- 
работки экономической ннформацин». «прн- 
кладная математика» П чавтоматизирован- 
ные снстемы управлення», сдают экзаме- 
ны: математика (два экзамена письменно). 
фнзика (пнсьменно), русский язык и ли- 
тература (сочиненне). Абитуриенты. же- 
лающие получить специальности «статнс- 
тнка» и «экономическая кнбернетика»х. сда- 
ют экзамены: математика (два экзамена 
письменно). исторня СССР (устно). рус- 
ский язык и литература (сочинение). 


Инстнтут имеет подготовительное от- 
деление с дневной формой обучения. Прн- 
ем документов с | октября по 10 но- 
ября. 

На письменных вступительных эк- 
заменах по математике н физнке в МЭСИ 
каждый абнтуриент получает свой чва- 
ркант». (Варнанты комплектуются вычнс- 
лительной машнной.) Поэтому мы печа- 
таем ие варизнты, а тниовые задачи. 


Математика 


1. В каждом нз двух сосудов содер- 
жится некоторое колнчество воды. Еслн из 
первого сосуда перелить во второй 25% 
нмеющегося в мем колнчества воды. то во 
втором сосуде окажется воды вдвое боль- 
ше, чем п первом. Если же, наоборот. нз 
второго сосуда перелить п первый 11 лит- 
ров воды, то в первом сосуде окажется 
втрое больше воды. чем во втором сосуде. 
Сколько литров воды было первопачально 
во втором сосуде? 

2. Из двух городов выехалн одновре- 
менно навстречу друг другу два автомо- 
биля. Первый автомобиль за три часа про- 
шел 0.08 всего расстояния между города- 
мн. а второй — за 2.6 часа 7'120 этого 
расстояния. Найти {в км/ч) скорость вто- 
рого автомобиля. если до места встречи 
первый автомобнль прошез 800 км. 

3. Упростить выраженне 


а--1\2 . и ‚8 --1 2а 
— | +3|: 2-1. аа. 
4. Вычислить выраженне 153 < -|- с(3 с, 
если известно. что Ш -- сша = 3. 
5. Вычислить без таблиц 
— 27 бп 10°. (2 т 35° —0,5 ес 5° — 
— с0$ 40?-с03е$ 57). 
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6. Найтн действнтельный корень урав- 
нення 


х+8 3—2 +16 
эр яв =- 2. 


7. Найти (в градусах) нанбольшее ре- 
шенне уравнення 


З $2 х— 3 -- <? х. (их 1) = 3 -утоа, 


и Ва условням — 90° хж 90°. 
8. Найтн коэффициент 6 в уравнении 
5х - 6х — 28 -- 0, если нэвестно, что корни 
уравнения находятся в зависимостн 5х, -- 
+ 2 = 1 и В — целое число. 

9. Решить систему уравнений 


и —х=7, 


счнтая х< — 3, н вычнслить Зх — бу. 
10. При каком А система уравнений 


(8—2) х-- 279 = 4,5, 
2+ &у= —1 


нмеет бесчисленное множество решений? 
11. Найтн нанбольшее целое значение 
х. удовлетворяющее иеравенству 


6+1 - зы < Зх+2 БР [9 - 3х. 


$ / 675 

12. Из круга радиуса 3 418 Вы 
резан сектор, который свернут в’ коин- 
ческую поверхность. Подобрать централь- 
ный угол сектора так,’чтобы полученный 
конус имел наибольший объем. В ответе 
записать аелнчину этого объема. 

13. Найтн высоту конуса нанмень- 
шего объема, описанного около полушара 
раднуса Е = УЗ так, чтобы центр основа- 
ния конуса лежал в центре шара. 

14. Дан треугольник АВС, у которого 
м 8В|=15, |В(|=12, |АС]-==18. ентр впи- 
санной окружности делит биссектрису 
угла С на две части: СО н ОР. Во сколько 
раз |С0| больше |ОБ]? 

15. В прямоугольном треугольнике 
меднаны острых углов равны И 156 н У. 
Найтн его гнпотенузу. 

16. Даны трн утверждения: 

а) трехчлен хЗ--х--а неотрниателен 
прн всех х; 

6) функция у—Юйюх убывает; 

в} снстема 


[7 + у =а, 
Ду с05х=2 
имеет едннственное решенне. 
Прн каком нанменьшем значении па- 


раметра а два из этих утвержденнй верны, 
а одно неверно? 


Физика 

1. В последнюю секунду свободно па- 
дающее тело прошло половнну своего пу- 
тн. С какой высоты падало тело? Принять 
8==10 м/с, `У2 = 1,4. 

2. Человек массой тч= 80 кг пере- 
ходит с носа на корму лодки длиной = 
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=5 м. Какова масса лодкн, если она за вре- 
мя этого перехода переместилась в стоя- 
чей воде в обратном направленни на {= 
—=2 м? Сопротивление воды мало. 

3. Уклон учёстка шоссе равен &а== 
=0.05. Спускаясь под уклон прн выключен- 
ном моторе, автомобнль массой т-= 13 т 


движется равномерно сб скоростью |0 |= 
—=60 км/ч. Какова должна быть ‘мощность 
мотора автомобнля, чтобы он мог под- 
ннматься по этому склону с той же ско- 
ростьюй Прннять #=10 м/сз. 

4. В баллоне емкостью У==10-3 м? 
находнтся газ под давленнем р=0,5-10% Па. 
Сколькнмн ходамн поршиевого насоса. 
емкостью Уз‚=200 смз, можно откачать воз- 
дух из баллона до давления рл=6,65 Па? 
Ответ округлить до целого чнсла. 

5. С какой скоростью свинцовая пуля 
должна ударнться о преграду, чтобы рас- 
плавиться, если до удара температура пу- 
ли была {= 127°С? Прн ударе в тепло пре- 
вращается 1=80°%5 энергнн пулн. Удель- 
ная теплоемкость свинца с=1,2х 
х103 ДжИкг-К); температура плавлення 
свинца Гил=600 К; удельная теплота плав- 
лення = 10 Дж/кг. 

6. Два невесомых одинаково заряжен- 
ных шарика подвешены в воздухе на тон- 
ких шелковых ннтях длиной {=1 м, прн- 
чем одна из нитей закреплена в вертн- 
кальном положении, а другая, массой т= 
=5-10-3 кг, — свободная. _ Определить, 
при какой величине зарядов нить откло- 
нится на угол ©=6” (4=10 м/с?; $т я«=0,1). 

7. Вольтметр со шкалой, рассчитан- 
ной на Цу-:5 В, имеет внутреннее сопро- 
тнвление Ру=200 Ом. Определить велн- 
чнну добавочиого сопротнвлеиня, которое 
необходнмо подключить к вольтметру, что- 
бы измерять напряжения до И=100 В. 

8. Электрический чайник имеет две 
обмотки. При включенни одной из ннх чай- 
ник вскнпает через :,=10 мни, прн вклю- 
чении другой — через {,=15 мин. Через 
сколько времени вскипит чайник, если этн 
обмоткн включить параллельно? 

Ю. Определить ЭДС индукции %, воз- 
никающую на концах крыльев турборе- 
актнвного самолета, летящего горизон- 


_ 
тально со скоростью |9|-=900 км/ч, еслн 
размах крыльев самолета [-=36 м, а 
вертикальная проекция нндукции магнит- 
иого поля Земли Ву=5.10-$% Т. 

10. Линза дает действнтельное изо- 
браженне предмета с увеличением Г=2. 
Определить фокусное расстоянне лннзы РЁ, 
еслн расстояние между лннзой и нзобра- 
жением /-=24 см. 

Ю. Коровин, 
М. Мирошникова 


Ленинградское высшее 
ордена Ленина 
Краснознамённое училище 
железнодорожных войск 
ни военных сообщений 
нм. М. В. Фрунзе 


В одном из красивейших мест Ленннграда, 
на Мойке 96, расположено Ленинградское 
высшее ордена Леннна Красиознаменное 
училище железнодорожных войск и воен- 
вых сообщений нменн М. В. Фрунзе — 
одно из старейшнх военно-учебных заве- 
дений Советских Вооруженных Сил. Соз- 
даиное в марте 1918 года, оно по праву яв- 
ляется ровесником Октября. Учнлище в 
1969 году переведено в разряд высших во- 
енных учебных заведений Вооруженных 
Снл СССР. 

Учнлище готовнт высококвалифницн- 
рованных офицеров — комаидиров н ин- 
женеров — для железнодорожных войск 
н оргаиов военных сообщений. 

На командных факультетах (срок обу- 
чения 4 года) готовятся офицеры с высшим 
военно-спецнальным образованием; они по- 
лучают квалифнкацню инженера по стро- 
ительству железных дорог, искусственных 
сооружений (мостов, тоннелей и т. д.), 
по ремонту и эксплуатацин железнодо- 
рожного транспорта н устройств автома- 
тики, телемеханнкн Н связн. у 

На инженерном факультете (срок 
обучения 5 лет) курсанты готовятся по 
тем же специальностям, что и на команд- 
ных факультетах, за исключением специаль- 
иостей «эксплуатация железнодорожного 
транспорта» н «эксплуатация устройств 
автоматики, телемеханикн и связи». но 
получают более глубокую ннженерную 
подготовку. 

Для органов военных сообщений учи- 
лище готовит офицеров ма командном фа- 
культете. где оии получают квалификацию 
инженера по эксплуатацнн  железнодо- 
рожного (водного, воздушного) транспорта. 


Математнка 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Упростить выраженне 


2. В 


найти член, содержащий х в 
степени. 
8. Решнть уравнение 


ии 
разложенин х2 + х Е] ) 
восьмой 


7 1 
$т@х -| с054 х = = + 5 с0$х.с0$ 3х. 


4. Доказать тождество 

16 яп 10° х ял 30° Хх эт 50° х эп 70° х 
Х эт 90° =1. 

5. В конус вписаи шар, поверхность 
Которого равна площади основання кону- 
са. Найти косинус угла прин вершине в 
осевом сеченни конуса. 


Вариант 2 
1. Упростнть выражение 
У 3) — 123] 


+;- 3 
ух- 


ут 


2. Решить уравненне 
18а (х + 12) - юв, 2 = 1. 

3. Решнть уравнение 
$т 2х - с0$ 2х -- яп х - с0$ х + 1 = 0. 

4. Найти отношение поверхности н 
объема шара соответственно к поверхности 
и объему впнсанного в шар куба. 

5. Найти площадь. ограниченную лн- 
ннями ху-7, у=0, х=4, х=12. 


Устный экзамен 


Билет |1 

1. Теорема о непрерывностн дробно- 
линейной функции. 

2. Свойства функцни у=4я х н ее гра- 
фнк. 
3. Формула сннуса суммы и разности 
двух аргументов. 

4. Вычнслнть 


491 — 106 я: 5 108. 4. 


Билет 2 


1. Предел 
ности. 
2. Центр симметрин параллелограм- 


чнсловой — последователь- 


ма. 
3. Первообразная. Теорема об общем 
виде всех первообразных. 
4. Доказать тождество 


с05 @ 1 зт а 
наша“ 1; 2а -{ зес 24. 


Физика 
Задачи устного экзамена 


1. Лнфт, поднимаясь равиоускоренио 
в течение первого промежутка временн 


и 
1 =2 с, достигает скоростн | =4 м/с, 
с Которой продолжает подъем в теченне 
второго промежутка временн {,=4 с. За- 
тем лнфт двнжется равнозамедленно, н к 
коицу третьего промежутка {.=3 с он 
останавливается. Определнть высоту подъе- 


$1 


ма лнфта. Задачу решить графическим ме- 
тодом. 

2. Определить высоту телевнзионной 
башнн в Останкино. еслн шарнк, падая с 
башни без начальной скорости, последние 
8—185 ы пути пролетел за #=2 с. Сопро- 
тивлением воздуха пренебречь. 

3. С какой силой будет давить чело- 
век (т=70 кг) на пол лифта. если лифт 
будет подннматься вертикально вверх с 


ускорением ]а|==1 м/с? 

4. Барометрическая трубка.  запол- 
ненная ртутью, погружена в сосуд со 
ртутью открытым концом вниз. Диаметр 
Я сечения трубкн равен 4= 
—@ мм. Разиость уровней ртути в трубке 
и сосуде равна Й=760 мм. Чему равио аз- 
мосферное давленне? Плотность ртути 
р=13,6 г/смз. коэффициент поверхностного 
натяжения ртути @--4.7.10-1 Н/м. 

5. Объектив фотоаппарата «Зеннт-С» 
имеет фокусное расстояние Ё=5 см. С ка- 
кого расстояния сделан снимок дома вы- 
сотой Н=б6 м, если высота его изображе- 
ния на негатнве равна #:=24 мм? 

6. Определнть энергию связи ядра 
В: Масса — ядра У равна 
тя= 234,99331 а. е. м.. масса протона рав- 
ина тр=.1,00728 а. е. м.. масса нейтрона 
равна т„=1,00866 а. е. м., Га.е. м.= 


=1,6605. 10—27? кг. 
О. Недзэвецкий, 
Н. Торопов 


Ленинградский 
тидрометеорологический 
институт 


Ленинградский гндрометеорологический 
ниститут, органнзованный в 1930 г. на 
базе географнческого факультета Москов- 
ского университета, является первым в 
мнре специализированным вузом по под- 
готовке метеорологов. гидрологов и океа- 
иологов высшей квалификацнн. 
Метеорологический факультет го- 
товит инженеров-метеорологов по четырем 
специализацням: «метеорологнческие про- 
гнозы», «численные методы прогноза по- 
годы». «долгосрочные прогнозы погоды» и 
«гндрометеорологнческие измерения и при- 
боры». Окончнвшие метеорологнческий фа- 
культет работают в качестве ннженеров кли 
научных сотрудников гидрометеорологн- 
ческнх обсерваторий м бюро, на авнаметео- 
рологнческнх станциях, в аэропортах, науч- 


но-неследовательскнх ннстнтутах. учреж- 
деннях Гндрометслужбы СССР. 
Гидрологический факультет › готовит 


инженеров-гндрологов — специалистов по 
изучению водных объектов суши. Окон- 
чившие гидрологическнй факультет рабо- 
тают в оперативных вн научно-исследова- 
тельскнх учрежденнях  Гндрометслужбы 
СССР, в проектных учреждениях различ- 


ных ведомств по проектнрованню н экс- 
плузтацнн технических объектов комму- 
нального водоснабження, гндроэлектро- 
станций, водохраннлнщ, каналов, участ- 
вуют в осуществлении такнх важных на- 
роднохозяйственных меропрнятнй, как орс- 
шение пустынь, осушенне болот, создание 
искусственных -русел, нзмененне направ- 
лення рек н т. д. 

Окганологический факультет  готовнт 
янженеров-океанологов по двум специалн- 
зацням: «физическая океанологня» и «хи- 
мня океана». После окончания ннститута 
ннженеры-океанологн работают в учреж- 
дениях Гидрометслужбы СССР, научно- 
исследовательскнх нистнтутах АН СССР, 
мнинстерства рыбного хозяйства н других 
ведомств. 

Поступающне сдают экзамены по рус- 
скому языку и литературе (сочинение). ма- 
тематике {устно И письменно}. физике 
(устно). 


Математика 
Письменный экзамен 
Варнант 1 


1. Доказать, что при х<30 справедливо 
равенство о 


Уи). 


=37° — 3%. 


2. Найти х, удовлетворяющне уравнению 
1 1 | 


где С» — число сочетаний. 


3. Решнть уравнение 
л 
$112 (21 —х) — 2с0$ (. — =) — со хх 


Зк у [ Зп 
Х с0$ =») —т ‚-5) и = 0. 
) \ 
4. Решить систему 
И + ху 5? а. 
х и У ху + у = 5, 
если х>0, у>0. 
Варнант 2 
1. Доказать, что прн а>>0 справедливо ра- 
венство ь 
[1 


02. 20 


(++ 2+5 (!- И-+=) 


аз -- а" а?Ь-- аб | 
а ее) ва-ь. 


2. Рещить снстему 
[хУх—у Уу=а(Уя—УУ), 
ИУ Ия =-5(Ух+ У. 


3. Решить уравнение 
{1 -1- я 2х} (созх — зтх) = 1 — 2 т? х, 


—й | \п 
4. В разложении бинома (. Ух + == 


бипомиальный коэффициент второго члена 
на 44 больше. чем коэффициент первого 
члена. Найти член, не содержащий х. 


Фнзнка 
Задачи устного экзамена 


1. Санки скатываются с горы высотой 
В-=8 м по склону длнной [=100 м. Мас- 
са санок с седоком т=90 кг. Какова п 
среднем снла сопротивлення движенню 
санок, если в конце спуска они нмелн ско- 


рость |0]=211 м/с? 
2. Стальной осколок снаряда, падая с 
высоты й=500 м, имел у поверхности 


5 
Землн скорость |0|==50 м/с.. На сколько 
градусов увелнчнтся температура осколка 
при паденнн? Считать, что все тепло идет 
на нагревание осколка. Удельная теплоем- 
кость стали с=460 Дж(кг. К)- 

3. На каком расстоянни от центра 
ядра находится электрон п атоме водоро- 
да, если скорость его двнжения по орбите 
+—=2.2.106 м/с? Какова напряженность 
поля. создаваемого ядром в точках орби- 
ты? Заряд электрона е=1,6-10—1 Кл, 
масса электрона т=9,.1.10—31 кг. 

4. Из центра плота в воду на глубину 
#=10 м опущена электрическая лампочка. 
Какие минимальные размеры (длину п ши- 
рину) должен иметь плот. чтобы ни один 
луч от лампочкн не мог перейти через по- 
верхность воды? Абсолютный показатель 
преломлення воды л=1.33. 


А. Бидуева. В. Сирота, В. Шабут 


Ленинградский институт 
точной механики и оптики 


Современные приборы, предназначенные 
для целей исследовання. измерення или уп- 
равления, являются сложными, комплекс- 
ными устройствами. В них органически 
сочетаются новейшие достнжения физикн, 
электроники. оптики, вычислнтельной тех- 
никн, воплощены опыт н прннципы кон- 
струнрования, а также технологнческие 
разработкн последних лет. 

В связи с этнм возннкает необходи- 
мость подготовкн инженеров-прнборостро- 
ителей нового типа, которые должны об- 
ладать глубокимн знаинямн в областн 
фундаментальных наук, твердыми теоре- 
тическими знаннями и практнческнми иа- 
выками, необходимыми для проектнрова- 
иня, нсследоваиня, оргапизацни и эксплу- 
атацнн Нэмерительно-ннформационных ком- 
плексов. Созданный в 1930 году Леннн- 
градский институт точной механикн: н оп- 
тикн (ЛИТМО) является ведущим полн- 
техническнм прнборостронтельным вузом, 


который выпускает ннженеров-исследова- 
телей. конструкторов и технологов по 
восьми специальностям и восемпадцати 
спецнализациям. 

Инженерно-физический факультет го- 
товит инженероз-исследователей по при- 
борам квантовой электроники. спектраль- 
ным п оцптико-физическим приборам (в том 
числе голографическны), теплофизике, оп- 


тнко-электронным приборам систем уп- 
равления. 
Факультет точной механики п вы- 


числительной техники готовит инженеров 
по приборам для нзмерения времени, ус- 
кореннй, скоростей. лннейных размеров н 
другнх физнческнх величии. а также по 
проектнрованню н расчету бортовых прн- 
боров управлення и бортовых контрольно- 
информациониых снстем. Факультет име- 
ет крупный вычислительный нентр. осна- 
щенный машинами сернн ЕС, в также мало- 
габаритнымн ЭВМ, в котором проходят 
подготовку все студенты ннститута. 

Крупиейший в стране оптический фа- 
культет готовнт инженеров по оптическо- 
му прниборостроению: расчету н исследо- 
ванню оптических систем. конструирова- 
нию н технологни оптических приборов 
(астрогеодезических. навигационных, фо- 
тографнческих приборов, высокоскорост- 
ной киноаппаратуры, телевизнонной оп- 
тнческой, гидросъемочной аппаратуры и 
др.). 

Выпускннкн инстнтута получают ква- 
вафикацию инженеров соответствующей 
специальностн и работают ча приборо- 
строительных заводах ин в научно-иссле- 
довательскнх ниститутах разного профиля. 

В ннстнтуте нмеются два вечерних фа- 
культета н подготовительное отделенне. 
Для всех абитуриентов ежегодно с | ок- 
тября по | августа органнзуются подго- 
товительные курсы. 


Математика 
Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Упростить выражение 


+- 4 
ь| [ата + на: 4 
43/5 р +/—.: —. у а х 
у 2 - у а? б й 
р _3 
цу |" 
2. Решить уравнение 
Ух 5-х =6. 
3. Решить уравнение 
‚ 1х -- 9 . | 
эт — + яп 3 (Хх л) = 
В 
-- п 5 — ©0$ р д. 


4. Напнсать уравнення касательных к 
крнвой у -=х (х — 1) вточках пересечення ее 
с осью Ох. 

1 


9 
5. Найти член разложения (. + =) : 


содержащий х®. 


Варнант 2 
1. Упростнть выражение 
(ув и-У®)- 
1 и 45 
_ @— 6) а 


1 У 
2. Решить уравнение 


—2х 5х + 2х 
соё 5 + зт > == 4. 


3. Решить неравенство 


21/8 = (х— 1+2. 
4. Доказать равеиство 


3 
Ста 2: + СТИ: = СФ. 


5. Число 12 разбить на два слагаемых 
так, чтобы сумма кубов этнх слагаемых была 
наименьшей. 


Физика 


Задачи устного экзамена 


1. Какую часть пернода груз маят- 
иика, совершающего гармонические коле- 
бання, находится в пределах 1 см от по- 
ложения равновесня, еслн амплитуда ко- 
лебаннй равна 2 см? 

2. В сосуде объемом У=10 л при тем- 
пературе 1, =20°С влажность воздуха г= 
=80%. Температура упала до #,==5°С. 
Вся сконденснрованная влага собралась в 
шаровую каплю. Какой заряд надо сооб- 
щить капле, чтобы ее потенциал стал рав- 
ным ф=1 В? Плотности насыщенного пара 
при температурах 41; и {, равны, соответ- 
ственио, р:=17,3 г/м и р.=6,8 г/мз. 
Плотность воды рв=1 г/см. 

$. К двум одинаковым плоским воз- 
душиым конденсаторам. соединенным по- 
следовательно, подключен источинк ЭДС. 
Квк измеинтся иапряжеиность электрн- 
ческого поля между пластннамн одного нз 
ннх, если в другой внестн диэлектрик с 
днэлектрнческой проницаемостью г==9, за- 
полняющий весь конденсатор полностью? 

4. Найтн отиошение потеициальной 
энергнн Уп электрона к его кинетической 
энергин к в боровском атоме водорода. 

5. К двукратно ионнзированному ато- 
му урана #33 приближается издалека 
протон вдоль линин центров. Какова была 
начальная скорость протона, еслн он прн- 
близнлся к ному урана на мннимальное 


расстояние Ю=0.5 А? Заряд ни масса про- 


тона равны, — соответственно, = 
— 1,6. 10—27? Кл и т—=1.67.10-17 кг. 
8. В электролнтической вание про- 


нсходнт покрытне детали никелем. Зиая 
напряженне Х между электродами, удель- 
ное сопротивленне электролита р, расстоя- 
нне / между электродами, найтн скорость 
покрытня (то есть скорость увелнчення 
толщины В слоя иикеля). Электрохнмн- 
ческий эквивалент никеля равен #, плот- 
ность ннкеля — ри. 


54 


7. На высоте В над поверх ностью воды 
асположен точечный источник света $. 
де будет находиться изображение 5’ 
этого нсточиика, даваемое плоским зер- 
кальным дном сосуда, еслн смотреть по 
вертикали вниз? Глубииа сосуда с водой 
4, показатель преломлення воды л=4/3. 

8. На оптнческой оси собирающей 
линзы на расстоянни 4=25 сы от линзы 
помещен точечный источннк света. По дру- 
гую сторону линзы — один раз на расстоя- 
нни а=27 см, другой раз на, расстоянии 
Ь—=48 см — ставится экран. Освещениость 
центра светового пятна на экране в обоих 
случаях оказывается одинаковой. Опре- 
делить фокусное расстоянне Ё линзы. 

9. Карманный дозиметр радиоактнв- 
ного облучения представляет собой воз- 
душный конденсатор. заряженный до оп- 
ределенной разности потенциалов. Под 
влнянием облучения газ нонизируется, и 
ноны, перемещаясь к пластинам конденса- 
тора, понижают разность потенциалов. 
При облученин в 1 рентген в каждом ку- 
бическом сантнметре воздуха при нор- 
мальных условиях образуется л.о-=2. 10% 
пар нонов. Сколько рентген покажет до- 
зиметр, еслн прн емкостн конденсатора 
С=3, 10-12 Ф разность потеицналов сни- 
знлась от ф,=180 В до ф.=160 В? Объ- 
еы камеры =1,8 смз. 

10. Какое количество фотонов с дли- 
ной волны А-=0,6 мкм будет иметь в па- 
раллельном пучке суммарный нмпульс, 
равный среднему импульсу теплового дви- 
ження атома гелня при температуре Т== 
=300 К? Масса атома гелия т=6,65Х 
Х10-12? кг, постоянная Планка #=6,62Х 
х10-3 Дж.с, постоянная Больцмана #= 
=1,38-10-23 Дж/К. 


А. Бегункова, Т. Виноградова, В. Кобуш- 
кин, И. Никитина, МН. Стредяева, 
Т. Федорова 


Ленинградский 
кораблестроительный 
институт 


Ленинградскнй ордена Ленина корабле- 
строительный институт — крупнейший и 
ведущий вуз страны, выпускающий инже- 
неров-кораблестронтелей, одно из наибо- 
лее значительных высших учебных заве- 
деннй Ленннграда. 

Кораблестроительный — факультет го- 
товнт ннженеров-кораблестроителей по 
проектироваиню н постройке морских су- 
дов, танкеров, контейнериых судов, ле- 
доколов, судов с динамическими принцн- 
памн поддержания — на подводных крыль- 
ях и воздушной подущке, а также новых 
для техинки средств освоения океана. Фа- 
культет выпускзет также ннженеров-иссле- 
дователей в областн гндроаэродинамики, 
динамикн н прочности судовых конструк- 
ций, гидроакустики, автоматического уп- 


равлеиня двнжением судов, прикладяой 
и вычислительной математнки; готовятся 
также инженеры-техиологи для промыш- 
леиности и проектных органнзаций. Вы- 
пускники факультета работают на судо- 
строительных заводах, в конструкторских 
бюро и научно-исследовательских иисти- 
тутах- 

Специальностн факультета  корд- 
бельной энергетики — судовые силовые 
установкн, парогенераторы, паровые н га- 
зовые турбины, двигатели внутреннего 
сгорания, автоматизация теплотехничес- 
кнх процессов. 

риборостроительный факультет го- 
товнт инженеров-механнков н инженеров- 
электромехаников по проектнрованню н 
пронзводству морских устройств для ос- 
воения мнрового океана, а также по ис- 
пользованню н разработке приборов н ав- 
томатических снстем управлення для раз- 


личных тнпов судов н морских уст- 
ройств. 
Выпускники инженерно-экономическо- 


го факультета прнзваны руководить эко- 
номикой н хозяйственной деятельностью 
предприятий судостроительной промыш- 
ленностн, оии участвуют также в исследо- 
ваннях в областн экономнкн, автоматизз- 
цни управлення н органнзации пронзвод- 
ства. 

При нистнтуте нмеются вечеринй фа- 
культет, заочный факультет н подготови- 
тельное отделение. 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 


1. Установите область определения вы- 
ражения н упростите его: 


2. Решнте уравненне 


| 5 
их — ня 0. 


3. Решите уравненне 


= ( (>=) =0. 


4. Покажите, что прн любых действнтель- 
жх- | 

ных значеннях х функция УЕ: № 
может иметь значений. больших 3/2 и мень- 
ших 1/2. 

5. Найдите координаты точкн М, лежа- 
щей на оси Ох и одннаково удаленной от то- 
чек А (1:2; 3 и В (— 3}; 3: 2). 


Вариант 2 


1. Установите область определения вы- 
ражения н.упростите его: 


За? -|- 2ах — хз ах — 3х? 
{Зх - а) (а-- х) а 105 — дз . 


2. Решите уравнение 


( о + 1 со$ 2х ) 


1 
= 4 9102 4х. 


‚ 3. Решите уравненне 
ЗУ, х — 108 Зх = 1. 


4. Установите область допустнмых зна- 
ченнй функцин 


1 
у = (2х8 — х3) 2104,8 (х—1. 


5. Составьте уравиения касательных к 
крнвой у = х* -|- 2х — 3 в точках ее пересе- 
чения с осью абсинсс. 


Г. Дмитриев, Н. Коптева, Л. Рябов 


Ленинградский 
политехнический 
институт им. М. И. Каликина 


Ленннградский политехнический  инстн- 
тут, основанный в 1899 г.. — один нз 
крупнейшнх вузов страны. 

Шнрок диапазон специальностей. по 
которым ведется обучение. Те, кто желает 
работать над проблемамн. связанными с 
передовыми направленнями современной 
физики, учатся на физико-механическом, 
радиофизическом п электромеханическом 
факультетах. По специальности «вычис- 
лнтельная математика» ведется подготовка 
ннженеров-математнков. Для  индустри- 
альных отраслей, составляющих основу 
народного хозяйства страны, готовят спе- 
цналнстов энергомашиностроительный, 
механико-машиностроительный, гидро- 
технический п физико-металлургический 
факультеты. Для работы в планирующих 
органах, в вычнслительных Центрах, в пла- 
ново-пронзводственных отделах предприя- 
тий готовят специалнстов на инженермо- 
экономическом факультете. Недавно в 
политехническом инстнтуте был образован 
факультет автоматизации — управления 
для подготовки спецналистов по автомати- 
зированным снстемам управления. тех- 
нической кнбериетике, электронно-вычнс- 
лительным машинам н прнборем автома- 
тнкн. Новая специализация «роботы и 
манипуляторы» образована на механнко- 
машниостроительном факультете. 

Всего в институте по 60 спецнальнос- 
тям обучаются 18,5 тыс. студентов и около 
500 аспирантов. 


Математнка 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
{Гидротехнический, электромеханический, 
энергомашиностроительный, механико-ма- 
шиностроительный и физико-металлиурги- 
ческий факультеты.) 


1. Упростить выражение 


а — Уаь 4 
4, —УЬ. 
(6 — ах у_ 5-3 
2. Решнть уравнение 
4 
40 в —3 08. 2х =8 3 
1 


3. Решить уравнение 
1х = с0$3 2х | 1. 

4. В конус вписана треугольная пи- 
рамида, в основании которой лежит рав- 
нобедлренный треугольник. Какнм должен 
быть угол между боковымн сторонамн этого 
треугольника, чтобы объем пнрамилы был 
наибольшим. при условии, что объем ко- 
нуса задан? 


Вариант 2 


(Физико- механический. инженерно-эконо- 

мический. радиофизический факультеты п 

факультет автоматизации управления.) 
1. Решить неравенство 


8 (х? — 5х + 4) > —1. 
7 
2. Решить систему 


ху у. 6 
У в хи З' 


ху— 2—2 = 2. 


уравнений 


3. Высота конуса является одновре- 
менно днаметром шара. Раднус шара ра- 
вен А, угол при вершние осевого сечення 
конуса равен &. В шар помещен куб так, 
что четыре его вершниы лежат на поверх- 
ности шара вне конуса, а остальные че- 
тыре — на боковой поверхности конуса; 
плоскостн, проходящие через эти четверкн 
вершин. параллельны плоскостн основания 
конуса. Найти ребро куба. 

4. Доказать. что для углов равнобед- 
ренного треугольника А. В, С справедливо 
неравенство 


А Г: С 1 
о ое. 
Физика 


Задачи устного экзамена 
1. Два тела могут двигаться по двум 
параллельным прямым. Первое тело дви- 


- 
жется с ускорением [0 м/с?. 


56 


В тот момент, когда первое тело. имея ско- 


> 
рость |5. —=1{ м/с, поравнялось со вто- 
рым. стартует второе тело н. двигаясь рав- 
ноускоренио. догоняет первое тело через 
{—=20 с. Найти величнну макснмального 
отставання второго тела от первого. 


2. Цнлиндрнческая труба раднусом 
Ю=1 мэкатнтся по горизоитальной по- 
верхностн так, что ее центр перемещается 


с ускорением |а]=4,9 м/с. Внутри трубы 
находнтся маленькое тело, коэффициент 
треиня скольження которого о внутрен- 
нюю поверхность трубы равен и=0,5. На 
какой высоте от горизонтальной поверх- 
ностн при этом двнженни находнтся тело? 
Толщнной стенок трубы пренебречь. 


3. От поезда массой М=600 т, иду- 
щего с постоянной скоростью по прямо- 
линейной горнзонтальной дороге, отры- 
вается последний вагон массой т=60 т. 
Какой путь до остановки пройдет этот ва- 
гон, если в момент его остановки поезд 


ея 
движется к постоянной скоростью |и |= 
=40 км/ч? Мощность тепловоза. ведущего 
состав вагонов, постоянна и равна М= 
=10 МВт. 


4. К вертикальной упругой невесо- 
мой нитн подвесилн груз массой т,==1 кг 
н без толчка отпустнлн. После возинкших 
затухающих колебаннй груз остановнлся, 
и оказалось, что против силы сопротнв- 
ления была совершена работа А,=2 Дж. 
Какая работа будет совершена протнв си- 
лы сопротивления в таком же опыте, если 
подвесить груз массой т.=® кг? 

5. Два маленькнх одноимеино заря- 
женных шарика закреплены в вакууме на 
расстоянии, значнтельно превышающем их 
линейные размеры. Еслн отпустить первый 
шарик, то прн достижении расстояния г 
между шарнкамн его скорость будет равна 


= 
| “ | == 3 м/с: 
при тех же условиях его скорость 


если отпустить второй. то 
будет 


- 
[| = 4 м/с. Найти скорости шариков в 
тот момент, когда они разойдутся на рас- 
стояние ,. если оба шарика отпустить од- 
новременно. 


6. Маленький заряженный шарик под- 
вешен на нерастяжнмой невесомой нитн; 


> 
снла натяжения инти равна |Р |. На место 
первого шарика помещают одноименно за- 
ряженный второй такой же шарнк, и пер- 
вый отклоняется от Первоначального по- 
ложения на угол, меньшнй 180°. Найти 
новое натяжение нитн. 


7. Уединенный металлический шар ра- 
днусом А;.=10 см окружен диэлектриком 
(&=2). Днэлектрик образует сфернческнй 
слой с раднусамн Ю,==10 сми АЮ,=20 см. 
Найти потеициал шара, если его заряд 9= 
=10—8 Кл. 

8. В однородном магннтном поле, ме- 
няющемся по гар моническому закону с час- 
тотой у=1 МГц, находится отрезок ци- 
лнндрнческой трубы. Ось трубы совпа- 
дает и направлением поля. Радиус трубы 


7=10 см. толщина стенки #=0.5 мм.Най- 
тн амплнтуду индукции магнитного поля, 
при которой начнется пластическая дефор- 


мацня трубы. Максимальное давление. 
при котором начинается пластнческая де- 
формацня трубы, равно ры== 107 Па. Удель- 
ное сопротнвлеине материала трубы р-= 
=3.10-8 Ом-м. 

9. Дан предмет АВ и его изображение 
А’В’ в линзе (см. рисуиок). Найти рас- 
положение лиизы, считая ее тонкой. Ука- 
зать расположение главных фокусов лин- 
зы. 

10. Часовщик п обычной жизни иоснт 
очки оптической силой О: —6 дптр. Для 
работы с часовымн мехаиизмамн он сни- 
мает очкн н приставляет к глазу лупу. на 
которой обозначено, что она дает пяти- 
кратное увеличение. Какое в действитель- 
ности ой получает увеличение лупы? 


Ю. Максимов, Ю. Молодкин. П. Соболев 


Ленинградский 
электротехнический 
институт 

им. В. И. Ульянова (Ленина) 


Математиха 


"Письменный экзамен 
Варнант 1 
|. Отец хочет разделить 180 яблок 
между пятью своимн детьми. Половнну яб- 
лок он отдает своим сыновьям, которые де- 
лят нх между собой поровну, а другую по- 
ловину отдает дочерям. которые тоже де- 
лят их поровну. Оказалось, что каждая 
дочь получнла на 15 яблок больше, чем 
каждый сын. Сколько у отца было сыновей 
и дочерей? 
2. Решить уравненяе 
зп 2х -- зтх = 1. 
3. Решить уравнение 
х х— 10 


3543 № =. 


4. Найти нанбольшее н нанменьшее 
значения а Кх)=3Зхз—9х2--2 в про- 
межутке [—1; 1]. 

5. Дано р арифметических прогрес- 
снй, каждая из которых содержит л членов. 
Их первые‘ члены соответственно равны 
1,2.3,....р, а разностн 1,3,5.....2р—1. Найти 
сумму членов всех прогрессий. 


Варнант 2 
1. Мотоциклист задержался у шлаг- 
баума на 24 мии. Увеличив после этого 
скорость на 10 км/час, он наверстал опоз- 
данне на перегоне в 80 км. Определить 
скорость мотоциклиста до задержки. 
2. Решить уравнение 
2 со$2х + 5 т х — 4 = 0. 
3. Решнть уравнение 
188 — 16 (х— 5) 
12 Ух 7—1 8 
4. Найти 
функции 


=— |. 


макснмумы Н минимумы 


Ро) = ке”. 


5. Решить уравиеиие 


да +1082 х-— ю83х+ ива 


=х. 


С. Мальчиков 


Саратовский 
политехнический 
институт 


Саратовский политехнический инстнтут яв- 
ляется в настоящее время крупнейшим ву- 
зом Поволжья. Исторня его ведет свой счет 
с 1930 года, когда в Саратове был открыт 
автомобильно-дорожный институт. В мае 
1960 года Саратовский автомобильно-до- 
рожный иистнтут был преобразован в 
политехническнй. Ныне ежегодный выпуск 
составляет свыше 2500 человек. 

Подготовку 17 тысяч студейтов инсти- 
тута — будущих ниженеров по 28 спецналь- 
ностям — ведут свыше 1000 преподавате- 
лей, в том числе 25 профессоров и почти 
500 доцентов и кандидатов наук. 

В институте имеются шесть факуль- 
тетов дневного обучения: автомеханиче- 
ский, дорожно-строительный, строитель- 
ный, машиностроительный. энергетиче- 
ский н факультет электронной техники 
и приборостроения. Кроме того, нмеются 
ре п городах Саратовской области — 

алакове. Балашове. Вольске н Энгельсе. 
При институте имеется подготовительный 


факультет. работают — подготовительные 
курсы < различным объемом учебных 
программ. 


Все обучающиеся в СПИ в обязатель- 
ном порядке осваивают новейшую вычис- 
лительную техннку, пользуются прекрас- 
ной иаучно-техннческой библиотекой. вы- 
полняют разлнчные задания п хорошо ос- 
нащенных лабораторнях. 


Мвытематнка 


Письменный экзамен 
Вариант 1! 


1. Плоская фигура состонт нз прямо“ 
угольника н равностороннего треуголь- 


ых 


ника, имеющего с прямоугольником общую 
сторону. Каковы должны быть размеры фч- 
гуры, чтобы при данном пернметре р пло- 
щадь фигуры была наибольшей? (Общая 
сторона прямоугольника и треугольннка 
не входит в периметр р.) 

2. Предварнтельно упростнв выраже- 
нне, найти предел 


1 1 — сх 
| дурит тунис РИ 
тн 2 — сах — сх 


3 


3. В геометрической прогрессии дано: 


а Наь=51. а +06 102. При каком п 
сумма 3„=3069 ? 


4. Решкть уравнение 


1 
п 6х -- зт 2х == -2_ 4 2х. 


Вариант 2 


1. Предварительно упростив — выра- 


жение 


Е г ее 
[ее х-8 2уй—4ух | ! 
а.) > 

4Зух +4 


уя—4 уя- 
х (=—2И в), 


найтн предел прн х-+8. 


2. Основаинем пирамнды служит рав- 
нобедренный треугольннк, боковые сто- 
роны которого равны а. Боковые ребра 
наклонены к плоскости основания под уг- 
лом В. В этой пнрамнде проведена плос- 
кость через ее высоту н вершниу угла, за- 
ключенного между равными боковыми сто- 
ронами треугольника. лежащего в осно- 
ванин. Определить площадь полученного 
сечения. 

-3. Найтн наибольшее н наименьшее 


1 
значения фуикини { (х) = = № + 4х? на 


отрезке [—1; 1]. 
4. Решить уравнение 
0$ х — с05$ 2х — п Зх = 0. 


Ю. Сиягурцев 


{Начало см. с. 20, 32, 43) 


28, 31. 32; Р. Бабаев (Ба и, 24; А. Бар- 
зыкин (п. Черноголовка осковской обл.) 
23—26. 28, 31. 32; В. Беркут (Днепро- 
ый 24. 26; Г. ’Борисов ыы ск) 
26—28; Валейко (Кнев) 23, 31; ель- 
ко (п. ный Завод мВ обл.) 
23, 24, 28; М. Гаврилов (п. Черноголовка 
Московской обл.) 23--28, 80—32; А. Ге- 
ращенко (Новосибирск) 30; Л. ть атлин 
(Витебск) 28; М. Гольцман (Днепропет- 
ровск) 24, 27, 28, 31; И. Гопич (Новоси- 
бнрск) 23, 26. 28, 31, 32; 0. Гордиенко 
{Павлодар} 24; И.Г рузберё (Пермь) 28; 
А. Гуляев (Москва) 23; И. Даниловский 
(Горький) 23, 25, 28, 31, 32; В. Дидух 
(Львов) 31: С. Довбыш (Москва) 28, 31; 
С. Долженко (Донецк) 28, 24, 26—28, 31, 
32; А. Дремин (п. йы ре Москов. 
ской обл.) 23, 24; щения (Черингов) 
28; Л. Ермолин ео 23, 28; 
В. Жордочкин (Орск) 23, 24, 30, 31; К. Жу- 
ков. (Москва) 23—27: Г. Заславский (Тбн- 
Я 28; Е. Зидин (Александров) 23, 25— 

. Иовайта (Каунас) 28, 32; Ф. Кабды- 
м (Алма-Ата) 24—26; А. Капрелов 
(Тбнлнси) 28; В. Карапетян (Ленннакан) 
26; А. Клинк (Ковров) 31; В. Ковтунен- 
ко (Кнев) 28, 32; Е. Коган (Диепропетровск) 
23. 32; Г. Кожаридзе (Телавн) 23, 32; 
Д. Коломийцев (Сумгант) 23, > ы И. Ко- 
ротков (Волгоград) 28, 31, . Косте- 
рев (Семнлуки) 23—25, 27, гы "31. 32; 
А. Крупцев {Курск) 24. 31; Е. Кузьмин 
и. 25, 28, 29; А. Куприн ( осква) 
23—29; В. Кирьян (Ростов-на-Дону) 283— 
28; В. Лашкин (Кнев} 23—28, 30—32; 
А. Леонович (Лида) 28, 24. 28; Д. Люд- 
мирский (Кнев) 24—28, 31, 32; С. Моло- 
манов (Ленинград) 31; Р. Мешойрер (Моск- 


$3 


ва) 23; А. Минаев (Саратов) 28, 29, 81; 
А. Могильнер (Свердловск) 27. 28, 32; 
А. Молотовщикое (Тейково) 23, 24, 27, 
28, 31; И. Молчанов (Кнев) 265, 27; С. Мол- 
чанов (Сумы) 28, 31; В. Никифоров (Велн- 
кие Луки) 28; Д. Нишнианидзе (Кутаиси) 
ня А. Оглоблин (Иркутск) 23, 27, 28, 30. 

; С. Омельченко Жданов) 31; И. Омелян 
а 23, 26—29. 31; 0. Оразмамедов 
(р/ц Кызыл-Атрек ТССР) 27, 28; А. Орлов 
{п. лы Московской обл.) 24— 
28. 31, 32; Т. Павелкина (Кнев) 23, 24, 
26—28. 31; И. Педак (Запорожье) 24; 
А. Перов (Москва) 24—26, 28, 31. 32: 
А. Прашмо (Гоголин, ПНР) 28, 31; С. Пряд- 
кин (Кнев) 23, 24, 26—28, 31. 32; С. Пу- 
занов (Одинцово) 32; С. Пушкарев (Курск) 
24, 28, 30; Л. Райков (Невель Псковской 
обл.) 23, 24; В. Редикульцев (Москва) 23— 
27; И. Романовский О) 23. 24, 26, 27, 
31; И. Рузин (Ленинград) 23, 24. 286, 27; 
И. Савенков (р.п. Лысые Горы Саратов- 
ской обл.) 23—28. 31. 32; О. Самохин 
(Железногорск) 28, 31; С. Сафронюк (Ров- 
но) 23, 24, 26, 28, 31; В. Сачков (Чебокса- 
ры) 23—26, 28, 31; В. Середа (Львов) 23, 
28, 30. 31; И. Сильвестров (Новоснбнрск) 
23—32; В. Симонов (Оренбург) 23. 24, 26; 
А. Степанович (Никольский — Караган- 
динской обл) 23. 28: С. Трохов (Оренбург) 
23, 24, 26—28, З1, 32; К. Трутнев (Казань) 
23—26. 28—32; 0. Трушин ь ома) 
27; Н. Федин (Омск) 23, 26—32; ‚ Хосид 
{Алма-Ата) 28, З1, 32; А. Чекмезов и, 
23, 24, 28; В. Шаблинский (Кнев) 28, 32; 
В. Шарафян рева 24; Е Ши яев (с. 
Рождествено МордАСС Г: Шича- 
нин ЕЕ г "32; С.Шиш- 
ков (Москва) 23—32; Е. Шкляр (Гомель) 
28: М. Эфроимский (Ленииград) 23—32; 
М. Яковлев (Кемерово) 26; В. Яровой 
(Леиннград) 24—28, 31,32. 


Ответы, указанмя, решения 


х), 
® 


Проверь себя 

УНГ класс. Алгебра. 1-— А, 2 — 
Г, 3—Б, 4 —В, 5 — В. 6 —Б. Геомет- 
8 — Г. д 10 —А. 
1Х класс. Алгебра и начала ана- 


лиза. | -А, 2— В. 3 — Г, 4 —Б, 5 — 
В, БГ. Геометрия 7Т—Д, 8 —Б. 
9 — В, 10 — Г. 


Х класс. Алгебра и начала анализа. 
| —Б. 2— В. 3—В. 4—Б, 5 — Г. 
6 — В. Геометрия. 7—Д, 8—Б, 9 — 
А, 0 — В. 


Можио ли проверить ответ? 
1. Правильный ответ: 


= > 


отталкивание 


2Р 


| < 
притяжение 


Варнанты вступительных экзаменов в вузы 
в 1978 году 


Московский ивтомобааоздорожный 
институт 


Математнка 
Варнант 1 


‚ 2 


5 ®. 2. ш2— 


4. | —1; 31] 3; + ©<[. 5 


Варнант 2 


‚ № Точка 0 — точка минимума, проме- 
жуткн убывания — | — со; 0] и |1; - © |, 


промежуток возрастания — [0; 1[. 2. 3105-л 
лм 14 
3. х= +1 На А (ЕД). 4. ]—09; — (Ц 


(1% + о. 5, |1е. |. 


х 
-3. х= 4^ (ЕР). 


Физнка 
Варнант 1 
- тат 
2. и &=0.98 м/с; 
> т (1 -- 
и 8,8. 
ы т, ЕТ, = 586 К. 
_ Р1 18 — Ра 1 я 
=. ПВП > оно»: 
® = и РИ, = 2,2 В. 
5. См. рнс. 2. 
ис 
ву” 
А 
Е Е 
Ви = —-—- 
Рнс. 2. 
Варнант 2 


2. Ди |= ГИ ИМ; 


разр [орлу м. 
3. А= мА тем 
=1,25. 10$ Дж. 


9 [1 | 
4 ее. а (и; — Е 
р 1 
— Узаз в, + чит В, 


к; - 2-10-3 Дж. 


5. п = 1,15. 


Московский инженерио-стронтельный 
институт им. В. В. Куйбышева 


Математика 
Варнант 1 
1. Первый — 46, второй — 40. 


2. (5+ Па*. з а. [1 4. х-=л--2лй (ЕР. 


5. | — 5; 0. 
Варнант 2 
1. 40 коп,, 60 коп., 80 коп., 1 руб. 
а Вы 1 
2.2:-4- УЗ: > УЗ. 3.]-—05; —5 Ц) 


(Е -+991. 4. х=- + я (АЕ). 5. агсве 9 


у = 9х — 23,25. 
59 


Билет 1 
2 ЗУ? 1 | 
3. 42. 4, | -= |. 
Билет 2 
3. ]2: 4111] 4; 6. 4. {5- 108. 7}. 
Ф изика 


1. 128,75 С; $12 99 м; 5.2 151 м. 


р р | Ра | 

тт — — 

у Р.|— | Рь 

2. А Я 0.25=25%: 

1 

у: ке. ПРИ-ИРЫ: 
у 0,75 =: 75%; И-: РУ 

== 400 смЗ; здесь р =: г/см3 — плотность 

воды. 


3. О = май зта — [5 2/2} == 100 Дж. 
{ры — р) ле @ я 
ини" 
515] 
где ры = 8,9-103 кг/мз — плотность медн. 
5. Н = А: | м. 


= 5.3.10-8 Кл, 


Московский ниститут 
хнмического машиностроения 
Математнка 


Вариант |1 


л 1 
1. х—(— Ив + д (РЕ) .2. [об 10 


В точке 


1). 4. 
3 
—2 — максимум, п точке | — минимум. 5. 4 Л- 


Варнант 2 


| 2 
2. (1). 3. д. 5та -с05 Вир 2В. 4. 


4у тов) И + 280) 
— пад а- 28) 


ЗУ 1+ @— 28) г, 
1+@—2: 
рый 
Фрт (1 - 41142) 
Ай. = Ал, (4.14%)? =>0,3 см. 

3 ри СТИВА 
4. Ат = {21 71/100% — 22) у 


== 714 см. 


2. АВ, = 525,6 ©м; 


- О, 79 кг. 


Московский нистнтут 
электронного машиностроения 
Математика 


Вариант 1 
л 1 
1. х— 4-3 274, Хз==- агссоз-3 +211 
{{.1Е= 2). 


2. $ = = . Докажем. что ДАВС пе- 


реходит в себя только при тождественном 
отображении н при осевой симметрии. ‚Зь 
где СЕГи 11! (АВ). Пусть 4’. 8", 

образы соответствующнх вершин при пе- 
ремещемии ф, переводящем ДАВС в себя, 
Из того, что в ДАВС расстояние в 

— |ВС | достигается только между А Ан 
ин между Ви С. н того. что ]А’С?] Ас 


и 18° С" |-= ВС], вытекает, что либо 
ГА’ С’ ]= [АС] п [8’ и _ либо 
[А°С’]= [ВС] к {8”С']= [АС]. В первом 
случае СЕЦАС 101851: ыы С’=С; 


тогда А’-Аи 8/1 В; поскольку переме- 
щенне ф нмеет три нелодвижные точки, 
ф — тождественное отображенне. Во вто- 
ром случае С’=С, А’=В н В’-= А; значит, 


Ф = 51. 

3. х: = 30, х: = 84, х, = 180; 546 явля- 
ется членом данной последовательиости, 548 
и 19781978 — нет. Указание. хр делится 
на б при любом п. 4. На]2; 3[ { возрастает, 
на |3; -- со{ { убывает, х = 3 — точка мак- 

л 
А (422). 


и: 


симума. 5. х>>0, кроме х == 
их= м! (= —1, —2. 


Варнант 2 


хе -в--лА (ВЕРА. 2. А" (6; 3), 


М =М, С’ =(1; 9}. 3. СИЗСи + С; 


неравенство с= С > с справедливо при 
6=п= 11. Указание. 
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Функция 


1") и Эи—-и—5+ 
30 
Т"—-4и—5 
— убывающая. я 
4. тах Ра) = =е- — +4, 
(0.14; 1] 
| 10 —7т2 
пе о =и(-и2) о уиа. 
[0.14: 1 
, 2—1 1 
Решение. } (х) =Опрне - = 2 или 
Хо КАИ. При х<х, функция { убы- 


вает, при х>х, — возрастает; при Хх = хо 
она нмеет минимум. Очевидно, О По- 
скольку  хо>0,14112< 0,72 52е18>948 и 
ег >(21)18 = [(2,7)?]8® = 19,683687>198 = 


ва Е — 3613>>3603 — 29.4532. 45. а 
= 28.45.25 — 215. Н125> 215. 1024 == 225, п 
лучаем хо>0,14. И г = 

:Н 


2 
==} (хо). Из (И) = е---- + 4>6и[ 0,14) - 
=е— 0,72 260,72 1.0.98 —З<1+ 2-4 1— 
—3=2е—1<5 сут пе Нх) == КУ. 
5. 9: + ©о|. Указание. а— 


2х2 == 2х -= З 


хорошее <> @ —> а а х-.!. 


Варнант 3 

1. х1=6.х а о 
= —34+2м(=2.3.4,...), жа = 3+ 
+ 2т (т=0, —1, —2, — 3,...), ж= 
== — дл + 2лп (п == 1.0, — 1, —2, — 3....). 


2. $-= 23. с=(1+ 13; 1+ УЗ) или 
с =(1— 3; 1- УЗ). Тождественное ото- 
бражение, трн осевые симметрии с осями — 
высотами треугольника, два поворота вокруг 
центра треугольника — на и на — 607. 

Указание. При перемещемиях плоско- 
сти, при которых ^АВС отображается на 
себя, его вершнны переходят в вершины. 

1 


24! 
4 Ее 
3. С%4- С.С — {413-121 . 4. Первооб- 
разные для функини { на }—3; Ц имеют 
о — 6х 1-С, на 1; 3[ — вид 


10 


— 6—5 - А. 
если 1<х<2, 
Р (х) = >. если х-- 2, 
10 
ба — т + 6—5 - ГА, 
еслн 2<х<3З. 
Указание. ЕЁ непрерывна прн х-=2. 
5. тт /(х) —— 1 (агст У: = 
|2: 5 ь 


= Загс т у: +2. Имеет (например, 


2. Возможны трн случая. а) Все „тела 
— - 
покоятся: |Ё|= ЗА,те -— 2,94 Н; а, [== 
> — 


= [а | == [43| = 0 
движется как единое 


6} Вся снстема тел 
целое:  ЗАйш < 


— 
-5,88 Н; ба, |= 
ее 


Е] 


— 


Зт 


—> 
< Е |= (+ А) пя 


-> — 
= | а» { == |аз| = — #36 < 0,98 м/с?. 


в) Все тела движутся относительно поверх- 
ностн Земли. причем тела Г и 3 относитель- 
но друг друга покоятся. а тело 2 движется 


относительно этих тел: Г! >2(--те = 
> > 
=5.88 Н; [а |=1!2,| = А = 0,98 м/с?; 
= 
>, _ [Е] 
ра — (4, 4 24.) {>0.98 м/. 
3. тах = Е ИГ- 22,04 м. 


=> 
25» |2 с0% @ 
8 


4. $ — Узина—]1 Е 


-= 1.96 м. * 
5. х-= хм 60$ (ФЕ + Фа) -= 


2Е . 
5% с0$ (21% 1- Ф,) = 40$ (21 4 п/б)см. 


РЕ — Ме (т — ® ЕТи 
2. р5 
7. 4: СЫ =2.Ю-* Кл. 
В, (т 2.) 1 Л. (& - -&) = 
Ю +2. 
==6.5-10-® Кл; 9%=С,(8.—#,) -- 10-? Кл. 
=. 50 
У —1 см. 


6. й = —9,5м. 
8.9 -С 


9. р -- 


Е 
10. У— Ре У = 745. 


Московский экономнко-статнстический ни- 
ститут 


Математнка 


1. 20. 2. 35. 3. —1.4. 18. 5.4. 6,3. 
Т. 60. 8. —13. 9. —12. 10. —7. М. —1. 
12. 45. 13. 3. 14. 2. Указаине. См. 
ве. № 1З кн. 81 «Геометрни 7». 15. 14. 
16 
Фнзика 

4 й-- 57,8 м. 


11—{ 
2. тл = тч [= -— 120 кг. 


3 = 
3. М -= 2тва |5 | -- 25 кВт. 


18 (р»/р) 
— ЩЖ (УДИ- Ио) 


НЕ 2 ино 
5. 10| = у- {< (Ти РМ == 
== 3,5- 10° м/с. 
6. 9-= 2191 2/2 х 


ху ле тр зто ==5,2.10-8 Кл. 
7. Юя = Ву (ИШу — 1) = 3,8 кОм. 


4. п — 49. 
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Не 
нь 
9. #—=ВуГ о |= 0.45 В. 


О И 
10. Е == РЕ 8 


8. # = =: 6 мин. 


Леннн градское высшее ордена Леннка 
Кра сиознамённое училище 
железнодорожных войск н военных 
сообщений им. М. В. Фрунзе 


Математнка 
Вариант 1 


02. м. 3 х-ж-3 +24 (#22). 


ед 
5. 25. 

Вариант 2 

1. к если х> 3; — хи х, если 

л 

0%х<з. 2. {4}. 3 м=— = 4+ 2, 

— —— д 4. у 
х. = + + 271(#. Е) о 
5.7 ШЗ. 

Билет 1. 

4. 12. 
Физика 


1. Высота Я подъема лифта численно 
равна площади трапецни ОАВС (рнс. 3): 


н= 946-26 НЫ = 26 м. 


123456789 жж 
Рис. 3. 


_ (1-Е 6122 


2. Н бе 


= 534 м. 
— — 
3. | Рд| = та + |а]} = 756 Н. 
4. р = рЕК + 46/4 == 1,02. 10° Н/м?. 
5. 4 = ЕН») = 12,55 м. 
6. Есв == с? (92 тр (235 — 92) т, — 
— тя) == 18,5. 103 МЭВ. 


Ленинградский гндрометеорологнческний 
институт 
Математика 


Варнант 1 


2. {2}. 3. ж=-5 Ель, жь == 2лИ(®, 22). 


4. При 5>0 н либо 6 = 3а*, либо 


лю -1<-< Е: 
_ 4+ 5+ У (За: — 52) (353 — а). 
Е 


+ ум м) 
45 ы 


и = 
3: 62 _ 1/38 — 58 (358 — аб 
х. = -@ - 6 ея 5°) (3 8. 
_ @ +5 - (за — 52) (3 — 03) 
4Ь | 
Варнант 2 


2. При Ь = 0 одно решение: (0; 0). При 

В _>0иа:---Ь четыре решения: (0; 0). (0; 5). 

(6; 0), (6; 6). При 5 `>0 н либо а< 6, либо 

а > 36 два решения: (0; 0). (5; 8}. При 

р н 6<а< 36 четыре решения: (0; 0). 
; я 


хачу в: ОТТО 


„-9-+6- УВ —а) (4—5) 
1 ОА ИЗИИА: РИ оСв , 


три а+ь— | 


{35 — а} (За— 5) 

4 ’ 
у. = 946+ У (3% —а) (4—8) 
- аи” ие 


л л л 
3. х, = Я+5^ х = -{ 2—1, 


х, — 2лт (&, 1. тЕ?). 4. С = 165. 


Физика 
Г 
— м О 
и. РТ — т = 1,6 Н. 


—_ 
ых 2 
2. ИЕ т ак. 


23 
3. Ю = Злеотот ^= 5,2.10-1 м; 


== 5,3-108  Влм. 


ИЕ. 
4ле КЕ 


Ленниградский ниститут 
точной механикин оптикн 
Математика 


Вариант 1 


1.1.2.9 3 яч, 


х д 
ж=(— 12 +-5` (#, 2). 4.у= —х 


ну=х— |. 5-х. 

Варнант 2 

1. 0.2. = 214, х: = -5 +22 А, Е). 
3. [1; 3]. 56+ 6. 


Ф нзнка 
1. Е = ТД. 
Ин 
а. Иа ых 


х Ю-В Кл. 

= — 

3. 1Е МЕ, | = 1,8. 

4. "Ук = —2. 
=> 4 

= — } 

Б. |9] 77 еЕт => К м/с 
в ки 

- Е ррн 

7. 155 | =2 (в + &/п) = 2 (8 + 3/4 4). 

а 
р не ® = 15 см 


СА 
9. х=: р. ==0.1 рентген. 


п = - УзётТ -=8,2.103 фотонов. 


Ленинградский кораблестроительный 
нистнтут 


10. 


Математнка 


Варнант 1 


1. Область определения:  |а|> р 
650; прн а>0 выражение равно —25, 


при а<< 0 равно 25. 2. х=+ 3 +274 (ЕР). 


3. {4.36}. 5. М(—1; 0; 0). 


Варнант 2 

1. Область определення: а3Зх, аз 
5 — 3х. а —х; выраженне равно 1. 
2. = +32 (Е2. 3. (3.81). 4. |: 
41. 5. у= —4х—12, у=4х—4. 


Ленннградский полнтехнический ннстнтут 
нм. М. И. Калинина 


Математика 
Варнант | 


Вариант 2 
1. у я, им; а Е ум 


5-3) 


2? в(« У 2) 
- .4. Ука- 


1+ («= У? ) 


занне. Еслн А— угол при основанни н 


3. 


А д. в с 
х= 2, Чо мо. 67 - ОВ 
— 488х). 

Физнка 


> 
1. 4$ = $ — 5 =|0,11/4 =5 м. 
| 


2. = В —— У 
И + [= 
> 
Е— [а] 
= 0,4 м. 
Е 
з 
4. = (=) А = 8 Дж. 
> — 
5. || = |: == 1. 8ы{е; 
фор [ог В 
зы =: 
оз = о = 3,2 м. 


= 
6. 7:2 == Р| {рекомендуем сделать чер- 
теж). 
Пе ыы. 
а а [1 55 Юз )= о 
= `2оры .10-— 
ив у ем 6.2 10- Т. 


9. См. ркс. 4. 


А 
Е 
Е. 
ие. 
ЕР 
Рис. 4. 
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ГР! 


10. Г=я ра, +1=2,6. 


Ленинградский 
электротехинческий институт 
нм. В. И. Ульянова (Ленина) 


Математика 
Вариант 1 


1. 3 сына, 2 дочерн. 2, = + 
+5 (2 Е?,). 3. {20}. 4. пах  Н= 
1 


= Но) = Их) = К— |-=—Ю. 


пил 

— 1] 
п 

5.5 (1 яр). 


Вариант 2 


я 


1. 40 км/час. 2. х=(— Я 


1 
+ л^ (4Е?2). 3. 19}. 4. х= —-— — точка 


3 


| Е 
минимума, (-=)- — 2-е ь ы 
= 1--точка  макенмума, [(1) = 1. 
5. и 2 ИЖЕ 5—1. 
Саратовский политехинческий ниститут 


Математнка 
Вариант | 


1. Длины сторон прямоугольника равны 


Р-н р(3— р(3— УЗ) 3). ; треугольник по- 


6—Уз 26_У»Э’ 


3 
строен на большей стороне. 2. 4. 


3. 10. 4. = +-Б-НлА, хг--- (В, =). 


Варнант 2 


а? 
1.4.2. 3 ЕР. 3. тах 
1; 1 


Р@) = 
} 


| ; 
=) =4—_, ма Кх)-=Ё (0) -0.4. == 
1; |} 


2л 
3 * 
+ лт(&. Г. тЕ 7). 


+ 


Хх: — 


>| 


л 
х, = — т 2м, 


«Квант» для младшнх школьннкоа 


{см. «Квант» № 6) 


1. Обозначим длнну третьей стороиы 
через х. Тогда по неравенству треуголь- 


[2] 


ника 6,31--0,82=7.13>х п 0.82 х> 6.31, 


т.е. х>6.31-—0,82= 5,49. Значит, х=6 
нли х=7Т. 
2. Каждому многоугольнику с вер- 


шинамн только в белых точках поставим 
в соответствие многоугольник с вершинами 
в тех же белых точках и п красной точке. 

Поэтому «белых» многоугольников не 
больше «красных». Лишними остаются 
«красные» треугольники. 

3. Известно. что сумма цифр делящего- 
ся на 9 числа сама делится на 9. Следо- 
вательно, А, Вн С делятся на 9. Поскольку 
сумма цифр 1979-значного чнсла не пре- 
восходнт 9Х 1979-— 17811. число А запи- 
сывается не более чем пятью цифрамн. Сле- 
довательно. сумма цифр числа А не более 
9х 5-=45 и В не превосходнт 45. а сумма 
инфр чнела В не более 3-Н9==12. Посколь- 
ку С делится на 9 н ие превосходит 12, 
С-:0 илн С=9. Если С=0, то В= А-=а=0, 
ры противоречнт условию. Ответ. 
2=9. 

4. Рассмотрнч произведенне всех чи- 
сел на шахматной доске. Оно не меняется 
при операин, поскольку умножается при 
этом на (—1)=1. Значит, оно равно свое- 
му начальному значенню (—1)88=-—-1. 
Поэтому невозможно получить --| во 
всех клетках, так как в этом случае пронз- 
ведение есть |. 

5. Хочется ответить — 12 яиц. Од. 
нако такой ответ иеверен, поскольку [ ку- 
рица снесет за 3 дня | яйцо, за 12 дней — 4, 
а 12 куриц за 12 дней — 4Х 12=48. 
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Чсховскнй полиграфический комбинат 
Союзполиграфиромз 

Государственного комитета СССР 

ло делам издательств. полнграфин 

и книжной торговлн 

г. Чехов Московской областн 


Руколиси нЕ возвращаются 


КРОССВОРД 


По горизонтали: 7. Равенство. прн опре- 
деленных условнях превращающееся в тож- 
дество. 8. Еднница давления. 11. Двнженне 
в воздухе. 12. Английский физик — лаурезт 
Нобелевской премин. 13. Виднейший  нор- 
вежскнй математнк. 14. Выпукло-вогнутая 
линза. 18. Цветная полоса, образующаяся 
прн разложенин белого цвета. 20. Отрезок, 
соеднняющнй вершины многоугольника. 21. 
Метод научного исследовання. 22. Единица 
электрической емкостн. 23. Место соедине- 
ння нескольких проводников. 24. Обнаруже- 
ние объекта при помощи отраженных ра- 
дноволи. 28. Тяжелый изотоп водорода. 29. 
Искусственный радноактивный элемент. 30. 
Прибор для определения влажности возду- 
ха. 31. Русский физик, соратник Ломоносо- 
ва. 32. Многогранник. 37. Характерная точ- 
ка оптической снстемы. 39. Гипотетнческая 
элементарная частнца. 40. Часть целого. 41. 
Компонент дроби. 42. Способ теплообмена. 


По вертикали: 1. Порция энергни. 2. 
Франнузский математнк н философ. 3. По: 
лудрагоцеиный камень. 4. Неподвижнан 
часть генератора. 5. Метеорологнческие ус- 
ловия. 6. Поверхность шара. 7. Математи- 
ческая операция. 9. Размах колебаний ма- 
ятинка. 10. Предмет нзучения физики. 15. 
Характеристика линзы. 16. Огибание волна- 
мн препятствий. 17. Двумерное множество 
точек. 19. Прнбор для измерения площадей 
по картам н чертежам. 25. Советский уче- 
ный, специалист по ядерной физнке. 26. 
Уннверсальный электронзмернтельный прн- 
бор. 27. Геометрическое преобразованне. 33. 
Научно-фантастнческнй роман А. Н. Тол- 
стого. 34. Фнгурная лннейка. 35. Мера 
длины. 36. Часть кометы. 38. Элемент ре- 
активного двнгателя. 40. Одно из основных 
понятий геометрии. 


В. Закревский 


На этом рисунке показана развертка моде- 
дн «непрерывно нэгнбаемого многограннн- 
ка Конеллн», построенной харьковскимн 
теометрами. Как нэготовнть такую действу- 


ющую модель — это совсем не сложно — вы 
можете прочитать на с. 39. О том, как полу- 
чается многогранннк Конелли, мы уже пк- 
салн (см. «Квант», 1978, № 9, с. 17). 


Цена ет, 
Индекс 70465 


На фотографин изображена модель плоско- первой странице обложкн, она построена из 
стн Лобачевского в винде поверхностн, ле- детского конструктора. О математических 
жащей в нашем обычном евклндовом про- принципах этих построений чнтайте заметку 
странстве. Так же, как две поверхностн, на «Не только нгрушка» на с. 21. 
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4 нюня 1979 года на 72-м году жизни скончался член редакционной коллегии журиала 
«Квант», известный советский ученый-математик и педагог, видный организатор на- 
родного образования в нашей стране, член КПСС, академик Академим педагогиче- 
ских изук СССР, профессор Московского унмверситета Алексей Иванович Марку- 
шевнч. 

А. И. Маркушевичу прнииадлежит большое Число статей монографий н учебни- 
ков по теорим фуниции комплексного переменного, по историн м методике матема- 
тики. Миого внимания А. М. Маркушевич уделял попупяризации науки. Он является 
автором ряда кныг, здресованных школьникам: «Площадмы м логарифмыхю, «Комппекс- 
ные чиспа н конформные отображенияю, «“Возвратные последовательностми, «Рады» 
м АР. При его активном участми были подготовлены и вышли в сает такие хорошо 
знакомые многим издания, как «Детская энциклопедия», «Эициклопедия эпементар- 
ной математиимю, «Истормя отечественной математики». Апексей Иванович сыграл 
большую роль в организации научно-популярного физико-математического журнала 
«Квантю и, как член редколлегии с момента осиованив журнала, лостоянно оказывал 
существенную помощь в его издании. Заметный вклад А. М. Маркушевич внес в раз- 
витме советской школы н педагогической наукнм, работая на протяжении многих лет 
первым заместителем министра просвещения РСФСР, вице-презкдентом АПН РСФСР 
н АПН СССР. 


Е. Кузьмин, А. Ширшов 
0 числе е 


1. Что такое е? 


В школе вы еще в пятом классе знакомитесь с числом л, имеющим очень 
длинную историю, начало которой теряется в глубине веков, в античном 
мире *). Затем вы встречаетесь с ним в восьмом, девятом, десятом классах. 
С числом е вы сталкиваетесь только в конце десятого класса. Однако это 
замечательное число, вошедшее в обиход в ХУПТ веке вместе с развитием 
математического анализа, играет в современной математике едва ли не бо- 
лее важную роль. 


В школьном учебнике для числа е даются два определения. Во втором 
{первое нам не понадобится) числом е называется предел последовательности 


п 
хз = (1 + -:) . Докажем, что этот предел существует. 


Лемма 1. Для любых т, п 
1 \7 р \тз1 
(1+=) <('+=) . (1) 
неравенство (1) очень легко доказывается при помощи знаменитого 
неравенства Кощи: 
а, Наз- ... + а 


п э 


Уа,-а......а,< (2) 


где а,, а.,..., а, — положительные числа, среди которых есть различные**). 
Из (2) 


| Г) 
НН в(1+-=-) + т) 
к ( 1 += ( = се нет) _ 1, 
п т-!1 тптп-+1 
1 \” | \ты р \7й ори 
Лемма 2. Последовательность (х„) — возрастающая. 
Доказательство. Обозначим ( В И через и„. Согласно лем- 


` 1 


ме |, Хпт-+-2) < Ульи, ТО есть 


1 п (п?) ь 1 ‘+? 
[еде <( 1+ г! | 


”) Много интересных подробностей о чнсле л можно найтн я книге Ф. Кым- 
пан «История числа л» И «Наука», 1971). См. также статью А. Звонкина «Что 
такое д?» («Квант», 1978, № 11). 


**) Постарайтесь доказать его самостоятельно. Можете также прочитать его доказа- 
тельство на с. 26. 


1° 


Значит, 


и) < 


п (п- 2) ПТ * 


п зп 
Следовательно, ( 1+ те) = и рат < . Поэтому | + | у = 


<(=т)” ИЛИ Х, < Хи. 


в! 

Из лемм 1, 2 и теоремы Вейерштрасса вытекает, что последователь- 
ность (х„) имеет предел. Обозначение е для этого предела было введено 
Л. Эйлером (1707—1783). 


Упражненне. Докажите, что „Итул —е н что для любых т, п 


< 
хп < е<Ут . 
Число е можно определить еще и как предел последовательности 


5, =1 +++ о +-г. Докажем это. По формуле Ньютона 


п(п— ПИ й . пп |... п-т : 1 


: 1 
хи =1+л. Е р . + г 


+... += :9С =) + и 
бое. _ 
4-0) 


(Из (3} тоже видно, что последовательность {х„) — возрастающая.) Отбрасы- 
вая множители в круглых скобках, мы увеличим каждое слагаемое в правой 
части равенства (4). Следовательно, х„<5„ (при п>>1). 

Фиксируем теперь произвольное А>>1. Считая, что п>>#, отбросим в пра- 
вой части равенства (3} все слагаемые, начиная с (#--2)-го. Получим 


| 1 1 1 \, 2\ #—1 
х>1+1+ (1 — -)+ ть + (1 -=)(-=>). в. .(' —*= | 
(4) 
При л—оо (и фиксированном А) правая часть неравенства (4) стремится к 


5к. Переходя в неравенстве (4) к пределу, получим е >> $». Итак, х„<3$ < е. 
Из Шт х„=е получаем Йт $„=е. Таким образом, 


л-о п- о 


х 
—- 
—_ 
| 
м 
—— 
— 


| | | 
е=1 + ++... +... (5) 


Последовательностью (5) гораздо удобнее пользоваться для вычисле- 
ния приближенных значений числа е, чем последовательностью (х„). Оце- 


ним разность е—5„. Из (5) 
1 : 1 
ии Рин +... = 


1 1 1 } 
ии |2 


| | 1 
< +++... | 
1 1 п-2 ! 


= @+° | 1 = п-т < пт * 
=" п- 2 


Полученный результат можно записать в виде равенства 
9» 


е= 51 + И (0< 0, — 1). (6) 
Из (6) легко получить иррациональность числа е. Действительно, пред- 
положим, что ЕР = Тогда 9!е — целое число. Из (6) при п=д 
| 9! я © 
ЕО Ра Ра 


9 
Получается, что и = — целое число, что, очевидно, неверно. Вот 


первые десятичные знаки числа е. 
е—2,718281828459045... 


2. Задача о разбнениях 


Число е, баловень математического анализа и теорни функций, довольно 
несжиданно возникает в некоторых комбинаторных задачах. Рассмотрим одну 
такую задачу. 

Начнем с примера. Двухэлементное множество {а:, а.} можно разбить 
на непересекающиеся подмножества (говоря о разбиениях, их называют 
классами) двумя способами: это — «поэлементное» разбиение {а}, {а.} и 
вырожденное «целое» разбиение {а,, а.}. Аналогичные разбиения имеются 
(при п>>2) у любого п-элементного множества. При п=3 к ним добавляются 
еще три разбиения (рис. 1). 

Обозначим число разбиений п-элементного множества через т(п) *). 


Очевидно, т(0) =т(1) =1. Как мы 

с) () только что отметили, т(2)=2, 

(2 (5 @) а в, @ (3) =5. А чему равно т(п) для про- 
а, а, а. . 


извольного п? Нельзя ли для т(п) 


указать какую-нибудь простую фор- 
ОС 


а 6: а, Как это часто бывает в комбина- 
торных задачах, легко найти ре- 
с... (С/©\> куррентное соотношение, связы- 
(©) вающее х(л) со значениями т(®) 

а а для #< п. 
Рис. 1. Пусть М = {@ь, а, ..., а}. Рассор- 
тируем все разбиения множества М 
в зависимости от того, чему равно число Ё элементов класса, в который по- 
падает при данном разбиении элемент а,. Число А может быть равно 1,2,...,п. 
При фиксированном А число таких разбиений равно, очевидно, с. (я —^). 


Таким образом, т(п)= У Су т(п- А). Легко проверить, — чта 
к =1 


п п_1 
УС Ииип-Ю= У С" ит(Ё). Окончательно, 
=! ко 


п—1 


т (п) -- р С пт (Е). (7) 


При помощи формулы (7) нетрудно подсчнтать, что т1(4)=15, *(5)=52, 
1(6) =203, т(7)=877, т(8)-=4140 — с ростом п числа т(п) быстро возрастают. 


*) Числа т(п) называются числами Белла («Квант», 1978, № 7). 


Полученный результат можно записать м виде равенства 
ый 


5+ (0<0,< 1. (6) 
Из (6) легко получить иррациональность числа е. Действительно, пред- 
положим, что в = т Тогда 9!е — целое число. Из (6) при п=д 
ее 91+ 41+ + +1, 
Г ` - 2! У [1 9 ° 


9 
Получается, что № т — целое число, что, очевидно, неверно. Вот 


первые десятичные знаки числа е. 
е=2,718281828459045... 


2. Задача а разбнениях 


Число е, баловень математического анализа и теорни функций, довольно 
несжиданно возникает в некоторых комбинаторных задачах. Рассмотрим одну 
такую задачу. 

Начнем с примера. Двухэлементное множество {а:, а.} можно разбить 
на непересекающиеся подмножества (говоря @ разбиениях, их называют 
классами) двумя способами: это — «поэлементное» разбиение {а}, {а.} и 
вырожденное «целое» разбиение {а,, а}. Аналогичные разбиения имеются 
(при п>2) у любого п-элементного множества. При п=3 м ним добавляются 
еще три разбиения (рис. 1). 

Обозначим число разбиений п-элементного множества через т(п) *). 


Очевидно, т(0) =т(1) =1. Как мы 

(‹ °) ©) только что отметили, т(2)=2, 

© (5 (.) а в, в. <(3) =5. А чему равно т(п) для про- 
а, а, а; . 


извольного п? Нельзя ли для т(п) 


указать какую-нибудь простую фор- 
Та 


а в а Как это часто бывает и комбина- 
торных задачах, легко найти ре- 
<.) куррентное соотношение, связы- 
(©) вающее х(п} со значениями т(А) 

С для В < п. 
РВ Пусть М = {@ь, а», ..., а}. Рассор- 
тируем все разбиения множества М 
в зависимости от того, чему равно число # элементов класса, в который по- 
падает при данном разбиении элемент а,. Число А может быть равно 1,2,...,п. 
При фиксированном А число таких разбиений равно, очевидно, С*-1т(п — А). 


Таким образом, т(п)= У Ст т(п- 1). Легко проверить,  чта 
к=1| 


п и — | 
УС Иип-Ю= У С" _1т(Ё). Окончательно, 
Ка} к =0 


п—1 


т (п) -= — Ст (Е). (7) 


При помощи формулы (7) нетрудно подсчнтать, что *(4)=15, *(5)=52, 
1(6) =203, т(7)=877, т(8)-=4140 — с ростом п числа т(п) быстро возрастают. 


*) Числа т(п) называются числами Белла («Квант», 1978, № 7). 


ства М ранга Ё на две группы — на разбиения, содержащие одноэле- 
ментное множество {а,} в качестве класса разбиения, и не содержащие. 
Разбиений первого вида, очевидно, существует столько же, сколько разби- 
ений множества М’ ранга #—1, то есть с„-:в_1; разбиений второго ви- 
да — вА раз болыше, чем разбиений множества М' ранга А (элемент а, можно 
поместить в любой из А классов разбиения множества М”), то есть Ё-Си—лк. 
Итак, при п>1, Е>1 


Сабо -1-НЁ"бп-ав- (10) 
Докажем, что прил! Ё>1 
&— 1 
(— 175 (Е — 8"! 
Ск 2 Я. 01 
$ =0 


Обозначим правую часть равенства (11) через $„‚. Если &=1, то 6. : = 
=1=50„.1. Если >| и п=1, то 


&—1 (—1 | 1 ь 
$ = $= 


1 == 
(8—1 |= О=с, д. 


Если, наконец, >! и л>1, то 


Е—1 П— к —1 п-2 
(“С е-3^ _ [1-Я 
в», к = 2 (Е = о (Е —$5— 1)! 
$= 5—0 


8—1 9—5 — № 
= 


&—| М" —_ ай &—1 РЕК 1 — &1—2. 
Щь 9) ен в — 57-5 
$ 


а (—1)5+1 (А — $)7-3.5 


= Е- 6 к + ЗЕ 


К—| й —е Пе И” ЗА 
=Ё- 6-1, + У а ВЫ ВЫ Рик + У! 5 — 0. 
$ 


ыы Пе" и Е—$— 9)! 
| $=0 
к—2 
—105 (Е —5— 17— 
== Е бил. к яя У Е А-а, Е: + бил, к-1- 
$=20 


Таким образом, числа с..ь н 6... удовлетворяют одному и тому же ре- 
куррентному соотношению вида (10); кроме того, их «начальные значения»: 
при А=1 (и любом л > 1) и при п==1 (и любом # > 1) совпадают. Следова- 
тельно (рис. 2), с„„=Ь,к для любых п>Ти > 1. 

Из (9) и (11) 


п К 
1 $ р—5 п— 
"ПЕ > пе 9 
Ки] $= 0 
Обозначим Кр—5 через [; тогда 
1=Ё=п. При фиксированном Ё в 
двойной сумме (12) $ может изме- 
няться от 0 до м. Собирая коэф- 
фициенты при #-', можно форму- 
лу (12) преобразовать к виду 


п п—{ 
—1} пы 
1 п-1 п п 9-Х [У ет. 


Рис. 2. [= \ $0 


Числа Сп,к, нмеющие ясный комбинаторный смысл, неожиданно возникают в 
одной алгебранческой задаче, связанной с многочленами. 
1 з 
Положим хх, х@)-=х (х—1), хх (х—1)(х—2) и т. д. Многочлены 1, 
п 

х®), ..., х(") имеют, соответственно, степени 0, 1, 2, ..., п. Поэтому любой многочлен 
от х степенн не выше п единственным образом представляется п виде суммы этих мно- 
гочленов (с некоторыми коэффицниентамн). В частности. 


х" — алк) | ап +... Рап,вя (13) 


для некоторых чнсел ап, (п>1. 1«А<п}. Для К>п положим а’.к-=0. Оказывает- 
ся, ап.к=сСл.к. Докажем это. 

Полагая в (13) х=1, получаем ап,1=1=сСп. Если > Ги п=1, 
Пусть теперь &>Е н п. 


к), 


т0 @А-=0=С1, к. 


п п} п-—1 
я" — > алк хх —х. хх ап—1.1х® = № ап О -ЬЙ-Й = 
Е=1 51 131 


п-1 


п-} 
1 . . (# : С. 
= Уж-ы О-о = У ав, Иконы] = 


{=>1 


Сравнивая коэффнциенты прн х(®), получаем ап. к=ав—цифттг В @пь.К- 


1 


из этого вытекает, что аи к=с».к при всех л, А 
Упражнение. Докажите равенство; 


т®— = УХ (— 10 _ ии д. 


Вычислим число е 


На с. 4 было доказано, что 
ь 1 \7^ 
число е = Ит (1 + — 
п- < п 
1 
равно сумме ряда 1 -- = 
1 
+ > + : . Однако мо- 
жно указать ряд,  ча- 
стичные суммы — которого 


сходятся Кг намного быст- 
рее частичвых сумм ряда 


1 1 
ТИ. ... Ниже 


предлагается несколько за- 
дач. решив которые. вы 
с помощью несложных вы- 


кладок научитесь точно 
ВЫЧИСЛЯТЬ много знаков 
числа г. 


п—| 


#50 


1. Докажите. что при 
п 2 справедливо равенство: 


1 
РГ + 


1 1 
эр т + т 


1 1 
ео 


1 1 
= 2.3-37 ^^ п ПЮ-д-ли° 


Указание. —Применн- 
те метод  математнческой 
индукции. 


?. Докажите, что 
е = К Е 
ыы 1 


— „ето 


п}! 
= | 
У арм + 
=1 
п-| | 
+ У ыы. 
{=\1 


Как и выше, 


3. Докажите, что 


87 


м 1 
= Хе ). (5). (п--5)Г 
87 
4. г = 32 —_ 
п 
12 (®--4)-(п--5)-(п--5) 
— Вк. Оцените остаток Юь. 


5.Вычислите приближен- 
ное значение е, взяв три члена 
ряда (1), и оцените погреш- 
ность приближения. 


6. Докажите, что 
Бы 1 


ети < 
< 0.00047. 


Г. Сорокив 


А. Мигдал 


Вычисления 
без вычислений 


Если математика — это искусство 
избегать вычислений, то теоретиче- 
ская физика — это искусство вычис- 
лять без математики. 


Высказывание, приведенное в ка- 
честве эпиграфа, возникло в резуль- 
тате споров физиков и математиков 
и нуждается в разъяснении. Даже 
самые простые вычисления в физике 
не обходятся без математики. Одна- 
ко, на первой, самой важной стадии 
работы физика-теоретика, когда ус- 
танавливается физическая картина 
явления, математика отступает на 


задний план и играет только подсоб- 
ную роль. 'Чо прежде чем говорить о 
связи физики и математики, следует 


пояснить, 
физика. 


что такое теоретическая 


1. КАК РАБОТАЮТ ФИЗИКИ? 
Экспериментаторы и теоретики 


Существует два типа физиков — экс- 
периментаторы и теоретики, причем 
эти две профессии почти никогда не 
совмещаются в одном лице. Физики- 
экспериментаторы исследуют соотно- 
шения между физическими величина- 
ми или, говоря более торжественио, 
открывают законы природы, пользу- 
ясь экспериментальными установками, 
то есть производя измерения физи- 
ческих. величин с помощью прибо- 
ров. Для этого надо глубоко понять 
изучаемые явления, чтобы знать, что 
н как измерять. Физики-теоретики 


изучают природу, пользуясь только 
бумагой и карандашом, то есть вы- 
водя новые соотношения между на- 
блюдаемыми величинами, опираясь на 
найденные ранее экспериментально и 
теоретически законы природы. Прни- 
чина разделения этих двух профес- 
сий не только в том, что каждая из 
них требует своих специальных зна- 
ний: знания методов измерения — 
в одном случае и владения математи- 
ческим аппаратом — в другом. Глав- 
ная причина в том, что эти профес- 
сни соответствуют различным ха- 
рактерам мышления и различным фор- 
мам интуиции. Интуиция, то есть спо- 
собность подсознательно находить пра- 
вильный путь, играет важнейшую 
роль, особенно на первых стадиях 
работы. К сожалению, дар интун- 
ции возникает не сразу, а в резуль- 
тате упорной работы, как награда за 
решение многих научных задач. 

Поскольку теоретическая физика 
имеет дело с более отвлеченными 
понятиями, чем физика эксперимен- 
тальная, физику-теоретику требу- 
ется более абстрактная форма инту- 
иции, близкая иногда к интуиции 
математика. В прошлом веке, когда 
физика еще не была так специализни- 
рована, многие физики совмещали 
обе профессни. Так, Максвелл, кото- 
рый получил теоретически уравне- 
ния, описывающие все электромаг- 
нитные явления, занимался и экспе- 
риментами. Герц, который обнару- 
жил экспериментально электромагнит- 
ные волны, был одновременно и хо- 
рошим теоретиком. И все-таки в каж- 
дом случае можно указать, какая 
из профессий главная: для Максвелла 
это — теоретическая физика, а для 
Герца — физика экспериментальная. 

В ХХ веке одним из самых за- 
мечательных примеров «универсаль- 
ного» физнка — и теоретика, и экс- 
периментатора — был Энрико Фер- 
ми. Наряду со многими другими ра- 
ботами Ферми создал теорию раднио- 
активного распада и вместе с физи- 
ками своей группы открыл экспери- 
ментально искусственную радиоак- 
тивность элементов, возникающую при 
бомбардировке нейтронами. 

Еще одним примером выдающего- 
ся теоретнка, тесно связанного с экс- 
периментом, был академик Г. И. Буд- 


кер, у которого теоретическая физи- 
ка совмещалась с замечательными 
инженерными идеями. Он руково- 
дил теоретической разработкой и 
практическим осуществлением уско- 
рителя на встречных пучках заряжен- 
ных частиц в Новосибирском Академ- 
городке. 

Однако это — редкие исключения, 
и молодой человек, интересующийся 
физикой, должен решить для себя, 
какую из двух профессий он выби- 
рает. 

В дальнейшем речь пойдет о ра- 
боте физиков-теоретиков. 


Физика ин математика 


Итак, задача физика-теоретика — по- 
лучать соотношения между наблю- 
даемыми величинами с помощью ма- 
тематических выкладок. Не означает 
ли это, что теоретическая физика 
представляет собой нечто вроде прн- 
кладной математики? Такая точка 
зрения совершенно неверна. И по 
характеру задач, и по методам под- 
хода к задачам математика и теоре- 
тическая физика категорически от- 
личаются. 

В математике важнейшую роль иг- 
рают математическая строгость, то 
есть логическая безупречность всех 
выводов, вытекающих из принятых ак- 
сном, и исследование всех логически 
возможных соотношений. Задача фни- 
зики — воссоздать по возможности 
точную картнну мира без строгих «пра- 
вил игры», используя все известные 
экспериментальные и теоретические 
факты, используя основанные на ин- 
туиции догадки, которые в дальней- 
шем будут проверены на опыте. Так, 
математик исследует все логически 
возможные типы геометрий, физик 
же выясняет, какие геометрические 
соотношения осуществляются в на- 
шем мире. 

Математик, даже если он занима- 
ется прикладными задачами, то есть 
задачами, пришедшими не из мате- 
матики, берется за решение только 
тех задач, которые ‘не требуют до- 
полнительных недоказанных предпо- 
ложений. Физик же, как правило, 
имеет дело с задачами,в которых име- 
ющихся исходных данных недоста- 


точно для решения, и искусство со- 
стоит в том, чтобы угадать, какие 
недостающие соотношения реализуют- 
ся в природе. Именно для этих дога- 
док требуется не математическая, а 
физическая интуиция. 

Убедительность в физике достига- 
ется полученнем одного и того же 
результата из разных исходных пред- 
посылок. При этом приходится вво- 
дить лишние, логически ие необходи- 
мые аксиомы, каждая из которых 
сама по себе не абсолютно достоверна. 
Единственное условие состоит в том, 
чтобы уметь оценивать степень убе- 
дительности того или иного предпо- 
ложения и ясно понимать, какие 
предположения требуют дальнейшей 
проверки. 

Если какая-либо область физики 
достигнет такого развития, что все 
ее результаты можно будет вывести 
из нескольких строго установленных 
экспериментально аксиом, то эта об- 
ласть перестанет быть частью разви- 
вающейся физической науки и пе- 
рейдет в раздел прикладной матема- 
тики или техники. Так произошло 
с классической механикой. 

Разумеется, очень полезно ана- 
лизировать структуру физической те- 
орни, то есть выяснять, из каких 
исходных предпосылок получаются те 
или иные результаты. Однако, центр 
тяжести в таком аксиоматическом 
подходе — не в общности и матема- 
тической строгости выводов, а в пра- 
вильном выборе исходных предполо- 
жений и в оценке того, какие из них 
нанболее достоверно  подтвержде- 
ны опытом. А для этого требуется ин- 
тунция физика. В тех случаях, когда 
эту работу проделывает математик, 
он обязательно, хотя бы на время, 
делается физиком-теоретиком. Иначе 
он рискует оказаться, по выражению 
польского сатирика Леца, в положе- 
нии эскимоса, который вырабатывает 
для жителей Конго правила поведе- 
ния во время жары. 

Итак, математика и физика — на- 
уки с разными задачами и с разными 
методами подхода к задачам. 

В математике достоверность ре- 
зультатов достигается — логической 
строгостью и анализом всех логически 
возможных решений. В физике рас- 
сматриваются только те решения, ко- 


торые могут осуществляться в при- 
роде, и достоверность достигается 
многократной проверкой сделанных 
предположений. Математическая стро- 
гость в физике представляет собой 
невозможную и ненужную роскошь. 
Добиваться в физике математичес- 
кой строгости так же не нужно, как 
требовать от бригадиров лесоповала, 
чтобы они на работе разговаривали 
стихами. Но вместе с тем физик- 
теоретик должен свободно владеть 
математическим аппаратом, то есть 
знать и уметь использовать все те 
математические методы, которые мо- 
гут оказаться полезными при реше- 
нии физических задач. 


И. КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ 


Попробуем показать на простых при- 
мерах, как работают физики-теоре- 
тикй на первой, самой важной ста- 
дии работы, когда делается качест- 
венный анализ поставленной задачи. 
Как мы увидим, на этой стадии ра- 
боты почти без всяких вычнслений 
получаются грубые соотношения меж- 
ду входящими в задачу величинами. 
Следующая стадия работы — полу- 
чение точных количественных соотно- 
шений с помощью математического 
аппарата теории — целиком опира- 
ется на первую стадию, во время 
которой проясняется физическая кар- 
тина явления и возникает проект 
ожидаемого решения. Не имея тако- 
го  предположительного = проекта, 
нельзя приступать к поискам точ- 
ного решения. Действительно, дока- 
зать удается только те утверждения, 
которые были заранее угаданы. Из 
этого правила почти не бывает исклю- 
чений. 

Одним из главных элементов ка- 
чественного анализа является реше- 
ние задачи на упрощенных моделях, 
в которых отброшено все несущест- 
венное. Усложнять решенную задачу 
несравненно проще, чем заново ре- 
шать сложную. 

В некоторых простых случаях мно- 
гое проясняет простой размерный 
анализ входящих в задачу величин 
и возможных соотношений между 
НИМН. 
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Размерные оценки 


Для иллюстрации докажем теоре- 
му Пифагора, пользуясь соображе- 
ниями размерности. Из размерности 
‘следует, что площадь $ прямоуголь- 
ного треугольника можно запнсать 
как произведение квадрата гипотену- 
зы на некоторую функцию одного из 
острых углов: $=С Ка). Аналогич- 
ным образом можно представить пло- 
щадн двух подобных прямоугольных 
треугольников, которые получатся, 
если опустить высоту из прямого уг- 
ла. Для этих треугольников роль 
гипотенузы играют катеты исходного 
треугольника. Поэтому 


са) =аКа) --ЫКо). 
Сократив на {[(<), получим теорему 
Пифагора. 

В качестве другого примера рас- 
смотрим задачу о нахожденин перио- 
да колебаний грузика на пружине. 
Прежде всего выясним, какие ве- 
личины могут входить в выражение 
для периода. Поскольку силы, дей- 
ствующие на грузик, — это сила тя- 
жести и сила упругости, естественно 
предположить, что период колебаний 
зависит от ускорення свободного па- 
дения & и массы т грузика и от 
жесткости пружины А. Разумеется, 
такне величины, как температура и 
вязкость воздуха, не войдут в задачу, 
есян мы пренебрегаем затуханием ко- 
лебаний. (Чтобы упростить задачу, 
надо знать, чем можно пренебречь!) 
Из величин &, т и Ё можно составить 
только одну комбинацию, имеющую 
размерность времени, — М /#. 
Следовательно, период Т равен 


Т=СИт/Е. 


5.=5.*+ 54 


$.=с?Р(а), 5=а?К(а), $3=5?Г(а) 


Ускорение & не вошло в ответ. Без- 
размерная константа С не может быть 
найдена из размерных соображений; 
можно Только сказать, что она не 
очень велика и не очень мала, — она 
порядка единицы. Действительно, зна- 
чение С должно быть найдено из ре- 
щения ненаписаиного нами уравне- 
ния движения грузика. А безразмер- 
ные коэффициенты, возникающие из 
решений уравнений, встречающихся в 
физике, как правило, оказываются 
порядка единицы *). Точное вычис- 
ление дает для С значение 2л. 

Таким образом, мы без вычисле- 
ний, пользуясь только размерным 
анализом, нашли примерную вели- 
чину пернода колебаннй грузика на 
пружнне. 


Пример обобщения — осциллятор 


Во всех областях физнки встречаются 
задачи, связанные с колебаниями си- 
стем около положения равновесия. 
Для понимания многих явяений, в 
следовательно, для качественного ана- 
лиза этих явлений нужно знать об- 
щие свойства такнх систем. Системы, 
совершающие колебания около поло- 
жения равновесия, независимо от их 
устройства называют осцилляторами. 
Простейшие примеры осцилляторов— 
грузнк на пружине, математический 
маятинк. Более сложный пример — 
натянутая струна; у’ нее может быть 
много типов колебаний: колебания с 
пучностью посереднне (основной тон), 
с одним узлом, двумя узлами и т. д. 
(обертоны). Таким образом, струна — 
это набор осцилляторов разных час- 
тот. Аналогичный пример — столб 
воздуха в органной трубе; его мож- 
но заставить колебаться с наиниз- 
шей частотой (основной тон) или с 
более высокой частотой, когда в не- 
которых точках воздушного столба 
частицы воздуха будут неподвижны 
(аналог узлов в колебаниях струны). 

Общее свойство всех осцилляторов 
состоит в следующем: независимо от 
конкретного устройства осциллирую- 


“) Это утверждение нельзя доказать в 
общем виде, но оно практнчески всегда 
справедливо. и этим фактом широко поль- 
зуются прн всех оценках. 


а-х, а-х=ь, 


ук, р-т 


х= УЕ/т 


щей (то есть колеблющейся около 
положения равновесия) системы, энер- 
гия системы в любой момент времени 
может быть записана в виде 


Е=4?/2 89212, (*) 


где д — величина, характеризующая 
отклонение от положения равнове- 


х 
сия, а 9 — скорость изменения ве- 


личины 9 во времени (то есть 9д= 
—=А4/Аф, где АГ — малый промежуток 
времени). Слагаемое Л=у4д?/2 — это 
потенциальная энергия осциллятора; 
коэффициент } называют жесткостью 


осциллятора. Слагаемое К=Ва?/2 — 
это кинетическая энергия осцилля- 
тора; коэффициент В называют мас- 
сой осциллятора. (Вспомните, как 
записывается энергия простейшего ос- 
циллятора — грузика на пружине, — 
и вам станет понятно, почему у на- 
зывают жесткостью, а В — массой 
осциллятора.) 

Как бы ни был конкретно устроен 
осциллятор, его угловая частота коле- 
баний ®=-=2л/Г выражается следую- 
щим образом через жесткость } и 
массу В: 


в УЗ. 


Введение «обобщенного» осцилля- 
тора, координата которого — не обя- 
зательно расстояние от положения 
равновесия, а может иметь любой 
смысл, лишь бы энергия имела такую 
же структуру, как Е в выражении 
(*), позволяет делать выводы о пове- 
дении колеблющейся системы без рас- 
смотрения физической природы про- 
исходящих в ней процессов. 

Для пояснения приведем еще один 


пример осциллятора, не похожий иа 
все приведениые выше примеры. До- 
пустим, имеется катушка индуктив- 
ности [, из хорошо проводящей про- 
волоки, концы которой присоединяют 
к конденсатору емкости С, имеющему 
заряд О. В цепи возникают электро- 
магнитные колебания. Если катушка 
сделана из сверхпроводника (для это- 
го нужна низкая температура), ко- 
лебания практически не будут зату- 
хать. 

Энергия такой системы состоит из 
двух слагаемых: энергии магнитного 
поля в катушке и энергии электри- 
ческого поля в конденсаторе. Энергия 
электрического поля конденсатора 
пропорциональна квадрату заряда (, 
который в данный момент находится на 


обкладке конденсатора: П = -- (3/2. 


Энергия магнитного поля катушки 
пропорциональна квадрату силы то- 
ка {/, текущего в данный момент по 
катушке: К=1.13/2. Но сила тока 
равна скоростн изменения заряда кон- 


денсатора со временем: /=(@. Таким 
образом, энергия магнитного поля 
ы в, 
катушки К-=00?/2. 
Следовательно, энергия системы в 
любой момент времени равна 


Е == 4/2 + 14/2. 


Наша система — осциллятор; роль ко- 
ординаты осциллятора играет заряд 
@, потенциальная энергия осцилля- 
тора — энергия конденсатора, кине- 
тическая — энергия магнитного поля 
катушки. Мз записи энергии видио, 
что жесткость этого осциллятора — 
величина 1/С, а роль массы играет 
индуктивность 2.. Сразу можем запи- 


сать частоту колебаний: ® = И Т/С. 


4-@=Ь 
ВЕ 


9-0, 
гы ИС, 


«=У МЕС 


Такой осциллятор называется элек- 
трическим колебательным контуром. 


Как угадать решение? 


Приведем пример того, как проясня- 
ются некоторые черты решения, преж- 
де чем будет построен аппарат для 
точного решения задачи, до того как 
найдены уравнения, на основе кото- 
рых задача будет решаться. Это заод- 
но и пример более сложного анализа 
размерностей, чем в случае осцилля- 
тора. 

Одна из труднейших и неразре- 
шенных задач теоретической физики— 
связь гравитационных и электро- 
магнитных явлений. 

Если такая связь существует, то 
в результате решения каких-то еще не 
найденных уравнений будет получено 
безразмерное число *), дающее со- 
отношение между гравитационной по- 
стоянной у и величинами, характе- 
ризующими электромагнитные явле- 
ния, такими как скорость света с, 
заряд электрона е и его масса т. 
Если существенны квантовые явле- 
ния, то в задачу может войти еще по- 
стоянная Планка й. Зная  размер- 
ности величин 7, с, е, т, НЙ, нетрудно 
убедиться, что из этих величин мож- 
но составить только две независимые 
безразмерные комбинации: 


а=е?!’ вс;  Е=фет? 


(напомним, что д=й.2п). 

Первая из этих комбинаций ха- 
рактеризует взаимодействие  элек- 
трона с электромагнитным полем (без- 
размерный «заряд» электрона) и на- 
зывается постоянной тонкой струк- 
туры. Подстановка численных значе- 
ний дает и=—1:137, &=5.10“. Может 
ли такое болышое число как & возник- 
нуть в результате решения каких- 
либо разумных уравнений? Безразмер- 
ные числа, возникающие в результате 
решения физических задач, как мы 
уже говорили, нмеют порядок не- 
скольких единиц или долей единицы. 


*) Для того чтобы соотношение между 
различными физическими величинами не 
зависело от выбора единиц, оно должно 
быть запнсано в виде безразмерной комбн- 
нации- 
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Поэтому мы вправе ожидать, что ве- 
личина & войдет в задачу в такой 
форме, чтобы в результате получи- 
лось число порядка 1. Пока мы прн- 
меняли здравый смысл. Теперь дол- 
жен быть сделан небольшой интунтив- 
ный логический скачок. Правдопо- 
добно, что в теорию войдет комбина- 
ция 
оп Е—1. 


Ясно, что знание такого соотно- 
шения облегчает поиски решения. 
Именно в такой форме входит величи- 
на Ё в существующие сейчас теорети- 
ческие попытки решения задачи о 
связи электродинамики с гравитацией. 


НТ. ПРЕДЕЛЬНОЕ УПРОЩЕНИЕ 


Основная идея квантовой механики 


Попробуем показать на другом при- 
мере, как, предельно упрощая задачу, 
можно определить главные черты яв- 
ления. Этот пример пояснит, что та- 
кое качественный подход к задаче. 
Согласно квантовой механике энер- 
гия электрона в атоме может прини- 
мать только дискретные значення. 
Возможные значения энергий элек- 
трона в атоме водорода даются вы- 
ражением 
тв 1 * 
Е, = — Зет.) 


(++) 


Разности значений Е„ для двух раз- 
ных мп (п=12,3, ...) определяют с 
большой точностью частоты наблю- 
даемых на опыте спектральных ли- 
ний. 

Основная идея квантовой меха- 
ники состоит в том, что каждая час- 
тнца (в данном случае — электрон) 
характеризуется неким волновым про- 
цессом с длиной волны 


где т — масса частицы, 2 — ее ско- 
рость. Дискретные значения энергин 
электрона получаются из того успо- 
вия, что на длине орбиты, по которой 
движется электрон, должно уклады- 


*) Физики, как правило. не пользуются 
системой СИ. (Примечание автора-} 


ваться целое число волн. Если радиус 
орбиты г, то п-ному состоянию элек- 
трона соответствует условие 2лг==Ал 
(п=1, 2, ...), или то,=фп/г. Отсюда 
нетрудно найти кинетическую энер- 
гию в п-ном состоянии: 


№, = ти2/2 = Е 7п? тг". 


Полная энергия электрона скла- 
дывается из кинетической энергии и 
потенциальной энергии в поле ядра, 
которая отрицательна и равна И= 
= — ег. Полная энергия электро- 
на в атоме водорода равна 


Ен (г) = #*п*/2ти — ег. 


В нашем выводе мы предполагаем, 
что радиус орбиты г имеет фиксиро- 
ванное значение. Согласно квантовой 
механике радиусы орбит «разбросаны» 
в окрестности классически устойчивой 
орбиты. В качестве оценки раднуса 
можно взять значение г, которое со- 
ответствует минимуму энергии Е(г). 

Чтобы найти минимум Е(г), по- 
ступим следующим образом. Перепн- 
шем выражение для Е(г) в таком ви- 
де: 

Е=Ах*— Вх. 


Мы ввели такие обозначения: х= г, 
А= $} ?л3/2т, В=е?. Видно, что при 
х.=0 и х,=В/А значение Е равно 
нулю. Внутри интервала ]х1, х.[ Е 
отрицательно. Где-то внутри этого 
интервала лежит минимум Е. Будем 
для оценки считать, что Ев С00Т- 
ветствует значение х в середине ин- 
тервала, то есть х=В/2А. Соответ- 


ственно, г=1/х=2А/В, то есть 
Ап? 
Га = 1763 ® 


(Отметим, что при п=1 это выраже- 


ние дает верную оценку для радиуса 
атома в наинизшем состоянии.) Под- 
ставив это значение г, в выражение 
для Е„(г), получим 
и те 1 
"= — Ан т, 

то есть выражение, совпадающее с 
(+=)! 

В действительности электрон мо- 
жет с разной вероятностью находить- 
ся на любом расстоянии от ядра. На- 
ше упрощение состояло в предполо- 
жении, что это расстояние определен- 
ное, равное г, и находится из условия 
минимальности энергии. Разумеется, 
мы действовали грубо. Поэтому нельзя 
доверять числовому множителю впе- 
реди этой формулы, хотя он случайно 
получился правильным. Но всему 
остальному можно доверять! И мно- 
жителю те“ }?, и, что особенно важ- 
но, зависимости от «квантового чис- 
ла» п. 

Точное решение потребовало бы 
знания основного уравнения кванто- 
вой механики (уравнение Шрединге- 
ра) н очень сложной (по школьным по- 
нятиям) математики. То, что мы по- 
лучили, и есть качественное решение, 
когда результат получается с точ- 
ностью до неизвестного числового 
миожителя, но характер зависимости 
от параметров задачи передается точ- 
но. Качественное решение чрезвы- 
чайно облегчает получение точного 
решения, поскольку выясняются глав- 
ные черты явления. Более того, если 
есть качественное решение, а точ- 
ного не удается получить аналити- 
чески, можно без особых потерь в по- 
нимании задачи найти его с помощью 
вычислительных машин. 


Еще одно обобщение — 
квантовые осцилляторы 


Не сложнее решается задача о кван- 
товании осциллятора. При этом нам 
не существенно, как реализован ос- 
циллятор — представляет ли он груз, 
колеблющийся на пружине, или элек- 
трический колебательный контур. 

Обозначим через 4 обобщенную 
координату осциллятора. Запишем 
энергию осциллятора: 


Е—19*/2 -+-Вд?/2. 


Можно себе представить, что осцил- 
лятор — это некая «частица» с мас- 
сой В, колеблющаяся на пружине 
с жесткостью у. Для того чтобы сфор- 
мулировать для этого объекта основ- 
ную идею квантовой механики, вве- 
дем длину волны А волнового процес- 
са, связанного с нашей «частицей»: 


А=2л ВЧ. 


В знаменателе стоит произведение 
«массы» на ее скорость. Так как ско- 
рость изменяется при движении ча- 
стицы, то и длина волны тоже меня- 
ется — она минимальна вблизи по- 
ложения равновесия и растет в тех 
областях, где скорость «частицы» ма- 
ла. 

Пусть «частица» движется в 0б- 
ласти от —% до 90. (Подчеркнем, что 
24. — не размах колебаний осцилля- 
тора, а та область, в которой «дро- 
жит» его координата.) Для того чтобы 
образовалась стоячая волна, на «дли- 
не» 24% должно укладываться целое 
число полуволн: 29%= (и --1)А/2 (п=0, 
1,2,..). В качестве оценки скорости 
возьмем значение скорости при 9—4, 

. 
то есть (9)о=2л/ВА=лр(п-1)/28В чо. 
Подставляя это значение в выраже- 
ние для кинетической энергии, на- 
Ходим: 
ЛА (п-- 1) 


88 9 
Для полной энергии получаем: 


(^^)? (п+1? 19 
В 
(9е) 88 92 2 


При малых значениях 9% энергия 
велика из-за первого слагаемого, а 
при больших 9, — из-за второго. При- 
мерное значение 4, дающее наимень- 
шую энергию, получится, если при- 
равнять оба слагаемых. Из этого ус- 
ловия находим: 


л_ (п |) 

ЗУМ | 
Подставляя в выражение для энер- 
гии, получаем: 

Е, = ПУ "+0 = 


(п = 0,1,2,...). 


д= 


9 = 


= фо (п+ 1) 


о -- УВ 


Величина представ- 


ляет собой частоту колебаний клас- 
сического осциллятора. 

При точном расчете для энергин 
получается выражение 


Е» — #6 (п +). 


Таким образом, мы — ошиблись 
в чнсловом множителе (л/2 вместо 1), 
а также в численном значении энер- 
гии в самом низшем состоянии, то 


есть при п=0 (5. фо — вместо 
| 
-5- # Но все остальное по- 
лучилось точно! Теперь, когда ре- 
зультат получен, следует задуматься 
над тем, что мы использовали для его 
получения и чтб вытекает из получен- 
ных нами выражений для энергии ос- 


циллятора и для величины 42- 

Прежде всего, мы применили к на- 
шему осциллятору, не интересуясь 
тем, как он устроен, принципы кван- 
товой механики, установленные перво- 
начально применительно к электро- 
нам. Конечно, естественно ожидать, 
что общие принципы должны быть 
такими же и для других частиц, 
массы которых отлнчаются от массы 
электрона. Действительно, такое обоб- 
щение с большой точностью подтвер- 
дилось опытом. Но почему эти же 
принципы можно применять и к та- 
кому объекту, как колебательный 
контур, где роль «координаты» игра- 
ет заряд на обкладках конденсатора? 
Здесь мы подошЛи к важному пред- 
положенню, которое широко использо- 
валось и используется в теоретичес- 
кой физике ХХ века. Если две систе- 
мы имеют энергию, одинаково зави- 
сящую от координат и скоростей, то 
такие системы обладают одинаковыми 
свойствами, несмотря на то, что «ко- 
ординаты» и «скорости» могут иметь 
совершенно разный смысл в этих 
системах. 

Не было ни одного примера, где 
бы это предположение  противоре- 
чило опыту. Поэтому мы вправе 
считать, что решили задачу о приме- 
нении квантовой механики сразу для 
всех возможных осцилляторов. 

Теперь подумаем, что означают 
полученные нами результаты. Как 
они переходят в формулы классичес- 
кой механики? Прежде всего, мы 


получилн, что энергия изменяется не 
непрерывно, а порциями величины 
ро. Правда, величина д очень мала, 
и для обычных макроскопических ос- 
цилляторов эта скачкообразность из- 
менения энергии практически не на- 
блюдается. Впрочем, есть такие осо- 
бые макроскопические системы, где 
скачкообразность играет определяю- 
щую роль (например, лазеры). Пра- 
вильность полученного нами выраже- 
ния для энергии осциллятора прове- 
рена с большой точностью для многих 
видов осцилляторов. 

Есть еще одно важное свойство 
квантового осциллятора, которое тоже 
намн получено. Когда энергия минн- 
мальна, классический осциллятор на- 
ходится в покое в положении равно- 
весия; между тем квантовый осцилля- 
тор в наинизшем энергетическом со- 
стоянии совершает колебания (их 
называют «нулевые колебания»). Ки- 
нетическая и потенциальная энергия 
этих колебаний порядка до. При 
этом среднее значение координаты ос- 
циллятора равно нулю, а среднее 
значение квадрата координаты дается 
приведенной выше формулой для 45. 
Это замечательное свойство кванто- 
вых осцилляторов хорошо проверено 
на опыте и играет важную роль в сов- 
ременной физике. 

Если рассмотреть звуковые коле- 
бания в твердом теле как набор кван- 
товых осцилляторов, то мы получим, 
что при абсолютном нуле температуры 
атомы твердого тела не неподвижны, 
а совершают нулевые колебания. И 
этот факт был подтвержден опытами 
по рассеянию света при низких тем- 
пературах! Если мы будем рассмат- 
ривать электромагнитные волны, ко- 
торые могут распространяться в пус- 
том пространстве, как набор осцнл- 


ляторов, то мы придем к заключению, 
что в пустоте, даже когда в ней нет 
ни частиц, ни квантов, должны про- 
исходить нулевые колебания электро- 
магнитного поля. И эти колебания 
также были обнаружены на опыте! 
Но это уже более сложный вопрос, 
который требует подробного обсуж- 
дения. 


Понимание возникает 
в процессе работы 


Мы ввели без объяснения несколько 
непонятных слов: квантование, волно- 
вой процесс, связанный с частицей, 
квантовый осциллятор и т. д. И на- 
чали действовать, не очень их пони- 
мая. Тем не менее мы нашли, как 
зависит энергия атома водорода от 
квантового числа п; узнали, что кван- 
товый осциллятор в наинизшем энерге- 
тическом состоянии колеблется, и да- 
же стали применять результаты кван- 
тования осциллятора к такому объек- 
ту, как колебания электромагнитного 
поля в пустоте. И в результате этих 
действий возникло хотя бы частичное 
понимание. 

Итак, понимание возникает в про- 
цессе работы. Ведьесли бы мы попыта- 
лись добиться полного понимания до 
того, как начали наши простые вычис- 
ления, ннчего бы не получилось. Пони- 
мание возникает не скачком, а по ме- 
ре продвижения в работе. И наоборот, 
работа продвигается по мере углуб- 
ления понимания. 

Для того чтобы достичь более глу- 
бокого понимания, надо самому ре- 
шать задачи в данной области физи- 
ки. Пассивное изучение дает только 
слабое представление о тех красотах, 
которые открываются при самостоя- 
тельной работе. 


Задачи наших читателей 


1. Окружность. вписанная в треугольник АВС. касается его сторон ВС, СА и АВ 
в точках Си, Сьн С. соответственно. Вневписанные окружностн касаются сторон ВС, 
СА и АВ в точках М,, Мьн М.. Пусть г, го. Гь н Ге — радиусы вписанной и вневпн- 
санных окружностей соответственно. Докажнте следующие равенства: 


1 
2) Гас. В +186. С! + 


1 
мм в ТММ АГ = т 


| АМ, 18М. п СМ. 
ин 


2 «Квант» №8 


ГСбь-1бь АТ — ГАМ. Тм. ВТ” 


бе Ра а 


(Окончание см. п. 25) 
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Р. Винокур 


Домовой, колдун 
и... резонатор 
Гельмгольца 


В рассказе А. Вьюркова «Пус- 
тырь» *) можно прочитать о том, 
как некий Иваи Павлович, жела- 
ющий разбогатеть, нанял ар- 
тель каменщиков для построй- 
ки «доходного» дома и жестоко 
обманул их, выплатив лишь 
часть заработанных денег. Од- 
нако «доходный» дом не принес 
мошенннку желанных  при- 
былей — постепенно его поки- 
нули все квартиросъемщики. Их 
напугал таинственный домовой, 
поселившнйся в доме. Не по- 
могла Ивану Павловичу из- 
бавиться от «нечистой силы» и 
полиция. 


*) А. Вьюрков. Рассказы ю ой 
8.) 


Москве. (М., «Московский рабочий», 19 


«... В квартиру выехавшего купца 
посаднли на ночь двух городовых. 
Онн уселнсь в кухне на пустые ящн- 
ки, досталн «для храбростн» бутыл- 
ку водки, колбасу н сталн ждать 


«домового». -— В случае, ежелн 
что... — иаставлял старший чин 
младшего, — ты его хватай, а я рукн 


крутить буду- | | 
«Засада» выпивала и прислушива- 
лась. В квартире было тнхо. На 
улние гудел ветер, выла собака, хло- 
пала калитка у ворот, и вдруг... 
в пустых комнатах кто-то вздохнул 
и завыл. Городовые переглянулись 
н, не прожевав колбасы, вскочилн и 
вылетели на улицу легче пуха. 
— Так точно... — дрожа от страха, 
доложил дежурному старшой. 
— Своими глазами вндел, ваше бла- 
горолне!... Голова у него — во! 
Хвост и рога — во! 
После этого пронсшествия из дома 
выехало еще несколько жильцов. ..з. 


Наступил срок уплаты процен- 
гов, денег не было. Ивана Пав- 
ловича арестовали. И только 
много лет спустя строительный 
подрядчик, также когда-то об- 
манутый Иваном Павловнчем, 
раскрыл ему секрет: 


«Это тебя, брат, Иваи Павловнч, ка- 
менщикн подвели. Они тебе в стену 
бутылки пустые заложили, ветерок- 
то в ннх ни гудел. Подн их теперь нщи. 
Не придумаешь, где н стену ло- 
мать...» 


Звучащие свойства пустых сосу- 
дов известны давио. Так, еще в ан- 
тичном театре большие глиняные либо 
бронзовые сосуды использовались для 
уснления голоса актера. Большое 
практическое применение в акустике 
получили так называемые — резона- 
торы Гельмгольца — полости шаро- 
образной или бутылочной формы с 
узким длинным горлом. 

С помощью набора резонаторов 
Гельмгольца (названных так в честь 
немецкого физика Гельмгольца, соз- 


дателя физической теории слуха) мож-. 


но производить анализ сложных зву- 
ков. Действие резонатора основано на 
резонансе колебаний воздуха, заклю- 
ченного внутри резонатора. Из всех 
колебаний, входящих в состав слож- 
ной звуковой волны, каждый резона- 
тор сильнее всего откликается на час- 
тоту, равную собственной частоте ко- 
лебаний воздуха в нем. 

От чего и как зависит собственная 
частота колебаний резонатора Гельм- 
гольца? Если размеры резонатора ма- 
лы по сравнению с длиной звуковой 
волны, его можно рассматривать как 
колебательную систему, аналогичную 
пружинному маятнику. 
Поскольку горло узкое, при колеба- 
инях скорость движения воздуха в 
горле гораздо больше скорости воз- 
духа внутри полости, так что роль 
колеблющейся массы играет, главным 
образом, воздух в горле. Другими 
словами, кинетическая энергия коле- 
бательной системы сосредоточена, в 
основном, в горле. Упругой же энер- 
гией обладает воздух, находящийся 
внутри полости. Действительно, так 
как объем воздуха в горле намного 
меныше, чем в полости, изменением 
объема воздуха в горле при колеба- 
ниях можно пренебречь и считать, 
что весь этот воздух смещается как 
единое целое — своеобразная «воз- 
душная пробка», а объем воздуха в 
полости изменяется заметно. Таким 
образом, воздух внутрн полости иг- 
рает роль пружины в нашей колеба- 
тельной системе. 

Как известно, собственная часто- 
та колебаний пружинного маятника 


равна 
ее у - 
— 2 т ` 
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Найдем соответствующие параметры 
нашей колебательной системы—мас- 
су т и коэффициент упругости А. 
Массу «воздушной пробки» оп- 
ределить легко. Она равна 
т=рУр 


где р - с плотность воздуха, $ — пло- 
щадь поперечного сечения горла ре- 
зонатора н { — его длина. 

Для определения коэффициента уп- 
ругости проведем такие рассуждения. 
Пусть «воздушная пробка» смести- 
лась на некоторое расстояние внутрь 
полости. Это вызовет сжатие воздуха 
(увеличение плотности) и прилегаю- 
щем слое воздуха в полости и, как 
следствие, — повышение давления, что 
вызовет движение следующего слоя 
воздуха, и так далее. Сжатие будет 
передаваться от слоя к слою — в 
воздухе будет распространяться им- 
пульс сжатия, возникнет звуковая 
волна. 

Обозначим смещение «воздушной 
пробки» через х. Тогда объем воздуха 
У внутри полости уменьшится на 
величину 


АИ=5х, 
а ллотность | увеличнтся на 
м м мау 
Ар = у лу-уя-у-у= 
_ Ви №5 
и 


(здесь М — масса воздуха в полости). 

Как при этом изменится давле- 
ние р внутри резонатора? 

Выделим внутри полости площад- 
ку 4$, перпендикулярную к направ- 
лению распространения волны сжа- 
тия. Пусть скорость волны (скорость 
звука) равна с. За время АЁ импульс 
сжатия распространится на расстоя- 
ние сАЁ, так что за выделенной пло- 
щадкой масса воздуха увеличится на 


Ат=: АрА$сАЕ, 
а количество движения — на 
Атс= АрА$с?А[. 


Согласно второму закону Ньютона. 
изменение количества движения рав- 
но импульсу действующей силы: 


Ате= ЕАЕ. 


Следовательно. изменение давления 


воздуха в полости равно 


— изменение давления пропорцио- 
нально изменению плотности воздуха. 

Теперь можно найти силу, дей- 
ствующую на «воздушную пробку» 
со стороны воздуха в полости. При 
перемещении «пробки» на расстояние 
х плотность воздуха внутри резона- 

$ 

тора увеличивается на др = х, 
а давление — на 


Ар = Арс? = о х. 


Значит, на «пробку» площадью $ 
будет действовать сила упругости 


—> 322 
|. _ 536 
| Рушр| = Арё = ух. 
Это означает, что поведеине воздуха 
в полости аналогично поведению пру- 
жнны с коэффициентом упругости 


= ——. 


Следовательно, 


Е В Е 
— 2х т  2л и ` 

Оценим теперь резонансную час- 
тоту колебаний воздуха в бутылке, 
рассматривая ее как резонатор Гельм- 
гольца. К сожалению, нам не извест- 
ны точные размеры бутылок, выпуска- 
емых во времена «деятельности» Ива- 
на Павловича. Поэтому для оценки 
предположим, что 5=1 см?, [=5 см, 
У— 500 см?, скорость звука в воздухе 
с=340 м/с. Подставляя эти значения 
в формулу для частоты, получим ул: 
2108 Гц. Проверим, кстати, спра- 
ведливость исходного  предположе- 
ния: длина звуковой волны в воздухе, 
соответствующая этой. частоте, рав- 
на А=с'у^3,2 м и, следовательно, 
действительно много больше размеров 
бутылки. 

Так почему жев пустых ком- 
натах «доходного» дома возника- 
лн пугающие всех звуки? Завы- 
вание ветра, лай собаки н дру- 
гие внешние шумы с физической 
точки зрения представляют со- 
бой неупорядоченные наборы гар- 
монических колебаний различ- 
ных частот (так называемых чис- 
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тых тонов). Проходя через сте- 
ны здания, существенно ослаб- 
лялись звуковые колебания всех 
частот, за исключением резо- 
нансных, совпадающих С соб- 
ственными частотами колебаний 
воздуха в пустых бутылках. Эти 
последиие колебания могли да- 
же усилиться. Обычио звуковые 
колебания, — характерные для 
человеческой речи, лежат зна- 
чительно выше 100 Гц. Поэтому 
можно понять причину паники, 
охватнвшей городовых: в пус- 
тых комнатах внезапно раздал- 
ся громкий нечеловеческий го- 
лос — в «доходном» доме выл 
домовой! 

После ознакомления со свой- 
ствами резонатора Гельмгольца 
вы легко разоблачите и колдуна. 
героя такой занимательной за- 
дачи: 


Колдун на острове Чунга-Чанга без- 
ошибочно предсказывает  приблн- 
жение цуиами к острову. творя за- 
клинания над пустым сосудом из- 
под бананового сока емкостью 1000 л, 
нмеющнм горлышко длиной 20 см 
н площадью поперечного сечения 
0,5 см". Какова частота инфразву- 
кового нзлучения. обычно предшест- 
вующего приближению цунами к 
острову Чунга-Чанга? 


Напомним, что инфразвуковыми 
называются колебания с час- 
тотой ниже 20 Гц. Звуки с та- 
кой частотой обычно не воспри- 
нимаются человеческим слу- 
хом, однако вибрации твер- 
дых тел с частотой меньше 
20 Гц могут быть обнаружены на 
ощупь. В настоящее время спе- 
циальные инфразвуковые при- 
емники широко используются 
в так называемой службе цунами 
для предупреждения о возмож- 
ном появлении этих гигантских 
морских волн. 


А. Вирский, А. Звонкин 


Овал, 
восьмерка, 
два овала... 


В этой статье рассматриваются при- 
меры алгебраических кривых чет- 
вертого порядка. Напомним, что 
алгебраической кривой п-го порядка 
называется график уравнения р„(х, у) == 
=0, где р,(х,у) — многочлен я-ой 
степени от переменных х, у *). Напри- 
мер, алгебранческая кривая первого 
порядка — это прямая линия; алге- 
браическими кривыми второго 
порядка являются, в частности, эл- 
липс, гипербола, парабола — из- 
вестные вам кривые, обладающие ря- 
дом замечательных свойств **). 

Более интересны, да к тому же не 
полностью изучены, кривые более 
высоких порядков. Достаточно ска- 
зать, что знаменитая «шестнадцатая 
проблема Гильберта» для случая кри- 
вых шестого порядка была решена 
лишь совсем недавно, а для больших 
порядков осталось много просто фор- 
мулируемых, но нерешенных проблем. 
Об этом, однако, мы скажем подроб- 
нее в Послесловии, а сейчас перейдем 
к обещанным примерам. 


*) Вспомннм, Что такое степень много- 
члена от двух перемеиных. Степенью 0д- 
ночлена а-хА/ называется число А+ 
(например, ху — одночлен  степенн 2). 
Степенью многочлена называется максй- 
мальная степень входящих в’ него одно- 
членов (например. многочлен р(х. у— 
== хз 2/4 11и2-ху имеет степень 5). 

**) См. «Квант». 1975. №№ 1, 3, 4. 


Изменим одно слово 


Хорошо известно геометрическое оп- 
ределение эллипса: эллипс — это мно- 
жество точек (на плоскости), сум- 
ма расстояний от которых до точек 
Ву и Е, постоянна: |МЁ, |-+ |МЕ, |= 
=2а. Заменим в этом определении 
одно слово. 

Определение. Овалом Кас- 
сини называется множество точек (на 
плоскости), произведение расстояний 
от которых до точек ЕЁ; и Р. посто- 
янно: 


[МЕ 1-1МЕ, |= 2. (1) 


Точки Е, и ЕР», как и у эллипса, 
называются фокуами. «Овал Кас- 
сини» появился на свет благодаря 
ошибке. Его «изобрел» знаменитый 
французский астроном (нтальянец по 
происхождению) Жан Доминик Кас- 
сини (1625—1712). Этот выдающийся 
ученый, член Парижской академии 
наук, директор Парижской обсерва- 
тории, открывший вращение Юпитера 
и Марса, а также четыре новых спут- 
ника Сатуриа, почему-то считал, что 
именно такую форму имеет орбита 
Земли. Дальнейшее развитие науки 
показало, что более верным ответом 
будет обычный эллипс. Но овал Кас- 
сини остался жить. Дело в том, 
что он обладает одним замечатель- 
ным СВОЙСТВОМ. 

Обозначим расстояние между фо- 
кусами через 2с и составим уравне- 
ние овала Кассини в системе 
координат, в которой Ё,(—с;0), 
Е.(с;0). Подставляя 


Рис. 1. 
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[МЕ, |=Уб-е и, — |МЕ) = 


=И(—с-+\ в равенство (1) и 
возводя в квадрат, после преобразо- 
ваний получим 


а) — 4522-04. 
Получилось уравнение четвертой сте- 
пени. Конкретный вид кривой зави- 
сит, разумеется, от того, какие мы 
выберем значения параметров а и с. 
Давайте, для примера, зафиксируем а 
н будем увеличивать с (можно посту- 
пить и наоборот: зафиксировать с и 
уменьшать а— результат будет тот же; 
см. рис. 1). Тут-то и произойдет самое 
интересное: подобно куску теста, ко- 
торый растягнвают в разные стороны, 
овал сначала удлинится, потом у 
него появится «талия», она будет 
становиться все тоньше, пока, нако- 
нец, наша фигура не разорвется на 
две части, на два меныших овала. Бо- 
лее точно картина будет такой 


(рис. 2): 
1} при с=0 — окружность; 
2) прин < 7 — выпук- 


лый овал, похожий на эллипс; 


3) при — «<с«а — овал 
|: 
с «талией»; 

4) при с=а — «лежащая восьмерка» 
{она имеет отдельное название — ле- 
мниската — Бернулли); 

5) при с>>а — два овала; один из 
них содержит внутрн точку Р,, дру- 
гой — точку Р.. 

Указанное свойство «делимости» 
овалов Кассини впервые обнаружил 
и детально изучил другой француз- 
ский ученый — Жан Поль де Гюа де 
Мальв (1712—1785). Его работа была 
одной из первых работ, посвященных 
исследованию особых точек алгебраи- 
ческих кривых (особой точкой в дан- 
ном случае является точка самопере- 
сечения при с=а). Впоследствии из 
таких работ родилась обширная ветвь 
современной математики — алгебраи- 
ческая геометрия. 


Второй пример 


Рассмотрим теперь множество то- 
чек М, для которых сумма величин, 
обратных квадратам расстояний от 
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Рис. 2. 


М 00 двух заданных точек Е, и Е 
есть величина постоянная: 


} 1 1 
МЕ + МЕ = 37. (2) 


Как и прежде, положим |ЕР.Е.|=2с. 
Подставляя в (2) формулы для 
[МЕ | н МЕ, |, получаем уравнение 


1 1 } 
Стоит - (3) 
Контрольный вопрос. По- 
чему уравиение (3) является уравнением 
четвертой степенн? 

Полученная кривая своим пове- 
дением очень напоминает овалы Кас- 
синн. На рисунке 3 изображены пос- 
ледовательные «фазы деления», ко- 
торые проходит кривая прн увеличе- 
нии параметра с (параметр 6 остается 
постоянным). Рассмотрим этот про- 
цесс чуть подробнее. 


Рис. 3. 


Задача 1. При каком соотношеннн 
между параметрами 6 ин с уравненне (3) 
задает «лежащую восьмерку»? 

Несколько труднее уловить мо- 
мент, в который выпуклые, «эллипсо- 
образные», овалы переходят в овалы 
«с талией». 

Задача 2. Прн каких соотношенн- 
ях между параметрами 6 ин с получается 

а) выпуклый овал? 

6) овал с талней? 

Одна особенность отличает кри- 
вую (3) от овалов Кассини: по мере 
роста с «разделившиеся» овалы Кас- 
сини все более и более уменьшаются 
в размерах (см. рисунок 2), а овалы, 
описываемые уравнением (3), — нет. 
Они становятся все более и более 
похожими на две окружности радиу- 
са 6. Это можно легко вывести из урав- 
нения (3). Сделайте это самостоя- 
тельно. 


Режем бублик 

Одна простая геометрическая идея 
позволяет построить еще один прн- 
мер, аналогичный предыдущим. 
Возьмем тор — поверхность, напо- 
минаюнкую бублик; эта поверхность 
получается вращением окружности 
вокруг прямой, не пересекающей ее 
{и лежащей в той же плоскости, что 
и окружность). Будем пересекать тор 
плоскостями, параллельными друг 
другу и параллельными оси враще- 
ния (рис. 4). Если поднимать секу- 
щую плоскость снизу вверх, мы увн- 
дим знакомую картину: сначала се- 
чением будет выпуклый овал, посте- 
пенно увеличивающийся в размерах; 
потом овал приобретет талню, она 
будет становиться все тоньше, овал 
превратится в восьмерку, а восьмер- 
ка распадется на два овала. В верх- 
ней части тора весь процесс повто- 
рится в обратном порядке: два овала 
«срастутся» в восьмерку, восьмерка 
превратится в овал с талией и т. д. 

А теперь переведем наши геомет- 
рические рассуждения на язык ал- 
гебры. 

Выведем для этого уравнение то- 
ра. Пусть оси координат направлены 
так, как на рисунке 4; в частности, 
ось вращения тора совпадает с осью 
Оу. Пересечем тор произвольной плос- 
костью, проходящей через ось Оу, 
и рассмотрым одну из получившихся 
в сечении окружностей (рис. 5). Ее 
уравнение 

(-— Виия. 
Здесь через г мы обозначили радиус 
окружности, а через Ю расстояние от 
ее центра до оси Оу. Если теперь вспом- 


Рис. 4. | 
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Рис. 5. 


нить, что Ё — это расстояние от точкн 
(х, у, 2) доосн Оу, тоесть # = Их +22, 
мы получим уравнение тора: 


(Ия ву -м. (4) 


Если в (4) освободиться от радикалов, 
получится уравнение четвертой сте- 
пени. Теперь, чтобы «алгебраически» 
пересечь тор (плоскостью г=<, следует 
в уравнение 4) вместо г подставить с. 

Задача 3. Исследуйте (с помощью 
рисунка 4) внешний внд крнвой, задавае- 
мой уравнением 


(Ия вии. 
при различных с. 


Задача 4%. Рассмотрим совал с та- 
лней» 


| 1 
ети Тарр и =! 
Сдвннем его на 3 единицы вправо (заменив 

х на х—3): 


| 1 
ети азии 


телерь он не пересекает ось Оу. Образуем 
поверхность вращения. вращая этот овал 
вокруг оси Оу; уравнение этой ловерхностн 
получится, еслн вместо х подставнть 
И 22; если освободиться от раднкалов 
(что делать не обязательно), получится 
уравнение восьмой степени. Исследуйте 
(геометрически) внеиннй вид сечений этой 
поверхностя плоскостями 2:=с пфи разаич- 
ных с.. 


=1; 


Послесловие 


А сейчас — самое интересное. В рас- 
смотренных нами примерах кривая 
четвертого порядка. если она не име- 
ет самопересечений, состонт из од- 
ного или из двух овалов (овал с талией 
мы теперь тоже будем считать ова- 
лом). Вам, возможно, захочется уз- 
нать, каково максимальное число ова- 
лов для кривой указанного порядка, 
и как они могут располагаться друг 
относительно друга. Это мы сейчас и 
выясним, но прежде заметим, что 
этн два вопроса имеет смысл форму- 
лировать для кривой любого четного 
порядка; собственно говоря, матема- 
тики уже давным давно задавали себе 
эти вопросы. 

Еще в 1876 Юду А. Гарнак дока- 
зал, что максимальное число овалов, 
из которых может состоять кривая 


п-го порядка, равно-"—— 2). в 


В частности, для п--4 получается 
4 овала, для л--6 —11 овалов. для 
п-=8 — 22 овала, нт. д. Задача об их 
взаимном расположении оказалась 
значительно сложнее. На рубеже на- 
шего столетия. в 1900 году, на Вто- 
ром всемирном математическом кон- 
грессе великий немецкий математик 
Д. Гильберт сформулировал знаме- 
нитые 23 проблемы, которые он счи- 
тал ‘наиболее важными для развития 
математики ХХ века. Интересующий 
нас вопрос вошел в список Гильберта 
под номером 16. С тех пор шестнад- 
цатая проблема Гильберта не пере- 
стает занимать математиков. Но пол- 
ное решение пока получено лишь для 
п=6 — это сделал советский матема- 
тик Д. А. Гудков немногим более 
10 лет назад. Для Ц овалов возмож- 
ны лишь Три тнпа взанмного распо- 


Рис. 6. 
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ложения; онн схематически изобра- 
жены на рисунке 6 (конфигурации с 


меньшим числом овалов не приве- 
дены, т. к. их слишком много; всего, 
вместе с указанными тремя, возможны 
56 разных конфигураций). Вряд ли 
вам удастся найти доказательство; 
но зато аналогичное исследование для 
кривых четвертого порядка мы про- 
ведем полностью. Для этого вам пред- 
лагается решить приведенные ниже 
задачи. 


Задача 5 (легкая). Постройте прн- 
мер кривой четвертого порядка, состоящей - 


из двух вложенных друг в друга овалов. 

Задача 6 (трудная). Постройте 
пример кривой четвертого порядка с че- 
тырьмя овалами. (Указанне. Начните 
< пары пересекающихся эллийсов и под- 
портите уравнение так, чтобы «цветок», 
нзображенный па рисунке 7, распался на 
четыре голубых лепестка.) 


Задача 7 (на уровне предыдущей). 
Постройте пример кривой четеертого по- 
рядка с тремя овалами, 


Если вы решили задачи 6, 7 (или 
подглядели ответ), вы, наверное, об- 
ратили внимание на то, что ни один 
овал не содержится в другом. Это 
неспроста: 


Задача 8. Докажите, что кривая 
четвертого порядка, содержащая два 
вложенных друг в друга овала, больше не 
содержит никаких других точек. (Ука- 
зание. Покажите, что любая прямая 
пересекает кривую четвертого порядка не 
более чем в четырех точках.) 


Интересующий нас вопрос будет 
исследован полностью, если будет 
решена заключительная 


Задача 9 (очень трудная). Дока- 
жите, что кривая четвертого порядка не 
может содержать более четырех овалов. 
(Указание. Воспользуйтесь тем, что 
через любые нять точек проходит ровно 
одна кривая второго порялка. | 


Задачи наших читателей 


{Начало см. с. 17). 


А Е. С В ес 
в) | Аб. 12-48 5 +186. 485 + 1 Сбь в = 1 АМ: ва: + 1 ВМ. в = + 


щ © пы А ; С гм 
+ 1СМь В. ща = 1 АМ РАВ. | ВМ РЕ 


д 
2 шв. 


. В 
— 1 СМа [2-46 2 
где $ — площадь треугольника АВС. 

2. Из вершин Ви С (С нА, А ин 8В)} треугольника АВС восставлены перпендн- 


куляры к сторонам АВ и СА {ВС и АВ, СА н ВС соответственно) до пересечения с 
биссектрисой угла А (В, С соответственно) в точках Вон С. (Сьи Дь. Ас и Во. 
Пусть Йа. Ль, Вс — длины высот. опущенных, соответственно. из вершин А, Ви С; 
а, 6. с — длины стороя ВС. СА и АВ, г — радиус окружности, впнсанной в тре- 
угольник АВС. р — его полупернметр. Докажнте, что: 

г ор ыыы зы 
по ТССЬТ ® ТАЯТ № № ТВВат — Во ВВС | В Сбо Г с ГААЬГ — 272! 


6) 253 сз + саз т азь 53с сза Е 
ГСАСВ + Гав. рее = ее ТТ" ВЕ = 


3- Ао, Во и Со — основания высот остроугольного треугольннка АВС. опущен- 
ных, соответственно, из вершин А, Ви С. Прямые, соединяющие вершины А, Ви С 
с центром описанной около треугольника АВС окружностн, пересекают прямые 
ВоСь, Со Ао н АзВо 


в точках М., Мь и М. соответственно. Докажите равенства: 
а) | МоВо м || = | МеВо | МеАь| = | МаСо Ё 
6) М сВо -- Мьбь || М «А. =а. 


где @ — длина отрезка, соединяющего проекции основания любой высоты треуголь- 
ника АВС на две другие его стороны. 
У. Алла (г. Выру) 


Интеграл 


помогает доказать. 


неравенство Коши 


Пусть а;, а». ..., ал — поло- 
жительные числа, средн 
которых есть разлнчные. 
Тогда выполняется ис- 
равенство Коши: 


а, — аз -.- + ав > 


п (1) 
в 
>у @1:@-...-@п. 


Обозначим левую часть 
нерзвенства Коши через 5 д 
н докажем его в такой фор- 
ме: 


{5 >а,-42-...-@л- (2) 


Очевидно, не ограничивая 
общности, можно считать, 
что для некоторого Ё такс- 
го. что 15 А п Е, 


аа, < ... Зал < 
= $1 < <... 5 


о 
2 

р 
= 
р 
юр 
5 
=, 
2 
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Основой доказательства не- 
равенства (2} будет иера- 
венство 


ь—а Г ь—а 

Ь < т а < а ‹ 

(4) 

где 0«<а«Ь. Неравенство 
(4) вытекзет из равенства 
р ь 
1 Е == [п Г и неравенст- 
й 

а 1 5 —а 
ва ——^ с г &<« я 


(см. рисуиок м пп. 3.101 
пособия «Алгебра и начала 
анализа 10»). Заметим, что 
прн а—= 6 вместо (4) имеем 
6 —-а 6 —а 
Ва 


Г.) 
шт — 
а 


Г — 
Из (3) и (4) 


5" —а, 5$ — а 
Саи п О 
5. —ак 
+ $. 
АЕ 
= 2, +1 р - 
$ 
ых р (5) 
или 
2$ — (а, + а.-!-...-Раь) < 
п 
$„)* 
Ш Ех ° (6) 


Опять-таки из (3) н (4) 


а +1 @к+3 
ие - т $». +... 


@х, 
а шп = 
в 


Як-1-@в+о' ьзе *-@в 
($1) 
< (ав+1--.. Ра) (ПЫ— А) $ п , 
$п 


[п = 


(8) 
Легко проверить, что левая 
часть неравенства (6) равна 
правой частн неравенства (8). 
Значнт, нз (6) н (8) 


@в+` Ча... бп 
п {$ = 
5$в)* 
а. 
В щ: (9) 


Поскольку среди чисел а,. 
а....., ад есть различные, в 
цепочке неравенств (3) ка- 
кие-то неравенства выпол- 
няютсЯ «строго». Тогда этн 
«строгие» неравенства перей- 
дут в {5) илн (7). Значит, по 
крайней мере, одно из иера- 
венств (6). {8) тоже будет 
«строгнм». Поэтому вместо 
(9) мы можем утверждать 


@к+т` ак +. ..- `@п 


(аи 


< 


($ 
и @1-а2..---ак’ 
илн 
@в+ 0+3 ---`Пц 
($) < 
($2 
а, -а--...-@к` 
откуда вытекает (2). 


Еслн же а; = а, = 
=... =@п. То. очевидно, 


а аз+... № _ 
Е И 


_м— 
—ма,-@з....-ал. 
С. Берколайко 


Леборатория «Кванта 


В. Майер 


Опыты 
с ложкой бульона 


Пожалуй, самые интересные явления в жид- 
кости происходят на ее поверхностн, там, 
где она граничит со своим паром, с другой 
какой-нибудь жидкостью илн с твердым 
телом. 

Поверхностный слой жидкости находится в 
особых условиях по сравнению с остальной 
массой жидкости и потому отличается осо- 
быми свойствами. Прежде всего, это — по- 
верхностное натяжение. С ним связаны та- 
кие явления, как, например, смачнванне или 
несмачиванне. 

Предлагаем вам провести несколько очень 
простых опытов и понаблюдать за поведе- 
нием одной жидкости на поверхности 
другой. 


Набрав ложку хорошего мясного 
бульона, не спешите отправить ее 
в рот. Посмотрите внимательно на 
бульон — на его поверхности пла- 
вают крупные капельки жира. За- 
метьте размер этих капелек. Отлейте 
немного бульона из ложки обратно 
в тарелку и опять посмотрите на его 
поверхность — капельки жира рас- 
ползлись, став больше в диаметре и 
меньше по толщине. Чем объясняется 
это интересное явление? 

Прежде всего давайте выясним, 
прикаких условиях капелька жира мо- 
жет находиться на поверхности буль- 
она, не растекаясь. Посмотрите на 
рисунок 1 — капля жидкости 2 (жи- 
ра) лежит на поверхностн жидкости 1 
(бульона). Форма капли напоминает 
чечевицу. Сверху находится среда 
3 — смесь воздуха с парами жидкос- 
тей Ги 2. Три среды (1, 2 и 3) сопри- 
касаются по окружности, ограничи- 
вающей каплю. Выделим малый эле- 


мент этой окружности (вблизи точки 
О на рисунке 1) длиной ДГ. На него 
действуют три силы поверхностного 
натяжения. На границе раздела жид- 


я / 2 ` 7 —> 
костей и действует сила Ё,,, 


направленная по касательной к гра- 
нице раздела и равная по модулю 


=> 
[12| = 912 А, 


где с,, — коэффициент поверхностно- 
го натяжения на границе сред ! и 2. 
> > 


Аналогичные силы ЁР.; и ЁР.. дей- 
ствуют на границах раздела сред Г, 
3 и 2, 3: 


=> 
[Рз[= 90:3 & 


> 
[Раз [= 0:3 А!. 


Здесь 01: и 0.3 — соответствующие ко- 
эффициенты поверхностного натяже- 
НИЯ. 

Очевидно, что капля будет нахо- 
диться в равновесии, если сумма всех 
трех сил равна нулю: 


=> —> —> 
Еуз + Раз Раз = 0, 


или — в проекциях на оси координат 
Х и У (после подстановки соответ- 
ствующих абсолютных значений и 
сокращения на А — 


013= 01:С0$ 0, [023с0$ 6,, (*) 
. бат 0, =д.зип 0.. 


Здесь 0, и 0, — углы между каса- 
тельными к поверхности капли жид- 
кости 2 и поверхностью жидкости /, 
их называют краевыми углами. 

Из равенства (») видно, что рав- 
новесие капли возможно в том слу- 
чае, если коэффициенты поверхностно- 
го натяжения связаны определенным 
соотношением: 


013<3 0103 
Поскольку поверхностные явления 
в жидкости мало зависят от присут- 
ствия над жидкостью газообразной 
среды, практически можно считать, 
что 
б:з3—0, и боз— 02. 

Величины о, и ©, называют коэффици- 
ентами поверхностного натяжения 
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жидкостей / и 2 соответственно; н 
нашем случае — это коэффициенты 
поверхностного натяження бульона 
н жира. 

Таким образом, капля жнра будет 
плавать на поверхности бульона, не 
растекаясь, еслн коэффициент по- 
верхностного натяжения бульона 
меныше суммы коэффициентов по- 
верхностного натяжения жира и гра- 
ницы раздела бульон — жнр: 


01< 9.012. (**) 


В частном случае, когда капля очень 
тонкая (почти плоская), углы 
0, и 0, малы (0,=0,=0) н условие 
равновесия капли имеет вид: 


01—09. 01.. 
Прн | 
01>0.-Р 01 


не существует значений углов 0, 
и 9., для которых вылолнялось’ бы 
равенство (*). Это означает, что в 
этом случае жидкость 2 не собира- 
ется в канлю на „поверхности жид- 
кости 1, а растекается по ней тонким 
слоем. 

Теперь постараемся объяснить ре- 
зультаты опытов с ложкой бульона. 
Капли жира плавают на поверхности 
бульона, значит, выполняется соот- 
ношение (+*). Почему же при умень- 
щении бульона в ложке капли рас- 
плываются по его поверхности, уве- 
личиваясь в размерах? Что при этом 
изменяется? 

Предлагаем такое объяснение. Ко- 
эффнциенты поверхностного натяже- 
ния жира 0. и границы раздела буль- 
он — жир 9;, остаются неизменными. 
Остается допустить, что при выли- 
вании части бульона из ложки изме- 
няется коэффициент поверхностного 
натяжения бульона 0,. Но бульон 
(в первом приближении) — это вода. 
Разве может измениться  коэффици- 
ент поверхностного натяжения воды, 
если уменьшить количество воды в 
сосуде? По-видимому, нет. Правда, 
бульон — это ие просто вода, за вода, 
покрытая тонким слоем жира. Выли- 
вая из ложки бульон, мы выливаем 
и часть жира, так что толщина слоя 
жира, покрывающего бульон, умень- 
шается. Это, очевидно, и приводит 
к увеличению коэффициента поверх- 
ностного натяження бульона. В ре- 
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Рис. 1. 


Рис. 3. 


Рис, 4. 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


°Рис. 8. 


зультате капли жира расползаются 
но поверхности бульона. 

Для проверки предлагаем вам са- 
мостоятельно провести такой опыт. 
В чистое блюдце (без следов жира) 
набернте чистой водопроводной во- 
ды. Тонкой пипеткой или трубочкой 
(можно использовать чистый  стер- 
жень от шариковой авторучки) кап- 
ните на поверхность воды чуть-чуть 
подсолнечного масла. Вы увидите, 
что первая капля полностью расте- 
чется по поверхности воды. Следую- 
щне капли уже не растекутся, а об- 
разуют чечевицы. Аккуратно вылей- 
те часть воды — капли расползутся 
по ее поверхности. 

В заключение вернемся еще раз 
к опытам с ложкой бульона. Внима- 
тельно наблюдая за поведением ка- 
пелек жира, вы сможете заметить 
очень любопытные явления разрывов 
н восстановления капель. 

На рисунках 2—8 представлены 
фотографии результатов одного из 
таких экспериментов. В чистую стек- 
лянную чашку мы иалили водопро- 
водной Воды, подкрашенной синей 
тушью (не содержащей спирта). Слег- 
ка смоченной подсолнечным маслом 
стеклянной трубкой осторожно кос- 
нулись поверхности воды и получили 
восемь очень маленьких капель (см. 
рис. 2). Затем резиновой грушей отоб- 
рали немного воды из чашки — все 
капли увеличились’ в размерах 
После следующей такой опера- 
ции капли увеличились еще за- 
метнее, при этом они несколько ис- 
казились по форме (из-за течения 
воды) и на них появились зародыши 
разрывов (см. рис. 3). 

Все дальнейшие изменения про- 
исходнли самопроизвольно, без по- 
стороннего вмешательства. Вначале. 
разрывы в каплях росли, затем слн- 
вались в один болышой разрыв — 
капля превращалась в кольцо. На- 
конец, это кольцо разрывалось ин 
вновь стягивалось в каплю (см. рис. 
4—8). 

Не правда ли — действительно сто- 
ит понаблюдать за ложкой бульона, 
прежде чем отправить ее в рот! 
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Математический кружок 


› = 
[ИХ 
А. Лопшиц 


Векторное 
решение 
аффинных задач 


На этом занятии математического 
кружка мы научимся решать геомет- 
рические задачи определенного тн- 
па — так называемые аффинные за- 
дачи. Мы не будем предварительно 
объяснять, что это за задачи. Надеем- 
ся, что, прочитав статью, вы поймете 
это. 


1. Аффинная версия теоремы Морлея 


В «Кванте» № 8 за 1978 год (с. 28) 
рассматривалась следующая замеча- 
тельная теорема: если в треугольнике 
АВС провести трисектрисы углов А, 
Ви С, то точки их пересечения, бли- 
жайшие к сторонам, являются вер- 
шинами равностороннего  треуголь- 
ника. А что получится, если трисек- 
трисы заменить тридианами, т. е. 
прямыми, проходящими через вер- 
шины треугольника н делящими про- 
тивоположные его стороны на три 
равные части? Оказывается... Впро- 
чем, настойчивый читатель сам закон- 
чит формулировку теоремы, выяс- 
нит свойства треугольника Р‚.Р.‹Р»ь 
(обозначения легко сообразить, гля- 


В 


- 


а 


дя на рисунок 1), убедится в том, 
что стороны шестиугольника 
Р‚РавР.-Р..Рз5Р.в параллельны сто- 
ронам исходного треугольника АВС, 
и, наконец, докажет, что середины 
сторон этого шестиугольника и точ- 
КИ Ра Ра Ра, к: а Ра лежат 
на трех поямых. Если вам пока не 
понятно, как решать эту задачу, — 
не расстраивайтесь. Прочитав статью, 
вы несомненно сможете это сделать. 
Начнем с более простой задачи. 


2. Аффинная задача Льюиса `Кэррола 


Предпоследняя задача сборника «По- 
луночные задачи, придуманные в ча- 
сы бессоницы» *) требует вписать в 
данный треугольник такой шести- 
угольник, чтобы его противополож- 
ные стороны были равны и парал- 
лельны, три из них лежали на сто- 
ронах треугольника, а днагонали пе- 
ресекались в заданной точке внутри 
треугольника. Решенне, приведенное 
Кэрролом, использует средства, при- 
вычные для школьника тех давних 
времен (восьмидесятые годы прош- 
лого столетия). Мы рассмотрим более 
общую формулировку задачи Кэр- 
рола и решим ее, используя средство, 
знакомое современному школьнику“ 
уже с седьмого класса, — векто - 
ры. Конечно, задачу Кэррола сов- 
сем несложно решить и без их по- 
мощи. Но именно потому, что она не- 
сложная, на ней хорошо учиться! 

Мы решим задачу Кэррола в сле- 
дующей формулировке: на прямых, 
содержащих стороны ВС, СА и АВ 
треугольника АВС, расположить, со- 
ответственно, точки А, и А., В, и 
В, С, и С. так, чтобы противо- 
положные вершины  шестицгольника 
А, Л.В,В›С.С, (т. е. точки А; и В., А, 
н С,, В, и С.) были симметричны от- 
носительно точки Р, произвольно за- 
данной в плоскости треугольника АВС 
(рис. 2) **). (Такой шестиугольник 
называют центральным.) 


*) Льюис Кэррол. История с 
узелками {М., «Мир», 1973}. 

**) В этом и состоит большая общиость 
нашей формулировки — Кэррол считает, 
что точка Р лежит внутрн треугольника 
АВС. 


Рис. 2 


3. Разложение по векторам 

Нам понадобится такой факт: если 
векторы а и. Б` не коллинеарны, то 
любой вектор с, лежащий 8 той же 


плоскости, что и векторы а, 5. мож- 
но представить в виде 


с=@а-Е Вь 
(здесь « н В — действительные чис- 
ла), причем такое представление един- 
ственно (ср. с теоремой нз $ 23 «Гео- 
метрии 3»). 
Мы будем называть это представ- 


ленне разложением вектора с по 


векторам а и (рис. 3). 

Заметим, что если О — фиксиро- 
ванная точка плоскости, т0 лю- 
бой точке М плоскости можно со- 


—— 
поставить вектор ОМ. Точку О назы- 
— 

вают полюсом, вектор ОМ — радиус- 
— 

вектором точки М. Радиус-вектор ОМ 

однозначно определяет «свою» точку 

М; мы будем для краткости обозна- 


чать его через М. 


4. Решение задачи Кэррола 


Выберем в качестве полюса вершину 
С данного треугольника. 


ВЬ я 
- с 
Ь 
а аа 
Рис. 3. 


Радиус-вектор данной точки Р раз- 
ложим по векторам А и В: 


Р=оА-ВВ. 


Поскольку искомая точка А, лежит 
на прямой СВ (рис. 2). 


А, =хВ, 
где х — та доля, которую точка А, 
«отсекает» от направленного отрезка 


— 

СВ. Слово «отсекает» мы взяли в ка- 
вычки потому, что точка А, не обя- 
зательно лежит внутри отрезка СВ; 
она МОЖЕТ «отсекать» даже отрица- 
тельную ‹долю» (в этом случае х<<0). 
Аналогичным образом для искомой 
точки В» получаем 


В. =и4 
(здесь у -—— доля, которую ‹отсекает» 
искомая точка от направленного от- 


— 

резка СА). Из того, что точка Р 
является серединой отрезка А,6., 
вытекает ($5 22 «Геометрии 9») 


рав (А, +В.) 


откуда 
х==28, и=2< 
и, следовательно, 
А, =288В. В. = За А. 

Эти равенства позволяют построить 
точки А, и В.. 

Найти точки В, и С, немного 
труднее. Если точка В, отсекает до- 


> 
лю г от направленного отрезка СА, 
то 
В ==2А. 
Составим теперь выражение для ра- 


диус-вектора точки С,. отсекающей 
долю и от направленного отрезка 


— 
АВ: 

= — 

АС, =чАВ. 

— 
Воспользуемся тем, что АС, = 
— . => ее — 

=-С,—4; АВ=В—А Поэтому 


и(В— А) =С,—А и, следовательно, 
7. и(В— А) = 1(-шА+ 
Е 


+ иВ. По условию 


то есть 
А ВВ == --РА 0 — и) Я ”. иВ 


и, таким образом, 
= 28, г-=2а + 28 —1 
В, = (2а+28— ПА, 
С,-= (1—28) А+ 28В. 
Выполнив заключительный этап 


самостоятельно, читатель убедится, 
что 


А. = (22 +28 1)В, 
С, =2ай ++ (1 — 2а.) В. 


Мы обнаружили, такнм образом, 
что задача Кэролла имеет решение 
(как бы ни была задана точка Р!) и 
это решение единственное: 


А, =: 28 В, А, = (2а + 28 —1) В 
В, = (20-428 ПА, В, =2аА 
С, = 2% А + (1— 20) В, С, = 

=- (1 —28) А+ 2АВ 


5. Отступление от задачи Кэррола. 


Вывод формулы лля С. фактически 
доказывает следующий общий ре- 
зультат: еслн А и В—радиус-векторы 
произвольных точек А и В (от- 
носительно произвольно выбранно- 
го полюса С!). то раднус-вектор М 
точки, принадлежащей прямой АВ 


и отсекающей «долю» А от направлен- 
— 
ного отрезка АВ. то есть точки М, 


— —> 

для которой АМ=^АВ (рис. 4). оп- 

ределяется по простой и красивой 

формуле: _ И 
М=(1-ЛА-АВ. (!!) 

Эту формулу следует запомнить — 

опа с болышой пользой применяется 


при решении многих геометрических 
задач *)- 


*) См. статью В. Болтянского 
«Три точки на одной прямой» («Квант», 
1978. № 10) н статью Н. Габовича 
«Векторы помогают на экзамене» («Квзит», 
1979, № 1). 
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Рис. 4. 


Число называют аффинной ко- 
ординатой точки М (относительно 


координатной системы, заданной на- 
— 


чалом А и масштабным вектором АВ). 
Такое название вполне оправдано: 
ведь если заданы координатная сис- 
тема и произвольное число А, то точ- 
ка М на прямой АВ определена од- 
нозначно: 


— —+ 
АМ=}АВ. 
Вернемся к формуле 
РЕСА- ВВ. 
с помощью которой мы записали ра- 
днус-вектор точки Р. расположенной 
в плоскости треугольника АВС. Она 
показывает, что задание произволь- 
ной упорядоченной пары чисел а. 


В определяет точку Р в плоскости 
АВС, если задана точка С и векторы 


— = 
СА и СВ (рис. 5}. 

Эти числа называются аффинными 
координатами точки Р (в координат- 


ной системе, начало которой — точ- 
—> 


ка С, а масштабные векторы— СА и 


СВ}. Легко видеть, что точки плос- 
кости АВС, у которых вторая 
координата равна нулю, лежат на 
прямой СА; поэтому се называют 
первой координатной осью. Анало- 
гично, точки, у которых первая 
координата равна нулю. лежат на 


р 


СВ; 
второй координатной осью. 


прямой поэтому ее ‘называют 


6. Частные случаи задачи Кэррола 


1) Если точка Р есть центроид тре- 
угольника АВС (т. е. пересечение его 
медиан), то ($ 22 «Геометрин 9) 


ОБ = (ОА не дв 4 0С\ 


и, следовательно, 


и. +58. 


то есть 


Подставив эти значения в формулы 
(1), получим А, = В, 


и, следовательно (в силу сказанного 
з предыдущем пункте), вершины най- 
денного шестнугольника отсекают от 


| 
сторон треугольника - 


Е 

. 2) Пусть Р — какая-либо точка 
отрезка ВС’, соединяющего сере- 
дины В’и С’ сторон СА и АВ. Так 
как эта точка расположена внутри 
отрезка В”С’, она отсекает от него 
долю 0<А< и, в силу формулы (!!), 


`АА.В.ААС,=А,В, АС, 


25 1 - А — 
Р=—=-А +- В, 
то есть 
= = 
22° 2 


Подставив эти значения в формулы 
{1), получим 

А, =АВ, А, =АВ, В, =ЛА, В,=А, 

С, = А, С, =(1—№М А+) В. 

Таким образом, в этом случае шести- 
угольник 4,А4.В.В.СС. вырожда- 
ется в параллелограмм 
(рисунок 6 


4 


сделан для случая, когда ^=5-). 


5 
3} Если точка Р расположена 
произвольным образом на прямой 
В"С’ вне отрезка В”’С', то ее аф- 
финная координата А (в коордннат- 
ной системе, имеющей начало в точ- 


—> 
ке С’ и масштабный вектор В”С’) 
есть либо положительное число, боль- 
нее единицы, либо отрицательное 
число. Радиус-векторы вершин по- 
строенного шестиугольника опреде- 
ляются, конечно, теми же форму- 
ламн, что и в общем случае, однако 
эти вершины — в этом самостоятель- 
но убедится читатель — хотя и рас- 
положатся на прямых АВ, ВС и 
СА, будут вне отрезков АВ, ВС, 
СА (на рисунке 7 Х= +). 

4) Если точка Р выбрана в сере- 
дине А’ отрезка ВС, то есть если 


р = —- В и, следовательно, 


то, в силу формул 
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(1) ‚А, = В, `А. =С, В, =С, В = С, 
С, =В, С. = В. Таким образом, в этом 


случае шестиугольник А,А.В,В.С,С, 
вырождается в отрезок ВСССВВ=ВС. 

Пусть читатель самостоятельно по- 
строит чертеж, соответствующий слу- 
чаям, когда Р=С, Р=А’ или Р де- 
лит ‘пополам отрезок АС’. 


7. Не ошибся ли Кэррол? 


Последняя строка в решении, кото- 
рое приводит Кэррол, гласит: «Если 
точка Р лежит вне треугольника 
А’В’С’, то задача неразрешима» *). 
Но мы ведь виделн, что задача имеет 
решение (и притом единственное) для 
любого расположения точки Р в 
плоскостн АВС! 

Объяснение этого расхождения за- 
ключается вот в чем: 

Кэррол считает (хотя явно этого 
не говорит), что шестиугольник 
А,А.В,В.С:С, только тогда вписан в 
треугольник АВС, когда его стороны 
А,А», В.В, С.С. расположены внут- 
ри сторон ВС, СА, АВ соответствен- 
но. Но если включить в условие на- 
шей задачи это дополнительное огра- 
ничение, то, в частности, точка А, 
должна лежать внутри отрезка СВ 
и, в силу первой формулы системы 


(1), 28<1 то есть в<-, 


а это означает, что точка Р должна 
лежать по другую сторону от прямой 
А’С”, чем вершина В. 

Аналогичным образом, она долж- 
на лежать по другую сторону от пря- 
мой А’В’, чем точка С, и по другую 
сторону от прямой В”С”, чем точка 
А. Отсюда и следует, что точка Р 
должна лежать внутри  треуголь- 
ника А’В”С" 

Приведем две задачи, связанные с 
задачей Кэррола; их векторное реше- 
ние очень просто, а геометрическое... 


*) «Исторня к узелками», с. 186. Од- 
нако доказательства этой неразрешимостн 
Кэррол не приводит! Отметим тут же, что, 
хотя разрешимость своей задачи для слу- 
чая, когда точка Р лежит внутри треуголь- 
ника А’В’С’. Кэррол и доказывает, но 
вопрос о единственности решеняя он не 
рассматривает! 
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1) Легко проверить, что в случае 1 
пункта 6 центроиды треугольнков 
А,В:С; и А.В,С, совпадают. Сущест- 
вуют ли другие вписанные цент- 
ральные — шестиугольники, об- 
ладающие этим свойством? 

2) Легко проверить, что в слу- 
чае 1 пункта 6 площади треугольни- 
ков РА,А,, РА,В, и РВВ. равны. 
между собой; в этом случае централь- 
ный  шестиугольник 4,4,В,В.›С.С, 
называют аффинно-правильным. Су- 
ществуют ли другие — аффинно-пра- 
вильные шестиугольники, вписанные в 
заданный треугольник? 

Решение использует следующую 
краснвую формулу *) для вычисле- 
ния площали треугольника Р.Р.Р., 
вершины а заданы равенст- 


вами Р; = А В.В (1=1,2, 3) 
(СА н СВ — заданные векторы): 


@ В: а, Ва 
бен | [5 + + 
а. Вз | 
:: 2, Вл Зслв 
8. И все же — что означает слово 


«аффинный» ? 


Заметнл лн читатель, что в нашей 
статье мы ни разу не употребили 
слово «длина»? Мы не воспользова- 
лись н понятием «угол». 


Например, складывая векторы 
—> —> 
СМ и СМ, не лежащие на одной 


прямой, мы пользуемся только по- 
нятием параллельности: через конец 


—> 
М первого слагаемого СМ мы про- 
водим прямую, параллельную пря- 
мой СМ; _через конец М второго сла- 


гаемого См мы проводим прямую, 
параллельную прямой СМ; точка О 
пересечения этих прямых есть конец 


— 
вектора СР, который мы н называем 
— 


— 

суммой векторов СМ и СМ. 
А как же складывать — не ис- 
пользуя понятия — длины! — век- 


— —> 
торы СТ и СИ, расположенные на 
одной прямой? Как умножить век- 


*› См. 
ванных фигур» («Кваит». 


статью «Площади оринентиро- 
1978, № 3). 


— 

тор СМ на произвольное действитель- 
ное число А? Как доказать при «аф- 
финном» определении (т. е. опреде- 
лении, не использующем понятий дли- 
ны и угла, а опирающемся только на 
понятие параллельности) правила век- 
торной алгебры, которыми мы щедро 
пользовались во всем нашем изложе- 
нии? Мы не будем отвечать на эти 
вопросы, а ограничимся тем, что пред- 
ложим читателю решить, пользуясь 
только простейшими, «аффинными», 
операциями (сложение векторов и ум- 
ножение вектора на число), несколь- 
ко «аффинных» задач. 


Задачя 

1. Докажите, что, как бы ни были рас- 
положены точки А, В, Сир, три отрезка, 
соединяющие середины отрезков АВи СО, 
АСн ВО, АР и ВС, имеют общую точку. 


2. На прямых АВ и СО, произвольно 
расположенных в пространстве, лежат точ- 
ки А’и С’, отсекающне, соответственно, от 


—> — 
отрезков АВ н СР одну ин ту же долю. На 
прямых ВС н РА лежат точки В’ и ДР’, 


— —> 
отсекающие от отрезков ВС н РА одну и 
ту же долю. Докажите, что прямые А’С”’ 


и В’Р’ пересекутся. 
уже в полной фазе 
Полное зн 
аргузина, 
лунное затмение ханы полного затмения ви- 
деть иельзя, так как Луна 
6 сентября там взойдет после его окон- 


чания. 


1979 года 


Западнее Улаи-Удз, 
Витима нм Су- 


3. Семь точек А; (=1, 2, .... 7) 

пронзвольно расположены в пространстве, 
Р — произвольная точка. Пусть Вуд — 
центронд системы точек Ау, А. Ак, Втлпр— 
центронд системы остальных точек (ин- 
. дексы {, /, В, [, т, п, р все различны), 
Фик — прямая, проходящая через точ- 
ку Ву параллельно прямой РВ/тир» 
Ф!тпр — прямая, проходящая через точ- 
ку В/тпр параллельно прямой РВцрд. 
Докажите, что 1) все прямые ф;ук пересе- 
каются в одной точке; 2) все прямые ф(тир 
пересекаются в одной точке. 

4. На сторонак АВ, ВС, СА треуголь- 
ника АВС расположите, соответственно, 
точки С’, А’, В’ так, чтобы центроиды 
треугольников А’В’С’ и АВС совпалн. 

$. Докажите, что из всех треугольнн- 
ков А’В’С’, вписанных в треугольник 
АВС так, что центронды треугольников 
АВС и А’В’С’ совпадают, иаименьшая 
площадь будет у того, вершины которого 
делят сторомы треугольника АВС попо- 
лам. 


6. Каждая сторона четырехугольника 
АВСР разделена на три равные части. 
Через те две точки деления сторон АВ 
ни АВ, которые ближе других расположены 
к вершине А, проведена прямзя. Аналогич- 
ным образом, через точки деления, бли- 
жайшие к вершинам В, С, О, проведены 
еще три прямые. Докажите, что центр тя- 
жести четырехугольннка, образованного 
этими четырьмя прямыми, совпадает с цент- 
ром тяжести четырехугольника —АВСО. 


затме- правление к северному по- 
люсу мира, то есть пример- 
но к Пслярной — звезде). 
Нанбольшая фаза полного 
затмення Фш-= 1.10. 
Ниже приведены мо- 


менты затмения по москов- 


Во время затмения Лу- скому времени (Ты): 

на будет находиться в со- 

зяездин Водолея и прой- Начало 
Все фазы этого затмения дет сквозь южную зону Частного затмения 12% 18“ 
будут видны в крайних земной тени (см. рисунок; Начало 
восточных и северо-восточ- буквой № обозначено на- ИОлного затмения 134 31% 
ных районах Советского наибольшая фаза 13% 54= 
Союза. расположениых к окоичание 
востоку от линии, прохо- полного затмения 149 17м 

окончание 


дящей примерно от Хаба- 
ровска и Николаевска-на- 
Амуре к Охотску и Восточ- 
ио-Сибирскому морю. К за- 
паду от этой лииии Луна 
взойдет в частном затме- 
ним, а западнее — линни, 
идущей от ря Павло- 
вича через Дан, Якутск, 
Сангар н Верхоянск к Но- 
воснбирским островам — 


частного затмения 153 30н 


Чтобы получить те же 
моменты по местному вре- 
мени, нужно к указан- 
ным значениям Ту при- 
бавить разность в целых 


часах между местным и 
московским временем. 
М. Дагаев 
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Наша обложка 


Окружность 
девяти точек 


(см. 4 с. обложки) 


Постронм произвольный 
треугольник АВС и про- 
ведем в нем высоты м ме- 
дианы. На рисунке | осно- 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


вания высот (точки О, Е. Ё} 
н основания медиан (точ- 
ки К, Р, С) выделены крас- 
ным цветом. Оказывает- 
ся, все эти точки лежат на 
одной окружности. Впер- 
вые это заметил велнкий 
Эйлер. Поэтому ее часто 
мазывают окружностью 
Эйлера. Кроме указанных 
шести точек на этой же 
окружности лежат сере- 
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днны Ё, М, М№ отрезков, 
соединяющих ортоцентр 
(точку пересечения высот) 
треугольника с его верши- 
нами. Поэтому иногда ее 
называют окружностью де- 
вяти точек. 
Чтобы все это 
зать, рассмотрим  произ- 
ВОЛЬНЫЙ четырехуголь- 
ник с перпеидикулярнымн 
диагоналями. На рисунке 2 
вы видите выпуклый 
четырехугольник  АВСШ. 
но, вообще говоря, он мо- 
жет быть невыпуклым и 
даже — самопересекающим- 


дока- 


ся. Рассмотрим середины 


го сторон Х. У, 2, Ц. 
Легко вндеть. что они яв- 
ляются вершииами пря- 
моугольника (докажите 
это). Следовательно, они 
лежат на одной — окруж- 
ности, а АЁ и УИ — ее 
диаметры. Опустим на этих 
точек перпендякуляры 
АИ. УМ. СТ н 05$ на 
противоположные стороны 
четырехугольннка или их 


продолжеиня. Ясно, что 
точки И, Т, !н $ лежат 
на той же окружности: 
денствнтельно, например, 
углы ХУ н ХТЕ — пря- 
мые. 

Теперь мы можем до- 
казать, что на рисунке | 
точки Р, Е, ЕЁ, К, Рис 
лежат на одной  окруж- 
ностн. На нем, при при- 
стальном рассмотренин, 
можно обнаружить три 
невыпуклых четырех- 
угольника АНВС, АВНС, 


АВСН с перпеиднкуляр- 
ными днагоналями. На- 
пример, н  четырехуголь- 
нике АНВС такими ди- 


агоналями служат отрез- 
кн НС и АВ. Покажем с 
помощью этого четырех- 
угольника, что точки Е, Р, 
О ибС действнтельно при- 
надлежат одной окруж- 
ности. Точка Р — сере- 
дина стороны ВС, а точ- 
ка Е — осиование перпен- 
дикуляра, проведенного из 
нее к противоположной сто- 
роце АН. Аналогично, точ- 
ка р — основание перпен- 
дикуляра, проведенного 
из точки С, середины сто- 
роны АС. к противопо- 
ложной стороне ВН того. 
же четырехугольника. Точ- 
но так же, рассматривая 
четырехугольник — АВСН. 
убеждаемся, что н точка Р 
лежит на той же окруж- 
ности. и т. д. 

Легко сообразить. что 
радиус окружнасти Эйле- 
ра равен половине радиуса 
окружности, описанной 
около треугольника АВС. 
Попробуйте доказать, что 
центр окружности Эйлера де- 
лит пополам отрезок. сое- 
диняющий центр описаиной 
окружности н ортоцентр Н.. 

В. Березин 


Наша обложка 


Памятник нулю 


«Из пунктов А и В, расстоя- 
вне между которыми 
120 км, одновременно на- 
встречу друг другу выезжа- 
ют два велосипедиста». 
Кому не знакомы  тради- 
ционные школьные задачн 
«на составление — уравне- 
НИЙ», начинающиеся по- 
лобной фразой? Здесь все 
понятно: два пункта — 
это две точки на изобра- 
жающей шоссе линин, и 
даииа участка линии меж- 
ду точками является рас- 
стоянием между  пунк- 
тами. 

Однако давайте заду- 
маемся: что на самом деле 
означают слова «расстоя- 
ние по шоссе между двумя 
городами»? Ведь резльный 
город — это далеко ие точ- 
ка... Чтобы измерить рас- 
стояние от города, очевид- 
но. надо не только иметь 
единицу длины, но еще 
установить «начало отсче- 
та», условиться, от какога 
места будет мериться рас- 
стояние. В СССР в крупных 
городах за точку. от ко- 
торой (или до которой} из- 
меряется расстоянне. при- 
нимается здание почтамта. 
Напрнмер, все  расстоя- 
ния от Москвы по шоссей- 
ным дорогам исчисляют- 
ся от здания Московского 
почтамта (ул. Кирова. 
д. 26). Поэтому «расстояние 
от Москвы ло Ленннграда» 


есть расстояние между 
Московским и Ленинград- 
ским  почтамтами. 


А вотн Венгерской на- 
родной республике все 
расстояния отмеряются от 
специального каменного 
нзваяния, установленного 
в центре Буданешта, неда- 
леко от Красивейшего Цеп- 
ного моста. Цифра «0» и 
буквы «км» из пьедестале оз- 
начают начало всех дорог 
по Венгрии. Этот «Нуль». 
как иазывают ето булда- 
пештцы, — одна из досто- 
примечательностей сто- 
лицы ВНР; вы видите его 
на снимке, на второй стра- 
нице обложки. 

И. № 


Многоугольники 
и точки 


На рисунке изображена 
плоскость с единичной ре- 
шеткой. На плоскостн ‚иро- 
ведены прямые. не прохо- 
дящие через узлы единич- 
ной решетки, разбивающие 
всю плоскость на треуголь- 
чнки и пятиугольники, при 
чем каждый треугольник н 
каждый нятнугольник со- 
держит одии узел единяч- 


ной решетки, 
Несложно разбнть 
илоскость прямыми ца па- 


раллелограммы, каждый из 
которых содержит один 
узел единичной решетки. 
Каким образом еще  мож- 


но разбить плоскость пря- 
мыми на фигуры. каждая 


`из которых содержит один 


узел единичиой решетки? 
А. Епифанов 


Домино-пасьянс 


Полный комплект косто- 
чек домино уложен и тря 
квадрата: 2х2; 4х4 н 
6х6 (см. рисунок). Прв 
этом маленький Квадрат 
содержится в среднем и 
большом, а срединй — в 
большом квадрате. Срелх- 
ний квадрат — магический 
(магнческая сумма равна 
12). Можно ли аналогич- 
ным образом разложить 


косточки домино так. что- 
бы магическим оказался 
большой квадрат? Или 


большой и средний? 


„7. Мочалов 


Ожерелье 
из шариков 


Напишите на шариках чис- 
ла от {1 до 10 так, чтобы 
никакая сумма двух со- 
седних чисел не делилась 
нк на 3, ни на 5, ни ца Т. 

„7. АТочалов 


Где ошибка? 


Теорема. Если две 
плоскости симметричны 
относительно начала ко- 


ординат О. то они обе про- 
ходят через точку О. 
«Доказательств о». 
Пусть плоскости а, В сим- 
метричны относительно на- 
чала координат О. Если 
уравнение плоскости © 
ах-- ву сгЁа=0. (п 
то уравнение плоскости В 
—ах— Бу—сатга= 0. (2) 
Сложив (1). (2). получаем 
4 = 0. Значнт. (0; 0; 0) 
является решением обоих 
уравнений, то есть точка О 
принадлежит обеим плоско- 
стям. Где ошибка? 
В. Колмыков 
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Этот раздел ведется у нас 
нз номера в номер с момента 
основання журнала. Пу- 
блнкуемые в нем задачн 
не стандартны, но для их 
решения не требуется зна- 
ний, выходящих за рамки 
нынешней школьной про- 
граммы. Нанболее трудные 
задачи отмечены звездоч- 
кой. После формулировки 
задачн мы обычио ука- 
зываем, кто нам ее пред- 
ложня. Разумеется, не все 
этн задачн публикуются 
впервые. Решення задач из 
этого номера можно от- 
правлять не позднее 15 ок- 
тября 1979 года В гра- 
фе «Кому» напншыте: «За- 
дачиик «Кванта» № 8— 
79» н номера задач, ре- 
шения которых вы посы- 
лаете, например «М576, 
М577 илн «Ф588». Ре- 
шення задач из разных 
номеров журнала нан по 
разным предметам (мате- 
матике и физике) прнсы- 
лайте в разных конвертах. 
В письмо вложнте конверт 
< написанным иа нем ва- 
шим адресом. 

Условне каждой оригиналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для публикации (нян цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах аместе с ва- 
шими решениями этих за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», но- 
вая задача по физике» или 
«... Новая задача по ма- 
тематнке» ). 

В начале каждого письма 
просим указывать ваше 
имя, фамилню, номер шко- 
лы и класс, в котором вы 
учитесь. 

В этом номере Задачник со- 
ставлен из задач, предла- 
гавшнихся на ХИ Всесоюз- 
ной олимпнаде школьнн- 
ков. Число в скобках обоз- 
начает класс, в котором 
предлагалась соответствую- 
щая задача. 
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задачник 


аФанта 


Задачи 
М576—М580; $588—$592 


М576. На плоскости дано несколько точек. Для 
некоторых пар (А; В) этнх точек взяты векторы 


АВ, причем так, что в каждой точке начинается 
столько же векторов, сколько в ней заканчивается. 
Докажите, что сумма всех выбранных векторов 


равна 0. (8) 

В. Произволов 
М577. Какое наименынее чнсло фишек нужно 
поставить на поля шахматной доски размерами 
а) 8х8 клеток, 
6) пхп клеток 
для того, чтобы на каждой прямой, проходящей 
через центр произвольного поля и параллельной 
какой-либо стороне или днагонали доски, стояла 
хотя бы одна фишка? (Фишки ставятся в центры 
полей.) (8; 10) 


Н. Васильев 
М578. Найти х и у из системы уравнений 
хуй 
И-итя 
Уи _, 
Уря 


(аи — данные числа). (8; 10) 

В. Гутенмахер 
М579. Докажите, что для любых чисел х,, ха... 
....Х,, принадлежащих отрезку [0; 1], выполнено 
неравенство 


(мох... жа + 1] 4 (+... +). 

(9) 

А. Плоткин, С. Фомин 

М580. В парламенте у каждого его члена не бо- 

лее трех врагов. Докажите, что парламент можно 

разбить на две палаты так, что у каждого парла- 

ментария в одной с ним палате будет не более 

одного врага. (Считается, что если А — враг В, 
то В — враг А.) (8—10} 

О. Бородин 


$588. Рисунок | (внд сверху) сделан с фотогра- 
фии шлейфов дыма, тянущихся от трех парово- 
зов, которые движутся по прямолинейному участ- 
ку железнодорожного путин. Скорость_ первого па- 


ровоза |+, | = 50 км/ч, а второго — [2.| = 70 км/щ, 


=— 
Рис. 1. $, 


направления их движения указаны на рисунке 
стрелками. Какова скорость третьего паровоза? (9) 

И. Слободецкий 
Ф589. В цилиндре объемом 10 л, закрытом порш- 
нем и помещенном в термостате с температурой 
40°С, находится по 0,05 моля двух веществ. Опре- 
делить массу жидкости в цилиидре после изотерми- 
ческого сжатия, вследствие которого объем под 
поршнем уменьшается в 3 раза. Давление насыщен- 
ных паров первой жидкости при температуре 40°С 
равно 0,7.10% Па, второй — 1,7-10* Па. Начер- 
тить изотерму сжатия. Молярная масса первой 
жидкости составляет 1.8-10-? кг/моль, второй — 
4,6.10-? кг/моль. (10) 

М. Ваврух 
$590. При движении трамвая по горизонтальному 
участку пути.с некоторой скоростью его двигатель 
потребляет ток [,=100 А, при этом КПД. двига- 
теля равен \==0,9 *). При движении трамвая по 
наклоиному участку пути вниз с той же скоростью 
ток в двигателе равен нулю (двигатель выключен). 
Какой ток будет потреблять двигатель при двн- 
жении трамвая пос тому же участку пути вверх 
с той же скоростью? (10) 

В. Скороваров 
$591. Два цилиндра различиых радиусов враща- 
ются в противоположные стороны вокруг гори- 
зоитальных параллельных осей с угловой ско- 
ростью а,=@,=®=2 рад/с. Расстояние по гори- 
зонтали между осями Ё2=4 м. В момент времени 
1=0 на цилиндры перпендикулярно осям кладут 
балку так, что она находится в горизонтальном 
положении и одновременно касается обенх поверх- 
ностей вращения, а ее центр масс расположен точ- 
но над осью цилиндра менышего раднуса (7=0,25 м), 
как указано на рисунке 2. Рассчитать и проил- 
люстрировать графически зависимость горизон- 
тального смещения балки от времени, начиная с 
момента #=0. Коэффициент трення и=0,05, уско- 
рение свободного падения принять равным &= 
—=10,0 `м/с*. (10) 

Д. Футорский 
Ф592. Имеются два теплоизолированных сосуда. 
В первом из них находится 5 л воды при темпера- 


*) КПД трамвайного двигателя зависит от силы тока. 
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М521. 


Ут. 


Обозначим через ап 
целое число. ближайщее к 


Найдите сумму 


Ее 
а 9". 


Рис. 1. 


@19зо ° 


туре &,==60°С, во втором — 1 л воды при темпера- 
туре #[,=20°С. Вначале часть воды перелили из 
первого сосуда во второй. Затем, когда во втором 
сосуде установилось тепловое равновесие, из него 
в первый сосуд отлили столько воды чтобы ее объ- 
емы в сосудах стали равны первоначальным. 
После этих операций температура воды в первом 
сосуде стала равной {-59°С. Сколько воды пере- 
ливали из первого сосуда во второй и обратно? (8) 


А. Зильберман 


Решения задач 
М521—М527; Ф53З3—Ф536 


По аналогин с нелой частью числа обозначим через ]а| 


+= 


целое число, ближайшее к а. Например, 4 


Г. =9, ти 3 [=2н так далее. 


3 
Пока все ясно. А как быть с числом-о- ? Чему равно 


3 
ый - нли 2 
] 5 }\ нли 2 
Мы видим. что понятие «ближайшее целое» для чисел 


т 
вида —7_ „где т — нечетное число — нуждается в уточне- 


нии. Однако для решения задачн это уточнение не требу- 
ется. поскольку при любом натуральном л число У п— 
либо натуральное, либо иррациональное (докажнте!). 
Вычислим первые т ы последовательности а; = 

И 52 2228. 3:3, За. 

. Мы замечаем. че ь этой Последовательностн 
ы и 2? раза, 2 встречается 4 раза, 3—6 раз. 
Поэтому  еслествемио предположить, 410 в нашей 
последовательности Каждое натуральное число #Ё встре- 
чается 2# раз. Для доказательства этого предположення 
нам достаточно показать, что прин любом натуральном 


1 | 
Е неравенство Е Ух <- —5 нмеет ровно 28 ре- 


шений в натуральных числах. 
Возведя каждую из частей этого неравенства в квад- 
рат, получим равиосильное неравенство 


1 
Е ить. 


Это неравенство имеет ровно 2# решений: #2—&--1, 
Е? —й--2,.... Е?--Ё, что н требовалось доказать. 


Теперь мы легко можем вычислить сумму $ = 


УП 
тия а |+ 
1 | | де 


88. раз 
пы. как сумма чисел в каждой круглой скобке равна 
2, $ = 88. 


Г. Гуревич 


М522. На плоскости задано 
несколько непересекающихся 
отрезков, никакие два из 
которых не лежат на одной 
прямой. Мы хотим прове- 
сти еще несколько отрезков, 
соединяющих концы данных 
отрезков так, чтобы все 
отрезки вместе образовали 
одну несамопересекающую- 
ся ломаную. Всегда ли это 
можно сделать? 


№523. Фишка стоит в цглу 
шахматной доски размером 
пЖп клеток. Каждый из 
9вух играющих по очереди 
передвигает ее на соседнее 
поле (имеющее общую сто- 
рониг тем, на котором сто- 
инт фишка). Второй раз 
ходить на поле, где фишка 
уже побывала, нельзя. Про- 
игерывает тот. кому некуда 
ходить. 
а) Докажите, что если п 
четно, то начинающий игру 
может добиться выигрыша, 
а если п нечетно, то вы- 
иерывает второй. 
6) Кто выигрывает, если 
первоначально фишка стоит 
не на угловом поде, а на 
соседнем с ним? 


№524. Докажите, что ни 
при каком натуральном т 
число 1[978}—| не делится 
на 10007—1. 


Ответ: не всегда. На рисунке | изображены шесть 
отрезков, концы которых нельзя соединить требуемым 
образом. В самом деле, каждый из шестн концов коротких 
отрезков может быть соединен лишь с концом «своего» 
длинного отрезка, а поскольку свободных коицов должно 
остаться два, то у одного из короткнх отрезков оба 
его конца должны быть соединены отрезкамн с Концамн 
длинного. В результате получится замкнутая ломаная из 
четырех звеньев — протнворечне. 

В. Произволов 


Ф 


а) Пусть л нечетно. В этом случае доску размером 
пхп, кроме углового поля, можно покрыть костями до- 
мнно 2Х[ (рис. 2, а). Пусть тот, кто ходит вторым. сле- 
дует такой стратегии: ставит фишку на второе поле того 
домино, на первое поле которого поставил фишку начи- 
нающий игру. Ясно, что, поступая таким сбразом, второй 
игрок вынграет. 

Пусть п четно. Тогда доску размером лхл можно 
покрыть костями домино целиком (рис. 2. 6). В этом слу- 
чае начннающий игрок. считая, что «нулевым» ходом его 
партнер поставил фишку на углорсе поле доски, должен 
следовать описанной выше стратегии второго игрока. Яс- 
но. что теперь победит начинающий игру. 

6) Если первоначально фишка стонт не на угловом 
поле, а на соседнем с ним, то выигрывает всегда начинаю- 
щий. Для четного пл это доказывается как выше 
(доска сразу разбивается на «домниошки», н первый нг- 
рок должен поступать как и раньше). Пусть п нечет- 
но. Тогда иачинающий может «отрезать» угловое поле 
доски (второй нгрфок туда все равно не попадет, тах как 
оно неподходящего цвета — см. рис. 2, 6). после чего раз- 


РИН 
ВИН 


ГУ | 


бить оставшуюся часть доски на «домнношки» н снова по- 
ступать согласно описанной стратегни. 

Предлагаем читателю разобраться в том, кто выигры- 
вает, если первоначально фишка стонт иа каком-то ином 
поле. 

Н. Нецветаев 


Ф 
Если 1978"—] при иекотором натуральном 71 делится на 
1000" —1, то при этом т разность  (1978"_- 
— (10007 —1) = 1978—1000" также делится на 
1000" — 1. 

1978" — 1000” == 27(9897"--500”}. 
Поскольку 1000”—1 — число нечетное. на 10007—1 


должна делиться разность 989"—5007”. Но это невоз- 


№525. Докажите, что Эля 
любого тетраздра сущест- 
вуют такие 0ве плоскости, 
что отношение площадей 
проекций тетраэдра на эти 


плоскости не меньше У 3. 


Рис. 3. 


№М526. а) Докажите, что 
паодсь выпуклого челиырех- 
угодьника равна 


$ = 
_ 1-е а? | 
ы— 4 


гдг о, 6, с. 4 — длины после- 
довательных сторон четы- 
рехугольника. { — величина 
угла между его диагоналя- 
ми. ф=90°. 

6) Можно ли найти пло- 
щадь 5, зная а. Ь, с 
и 4, если ф— 90? 
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можно, так как для любого натурального т 
989—500" < 1000" — 1. 
Полученное противоречие решает задачу. : 
Некоторые наши читатели получали утвержденне за- 
дачи, доказывая, что максимальная степень тройки, на 
которую делится число 1000—1|. больше, чем максн- 


мальная степень тройки, на которую делится число 
1978"—| 

С. Конягин 
Ф* 


Проведем через два противоположных ребра АВ и СО 
тетраэдра АВСР параллельные  плоскостн ДП, и ЛП, 
(рнс. 3). Пусть В — расстояние между ними. Будем рас- 
сматривать лишь проекции тетраэдра на плоскости, пер- 
пендикулярные Ль, н уже среди них найдем такие, отно- 
шение площадей проекций тетраэдра на которые не мень- 
ше У 7% 

Пусть 4,8В,С.0; — проекцня тетраэдра АВСО на та- 
кую плоскость &. Тогда [4.8] Пе, СОС Пе. 
н, следовательно, [4,81] || (С.В. Таким образом, проек- 
ция 4,8,С.0, тетраэдра АВСО на плоскость @ — это 
трапеция с высотой длины Й {в некоторых случаях вырож- 
дающаяся в треугольник). Средняя линия К/ трапеции 
А,8,С.0, — это проекция пираллелограмма РОК$. где 
Р.О, Ю. $ — середины ребер АС, АД, ВО и ВС тетраэдра 
АВСП соответственио (см. рис. 3). (Действительно, все 
точки К, /[.. Р, ©, ВЮ, $ лежат в нлоскости, параллельной 
плоскостям Л; н ПП» и равиоудаленной от них.) Вершины 
параллелограмма Р, 0. Ю. 5 проектируются в точки пере- 
сечения средней линии КЁ с отрезками Д,С,, А,0:. В: 01 
н 8,С, соответственно. Для определениссти будем счн- 
тать, что [РФ] — меньшая сторона параллелограмма, 
а |[РЮ] — большая из его днагоналей. Очевидно, 


| РЕ /1РО\ >» У 2. 


Возьмем теперь плоскость ©, параллельную днаго- 
нали РА (н. конечио. перпеидикулярную илоскости Л), 
и плоскость 5, перпендикулярную [Р5$] (&, 1 Й!). Длина 
средней лннии трапеции (проекции тетраэдра) в первом 
случае равна |РА|, а во втором — ие больше |РФ]|. 

первом случае площадь проекции тетраэдра равна 
в- |РВ |, во втором — ие более #- |РО|. Отношение этих 
площадей не меньше г. 

Для правильного тетраэдра оценка У 2 —инаилучшая: 
площади проекций правильного тетраэдра на плоскости 
а нс, будут равны а?/2 и а2/2 У2, где а—длина ребра тет- 
раэдра. Но это также требует доказательства. 


А. Берзиньш 
Ф® 
а) Пусть АВСО — данный  чстырехугольник. |АВ|-=а, 
1вс|=в, |СБ|с. |РА|-а4 (рис. 4). Тогда 


1 з 
$ = = |4АС]-| ВБ 1-м $. 


Попробуем выразить площадь $ четырехугольника 


> 4 
АВСО через скалярное произведение векторов АС и ВО. 


Ясно, что выполняется одно из следующих равенств: 
^^ ^^ 


АС; ВР=ф илн АС: ВВ п—. 
А 
—> ыО 
Поэтому |с0$ (АС; ВБ) | = с0$ 4.Если ф 5 рать © 


1 1 
$ =51 АС]-| ВБ | -с0зф-4#ф= 51 АС |-| ВР | х 


Рик. 


6. 


| — - ==> 
Однако АС.ВО == АС (АБ — 


—^ —^ 
: 1 
Хх] с0$ (Аб; ВВ)уиех = 5И2С1-| ВР | соз(АС; ВБ Еф = 


=> 


А 
1 -— — 
> 


(2АС.АБ —2АЁ. АВ) = 


р] 


> = — 


— (Абу +В: (6 АВ = (Абв Бр 


— 


— (66 — (Ябг- (Ав + ВО = 5 В — @+ 


=> => 
+ (ФА)? — (АВ)з); 
поэтому 
1 | 
$ =51 АС. ВО | 48 ф = 4 [48 — 62 + с? — 4? |-416 $. 


В. Губа 


6) При ф = 90° выразить площадь $ выпуклого четы- 
рехугольника через длины а, В, с, @ его сторон 
нельзя. Заметим, что в этом случае 22—65? -- с? — 
—4?*—=0. Пусть а—нанменьшее из чисел а, 6, с, 4. Отрезок дли- 
ны а с концами на лучах 1 и т, (рис.5) можно достроить 
до четырехугольиика с заданными сторонами; меияя поло- 
жения отрезка, мы получим целсее семейство таких 
четырехугольников (с разными углами ири вершинах). 
Докажем, что площадн всех этнх четырехугольников не 
равны одиому п тому же числу. Для этото, воспользовав-. 
пись равенством (рис. 6) 


1 Е : 
$ = (28 маф- сам}, 


где фи\ф — углы при вершинах А н С четырехугольника, 
найдем. какие значения может принимать величниа 5. 
Углы фиф связаны соотношением 
2?-|- 52— 2а6 со$ф-= с1-- 4*— 254 с0$ (*) 
(теорема косннусов)- - 
Будем считать, что угол ф есть фуикция от $. Из 


соотношения (ж) 
а пФ 
— сазтф, (+) 


/ 


так чго для производной $’ (по $) получаем: 
| 
5° == 25 (#6 с0$ ф-[ ф'с4 сз ф) =. 


_ @6. Е ь 
=-—5 (ет чт } = эт" 9-9) 


Мы видим. что 5’>=0, когда зт (ф-ф)=0, то есть когда 
ф--ф-= 180°. Это значит, что около соответствующего че- 
тырехугольника можно описать окружиссть. - 

Мы почти доказали знаменитую теорему Штей- 
нера о том, что из всех четырехугольииков с заданными 
длинами сторон наибольшую площадь имест тот. вокруг 
которого можно описать окружность. Лочти — потому, 
что нужно еще проверить. что в указаниом нуле производ- 
ной 5’ функция $-=5 ($) действительно нмеет максимум. 
Мы ограничимся проверкой этого утверждения только для 
рассматриваемого намн случая, когда диёгонали четырех- 
угольника перпендикулярны (пока мы этим обстоятельст- 
вом не пользовались). | 

* 
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Рис. 7. 6) 


Рис. 8. 


№527. Пусть хи, хз... Хп— 
действительные числа, 
О&х:=!. Докажите, что 
величина 

жНха-Ё... Г охл — мах. — 
— ХХ — --- — Хи —Хл 
не превосходит 

а) 1! при п=3; 

6) 2 при п=93; 

8) [п/2] при п23. 


&& 


Заметим, что производная ф” неотрицательна (это вид- 
но из формулы (**)), так что прин росте угла ф угол ф 
также растет. Минимальное значение утол ф принимает. в 
четырехугольнике на рисунке 7, а, а максимальное — на 
рисунке 7, 6 (напомним, что @ — минимально). Поэтому 
сумма ф-+ф меняется от некоторого значения, меньшего 
1807. до некоторого значения, большего 180° и меньщего 
360°. Производная 5’ положительна прин ф-ф< 180’, 
равна нулю при ф-+ф:=180° и меньше нуля при 180°< 
<$+{< 360°. Следовательно, сама функция $ возрастает 
ирн фНф< 180° н достигает максимума при ф--{$= 180°, 
после чего убывает; так что минимум 5 достигается в од- 
ной из концевых точек (соответствующих. рисункам 
7, а. 6). Несложно вычислить (сделайте это самостоятель- 


ас + 64 
но), что максимальная площадь $ах равна 5 й 
1 Ее 
ап концевых точках $, = > (@+4 ум — а и $. = 


1 Е 
ет (а -|- 5) У& — 43 соответственно ($,< $3, если 5<а; 


5$,=5$.. если 6=4: $, >$.. если 8>4). График функцин 
$ изображен на рисунке 8, площадь $ (четырехугольни- 
ка с заданными длинами сторон и взаимио перпендикуляр- 
ными диагоналями} может принимать любые значения в 
пределах $:= 55 Зах. Зтах< 5 < 5.. 

Л. Лименов 


Ф 


Мы приведем два решения пункта в) задачи. Первое из 
них использует метод математической индукции, причем 
зядукционный шаг осуществляется от л:= к л-=#-.2. 
При этом необходимо проверить выполнение соответствую- 
щих неравеиств для двух начальных значений п: л=3 и 
п=4. Эта проверка, собствеино, и составляет содержанне 
пунктов а) и 6) задачн. 

а) Итак. пусть л=3. Из условий 03х51 (= 
—=|, 2, 3) следует, что - 

(а— арх —ж) < 0. 
то есть : 
Жахожа ха-ха ХХ Хоа — Хз 5 1. 
Поскольку х1^.ж20, получаем требуемое неравенство 
жа — ХХ - Хоз Хах, < 1. 
6) Пусть п>=4. Докажем, что 
хе ха Г ха Ра —Хаха-—Хох 3-х Хх 5 2. 

используя геомегрию. 

Возьмем квадрат А. А.А; Аз со стороной длины 1. На 
его сторонах А, Д., А, Аз. АзА,, А, А, отметим, соответствен- 
но, точки Ви, В.. Вз, Ва так, чтобы [АВ @(=1. 2, 
3. 4: — см. рис. 9). Пусть $,, $2. 53, 54 — площади тре- 
угольников А,8В,В.. А.В. В,. А.В. Ва АВ.В.. Очевидно, 

- $,-Ё 52-1 55-5 54 = | 
(треугольники лежат виутрн квадрата площади | и 
ме пересекаются); поэтому 
х1 (1 — х) х: (1—1) хз (1 — хз) т 
в ыы 2 2_ 
—х 
ха (1 1) <! 


откуда получается нужисе неравенство для п-==4. 
в) Предположим, что иеравенство 
жж... — пах ких 5 [8/2] (1) 
верно для л-=й; докажем, что оно верно для л=Ё-Г2. 

Прежде всего заметим, что 

Ха-ха РХьх:—ХАХА+1- ХАК Хи+2 155 1. (2) 
(Действительно, это следует из неравепства 

(и — 1) —ха+ ха) < 0 

при хьзх, н из неравенства 


Ф533. Гантелька длины [ 
стоит в углу, образованном 
гладкими плоскостями 
(рис. 10). Нижний ша- 
рик гантельки смещают го- 
ризонтально на очень ма- 
ленькое расстояние, и ган- 
телька начинает двигать- 
ся. Найти скорость ним- 
него шорика в тот момент, 
когда верхний шарик отор- 
вется от вертикальной пло- 
скости. 


Рис. 11. 


(к—1)(1—хь+1)(1—хА+2) < 0 


при х. = хь. 
По предположению индукции 
ж т... Рхв—жх,—...— хаха Хыха 5 [4/2]. (3) 
Складывая неравенства (2) н (3), получаем 
Хр --. ха - хижа Ха: — Ха — ... — ХаХА+: — 


Е-2 
дааа — банан < += ВР | "35|, 


так что неравенство (1) справедливо н для я=-[2. Задача 
в) решена. 

Другое, быть может, более «естественное», решение 
Задачи в) — следующее: 

Зафиксируем переменные жж, Х,, .-., Хеща. Ха, +. 
.... Хи, а переменную х;=х будем изменять (на отрезке 
[0; 11). Тогда 

жНхо-+... ха жх, —Хох—...- Ха - зп Киху = ВХ- В, 
где Ан $ — постоянные числа. Очевидно, линейная 
функция от х, определенная на отрезке [0; 1]. приинмает 
наибольшее значенне на одном нз концов отрезка. По- 
скольку это рассужденне чожно применить последова- 
тельно к х,, затем К х», .... К хп. наибольшее значение вы- 
ражения У==х. Вх... хим... ХлаХв-Хпх, дО- 
стигается, когда некоторые из чисел х; равны единице, 
я остальные — нулю. Заметим теперь, что есль два сосед- 
них «нкса» оба равны единнце (например, х; и х{+1), то 
один из них можно превратнть в нуль, ие уменьшив при 
этом зиачения Х. Таким образом, Х иринимает наиболь- 
шес значение, когда цесколько (скажем, т) не сосед- 
ннх «иксов» равны единице. Поскольку тс [п!?], 
(«нксы» — не соседние!), мы получаем, что УХ пах < [1/2]. 
Но легко проверить, что при х==Ж=х.=...7=0, х,= 
=х.=...=={ змачение У как раз равно [1/2], откуда сле- 
дует. что Ушах== [1/2]. 
В. Батырев, И. Клумова 


$ 


Пусть в момент отрыва верхнего шарнка от вертикальной 
плоскости  гаителька составляет угол @& с вертикалью 


(рнс. 11), скорость верхнего шарика равна и, скорость ниж- 
> 


него — #. 
Согласно закону сохранения энергии 
ти? ти? 
= —- —в-= теёВ = тай (1 — со а), 
или 
и? -|- ц2==281 (1—с0$ @) (1) 


(т — масса каждого шарика; г, и, в — модули соответст- 
вующих векторов}. 
Поскольку стержень жесткий, 


И с05 @=И 1 @. (2) 
Из уравнений (1!) н (2) находим: 
и2—241 (с05% %—с053 а). (3) 


До момента отрыва центр масс гантельки двигался 
с горизонтальным ускорением (это ускорение сообщалось 
снлой реакции вертикальной стенки). Поэтому к моменту 
отрыва верхнего шарика от вертикальной стенки скорость 
Е 


и максимальна. Найдем значение со$ &, при котором вырз- 

жение с05? 9—с053 & (см. (3)) максимально: (х—х3)'= 

==2х—3х2==0 (х=соз @) при х= 1/5. то есть с0$ а=?).. 
Подставив это значение со; © в (3). найдем: 


2 5 
и=—- У? =. 


А. Зильберман 
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$534. Астронавты «Скай- 
лэба» с помощью специаль- 
ного радиолокационного вы- 
сотомера обнаружили, что 
поверхность океана в районе 
«Бермудского  треугольни- 
ка» ниже нормального уров- 
кя на 25 метров (см., на- 
пример, журнал «Наука и 
жизньь, 1976, № 9). Нред- 
полагая, что этот «прогиб» 
можно объяснить наличием 
под дном океана шаровой 
полости, заполненной в0- 
дой, оценить радиус этой 


полости. Глубина океана 
1—6 км, средняя плотность 
земных пород рв= 
—8. 10 кг/мз. 


х 
© 


Е 


Свободная поверхность воды в поле тяготения Земли всег- 
да устанавливается так, что в любой точке поверхностн 
сила тяготення перпендикулярна к ней, то есть направ- 
лена к центру Земли по раднусу. Из-за наличня полости 
поверхность океана нскривлена — суммарная сила тяго- 
тения (со стороны Землн н со стороны «полости») направ- 
лена, вообще говоря, не по радиусу Земли. 

В дальнейших рассужденнях мы будем пользоваться 
аналогией между электростатнческим полем точечного 
заряда @ и полем тяготення точечной массы М. (Напом- 
ним, что поле тяготения шара массы М эквивалентно по- 
лю тяготения точечной массы М, помещенной в центр 
шара.) 

Сила, действующая на пробный заряд 9 со стороны 
заряда @, н сила, действующая на пробную массу т со 
стороны массы М, равны. соответственно, 


Род = ау 


где г — расстояние между О нд, М ит. Эти формулы 
похожи: Рэд 1/72 м Ру: 118, Рэл-—9, а Етмт, то есть 
зависимость этих сил от расстояния одна и та же н за- 
висимости от величнны пробного заряда и величины 
пробной массы одинаковы. Пользуясь этой аналогией, 
введем потенциал Фт поля тяготеиня точечной массы М 
(равный потенциальной энергин единичной массы п поле 
массы М). Выражение для Фт аналогично выражению для 
| 


потенциала — Ффэл == 


точечного заряда (: 


— л 
Че р- электростатнческого поля 


(Знак «минус» отражает основное различие между Рад н 
Ет: плод действием гравитацмонных сил тела всегда при- 
тягиваются. Поскольку потенциальная энергия прн 
бесконечно большом г полагается равной нулю, в случае 
сил притяження потенциальная энергия п поле тяготе- 
ния оказывается отрицательной.) 

Потенциальная энергня частнцы массы т на поверх- 
ности воды должна быть всюду одинаковой. (Поскольку 
сила тяготения всюду перпендикулярна поверхности, 
работа снлы тяготения по перемещению частицы по поверх- 
ности равна нулю.) Следовательно, поверхность океа- 
на (поверхность Земли) — эквипотенциальная пояерх- 
ность (аналот — эквипотенциальная поверхность в 
электростатическом — поле). 

Запишем потенциал поля тяготения Землн в точке А, 
находящейся далеко от полости, н п точке В, находящейся 
непосредственно над полостью (рис. 12). В точке А налн- 
чием полости можно пренебречь и считать потенциал 
равным 


м 
Фа = -*-5, 


где А — раднус Земли, М=*/лАзри — ее масса. Чтобы 
найтн потенциал в точке В, воспользуемся принципом су- 
перпозиции. Рисунок 13 нллюстрирует суперпозицию по- 
лей тяготения Земли и полости. Из рисунка по- 
яятно, что потенциал в точке В складывается из потенциа- 
ла поля тяготения Землн (без полости) н поля тяготения 
шаровой массы с плотностью рф» — п. то есть точечной 
массы р = 4/5! (рв — рп), где г — радиус полостн, фв — 
ллотность воды. Итак (см. рис. 13), 


М в 
9в = + (#8). 


Поскольку поверхность окедиг — эквнпотенциальная, Фд = 
Фв, то есть 


Ф535. Потенциальная энер- 
гия взаимодействия двух оди- 
наковых заряженных малень- 
ких шариков с зарядами 
9148 
4пе{ › 
где { — расстояние между 
центрами шариков. Если 
шарики соединить проволо- 
кой, заряды шариков станут 
одинаковыми, и потенциаль- 
ная энергия взаимодействия 


91 и 9: равна \; = 


шариков станет равной 

(41 -Р 9.) _ 
У: — - блеы Так 
как (9,2 9»)? > 4919: 
(при 91392). то >, 
то есть потенциальная 


энергия взаимодействия за- 
рядов возрастает‘ Откуда 
берется дополнительная 
энергия? 


наи. р 
ю® _В- 5+; 65. 
Преобразуем это выражение: 


Е ИВНЕНЕН 
-"Еи-- +5 ? 


> 8—8] - 9—5. 


Пренебрегая 63 в левой частн н б —в правой, получаем 
м 
—в (+ 8) 6 == Ю2, 
г ОО с В 
или, подставляя — | — = — 9 „ро, 
{г л) Юбри р 
В ФР -м) 
И ма) 
(В) б-р 2 ‘ 


(здесь подставлены численные значения В = 6,4.108 м, 
бп = 3103 кг/мз, рь = 1.103 кг/мз, 6 = 25 м). Мы не бу- 
дем решать это кубнческое уравнение относительно г, 
а лишь оценим значение 7. Для оценкн воспользуемся тем, 
что функция /3/(’ -- В) монотонно возрастает при г > 0. 


Непосредствеинымн  вычислениями легко убедиться, 
что г заключено в нитервале между 18 км н 20 км. 

А. Стасенко 
Ф 


Рассуждения, приведениые в условин задачн, не верны: 
в них учтена только потенциальная энергия взанмодей- 
ствия шариков и не учтена энергия электростатического 
поля отдельных зарядов. 

Энергия электростатического поля отдельного (изо- 
лированного} шарика с зарядом 9 равна работе, которая 
совершается прн зарядке шарика. Ее можно рассматрн- 
вать как энергню сферического конденсатора, внешняя 
обкладка которого находнтся бесконечио далеко от виут- 
ренней (от шарнка). Эту энергию можно вычислить по фор- 
муле № =— 90, где 0 — заряд конденсатора (заряд 
царнка), { — разность потенциалов его пластин. В нашем 
случае (У равно потенциалу ф шарика по отношению к 


бесконечности (где потенциал принят равным нулю): 
19 
аа УР где г — радиус шарика. 


1 
Таким образом, ! = —5_ 9$ = Злег Энергия сис- 


темы до соедннения щарнков проволокой равна 


= 41 : 9142 
1 пех ‘ 8лёг лей" 
а после соединения — 
№, —2 42 + 9" (9% 93)* , (9: 9) 
3 “вле, г Г 4ле, [`  16бпео г 1бле, { 
где 9 == (9, + 92)/2- 
Так что 
(9—1 
И 1бле, (у =) >. 


то есть И, > .. Это ин естественно, так как при соедине- 
нин шариков проволокой часть энергии выделилась в виде 


джоулЛева тепла. 
И. Слободецкий 
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$536. — Жесткая пр 
гольная конструкция АОВ 
ее рукц 


(АОВ=90°) вращается во- 
круг вертикальной оси ОО’, 
ЩО 


так что АОО' = © (рис. 14). 
С помощью колец. которые 
могут свободно скользить 
по сторонам АО и ОВ, на 
конструкцию надет легкий 
стержень КЕ длины 24а. 
К середине стержня при- 
креплен небольшой массив- 
ный шарик. При какой уг- 
л080й скорости вращения 
конструкции стержень зай- 
мет горизонтальное поло- 
жениг? 


Когда стержень КЕ нахедится в горизонтальном поло- 
жении. шарик вращается вокруг сси 00’ по окружности 
раднуса г- а зт (л!2—20.)-=а со$ 2% (см. рнс. 14). Центро- 
стремнтельное ускоренне 3 (& — угловая скорость вра- 


щення конструкцни) шарику сообщаст сила А реакцин 

стержня (ее горизонтальная проекция). Запишем урав- 

нение движения шарнка в проекциях на оси Ан 

(рис. 15): 

К» = то?г = то?За со$ 2, | 

Юу = ти { 

- + 

(Юх. Ви, тя — модули проекций векторов Ан т). 

сперь запишем уравнеиме движения невесомого 
стержия КЁ в проекциях на осн Х и У (см. рис. 15): 


№, с05@ — К, — А.зта = 0, 


№, 11 — Юу-+ №, соза = 0 © 


> — 
(Ю'=—Ю — действующая на стержень сила реакции ша- 
> -—> 


рика:. №,. №, — действующие на стержень снлы реакций 
«плеч» ОА н ОВ конструкции: В, , В,. №1<05 а. М. © 


инт п. — модули соответствующих проекций; Ю, -Кх. 


Рис. 15. 


Условием того, что стержень занимает горизонталь- 
ное положение. является равенство нулю суммы моментов 
сил, действующих на стержень, относительно горизонталь- 
ной оси, перпендикулярной плоскости конструкции. За- 
пишем уравнение моментов относнтельно точки С: 

>, . 
1 ^, ито. —- К, фа с0$ ©, = 0. {3) 
Из уравнений (1!) — (3) находим: 


о = в/(ат2а). 


С. Кротов 


воант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Разность двух целых чисел, 
являющихся полными квадратами, 
оканчивается на 2. На какие цифры 
оканчиваются уменышаемое пн вычи- 
таемое, если последняя цифра умень- 
шаемого болыше последней цифры 
вычитаемого? 

2. Найдите все двухзначные чис- 


ла аб, обладающие тем свойством, 


что трехзначное число @06 кратно 
исходному. 

3. В футбольном турнире каждая 
пара команд должна встретиться меж- 
ду собой один раз. В среду. после 
очередного тура, Боря подсчитал, 
что четное число встреч провели 
семь команд. После следующего тура 
Боря обнаружил, что четное число 
встреч по-прежнему имеют семь ко- 
манд! Возможно ли такое? Если да, 
то можно ли определить, сколько ко- 
манд участвовало в турнире? (Распи- 
сание турнира, разумеется, состав- 
лено так, что в каждом туре свободно 
не более одной команды.) 

4. Коля отправился за грибами 
где-то между восемью и девятью ча- 
сами утра, в момент, когда стрелки 
его часов были совмещены. Домой он 
вернулся между двумя и тремя ча- 
самн дня; при этом стрелки его ча- 
сов были направлены в прямо про- 
тнвоположные стороны. Сколько дли- 
лась прогулка Коли? 

5. Сколькими способами девять 
конгруэнтных квадратиков: три крас- 
ных, три белых и три синих, — мож- 
но расположить в внде квадрата 3Х3 
так, чтобы в каждой строке и в каж- 
дом столбце встречались квадратикн 
всех цветов? 


ое оовъььоь рез офь р оо юр соо х 
з ы С 


эобово о 073 Ф о в фоч вре авео 


Веселая викторина 


В этом номере мы предлагаем шуточные и занимательные 
задачи, для решения которых ие нужно нн карандаша, 
ни бумаги. Эти задачн можно использовать на викторинах, 
в математических боях н КВНах. 


1. Десять монет расположены так, как пока- 
зано на рисунке 1. Какое наименьшее число мо- 
нет нужно убрать, чтобы центры любых трех из 
оставшихся монет не быян расположены в верши- 
нах правильного треугольника? 


2. Придумайте четыре целых числа, сумма и 
{С произведение которых являются нечетными чис- 
ламн. 


№44: : 


3. На часах 8 часов 20 минут. Чему равен 
угол между стрелками? 


4. Может ли сумма трех последовательных на- 
туральных чисел быть простым числом? 


5. Начнем считать пальцы на правой руке. 
Первым будет болышой, вторым — указательный, 
третьим — средний, четвертым — безымянный, пя- 
тым — мизинец, шестым — снова безымянный, седь- 
мым — средний, восьмым — указательный, де- 
вятым — болышцой, десятым — указательный, и 
т. д. Какой палец будет 1979-м? 


6. Существуют ли треугольники, у которых 
середины всех высот лежат на одной прямой? 


7. Сильно устав, физик лег спать в семь часов 
вечера, поставив буднльник на 9 часов следующего 
утра. Сколько часов ему удастся проспать до 
звонка буднльника? 


8. Горело 7 свечей, три из них потушили. Сколь” 
ко осталось? 


9. Стороны треугольника равны 17, 35 и 18. 
Чему равна его площадь? 


10. Какую последнюю цифру имеет произведе- 
ние всех нечетных чисел от | до 99? 


11. Когда Коля вышел из леса со своей соба- 
кой Жучкой, из деревни в лес направился его брат 
Витя. Жучка сразу же побежала к дому, но встре- 
тив Витю, повернула и помчалась навстречу Коле. 
Добежав до Коли, она снова повернула и побежала 
к Вите. Так она бегала пока братья не встретн- 
лись. Какое расстояние пробежала Жучка, если 
Коля шел со скоростью 3 км/час, Витя со скоро- 


стью 5 км/час, а Жучка бегала со скоростью 
8 км/час? Расстояние от леса до деревни равно 
4 км. 


12. Две ракеты летят навстречу друг другу со 
скоростями 15000 км/час и 21000 км/час. Их стар- 
товые площадкн находятся на расстоянин 1979 км 
одна от другой. Какое расстояние будет между ра- 
кетами за минуту до столкновения? 


13. Какое число делится (без остатка) на все 
числа? 


14. Названия каких литературных произведе- 
ний начинается с чисел 3, 19, 20, 80000? 


15. В равнобедренном треугольнике основание 
вдвое длиннее высоты. Чему равны его углы? 


16. Угол в 1° рассматривают в лупу, дающую 
четырехкратное увеличение. Какой величины по- 
кажется угол? 


А. 


Предлагаем также несколько игр. В каждой из них су- 
ществует стратегия, позволяющая одному из нуроков вы- 
играть. Постарайтесь ие просто играть, но и найти эту вы- 
игрышную стратегию. 


Игра 1. Имеется две кучки камешков: в одной 
13, а в другой 10 камешков. Двое по очереди бе- 
рут камешки: либо любое количество из произволь- 
ной кучки, либо из обеих кучек поровну. Выигры- 
вает тот, кто берет последние камни. 


Игра 2. Из кучки в 25 камешков двое по оче- 
реди берут один, два или три камешка. Выигры- 
вает тот, у кого в конце будет четное число камеш- 
КОВ. 


Игра 3. Есть две кучки конфет, по 9 в каждой. 
Двое играют в такую нгру: за один ход нужно пе- 
реложить из одной кучки в другую одну конфету 
и-съесть две конфеты из одной какой-нибудь кучки. 
Ходы делаются по очереди. Тот, кто не сможет сде- 
лать ход, проиграл. 


Игра 4. На шахматную доску двое ставят свои 
фишки: первый — белую, а второй — черную. Да- 
лее они по очереди передвигают свон фишки каж- 
дый раз на одно из соседних (по горизонтали или 
вертикали) полей. Выигрывает тот, кто ставит 
свою фишку на фишку противника. 


Игра 5. В углу шахматной доски стоит фи- 
гура — конь. Двое по очереди отмечают на доске 
мелом по одной клетке так, чтобы конь мог пройти 
в любую неотмеченную клетку, не становясь в от- 
меченные клетки. Тот, кто не сможет сделать оче- 
редного хода, пронгрывает. 

А. Савин 


Новые картинки к калейдоскопу 


В «Кванте» № 1! за 1978 год была опуб- 
ликована небольшая заметка © разбиении 
правильного шестиугольника на девять 
одинаковых частей. Несколько разбиений 
было помещено на обложке. 
Присмотревшись к этим разбнениям. 
маш читатель Е. Когон из Москвы заметил, 
что во всех случаях днагонали шестнуголь- 
ника. проходящие через его. центр, делят 
каждую фигуру разбнения на две одинако- 
вые части (см. рисунок). Таким образом, 
в каждом из шести правильных треуголь- 
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ников оказывается по три конгруэитные 
части, причем при повороте любого из них 
около центра на 120° разбиение переходит 
в себя. Это замечание позволяет строить 
разбнения треугольника н получать новые 
разбиення шестиугольинка на 18. а сле- 
довательно, и на 9 одинаковых частей. 
Некоторые из получающихся таким 06б- 
разом разбиений Е. Коган прнслал в ре- 
дакцию. А какие разбиения можете пред- 
ложить вы? 


Рецензмм, бмыблиография 


С учетом 
специальности 


Современный рабочий с его 
актнвным, творческнм от- 
ношением к делу, забо- 
тящийся о повышении про- 
изводительности труда н 
качества продукция, уча- 
ствующнй в рацнонализа- 
торской н — иИзобретатель- 
ской деятельности, не- 
мыслим без глубоких ия 
фессиональных знаний. : 
новой таких знаний яв- 
ляется общее образованне. 
Одним из элементов, обе- 
спечивающих человеку сов- 
ременный иаучный и куль- 
турный кругозор, явля- 
ется знание  математикн. 
Математика — это одно из 
слагаемых культуры сов- 
ремениого человека и один 
из главных ииструмеитов, 
постоянио применяющихся 
прн решении многих прак- 
тических задач. 

Неудивительно поэто- 
му, что в профессиональио- 
технических училищах 
{ПТУ), готовящих кадры 
для различных отраслей 
промышленности и сель- 
ского хозяйства, такое 
большое внимание при обу- 
ченин уделяется матема- 
тике. Преподаванне ма- 
тематикн в ПТУ ие должно 
слепо копнровать  препо- 
давание этого предмета 
в общеобразовательной шко- 
ле. Здесь нужно не только 
изучить всю «школьную» 
математику, но и научить 
применять ее в специфн- 
ческих задачах, возникаю- 
щих и конкретной яя 
снональной области. Вот 
почему появнлись учебникн, 
предназначенные для си- 
стемы професснонально- 
технического образования, 
и что, пожалуй, еще более 
ценно, —специальные сбор- 
ники задач. 


В качестве весьма 
удачного такого сборника 
можио отметить книгу 
Н. А. Терешина *). Эта 
книга содержнт 425 задач, 
наглядно иллюстрирую- 
щих многообразные связи 
теоретического курса ма- 
тематики с коикретнымя 
проблемами, возникающн- 
ми в разлнчных областях 
сельскохозяйственного про- 
нзводства. Здесь можно 
найти чисто учебные упраж- 
невия, сформулированные 
как задачи практического 
содержания, довольно нн- 
тересные задачи на иссле- 
доваиие функций и вычи- 
сление площадей н объемов, 
которые имеют вполне 
конкретный реальный смысл 
н действительно  возника- 
ют в процессе производства, 
задачи, требующие выявле- 
ния количественных матема- 
тических зависимостей при 
анализе  технологическнх 
процессов. Автор успешно 
решает проблему межпред- 
метных связей — широко 
используются  сведення и 
факты из физики, химни, 
биологии, а также из спе- 
циальных предметов, изу- 
чаемых учащимнся  сред- 
них сельских профтехучи- 
лищ. Особенно хочется 
отметить наличие задач, 
требующих расчетов по спе- 
цнальным эмпирическим 
формулам из смежных дис- 
цнплин, что позволяет уча- 
щнмся осознать границы 
применимости строгих ма- 
тематических рассуждений 
при решении прикладных 
проблем. 

Составление — подобного 
сборника задач — дело 
довольно трудоемкое ни 
сложное: найтя одну до- 
ступную ин в то же время 
содержательную задачу 
много труднее, чем выпи- 
сать два десятка уравне- 
ний или «стандартных» уп- 
ражиений на решеинне тре- 
угольников. оэтому нни- 
циатива автора  заслужи- 


*) Терешин Н. А. 
Сборник задач по матёема- 
тике для средних сельских 
профтехучилищ (М., «Выс- 
шая школа», 1974). 


вает всяческой поддерж- 
ки. Учащиеся ПТУ работают 
по этой книге вот уже пять 
лет. Этот срок вполне доста- 
точен для ее апробацин, и 
надо отметнть, что это по- 
собие с честью выдержало 
нспытанне временем. Конеч- 
но, за это время выявились 
и отдельные недочеты, ко- 
торые, однако, не влняют на 
высокую оценку. которую 
получнла эта книга у мате- 
матической общественностн. 

Так как эта книга ста- 
ла библиографнческой ред- 
костью, мы надеемся, что 
ее переиздание не заставит 
себя долго ждать. 

Хотелось бы, чтобы прн 
подготовке нового издания 
автор устранил отдельные 
недостаткн. Так, — явио 
недостаточно  представле- 
ны в книге задачи с эко- 
номическим содержанием 
{очень полезны были бы 
простейшие задачи с эле- 
ментамн линейного про- 
граммирования я задачи 
на вычисление экстрему- 
мов функций с «ломаным» 
графиком}, Задачи, свя- 
занные © вопросамн се- 
лекции и генетики, задачи, 
связаниые с вопросами 
электротехннки и элект- 
рофикации. Не уделяется 
вннмания такнм важным 
с прикладной точки зрения 
аспектам, как графиче- 
ское изображенне завн- 
снмостей в внде кривых, 
днаграмм, схем. ерми- 
нология автора и приме- 
няемая им символика се- 
годня уже не соответству- 
ют принятым п школьном 
курсе математики. Устра- 
нение этих недостатков сде- 
лает задачник еще более 
полезным. 

Было бы очень хорошо, 
чтобы это полезное начнна- 
ние не ограннчивалось толь- 
хо рамками математики, 
и на книжных прилавках 
появялнсь подобные «спе- 
цнализированные» задачии- 
ки для професснонально- 
техинческнх учебных заве- 
деннй п по другим дисцип- 
лннам (физнка, химня 
ит. д.). 

Н. Розов 


ЕЕ. 


По страницам 


новой Книги 
Прямые н кривые 


Математика — большой и 
очень своеобразный мир 
ндей, уднвляющий красс- 
той покоренных и непоко- 
ренных вершии, ажурных 
мостов, переброшенных че- 
рез пропастн и соединяю- 
щих одну гориую страиу 
фактов и методов с другой. 


Однако этн поражающие 
воображение горизонты 
открываются ЛншьЬ тем, 


кто сумел проникнуть в 
мир математики, научил- 
ся видеть скрытую от не- 
посвященных красоту, по- 
стиг трудное умение видеть 
в окружающем мире чу- 
десный — калейдоскоп фи- 
гур. чисел и математиче- 
скую логиху. Но проник- 
нуть в мир математических 
идей непросто: помимо спо- 
собностей и интереса нуж- 
ны еще настойчивость, 
воля, желание и умение 
много работать. Лишь боль- 
шая  снстематическая ра- 
бота и. в частиости. реше- 
ние задач могут принести 
школьнику успех в мате- 
матнке. 

Но вот все есть: и ин- 


тересе к математике, п 
страстное желание  ре- 
шать задачи (особенно 


«трудные»), н усндчивость, 
н трудолюбие. И тогда 
возникает основной во- 
прос: что читать и какие 
решать задачи? Ведь если 
прочитанная книга ока- 
жется устаревшей, не про- 
никиутой современным 
«духом» математики и ее 
приложений, нли если ре- 
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шаемые задачи окажутся 
не способствующими раз- 
внтию хорошего вкуса н 
исследовательской жилкн, 
не нацелены на  овла- 
дение новыми методами н 
расширение кругозора, то 
что-то  невосполнимо по- 
теряно = воспитании и ста- 
новлении будущего мате- 
матика. Но если выбран- 
ная киига будет удачной, 
то она окажется добрым и 


опытным учителем и на- 
ставником, и это может 
служить гарантией того, 


что она поможет в воспи- 
танин хорошего вкуса, при- 
обретению кругозора и 
исследовательскнх навы- 
ков. 

Именно таким добрым 
и опытным — наставником 
юного математнка. по на- 
шему мнению, является 
кннга Н. Б. Васильева и 
В. Л. Гутенмахера «Пря- 
мые ни кривые»*). Книга 
содержнт ннтересный под- 
бор задач, решая которые, 
читатель, — может быть, 
еще не осознавая этого — 
приобщается к духу ин иде- 
ям современной — матема- 
тики. Здесь связаны (осо- 
бенио в излагаемых реше- 
ниях узловых задач, ко- 
торые служат своеобраз- 
ным маяком для читателя) 
язык теории миожеств н 
метод коордниат, испольЬ- 
зование различных перс- 
мещений и кинсматнческие 
соображення (которым ав- 
торы прндают форму «тео- 
рем о колечках»), вектор- 
ные методы решения задач 
н логические СВЯЗН 
между элементами усло- 
вия. Прн этом одна и та же 
задача часто рассматри- 
вается с различных точек 
зреиня, решается разными 
методамя, что позволяет, 
сравнивая эти методы, при- 
обрести нужный кругозор. 

Как вы увидите, эта 


книга ие рассчитана на 
легкое чтение,, наоборот, 
оиа учнт  трудолюбию. 


*) Н. Б. Васильев н 
В. Л. Гутеямахер. «Пря- 
мые и кривые». М., «Нау- 
ка», 1978, изд. 2-е, перераб. 


усндчнвсстя, умеиню упор- 
но работать над решением 
задач, помогает сделать 
трудную работу по приоб- 
ретению навыков решения 
задач увлекательной и ин- 
тересной. Прн этом она 
одинаково удобна н для 
начинающего школьника, 
и для кружковца, уже уму- 
дренного опытом решення 
задач. Несомненио, реше- 
нне этнх задач и усвсение 
теоретического текста га- 
рантирует  воспитанне у 
школьника математиче- 
ской культуры, умение са- 
мостоятельно мыслнть, ви- 
деть взанмосвязь методов и 
математических идей на до- 
ступиом читателю уровие. 

Мы выбрали из этой 
кннги цикл задач, связан- 
ных с одной темой—вписан- 
ные углы. Эта тема начн- 
нается в 7-м Классе (п. 64. 
«Геометрия 7»), затем про- 


должается в 8-м классе 
{п. ШЬ «Геометрия 8»). 
Нам представляется, что 


школьникам 7-х классов бу- 
дет ннтересно ознакомить- 
ся с этой темой в целом. а 
школьникам старших 
классов будет полезно по- 
вторить всю последователь- 
ность соответствующих те- 
орем. 


Вписанные углы 


Задача 1. Лестница. 
стоявшая на гладком полу 
у стены, соскальзывает вниз. 
По какой линии движется 
котенок, сидящий ма се- 
редине лестницы? 
Ответ (вероятио, 
неожиданный). отенок 
двнжется по окружнссти. 
Пояснение. Се- 
редина М данного отрезка 
КЕ (|КЕ|=а) всегда на- 
ходится на расстоянии 4/2 
от точкн О (рис. 1). Это 
следует из теоремы: длина 
медианы ОМ — прямоуголь- 
ного треугольника КОГ. 
равна половице „длины ги- 
потенузы КЁ. (В ее спра- 
ведливссти легко убедить- 
ся, достроив треугольник 
КОГ. до прямоугольника 
КОРТ н вспомнив, что диа- 
гоналн прямоугольника 
КГ. и ОТ равны по длине н 
точкой пересечения М де- 
лятся пополам: см. рис. 2, 3) 
Посмотрим теперь на 
движение лестинцы  дру- 


О г 


Рис. 3. 


тим способом. Пусть отре- 
зок КГ («лестница»)  за- 
креплен, а прямые КО и 
ГО («стена» н «пол») вра- 
щаются соответственно вс- 
круг точек К в Ё так, что 
угол между ними остается 
прямым. На этот 
раз тот факт, что расстоя- 
ние от середнны отрезка до 
вершины О прямого угла 
все время одно н то же, 
превращается в теорему А 
из п. 64 «Геометрин 7»: 
если на плоскости заданы 
две точки К и Ё, то точки 


О, для которых КОГ=90`. 
лежат на окрижности с 
диаметром КГ. 

Задача 2. Точка О 
лежит на отрезке АС. Най- 
ти множество точек М, 
для которых МОС=2МАС 
“рис. 4). 

Ответ. Объедине- 
ние окружности с центром О 
радиуса АО (без точки А) 
и луча ОС (без точки О) — 
см. рено 5. 

оясненне. Пусть 

точка М искомого мно- 
жества не принадлежит 
прямой АО. Докажем, что 
| МО|:== [АО]. Построим 
треугольник ОАМ (рис. 6). 
По теореме о внешнем угле 


Рис. 4. 
$ о- 
А\ [Ф) С 
Рис. 5. 
2 
А о с 
Рис. 6. 
треугольника ОАМ- 


--АМО= МОС. По усло- 
вию ‹ МОС=2МАС. 
Из условия задачи сра- 


зу получаем ОАМ=АМО; 
следовательно. _ треуголь- 
ник АМО — равнобедрен- 
ный, то есть |ОМ |= |АО|. 

На языке «движения» 
результат задачи 2 можно 
представить себе так: пусть 


прямая АЛ! вращается во-. 


круг точкн А с ностояиной 
угловой скоростью & (то 
есть за единицу времени нпо- 
ворачивается на угол ве- 
личины 0). а прямая ОМ 
вращается вокруг точки О 
с угловой скоростью 2%. 
причем в начальный момент 
времени обе прямые совпа- 
дали к нрямой АО (рнс. 7). 
Тогда точка М пересече- 
ния этих прямых движет- 
ся по окружности г цент- 
ром 0. 

Отсюда мы можем из- 
влечь теорему о вписан- 
ном угае (теорема 62 из 
п. 111 «Геометрни 8»). Ес- 
ли прямая АМ за время ! 
поворачивается из поло- 
жения АМ, в положение 
АМ, на угол 1. то прямая 
ОМ поворачнвается на 


Рис. 7. 


Рис. 9. - 
угол 2%{, другими слова- 
ми, величина вписамного 


угла ММ АМ, равна полови- 
не угловой величины соот- 
ветствующего централь- 
ного угла МОМ, {рнс. 8). 

Можно — сформулиро- 
вать эту теорему более на- 
глядно: 

Теорема о ко- 
лечке на окруж- 
ностн *). На проволоч- 
ную окружность надето 
маленькое колечко. Вокруг 
точки А окружиссти вра- 
щается стержень. который 
проходит через это колечко. 
Если стержень вращается 
равномерно ©’ угловой ско- 
ростью ®, то колечко при 
этом бегает по окружности 
равномерно с игловой ‚ ско- 
ростью 2% (рис. 9). 


*) Заметим, что тео- 
рему © колечке не следует 
поннмать в буквальном 
смысле: воображаемое «ко- 
лечко» — просто точка пе- 
ресечения прямой и ок- 
ружности; если же сделать 
проволочную модель, то 
после одного оборота (в ту 
или другую сторону) ко- 
лечко застрянет. 


ЧН 


2} 
А 
227 

а. / 


Рис. 12. 


Еще однн вариант тео- 
рем © вписаниом угле и 
о колечке на окружностн: 
Теорема о вра- 
щающихся пря- 
мых. — Если 08ве пересе- 
кающиеся прямые 1л и {в 
вращаются в плоскости в0- 
криг своих точек Аи Вс 
одинаковой угловой  ско- 
ростью ш (рис. 10); при 
этом, конечно, величина уг- 
ла между нимн остается 
постоянной), то траекто- 
рия точки пересечения этих 
прямых — окружность. 
Пояснение. По- 
строим окружность 8, про- 
ходящую через трн точки: 
А, Ви еще одно положе- 
име Му точкн пересечения 
прямых [д и Ёв (рис. 11). 
с теореме «о колечке на 
окружности» точка пере- 
сечения прямой [4 В ок- 
ружностн 6 двнжется по 
окружностн 6 равномерно 
с угловой скоростью 2%. 
Точно так же движется и 
точка пересечения [в с 
окружностью 6. Посколь- 
ку в один момент временн 
эти точки совпадают (по- 
ложение 141), то они совла- 
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‚из 12 прямых, 


Рис. 13. 


Рис. 14. 


ИР. 


Рис. 15. 


дают и в любой другой мо- 
мент временн. Отсюда сле- 
дует утверждение теоремы. 


Задача 3. Сделайте 
самостоятельно рисунок, 
илаюстририющий теорему 
о вращающихся прямых. 


Пояснение. На- 
чертите окружность, раз- 
бейте ее на 12 равных ча- 
стей. Проведите через одну 
из точек деления Ан о0с- 
тальные точки деления пря- 
мые, в также касательную 
к окружности в точке А 
(рис. 12; получится пучок 
разделяю- 
щих плоскость на 24 рав- 
ных по величине угла). 
Двигая карандаш по ок- 
ружностн; можио убедить- 
ся, что при переходе от 
точки деления М к следую- 
щей точкё деления прямая 
АМ поворачивается на одии 
н тот же угол. Выберите 
еще одну точку деления В 
{скажем, четвертую от 4) 
н постройте для нее такой 
же пучок из 12 прямых, 
как для точки А. Отметьте 
для каждой точки деления 
М острый угол между пря- 


Рис. 16. 


Рис. 18. 


мыми АМ и ВМ (все эти 
углы одннаковы!). 

Из теоремы о вращаю- 
щихся прямых следует, 
что еслн продолжить все 
23 построенные прямые до 
пересечеиня, то все 110 по- 
лученных точек пересече- 
ния (не считая А н В) ле- 
жат на одиннадцати  ок- 
ружностях — по десять иа 
каждой. 


Задача 4. Хорда 
АВ окружности закрепле- 
на, а хорда СЮ  перемеща- 
ется, не меняя своей Одли- 
ны. По какой линии дви- 
жется точка пересечения 
прямых: а} АЙ и ВС; 
6) АС и ВР (рис. 13} 
. Пояснение. Пусть 
точка О равномерно двн- 
жется по даниой окруж- 
ности, тогда нм точка С рав- 
номерно движется по ней, 
я следовательно. и прямые 
АР, ВС, АС. ВО раемо- 
мерно вращаются вокруг 
точек Ан В (с одной и той 
же угловой — скоростью). 
Согласно теореме о вра- 
щающихся прямых тозки 
пересечения соответствую- 


щих прямых движутся по 
окружностям. 

Эта задача тесно свя- 
зана с задачами 12%, 13* 
из п. | «Геометрия 8». 


Рис. 19. 


Рис. 20. 


Задача 5. По 
неподвижной окружности, 
касаясь ее изнутри. —ка- 
тится без скольжения ок- 
рижность вдвое меньшего 
радииса. Какую линию 
описывает точка К под- 
вижной окружности 
(рис. 14)? 

Ответ в этой задаче до 
удивлення простой: = точ- 
ка движется по пря- 
мой, точнее — по диамет- 
ру неподвижной окруж- 
ности (рис. 15). Этот ре- 
зультат называется  тео- 
ремой Коперника. 

Попробуйте  убедить- 
ся в справедливости  тео- 
ремы Копериика на опыте. 
Ее нетрудно и доказать — 


нужно лншь вспоминть 
теорему о впнсанном угле, 
Сравним результаты 


задач 1 н 5. В обеих зада- 
чах речь идет о довольно 
сложном двнжении фигу- 


ры (в первой — отрезка, во - 


второй — окружности), но 
траекторни некоторых то- 
чек получаются неожидан- 
но простымн. Оказывает- 
ся. эти две задачн похожи 
не только внешне, но и са- 
мн движення, рассмотрен- 
ные в них; совпадают! 


‚ ности 


Действительно, пусть 
по окружности раднуса @ 
нзнутри катится окруж- 
ность радиуса 4/2, и пусть 
КЕ. — днаметр этой окруж- 
ности, жестко связанный с 
ней. Согласно теореме Ко- 
перника точки Ки Ё двн- 
гаются по неподвижным 
прямым (днаметрам боль- 
шой окружности — АА’ 
н ВВ’ соответственно: 
рис. 16). Итак, диаметр КГ. 
скользнт своими конца- 
мн по двум взанмно пер- 
пендикулярным прямым, то 
есть движется так, как от- 
резок в задаче 1. 

Поставнм еще вопрос, 
связанный с движеннем от- 
резка КЁ 


Задача 6. Какое 
множество точек заметает 
этот отрезок. то есть ко- 
ково объединение всевоз- 
можных положений от- 
резка КТ. при его движении? 

Ответ. Кривая, от- 
раннчнвающая это множест- 
во, называется астроидой 
(рис. 17). Оказывается, ее 
‘можно получнть так: за- 
ставнть круг днаметра 42 
катнться изнутри по окруж- 
диаметра 24 и на- 
рисовать траекторню ка- 
кой-то определенной точ- 
ки окружностн катящегося 
круга {рис. 18; эта траек- 
тория н есть ‘астроида). 

Прежде чем пояснять 
задачу 6, сформулнруем лю- 
бопытное правнло, позво- 
ляющее наглядно описать 
семейство касательных к 
траектория точки М ок- 
ружности радиуса г, ка- 
тящейся без скольження по 
некоторой линии 7 (рис. 19). 
Покатим по той же линии $ 
окружность радиуса 27 
вместе с ее диаметром КЁ 
(жестко с ней  скреплен- 
ным), причем днаметр вы- 
берем так, что в некоторый 
момент времени его конец К 
и точка М попадают в одну 
и ту же точку А лннии $. 
Оказывается. что тогда в 
любой момент времени 
диаметр КТ. касается тра- 
ектории точки М. Други- 
мн словами, эта траекто- 
рия служит огибающей 
всех положений диаметра 
КЕ. Это удобное нравнло 
мы иазовем теоремой о 
двух крцгах. Эта теорема 
тесно связана с теоремой 


Коперника. 
Если две окружно- 
<ти, о которых идет речь 


в теореме, катить одно- 
временно так, чтобы точки 
их сопрнкосновения © кри- 
вой у все время совпадали, 
то меньшая — окружность 
будет катиться по большей 
без скольжения. Тогда по 
теореме Коперника точ- 
ка М будет двигаться по 


‚ фиксированному диаметру 
°КЁ большей окружности. 


А теорема о двух кругах 
утверждает, что прямая КЁ 
будет касательной, прове- 
денной в точке М, к тра- 
екторни этой точкн. 

ояснение к 
задаче 6. Пусть ок- 
ружность раднуса г с от- 
меченной точкой М катнт- 
ся изнутри по окружности 
раднуса АЮ=4г. Покатим 
вместе с ней окружность 
радиуса 2 вместе с ее диа- 
метром КГ (рис. 20; в 
начальный момент точки 
К и М совпадают с точ- 
кой А нелодвижиой ок- 
ружности}. По теореме Ко- 
перннка концы диаметра 
КЁ скользят по двум взаим- 
но перпендикулярным диа- 
метрам АД’н ВВ’ непо- 
двнжной окружности. В то 
же время по теореме о двух 
кругах днаметр КЁ прн 
своем движении касается 
траектория точкн М. то 
есть огибающей прямых 
КТ. служит астроида с 
остриями в точках А, В. 
и ЕР 


В. Болтянский, 
М. Смолянский 
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Путеводитель 
по звездным 
лабиринтам 


Говорят, что, когда у Анак- 
сагора, греческого фило- 
софа, жнвшего в У веке 
до и. э., спросили: «Ради 
чего лучше родиться, чем 
не роднться?», мудрец от- 
ветил: «Чтобы созерцать ие- 
бо н устройство всего кос- 
моса». 

На  протяжения веков 
людн расширяли свон зна- 
ния об устройстве космоса. 
Из поколения в гоколение 
передавались способы н при- 
емы, воспользовавшись ко- 
торыми можно сравнитель- 
но быстро освоиться с нан- 
более яркнмя звездами н 
нанболее приметными соз- 
вездиями. 

Эти способы н приемы 
в известной степени нашли 
свое отраженне в школьной 
программе ло астрономин 
и в общеобразовательных 
программах для СПТУ. Но 
я астрономин в школе и 

У нзучается на пороге 
выпуска из этнх учебных 
заведений. Поэтому, не до- 
жндаясь, пока вы станете 
десятнклассинкамн нлни уча- 
щимнся ШП курса ПТУ, 
займитесь уже сейчас изу- 
чением звездного неба с 
помощью научно-популяр- 
ных книг и журналов. Мы 
уверены, что знание звезд- 
ного неба пригоднться каж- 
дому нз вас. Вашнми по- 
мощииками могут стать ки- 
ги Ф. Ю. Зигеля  «Сокро- 
вища звездного неба» (М., 
«Наука», 1976), М. М. Да- 
гаева «Наблюдения звезд- 
ного неба» (М., «Наука», 
1978), серин статей, пуб- 
лникуемые в научно-попу- 
лярных журналах «Земля 
и Вселенная» и «Наука и 
жизнь». В 1978 году нз- 
дательство «Наука» выпус- 
тило путеводитель по звезд- 
в небу — кннгу 
Б. А. Макснмачева и 
В. Н. Комарова «В звезд- 
ных лабирнитах. те 
рование по небу». Чем она 


интересиа? Прекрасно ска- 
зал об этом в предисловин к 
кинге Герой Советского Со- 
юза, летчик-космонавт СССР 
В. В. Лебедев: «Предлага- 
емая читателю книга помо- 
жет ему не только позна- 
комиться со звездным не- 
бом, но и научит его прне- 
мам быстрого и увереино- 
го отыскания созвездий н 
навигационных звезд, ока- 
жет практняескую помощь 
не только любителям астро- 
номни, но и всем тем, кто 
по роду своей деятельности 
встречается с задачей орн- 
ентирования по звездам, — 


геодезнстам, картографам, 
штурманам,  летчикам-кос- 
монавтам». 


Начало книги знакомит 
чнтателя с «небесной гео- 
метрней» (так называют ав- 
торы книги основы сфернче- 
ской астрономин) ‚ дает пред- 
ставление о небесной сфере, 
угловых измерениях на ней, 
снстемах небесных коордн- 
нат, особенностях суточного 
движения небесных светнл 
на разных географических 
широтах. Авторы рассказы- 
вают об основных методах 
определення географической 
шнроты и долготы, о прин- 
ципах астроиомической на- 
внгации. 


Теперь, когда читатель 
подготовлен к «самому глав- 
ному», авторы начинают ве- 
сти его по «пути к созвездн- 
ям». Процесс изучения звезд- 
ного неба авторы делят на 
два этапа: сначала знакомят 
с осиовнымн созвездиями и 
(что очеяь важно!) с входя- 
щими в них объектами. По- 
том переходят к распозна- 
ванию фигур созвезднй, пра- 
внлам их отыскання на небе 
и перехода от одного со- 
звездия к другому. «Мы бу- 
дем зиакомнться с созвездн- 
ями и звездами так, как зна- 
комимся с новыми для иас 
людьми: сначала это просто 
людн с различными именами. 
прннадлежащине к тем нли 
нным группам. потом в каж- 
дом из инх открывается что- 
то свое, особенное, присущее 
только данному инднвиду- 
уму...» 

Созвезднями, «озарен- 
ными Солнцем», называют 
авторы зоднакальные соз- 
вездия, в которых по ме- 
сяцу успевает «погостить» 
дневиое светнло. Конечио, 
созвездие, в котором Солн- 


це иаходнтся сейчас, уви- 
деть можно лнбо на элек- 
трическом иебе планетарня, 
лнбо на настоящем небе 
в редкие минуты полных 
солиечных затмений. Но 
эта трудность ие лншает 
нас возможности изучать 
зодиакальные созвездня. Не 
нужно только торопиться: 
давайте сегодня поздно ве- 
чером знакомнться с зодн- 
акальным созвездием, куль- 
минирующнм в полночь. В 
нем Солнце было полгода 
назад, а тем созвезднем, в 
котором Солнце «иаходит- 
ся» сегодия, мы будем любо- 
ваться через полгода (по- 
скольку кажущееся годич- 
ное движение Солица есть 
отражение действительного 
движения Земли вокруг Сол- 


нца). 
На наш взгляд, книга 
интересна. Тем более до- 


садно, что в ней встреча- 
ются некоторые неточности. 
Так, не следует писать, что 
«Капелла бледнее [кур- 
сив Е. Л. многих других 
звезд...» (с. 89}. «В созвез- 
дин Змен лишь одиа звез- 
да... @ ярче третьей вели- 
чяны (ве остальные — чет- 


вертой величины)» (с. 156) 
нт. п. 
Изучать звездное иебо 


вы обязательно будете с 
помощью звездных карт н 
астрономических кален- 
дарей. О них подробно рас- 
сказывается в кияге, а не- 
большой комплект звезд- 
ных карт вложен в кингу. 
Важным дополнением к этнм 
пособиям явятся многочис- 
ленные схематические изо- 
бражения отдельных соз- 
вездий н групп созвездий, 


которыми хорошо — иллю- 
стрирована книга. 
Заключительная глава 


кииги посвящена Луне н 
планетам  Солиечной си- 
стемы. В параграфе «Чтобы 
не заблудиться на Луне» 
довольно подробно объяс- 
няется необходнмость ас- 
троорнентировки иа Луне 
н сообщается немало инте- 
ресных сведений нз области 
«лунной астрономни». 

ы желаем успеха тем, 
кто отправится и увлека- 
тельное путешествие по 
звездным лабирниитам! 


Е. Левитан 


Информация 


Наш журнал уже неоднократно рассказывал о ведущих вузах 
В этом номере мы расскажем об одном из старейших вузов — Московском 


ордена Ленииа ииституте ниженеров геодезнн. аэрофотосъемкн и 


тографни. 


страны. 


хар- 


Указом Президиума Верховного Совета СССР 11 апреля 1979 года Мос- 


ковский институт инженеров геодезии, аэрофотосъемкн н 


картографии 


«за заслуги в подготовке высококвалифицироваиных спецналистов для 
народного хозяйства, зиачительный вклад в развнтне науки и в связи с 
200-летием со дия основания» иаграждеи орденом Ленина. 


Старейший 
технический вуз 
страны 


Московский ордена Лени- 
на институт инженеров гео- 
дезни,  аэрофотосъемки и 
картографин ведет свою ис- 
торню от Коистантиновско- 
го землемерного училнща, 
открытого 14 (27) мая 
1779 г. Одним из осиова- 
ний для создания такого 
учебного заведения по- 
служило подписание Ека- 
тернной И в 1765 году Ма- 
иифеста о Генеральном ме- 
жевании земель Россий- 
ской империи. В 1766 г. 
была издана «Инструкция 
землемерам к Генерально- 
му всей Имперни земель 
размежеванию». В указан- 
ной ниструкции в части, 
касающейся съемок,  го- 
ворилось: «Снятие произ- 
водить через  вернейший 
ииструмент — астролябию 


с принадлежностямн, ко- 
торые. приняв. осмотреть 
с прилежанием в ее исправ- 
ностн и содержать в край- 
нем бережении. чтобы оный 
не испортылсяя. 

Для органнзацин п 
пронзводства работ по Ге- 
меральному межеванию в 
составе ` Правительствую- 
щего Сената была на пра- 
вах департамента образо- 
вана Межевая экспедиция, 
в Москве — Межевая кан- 
целярия. и губерниях — 
Межевые конторы; было 
учреждено звание земле- 
меров. 

Естественно, встал 
волрос о подготовке лиц. 
владеющих искусством из- 
мерений на Земле, — зем- 
лемеров (по современной 
терминологии —  геодезн- 
стов)- 

Указом Правитель- 
ствующего Сената от 23 
апреля 1779 г. было пред- 
писано начать при Меже- 
вой канцелярии  обуче- 
ние землемерному делу 
помощинков и ученнков. 
Рапоартом в Сеиат по Меже- 
вой экспедиции 16 мая 
1779 г. Межевая канцеля- 


рия доносила; *...учили- 
ще... открыто сего мая 
14 дня..., сие землемерное 
училище нанменовано Кон- 
стантиновским». 
Сснователем училища 
и его как бы директором 
был первый член (дирек- 
тор) Межевой канцелярии, 
обер-прокурор Сената тай- 
ный советник Сергей Рож- 
нов. 
В первый год в учили- 
ще обучалось 75 человек. 
Если учесть. что пер- 
вый состав учеников КЗУ 
более чем на половину со- 
стоял из землемерных по- 
мощинков, т. е. людей 
взрослых и образоваиных, 
то уровень подготовки в 


Землемериом училище по 
тем временам надо  при- 
знать самым высоким в 


области геодезии для нужд 


Генерального  межевання. 
Первая,. нанболее су- 
ществеиная, реформа 


КЗУ после его основания 


была проведена в 1819 г., 
когда были утверждены 
устав училиша и новый 
штат. Вместо 100 ученн- 
ков по нсеому уставу по- 
лагалось 200. Срок обу- 


чения составлял 4 года; 
перевод из нижних классов 
в высшие производился 
только по экзаменам. Учи- 
лише было открытым. [С 
лекцноиной системой, а все 
ученикн — приходящими. 

Главным поводом для 
очередной ° реорганизации 
КЗУ была нехватка  зем- 
лемеров, что привело к 
преобразованию п 1835 г. 
училища п Коистантинов- 
ский межевой институт. 

Первым“ — директором 
КМИ был назначен извест- 
ный русский писатель 
С. Т. Аксаков. 

При прнеме детям зем- 
лемеров и чиновников Ме- 
жевого ведомства — отда- 
валось — предпочтенне. 

Срок обучения был 
сохранен прежний — 4 го- 
да; ссобое внимание 05- 
ращалось на несбходимость 
практической выучки по 
геодезии в полевых усло- 
внях, на что отводилось 
в два последние года обу- 
чения время с 15 июия по 
1! августа. Добавлены были 
предметы: алгебра, физн- 
ка, геодезия. агрономия. 
Большим достижением яв- 
лялось введелие предмета 
«геодезия» как самостоя- 
тельного. хотя и в училище 
геодезия изучалась до- 
вольно основательно. На- 
ряду со спецнальнымн 
н физико-математическими 
дисциплинами большое 
внимание уделялось изу- 
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В. Г. Белинский читает лекцию в КМИ 


чению географии, истории, 
русского языка. Для пре- 
подавания русского языка 
тогдашний директор КМИ 
С. Т. Аксаков пригласил 


зиаменитого Виссариона 
Григорьевича Белинско- 
го. рава. В. Г. Белин- 
ский пробыл и институте 


недолго — с 10 марта по 
22 октября 1838 г. 

В ЧУ г. в ниституте 
было введено семилетнее 
обучение. Институт был 
официально признан «Глав- 
ным  межевым учебным 
заведением» для подготов- 
кн  землемеров но Госу- 
дарствеиному межеванию 
земель. 

Геодезия всегда оста- 
валась основной, ведущей 
исциплиной института. 
Большое вниманне уде- 
лялось также преподава- 
иню высшей  математнки. 
механики и других фун- 
даментальных наук. К 
преподаванию математикн 
и институте привлекались 
такие выдающиеся уче- 
ные, как С. А. Чаплыгни в 
Н. Н. Лузин. О том, как 
преподавалась — математи- 
ка в Межевом институте, 
можис судить по отзыву 
взвестного военного гес- 
дезиста А. П. Болотова, 
который. побывав в ивсти- 
туте на запятнях по гео- 
метрни, сказал: «У вас 
геометрия проходится так 
основательно, как нигде». 

Исключительно  боль- 
шое значение в КМИ при- 
давалссь дополиительному 


обучению астрономии и 
геодезин в Пулковской об- 
серватории, куда направ- 
лялись лица, оставлеиные 
для Подготовки к профес- 
сорской деятельности, 
Пулковская обсервато- 
рия непосредственно уча- 
ствовала в подготовке аст- 
рономо-геодезнстов Меже- 
вого, а затем Московского 
геодезического института 
до 1932 г. 
Коистантиновский ме- 
жевой институт всегда про- 
водил большую научную 
работу. Постоянные на- 
блюдения велись на астро- 


МОЛОДОЙ ГЕОДЕТЪ 


ПЕРВЫЯ ОСНОВАШЯ 


ГЕОДЕЗТИ, 


содержахдря все гсодетское визн® › 
предложенное вкраши®, изЪаснен- 
вое празилин и приизраин, 
ПРОФЕССОрОМЬ МАФЕМАТИКИ 
ФрАННАрНнымь 
им птраторской 
АКАДЕМ:И НАУКЪ 


ЧАБМОМЪ 
сзмЕНОМь коТЕлЛЬШиковымь , 


ВЪСАНКТПЕТЕРБУРГЬ 
Эрз иысефаосской Авадеыти ваучь 
1296 года. 


Титульный — лист 
учебинка по геодезии 


первого 


комической, магынтной и 
метеорологнческой ` обсер- 
ваторнях института. На 
астрономической обсер- 
ваторни профессором 
Б. Я. дрон РИ: г. 
была открыта новая  ко- 
мета. 


Начиная с 40-ых го- 
дов прошлого века препо- 
давателн н воспитанинки 
КМИ участвовали во мно- 
гих научных экспеднци- 
ях — в Астраханской, 
Восточио-Сибирской, —Ал- 
тайской, экспедицин на 
Шпицберген, в Русской 
полярной экспедиции Тол- 
ля, а также в съемках мно- 
гнх городов России. Для 
участия в полярной экспс- 
диции адмирала С. О. Ма- 
карова был комаидирован 
по окончании ниститута в 
1896 с. К. А. Цветков. Дн- 
ректор ниститута получил 
от адмирала С. О. Макаро- 
ва отзыв: «От души бляа- 
годаря за содействие по 
назначению на «Ермак» ме- 
жевого ниженера К. А. 
Цветкова. В обстановке, 
для него совершенно чуж- 
дой, он скоро освоился н 
был энергичным сотруд- 
ником по съемке льдов, 
гндрологии и  метеороло- 
гин. У меня остались о 
нем лучшие воспомн- 
нания», 


Студенчество кми 
весьма чувествнтельно рез- 
гнровало на деспотизм, на- 
силие и произвол, ^ имев- 
шие место в страие при 
царском строе: время от 
времени в нистнтуте вспы- 


хивали «беспорядки». В 
1891 г. из ниститута за 
призыв «оказать админи- 
страции прямое сопротив- 
ление действием» были 
изгнаны студенты-стар- 


шекурсники В. Бонч-Бру- 
свич, Н. Хавский м В. Яр- 
моленко. 

В пернод первой рус- 


ской революции в Меже- 
вом институте  револю- 
ционное — настроение сту- 


дентов было особенно рез- 
ко выражено; в силу этого 
распоряжением реакцнон- 
но-столыпинского прави- 
тельства институт в тече- 


ние двух учебных годов 
был закрыт. 
Подлиниого расцвета 


высшее геодезическое об- 
разование достигло после 
Великой Октябрьской со- 
цналистической револю- 


.дезический 


ции.  Выдающуюся роль 
сыграл Декрет о создании 
Высшего еодезического 
Управления, который был 
подписаи Владимиром Иль- 
ичом Лениным 15 марта 
1919 г. 


В 1930 г. Геодезиче- 
ский факультет был раз- 
вернут в Московский гео- 
ниститут с 
пятью отделениямн, а зем- 
леустронтельный  факуль- 
тет был вызеден из состава 
института с передачей Нар- 
комзему. В 1936 г. Геоде- 
зический  ииститут пере- 
нменовалн в Московский 
ииститут инженеров  гео- 
дезни.  зэрофотосъемки н 
картографин. В нием былн 
созданы три факультета: 
геодезический, — картогра- 
фический и геодезического 
ниструментоведения. 


В настоящее время ин- 
ститут готовит инженеров 
по следующим  специаль- 
ностям и специализациям: 
астрономо-геодезня, мор- 
ская геодезия (с 1974 г.)}, 
прикладная геодезия, 
космическая геодезия 
(с 1968 г.). аэрофотогеоде- 
зия, издание карт, проекти- 
рование н составление карт, 
оптическое и оптико-элект- 
ронисе — приборостроеине, 
исследование природных 
ресурсов (< 1976г.}. 

В МИИГАнК, как н 
прежде, математика оста- 
ется одинм из основных 
предметов и изучается в 
большом объеме. 

Учебный процесс по 
математнке непрерывно со- 
вершенствуется. На осно- 
ванни новых программ 
составляются рабочие про- 
граммы для всех специаль- 
ностей МИИГАиК с уче- 
том запросов специальных 
кафедр. Например, на гео- 
дезическом факультете, 
кроме основных разделов 
математики, изучаются не- 
которые разделы диффе- 
реицинальной геометрин и 


уравнеине Лапласа; на 
оптнко-механическом — фа- 
культете —  преобразова- 


ние Фурье и операционное 
исчисление; на аэрсфото- 
геодезическом факуль- 
тете — Преобразование 
Фурье н теория  случай- 
ных функций; на карто- 
графическом факультете 
даются сведения © кои- 
формиом отображеини. Со- 
зданный в институте вы- 


‘ро новым 


числительный центр ус- 
пешно — используется в 
учебном процессе и яеля- 
ется технической базой 
для научных исследований 
преподавателей, —аспиран- 
тов н студентов. Для сту- 
дентов младших курсов 
проводятся занятня в клас- 
се программированного 
обучения. Студенты ни- 
хтитута выступают с до- 
кладамя иа ежегодных из- 
учных студенческих кон- 
ференциях н на занятнях 


студенческих научных 
кружков. 

Большую работу про- 
водят кафедры ‘институ- 


та и подготовке м проведе- 
нии вступительных экза- 
менов в институт. В тече- 
ние учебного года прово- 
днтся  кружковая работа 
со школьникамн, органн- 
зуется очный зачет для слу- 
шателей московских теле- 
визнонных курсов по фи- 
зике н математике. В эпре- 
лен мае чнтаются воскрес- 
ные лекцин для школьни- 
ков, а в июне н июле орга- 
низуются ежедневные зз- 
нятия со школьниками. 

Институт богат рево- 
люционными традициями. 
Многие выпускиики и пре- 
подавателн были эктив- 
ными участниками Вели- 
кой Октябрьской . соция- 
лнстическсй революции и 
гражданской войны, сре- 
ди них В. Д. Боич-Бруе- 
вич — управляющий дела- 
мн Совета Народных Ко- 
миссаров, М. Д. Бонч-Бру- 
евич — первый начальник 
полевого штаба Реввоеи- 
совета республики, П. А. 
Кобозев — председатель 
Совета Мниистров Дальние- 
восточной республикн. 

В настоящее время 
коллектив института вдох- 
новеино трудится над вы- 
полнением задач, постав- 
ленных ХХУ съездом 
КПСС по дальнейшему по- 
вышению качества подго- 
товки специалистов для 
народного хозяйства стра- 
ны и, в первую очередь. 
направлениям 
науки ин техникн. 


В. Большаков 


Заочная школа при НГУ 


При Новосибирском государственном унн- 
верснтете с 1968 года работает Заочная 
школа для учащихся 8—10 классов школ 
Сибири, Дальнего Востока, Казахстана 
н Средней Азии. В настоящее время в За- 
очной школе три отделения: математиче- 
ское, физнческое и химическое, на которых 
учатся более 2000 школьников. Обучение 
в Заочной школе углубляет знания уча- 
щихся, спссобствует развитию самостоя- 
тельного логического мышлення, расширя- 
ет кругозор. 

Учащиеся Заочной школы в течение 
учебиого года должны выполнить 5—6 за- 
даний, тематика которых совпадает с не- 
давно пройденным или изучаемым в дан- 
ный момент матерналом школьной про- 
граммы. Особое внимание уделяется тем 
разделам программы, которые в средней 
школе усванваются недостаточно глубоко. 

Каждое задание начинается с краткой 
подборкн теоретического матернала, впол- 
не достаточного, чтобы после вниматель- 
ного его изучения и творческого использо- 
вания можно было решить все предложен- 
ные 15 задач. При этом в качестве примера 
подробно рассматриваются 1—2 задачи, 
аналогичные тем, что приведены в задании. 
Задания содержат задачи двух типов: ие- 
сколько простых задач, обязательных для 
решения, и 3—4 сложных, которые весьма 
желательно решить полностью или час- 
ТИЧИО. 

Лучшие учащиеся Заочной школы еже- 
годно, в пернод с 1! по 22 августа, пригла- 
шаются в Летнюю школу при НГУ, где 
они вместе с победителями Сибирской олим- 
пиады слушают лекции крупных ученых, 
встречаются со своимн преподавателями, 


решают нитересные задачн по физнке, ма- 
тематике, химин, знакомятся г универсн- 
тетом и ниститутами Сибирского отделе- 
ння АН СССР. Около 60—70 ребят Заоч- 
ной школы, успешно пройдя собеседова- 
ння, становятся учениками очной физико- 
математической школы-интерната прн 
НГУ. В период зимних каникул 200 уча- 
щнхся Заочной школы из близлежащих 
областей приглашаются в Зимнюю школу 
прн НГУ. 

Учащиеся Заочной школы, успешно 
выполнившие все задания. по окончанин 
10 класса получают удостоверения; прн 
поступлении п НГУ прн прочнх равных 
условиях оия имеют приоритет на зачисле- 
ние. Статистика показывает, что выпуск- 
ники Заочной школы поступают в НГУ 
вдвое успешнее, чем остальные учащнеся. 

Чтобы стать учащимся Заочной шко- 
лы, необходимо в пернод с |! по 30 сентября 
прислать на имя директора Заочной шко- 
лы заявление с просьбой выслать 1-е зада- 
ние. В заявлеинн нужно указать свою фа- 
милию. имя, отчество, класс, в котором 
Вы учитесь, отделение Заочной школы, 
на котором Вы желаете учиться (матема- 
тическое, физическое, химнческое), и под- 
робный домашний адрес (с нндексом почто- 
вого отделения). 

При положительной оценке за первое 
задание ученик зачисляется в Заочную 
школу. ему высылается работа с репен- 
зней и очередиое задание. 

. Учиться в Заочной школе можно на- 
чать ие только в 8, но н в 9 и! классах. 

Напоминаем, что в Заочной школе 
рассматриваются заявления только от уча- 
щихся школ Сибири, Дальнего Востока, 
Казахстана и Средней Азии. 

Дорогие ребята! Ждем Ваших заявле- 
ний о приеме в Заочную школу при НГУ. 


Наш адрес: 630080, г. Новосибирск, 90, 
ул. Пирогова 11, Заочная школа при НГУ 


Э. Марченко 


Вечерняя 
физическая школа 


Вечерняя Физическая школа (ВФШ) на 
физическом факультете Московского госу- 
дарственного университета им. М. В. Ломо- 
носова объявляет набор учащихся 8— 
]0 классов на 1979/80 учебный год. Систе- 
матнческне заиятия в ВФШ способствуют 
развитию навыков самостоятельного реше- 
иня физическнх задач, вводят учащихся 
п курс проблем современной физики. Се- 
мннарские заиятия проводят студенты 
старших курсов и аспнранты. Наиболее 
сложные вопросы школьной программы 
подробно разбираются на лекциях препо- 
давателямн н научнымн сотрудникамн фн- 
зического факультета. Экскурсии в лабо- 
раторни физического факультета, в Науч- 
но-исследовательский ииститут ядерной фи- 
зики н Государственный астрономический 
институт позволяют учашимся ВФШ позна- 
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комяться с методикой научного эксперн- 
мента. 

Конкурсный набор в Вечернюю физн- 
ческую школу состоится в сентябре. При- 
нять участие в конкурсе могут школьникн 
8—10 классов (в Э и 10 классы проводнт- 
ся дополкительный набор). Для участия 
в коикурсе нужно до 20 сентября подать 
заявление на имя директора ВФШ, запол- 
ннть анкету в Комитете ВЛКСМ физиче- 
ского факультета, а также сдать 2 фото- 
карточки размером ЗХ4 см. 

Прнем заявлевий будет проходить 
со 2 по 20 сентября с 16.00 до 18.00 
{кроме воскресенья) в Комитете ВЯКСМ 
физнческого факультета МГУ (здание фн- 
энческого факультета, комната 2—47). 

Зачисленне в школу проводится по 
результатам собеседования. Требования по 
собеседованню не выходят за рамки школь- 
ной программы. 

Наш адрес: Москва, Ленинские Горы, МГУ, 
Физический факультет. Телефон для спрааок: 
139-26-56. 

А. Васильев 


Ответы, указания, решения 


ч, 
. 


Овал, восьмерка, два овала ... 


}. «Восьмерка» содержит точку (0; 0); 
подставив о у=0 п уравнение (5). 


получим те. с — уз. 


Е 
2. Указанне. Найдите точки пересе- 
зения нашей кривой с осью Оу; подставьте 
одно нз полученных значений у в уравне- 
ние (5) (геометрнческнй смысл этой опера- 
вии изображен на рисунке 1). Если полу- 
ченное уравиение (относнтельно х) будет 
нметь одно решенне, то овал выпуклый. 
а если три — то овал с талией. 


Ответ. а) 0<с/ И’ 8; 9/У 2<« 
«М 5. 
3. Ответ. < «<Ар—г — два овала; 


|<] = Ю—х — восьмерка; АВ—г< |< |<А— 
овал с талией; В < |с|<В-х — выпуклый 
овал; |] = АЮ-рг — точка, |с| > А-г—@. 
5. Уравненне х?-- у —1=0 задает окруж- 
ность раднуса { с центром в начале коор- 
Динат;, уравнение х?--у—4=0 — окруж- 
ность раднуса 2 с тем же центром. Поэто- 
му уравнение (х?-- 9—1} (х2-- у" —4})=0 за- 


дает объединение этнх окружностей. 
ха 
6. Уравиение Р (х, и) = + —1=0 


задает «лежащий» эллипс, у которого го- 
ризонтальная полуось равна 10. а вертн- 
кальная |. При этом, как легко убеднться, 
для точек (х; у) внутри эллипса Р (х, у) <0, 


у 


а для точек вне эллипса Р (х, /)>0. Ана- 
2 
логично, уравнение © (х,у) = хз г —1= 


—0 задает «вертикальный» эллипс, внутри 
которого О (х, у} >0, а скаружи @ (х, у) >60. 
Ясно. что уравненне Р (х, и). (х, у)=0 
задает ‘объединение этих двух эЛлипсов. 
причем знаки функции Ё (х, у} = РС. ух 
Х@ (х, у) будут такими, какие нзображены 
на рисунке 2. Поэтому, если взять очень 
маленькое число &>0, то кривая, язляю- 
шаяся графиком уравнения РЁ (х, у)=—е. 
пройдет целнком по «отрицательной обла- 
сти» (на рисунке 2 она ограничивает голу- 
бые области). 

7. Можно проделать то же самое, что и н 
предыдущей задаче, с двумя эллипсами, 
расположенными, как показано на рнеун- 
ке 3. 

8. Пусть кривая четвертого порядка 
Р (х, у) = 0 содержит, кроме двух овалов 
(один из которых вложен в другой), еще 
хотя бы одну точку. Проведем через эту 
точку прямую, пересекающую оба овала; 
полученная прямая нмеет с нашей кривой 5 
илн более общих точек. Пусть уравнение 
этой прямой Ах-Виу--С=0. Запишем сни- 


стему: 
( Ру =0 (1) 
1 Ах ВС =0 (2) 


С помощью уравнения (2) выразнм одну из 
переменных через другую и Подставим ес 
в уравнение (1). Мы получим уравне- 
ние четвертой степени. Как известно, оно 
не может иметь более четырех решения, 
что противоречит наличию пятн общих то- 
чек у прямой и кривой. 

3. Пусть кривая Р (х, у) состоит из 5 или 
более овалов. Возьмем на каждом нз ова- 
лов По точке н через полученные 5 точек 
проведем кривую второго порядка (ее 
уравнение ра у)=0)- Ясно, что точки 
можно выбрать так. чтобы эта кривая 
пересекала все овалы, а не каса- 
лась их. Тогда у кривых Р (х, у)=0н 
О (х. у) =0 будет 10 (илн более) точек пере- 
сечения. Мы получим противоречие, если 
докажем, что снстема 


оо 
@ (х.у) =0 


нмеет не более 8 решеннй (напомним. что 
Рх. ун Ох, и — многочлены, соответ- 
ственно, четвертой н второй степени); 
верен н более общий факт: если Р (х, и) 
имеет степень т, а О{х, у) — степень л, 
то система (3) имеет ие более т.п реше- 
ний ®). Для того» чтобы это доказать, све- 


{3) 


*) Следует сделать одну оГоворку: Чис- 
ло решений системы (3) может быть бес- 
конечным. (Например. кривая _Р(х. у) со- 
стоит из двух окружностей, а @(х, у)=0 — 
одна из этих окружностей.) Этот случай, 
однако, нам неинтересен (почему?). Еслн 
же число .решеннй конечно, то оно не пре- 
ВОСХОДИТ т-П- 


[-21 


дем систему (3) к одному алгебраическому 
уравненню 8-й степени следующим обра- 
зом: 

1) С помощью замены переменных 
2==ах-- Бу-Ес. (= ах еу-{. подобрав под- 
ходящие Числа а. 6, с, 4. е, [, сведем урав- 
нение О (х. у) = 0 к одному из следующих 
У: 

{а) НА В 

(6) 2+ АР: В. 

Далее уравнецуе Р (х, у) = © тоже 
можно переписать через новые нензвест- 
ные: А (5. !)=-0; при этом (что очень важ- 
но оно останется уравненнем четвертой 
степенн (объясните!). 

2) В случае (а). выразив г= —АЁ-+В. 
подставим это выражение для # в уравие- 
ние Р (г, 0 н получим уравнение 8-й 
степенн относительно Г. 

3) В случае (6) возьмем уравиение 
В (2, ]=0 и оставим в нем слева те одис- 
члены, в которые 2 входит В четиой степени, а 
остальные перенесем в правую часть и возве- 
дем обе части полученного уравиення в 
квадрат. Мы получили уравнение восьмой 
степени, Которое содержит только четные 
степени #. Подставив в него выражение 
2=— А-В (см. (6)). получим уравнение 
восьмой степени относительно {. 


Где ошибка? 


Сложив уравнеиня (1), (2), мы получаем 
уравнение 

0х + и - 02-24 = 0. {3 
Отсюда числовое равенство 
4=0 получается только при условии, что 
уравнецие (3} имеет хотя бы одно решенне. 
Таким образом, наше «доказательство» до- 
казывает только следующее утвержденне: 
если две плоскости симметричны относи- 
тельно начала координат О и пересе - 


каются, то они обе проходят через точ- 
ку О. 


«< Квант» лля младших школьннков 
(см. «Кван т» № 7) 


1. Заполинм две первые пустые клетки 
буквами хи у. Заметим, что х--у-- 9. тог- 
да в следующей клетке должно стоять чис- 
ло 6, и следующей х, н следующей у ит. д., 
пока не дойдем до клетки. где стоит число 
4. но там должно стоять число у. отсюда 
у 4, ах 5, и ъ последней пустой кзетке 
стсит число 5. 

2. Ответ: 


3. УНИИ. 

4. Рассмотризе  осевую = симметрию 
с осью ОБ, где О — центр полуокружно- 
сти (см. рис. 4), н докажите, что сторона 
большего квадрата в два раза длиннее 
стороны меньшего квадрата. 
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Рис. 4. 


5. Пусть 


одна 
Тогда 9х < 1000, т. с. х= 111. В то же вре- 
мя 1!0х>> 1100, т. 2. х> 110. Следовательно. 
х::11] — книга стонт Гр. 11! кон. 


киига стоит Хх КОН. 
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Как мерить расстояния между географиче- 
скими пунктами? Ведь некоторые из этих 
пунктов весьма великн н, скажем, совсем ие 
безразлично, от какой точки Москвы мерить 


расстояние до Мытищ: результат может из- 
мениться почтн вдвое. О том, как связаны 
рисунок на этой странице обложки и упо- 


‹ мянутая проблема, можно прочесть на с. 37 


-` Па горизонтали: 


зан 


Кроссверд «Космос»< 


5. Крупнейшая планета 
Солиечной снстемы. 6. Замкнутая крнвая. 
являющаяся одной нз возможных форм ор- 
бинты. 10. Экваториальное созвездие, три 
звезды которого образуют «пояс». 11. Часть 
суток. 12. Одна из основных частей камеры 
ракетного двигателя. 13. Вторая по порядку 
от Солица планета. 15. Серия советских 
спутннков связи: 16. Прохождение светила 
через мериднан небесной сферы. 19. Вселен- 
ная. 20. Яркая звездя в созвездии Орнона. 
21. Оптяческний прибор, с помощью которого 
космонавт контролнрует угловое положение 
корабля прн выполнении ручной ориентацин. 
23. Взлет ракеты. 26. Советскнй ученый в 
областн механики, академик, презндент 
Международной астрономической федерации 
1959—1963 гг. 26. Созвездие Северного 
полушарня неба. 27. Летчнк-космонавт 
ССР, осуществивший переход из одного 
космического корабля в другой через 


ветский ученый, академнк, конструктор ра- 
кетных двигателей. 4. Летчик-космонавт 
СССР. совершивший полет на корабле «Во- 
сток-2». 7. Созвездие Северного полушария 
небз. 8. Нанболее удаленная от центра Солн- 
ца точка орбиты небесного тела, движение 


которого — рассматривается 
Солица. 9. Недостаточная мышечная дея- 

тельность, обусловленная пребываинем кос- 
монавта в кабине малого объема н невесо- 
мостью. 14. Американская ракета-носитель. 
прнменявшаяся для запуска ряда спутников 
н космических кораблей. 15. Двойная звез- 
да в созвездии болымой Медведицы. 17. Се- 
рня советских одноместных космическнх ко-. 
раблей. 18. Звезда в созвездии Персея. 
21. Летчик-космонавт СССР (1935—1971). 
22. Полная продолжнтельность работы дви 

гателя ка ракете. 24. Созвездие Южного 
олушарня неба. 25. Стационарное сложное 


относительно — 


Индекс 70465 
Цена 30 кол. 


Если треугольинк разбить его средиими ли- 
ниями иа четыре треугольника и около каж- 
дого из иих описать окружность, то полу- 
чится фигура, нзображеиная на этом ри- 
сунке. Средняя окружность — опнсаиная 
около внутрениего треугольннка — это зна- 
менитая окружность Эйлера. Ииогда ее иа- 


зывают окружностью девятк точек: оказы- 
вается, она проходит ие только через осно- 
вання меднан основиого треугольинка, но 
м через основания его высот м середниы от- 
резков, соединяющих вершниы н ортоцентр 
треугольника. Подробиее об этой окруж- 


ности рассказано иа с. 36 
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А. Земляков 


Биллиарды 
и поверхности 


Отражаясь от стенок, точечный шарнк дви- 
жется по биллиардному столу многоуголь- 
ной формы. При каких условиях его движе- 
нне будет пернодническим? Бывают лин, прн 
данном непернодическом движении, такие 
областк, куда шарик не попадет никогда? 
Чтобы ответкть на эти просто формулируе- 
мые, но трудные вопросы, в этой статье 
вместо двмженкя с отраженкями по 
плоскостн рассматриваетсв движение 
без отраженнй по поверхности. Ока- 
зывается, от бнллмарда в многоугольннке к 
движению по поверхностм можно перейтн 
некоторой склейкой многоугольников. 

В начале статьм этот переход поясняетси на 
примере прямоуголького биллмарда. 
После иеобходнмого разговора о склейке 
поверхностей рассматривается общий слу- 
чай, В частности, решаются задачм 16 к 17 
мз  статьк «Математика биллиарда» 
{«Квант», 1976, № 5). 


1. Биллиард в прямоугольнике 
и обмотки тора 


Нас интересует следующий вопрос: 
какими могут быть траекто- 
рии биллиардного шара, движущего- 
ся в прямоугольнике П? Мы 
считаем шар точкой и интересуемся 
бесконечными траектория- 
ми — никогда не попадающнми в вер- 
шины прямоугольиика (рис. 1). На- 
личие- многочисленных отражений от 
стенок биллиарда сильно затрудняет 
исследование траекторий шарика. Од- 
нако каждую биллиардную траекто- 
рию можно «выпрямнть» с помощью 
последовательных отражений ее от- 
резков относительно сторон прямо- 


угольника — так, как показано на 
рисунке 2. Если с самого начала с 
помощью отражений «замостить» всю 
плоскость прямоугольниками, конгру- 
энтными П, то, при обратиых отра- 
жениях, прямые иа плоскости дадут 
биллиардные траекторин в прямо- 
угольнике П. Оказывается, нет нуж- 
ды рассматривать бесконечное мно- 
жество отраженных прямоугольнн- 
ков — можно обойтись четырьмя, об- 
разующими «большой» прямоуголь- 
ник П’ (рис. 3), если считать, что 
шарик, дойдя до его стороны, «пере- 
прыгивает» в соответственную точку 
противолежащей стороны — (С-—С’, 
ЕЕ”. ..., К-—К', [-—[./, .... 5—5’) 
и движется в прежием направлении 
до следующего попадания на одну 
из его сторон. Действительно, скла- 
дывая {с помощью симметрий) из 
П’ прямоугольник П, мы получим из 
прыгающих траекторий в П’ настоя- 
щие биллиардные траектории в ЦП. 

Такнм образом, мы сумели изба- 
виться от отражений траектории, од- 
нако у нее появились «прыжки». 
Чтобы избавиться от инх, свернем 
прямоугольник П'’ в цилиндр и склеим 
стороны ХУ и Х’У'; при этом точки 
Биг, Ми№, ..., Ги Г“ “(рнс. 3) 
склеются между собой, и траектория 
будет плавно обматываться вокруг 
цилиндра (рис. 4). Однако остаются 
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еще прыжкн со стороны УУ’ на 
сторону ХХ’ (на наших рисунках — 
прыжок А-—^’). Чтобы избавиться 


и от них, свернем цилиидр, считая. 


его как бы резиновым, в колью и 
склеим его основания: получим по- 
верхность, напоминающую бублик — 
математики называют ее лором, —по 
которой плавно обматывается, без 
отражений и скачков. наша траек- 
тория (рис. 5). 


2. Биллиардные траектории 
в прямоугольнике 


Тор можно также получить враще- 
нием окружности Г около пе пере- 
секающей ее оси 07’, лежащей в 
плоскости окружности (рис. 6). При 
этом каждая точка окружности Г 
даст на торе окружность, которую 
назовем лпараллелью тора. Окружно- 
сти, получающиеся из Г при каждом 
конкретном повороте, естественно на- 
звать меридианами тора (рис. 6). 
Наконец, большой прямоугольник П`’, 
из которого был склеен тор, удобно 
рассматривать как карту тора. Хотя 
траектория из п. 1 обматывается вдоль 
тора, следить за ней можно, каки в 
навигации, по карте. 

Пусть шарик движется с единич- 
ной скоростью под углом & к стороне 
«а» прямоугольника П. Тогда состав- 
ляющие скорости движения по карте 
тора П’ вдоль параллелей и мерндиа- 
нов равны, соответственно, с05@& и 
п ©. Параллели на карте тора имеют 


|* 


длину 24,‘ поэтому через время = 
— 2а/с05 «точка на торе возвращается 
на прежний меридиан, причем сдви- 
гается вдоль него на расстояние (по 
карте) (= -зта=2 а: а. Таким 
образом, последовательные точки пе- 
ресечения траекторни, обматывающей 
тор, с фиксированным меридианом 
получаются одна из другой поворо- 
том на один и тот же угол, равный в 
раднанах 


{здесь 26 — длина мерндианов тора 
на карте). Следовательно, траекто- 
рия на торе будет замкнутой, т. е. 
периодической, еслн некоторое целое 
число поворотов на угол ф даст пово- 


Рис. 5. 


Рис. 7. 


рот на целое кратное 2л, то есть пф== 
=2лт или ват — рациональ- 
ное число. Если же число (а’б) ва 
нррацнонально, то траектория на торе 
будет незамкнутой — непернодиче- 
ской. Точки пересечения траектории 
с каждым фиксированным мерндиа- 
ном расположены на нем всюду плот- 
но, т. е. так, что онн попадают в 
любую окрестность любой его точки*). 
В силу произвольности выбора ме- 
ридиана, непериодическая траектория 
будет всюду плотной на всем торе, 
соответствующая траектория всюду 
плотна на карте тора П’, а биллиард- 
ная траектория всюду плотна в прямо- 
угольнике П. Проше можно сказать 
Так: где бы мы ни проделали дырочку 
(радиуса г>>0) в прямоугольном бил- 
днардном столе, точечный биллиард- 
ный шарик, пущенный под таким 
углом а к стороне а, что число (а/6) 45% 
иррационально, рано или поздно про- 
валится в эту дырочку. 

Итак, мы свели биллиард в пря- 
моугольнике к «обмоткам» тора и 
установили следующий важный факт: 
любая биллиардная траектория, не 
попадающея в вершины прямоуголь- 
ника. либо периодична — (в случае 
(276) © <С9), либо всюду плотна в 
прямоугольнике ( в случае (а'6) ва 
0). Тем самым решена задача 16 
из статьи «Математика биллиарда». 
Не желая лишать читателя удоволь- 
ствия, задачу 17 из той же статьн мы 
предложим в виде следующих задач: 


*) См. теорему Якоби в статье «Мате- 
матика биллнарла». 


Задача 1. Аналогичным обра- 
зом докажите, что любая не попадаю- 
щая в вершины биллиардная траекто- 
рия в равнобедренном прямоугольном 
треугольнике либо периодична, либо 
всюду плотно заполняет соответст- 
вующий треугольник. 

Задача 2. Докажите то же 
самое для: а) равностороннего тре- 
угольника, 6) прямоугольного треуго- 
яьника с углом в 80°. р 

Если задача 2 не будет получаться, 
отложите ее. до прочтения пп. 3, 4. 


3. Поверхности и их склейка 


Конечио, интересно посмотреть, что 
получится для биллиардов в других 
многоугольниках (отличных от пря- 
моугольника и треугольников из за- 
дач |, 2). Нельзя ли обобщить кон- 
струкцию из п. 1 на произвольный 
случай? Прежде, однако, разберемся 
с поверхностями и склейками. 


В $ 47 учебника «Геометрия 10» 
замкнутая многогранная поверхность 
определяется как множество точек 
в пространстве, составленное из мно- 
гоугольников и удовлетворяющее не- 
которым условиям. Основное свойство 
Такой поверхности заключается в том, 
что каждая ее точка М ° обладает 
окрестностью, которая может быть 
непрерывно преобразована в обыч- 
ный круг с центром в точке /1 (рис. 7). 
Под окрестностью точки М попима- 
ется множество точек поверхности, 
удаленных от М не более чем па не- 
которое расстояние =>>0. Прн наших 
непрерывных _ преобразованиях ок- 
рестность можно изгибать, местами 
сжимать илн растягивать. но запре- 
щается ‹скленвать» между собой ее 
точки и «разрывать» окрестность. Ес- 
ли представить себе окрестиость точки 
М сделанной из резины, то нужное 
преобразование можно получить, если 
положить окрестность под пресс и. 
медленно растягивая (так, чтобы не 
получилось складок и разрывов}, рас- 
плющить ее. 


Указанным основным свойством об- 
ладают не только замкнутые много- 
граиные, но и искривленные поверх- 
ности — например, „сфера или тор. 
Если в сфере. вырезать две дырки и 
закленть их подходящим образом изо- 


гнутой «ручкой» — боковой поверх- 
ностью цилиндра, то получится «сфе- 
ра с ручкой», которая может быть 
преобразована в тор (рис. 8). При- 
кленв к сфере аналогичным образом 
две ручки, мы получим так называе- 
мый крендель, или сферу с двумя 
ручками; на рисунке 9 эта поверх- 
ность представлена в пяти видах. 


Можно построить сферу $,» с любым 
числом приклеенных ручек р>0. Лег- 
ко видеть, что все сферы с ручками 
обладают основным свойством. 


Полная поверхность цилинлра так- 
же обладает этим свойством, а его 
боковая поверхность — нет: точки М 
на окружностях основаиий нмеют 
окрестности в виде искривленного 
полукруга; нх нельзя деформировать 
без разрывов и склеек в круг с цеит- 
ром в точке М (рис. 10). Далее, по- 
верхность двойного конуса и объеди- 
нение двух пересекающихся или ка- 
сающихся сфер не обладают основным 
свойством (рис. 11), а объединение 
двух непересекающихся сфер — об- 
ладает. 


Мы хотим исключить из рассмот- 
рения поверхности, состоящие из не- 
скольких отдельных кусков. Потре- 
буем поэтому, чтобы любые две точки 


Рис. 8. 


поверхности можно было соединить 
проходящей по поверхности непре- 
рывной линией. Это свойство назы- 
вается связностью поверхности. - 

Мы не хотим рассматривать и бес- 
конечно протяженные поверхности— 
такие как плоскость или бесконечная 
цилиндрическая поверхность—а так- 
же поверхности типа круга без гра- 
ницы. Поэтому наложим еще одно 
условие (назовем его конечностью): 
потребуем. чтобы поверхность можно 
было разбить («разрезать») на конеч- 
ное число ‘«криволинейных много- 
угольников». каждый из которых без 
разрывов и склеек преобразовывает- 
ся в плоский выпуклый многоуголь- 
ник (с граннцами). Например, сфера 
по экватору и четырем меридианам 
разрезается на 8 криволинейных тре- 
угольников, а плоскость на конечное 
число многоугольников разбитЪ иель- 
зя. 

Итак, далее мы рассматриваем 
только такие поверхности (множества 
точек ипростраиства), которые обла- 
дают тремя перечисленными свойст- 
вами: основным свойством, свойством 
конечности и связностью. 

Две такие поверхности считаются 
эквивалентными (математики гово- 
рят — «топологически эквивалентны- 


Рис. 10. 


ми»), если существует обратимое ото- 
бражение одной из них ина другую. 
при котором нет ни разрывов, ни 
склеек (но допускаются растяжения, 
сжатия, изгибания и разгибания). 
Например, поверхность тетраэдра эк- 
„‚вивалемтна сфере, две последние по- 
верхности на рисунке 8 эквивалентны 
тору, все пять поверхностей на рисун- 
ке 9 эквивалентны между собой. 
Можно доказать*), что любая поверх- 
ность в пространстве (в нашем смысле) 
эквивалентна ровно одной из сфер с 
р ручками (т. е. либо сфере, либо 
тору, либо кренделю, либо сфере с р 
ручками для некоторого р>2). 

Задача 3. Покажите, что 
тор, крендель и. вообще, сфера с 
любым числом ручек обладают свой- 
ством конечности, т. е. укажите их 
разбиения на конечное число криво- 
линейных многоугольников. 

Задача 4. Для каждой из 
перечисленных ниже поверхностей ука- 
жите, сфере с каким числом ручек 
она эквивалентна: а} поверхность чаш- 


*)См., например, статью В. А. Ефре- 
мовнча «Основные топологические понятня» 
в книге У «Энциклопедии элементарной ма- 
тематики» (М.. «Наука», 1966) нлн главу 3 
в кииге Г. Рингеля «Теорема о раскраске 
карт» (М.. «Мир». 1977). 


ки (рис. 12а); 6) поверхность стула 
(рис. 126); в) поверхность оконного 
переплета (рис. 128)). 

Задача 5*. Покажите, что 
тор ин сфера не эквивалентны. 

Указание. — Найдите такое 
свойство, которое сохраняется при 
рассматриваемых преобразованиях и 
которым одна из этих поверхностей 
обладает, а другая — нет. 

Поверхность, обладающая свойст- 
вом конечности, разрезается на много- 
угольники и поэтому может быть 
склеена из миогоугольников. Оказы- 
вается, можно обойтись одним 
многоугольником. Мы уже видели, 
что тор может быть получен склейкой 
противолежащих сторон квадрата (или 
прямоугольника). Так вот, из любого 
2п-угольника после попарной склейки 
его противолежащих сторон получа- 
ется поверхность нашего типа, т. е. 
сфера с некоторым числом ручек. 
Например, на рисунке 13 показано, 
как при склейке сторон восьмиуголь- 
ника получается кревдель. 

Задача 6. Найдите число ру- 
чек р поверхности $,›. склеенной ука- 
занным выше образом из 2п-угольника. 

В принципе закон склейки сторон 
2и-угольника можно задавать про- 
извольно, но при этом далеко не 
всегда получится поверхность нашего 
типа. 


а} 

6) 
[3 

6) 


Рис. 12. Рис. 13. 

Задача. 7. Проведите склейку 
по рисункам 14а, 6. (В случае 14а 
получится самопересекающаяся по- 
верхность — так называемая «бутыл- 
ка Клейна».) 


4. Биллиарды и поверхности 


Вернемся к биллиардам: попытаемся 
конструкцию ` из п. 1 обобщить на 
случай произвольного миогоугольни- 
ка. Что при этом может получиться, 
покажем на примере прямоугольного 
треугольника Т=АВС с острым уг- 
лом А=л/8. 

Для выпрямления биллиардиой 
траектории в Т опять воспользуемся 
последовательными отражениями. Та- 
кие отражения относительно сторон, 
исходящих из вершины А, дадут, 
как показано на рисунке 15а, пра- 
вильный восьмиугольник, составлен- 
ный из 16 треугольников Т\=Т, 
Т., Тэ, ... Тв, Конгруэнтных тре- 
угольнику Г. Заметим, что замостить 
всю плоскость треугольниками. кон- 
груэнтными Т, с помощью отражений 
нельзя. Сейчас мы увидим, что это 
иненужно, — можно обойтись 16`ука- 
занными треугольниками. 


Пусть траектория [РМ) доходит 
до точки М на стороне восьмиуголь- 
ника О. Продолжение [РМ) за точку 


М в случае, нзображенном на рисун- 
ке 15а, следовало бы рисовать в тре- 
угольнике Т., симметричном Т.,. За- 
метим. что среди треугольников Т; 
есть треугольннк Т,., из которого 
Т, получается параллельным пере- 
иосом. Легко видеть, что этот пере- 
нос можио выполнить как последо- 
вательиую композицию симметрий: 
Та Та Та. Т—Ть То. 
При этом луч, проведенный через 
соответствениую точку ЛМ’ (такую, 
что | А’М”|=| АМ] — рис. 15а) на 
стороне треугольника Т,. параллель- 
но лучу [РМ), при указанной ком- 
позиции отобразится на продолже- 
ние луча [РМ) за точку М. Поэтому 
можно считать, что шарик перепры- 
гивает из точки М в точку М’ и про- 


Рис. 14. 


должает движение в прежнем направ- 
лении по восьмнугольнику (: пры- 
гающая траектория в О после отра- 
жений даст биллиардную траекторию 
треугольнике Т. Такое же рассуж- 


дение проходит и во всех других 
случаях, какой бы из треугольников 
Т: ни собиралась покидать траекто- 
рия, выходя за пределы восьмиуголь- 
ника 9. Таким образом, как и вы- 
ше (вп. 1), биллиардным траекториям 
в треугольнике Т отвечают траекто- 
рии шарика, движущегося в одном 
и том же направлении внутри восьми- 
угольника @ и перепрыгивающего — 
при достижении его сторон @ — в 
соответственные точки  противоле- 
жащих сторон (начало одной из та- 
ких траекторий изображено на ри- 
сунке 156). 

Чтобы сделать прыгающие траек- 
торин непрерывными. нужно склеить 
противолежащие стороны = восьми- 
угольника ©. Как мы видели в п. 3, 
прн этом получится крендель, а бил- 
‚лиардным траекториям в треуголь- 
нике Т будут отвечать обматывающие 
этот крендель кривые! 

Хотя на кренделе и нельзя ввести 
хорошие координаты по образцу то- 
ра, тем не менее с помощью описан- 
ной конструкции можно доказать. что 
любая биллиардная траектория в пря- 
моугольном треугольнике с острым 
углом п!8, не попадающая в вершины, 
либо периодична, либо всюду плотно 
заполняет треугольник. Доказатель- 


ство этого утверждения мы оставляем 
в качестве весьма трудной задачи 
(без номера). 

„Задача 8. Постройте поверх- 
ности, отвечающие биллиардам: а) в 
прямоугольном трецгольнике с целом 
л/12, 6) в прямоугольном треугольви- 
ке с углом п/5, в) в квадрате с выре-_ 
занной в нем квадратной дыркой (сто- 
роны дырки параллельны сторонам 
квадрата). ( 

Оказывается. биллиард в любом 
многоугольнике, величины всех углов 
которого соизмеримы с л, сводится к 
движениям по соответствующим по- 
верхностям — сферам с р ручками 
(где р больше 1-во всех случаях, 
кроме прямоугольника и треуголь- 
ников из задач |. 2). Мы изложим 
доказательство этого факта в виде 
серии задач. 


Задача 9*. 4) Биллиардный шар 
движется под углом @& к фиксированной 
стороне а многоугольника Ф н. отразив- 
шнсь от стороны, образующей с а угол В, 
продолжает движение пол новым углом ©" 
к стороне а. Выразнте и’ через < н В. 

ъ Предположим теперь. что величнны 
всех углов многоугольника Ф  сонзме- 
римы сл или. что то же самое. что сторо- 
ны Ф образуют с фиксированной стороной в 


т: 
углы В; = д Я. гели н п; — целые. 
6) Докажите. что если начальный отре- 
зок биллиарлной траекторин в многоуголь- 
ннке Ф направлен иод углом @ к стороне 
а. то все следующие отрезки этой траекто- 
рии могут быть направлены к стороне а 


только под Конечным числом углов ©, 


=а,а.,а,, ....@м, не зависящих от вы- 
бора начальной точки двнжения. 

8) Пусть все углы ©, @з.....@м из 
пункта 6) отличны от углов Ва, т. е. траек- 
тория никогда не идет параллельно сторо- 
изм многоугольника Ф. Возьмем № много- 
угольников Ф,, Ф,, ..., Фм. конгруэнтных 
Ф. ин в многоугольнике Фх» проведем все 
возможные отрезкн под углом ел к сто- 
роне а. Рассмотрнм биллиардную траекто- 
рию, выходящую из произвольной точки 
под углом а = @&, ка. Ее отрезки, ндущие 
под углами ак к стороне а (см. пункт 6), 
будем брать в соответствующих много- 
угольниках Фх. Тогда  биллиардной 
траектории в Ф будет отвечать траек- 
торня в объединенни многоугольников Фд, 
«перепрыгивающая» при достнжении сто- 
рон Фь в соответственные точки какнх-то 
следующих многоугольников из числа Ф,. 
Ф,, ....Фм (нарисуйте! ). Докажите, что 
после склейки соответствующих пар сто- 
рон этих № многоугольников получнтся 
поверхность нашего типа. 

ояснение. Согласно определе- 
нию из п. 3 нужно проверить налнчне 
у каждой точки М получившегося после 
склейкн множества окрестиости, преобра- 
зующейся без разрывов и склеек в круг 
с центром в А!. Для точек внутрн много- 
угольннков это тривнально. для точек 


иа сторонах Фхь — очевндно (объясннте). 
Остается рассмотреть окрестности точек, 
получающихся склейкой вершин много- 
угольников Фх. 

Во -всех случаях, когда биллиард 
в многоугольнике Ф сводится к об- 
моткам некоторой сферы с ручками, 
можно доказать, что любая траекто- 
рия либо попадает в одну из вершин 
Ф, либо пернодична, либо всюду 
плотно заполняет Ф. Физиками уже 
давно высказана гипотеза, что так 
будет для любого многоугольника*). 
До настоящего времени эта гипотеза 
не доказана и не опровергнута! 


*) Интерес к бнллнардам п многоуголь- 
никах возиник в связн с так называемой 
«эргодической гипотезой» статистической 
механики, которая в сильном своем внде 
говорит п возрастании энтропии и фнзиче- 
скнх снстемах, а в слабой формулировке 
в даином случае как раз и есть сформули- 
рованная намн гипотеза о перноднчностн 
и всюду плотности. Отметим, что для мно- 
гнх фигур с кривымн границами последняя 
гипотеза доказана. 
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Когда 
наступает полдень? 


Прежде чем ответить на этот вопрос, 
зададим другой: что такое полдень? 
Казалось бы, слово говорит само за 
себя: полдень — это половина дня, 
то есть средний момеит между восхо- 
дом и заходом Солнца. По можно 
ли на основании такого определения 
точно установить момент полдня, на- 
пример, стукнуть молоточком и ска- 
зать: «Вот наступил полдень»? Оче- 
видно, нет. Во-первых, моменты вос- 
хода н захода Солнца можно уверенно 
заметить разве лишь на море, где 
горизонт идеально правильный. Во- 
вторых. заход Солнца происходит на 
несколько часов позже полдня, и по- 


этому момент наступления полдня 
можно ‚выяснить лишь после окон- 
чания дня. 


Однако есть явление, чрезвычайно 
близкое к полдню, которое действи- 
тельно можно наблюдать, — это куль- 


минация Солнца, то есть момент иро- 
хождения Солнца через меридиан дан- 
ного места. Так, для жителей уме- 
ренных поясов Солние каждый деиь 
восходнт в восточной части горизонта, 
поднимается над ним. кульминирует, 
проходя через меридиан, затем на- 
чинает снижаться и заходит в запад- 
ной части горизонта. 

Кульминации светил наблюдают с 
помощью специальных инструментов, 
называемых лассажными. Их основ- 
ным элементом является зрительная 
труба, которая может вращаться лишь 
по высоте вокруг горизонтальной оси, 
направленной с востока на запад. 
Такая труба всегда смотрит в пло- 
скости меридиана (рис. 1). Для удоб- 
ства наблюдателя трубу иногда де- 
лают ломаной. посылая свет после 
отражения в горизонтальном направ- 
леннн через полую ось вращения, на 
конце которой находится окуляр 
(рис. 2). Благодаря этому глаз наблю- 
дателя всегда остается в неизменном 
положенни и смотрит в горизонталь- 
ном направленни. 

В поле зрения трубы натянуто 


. несколько вертикальных тонких ни- 


тей, обычно паутиновых: средняя нить 
задает направление меридиана. При- 
дав трубе нужный наклон, наблюда- 


Рис. 1. Большой пассажный ннструмент 
Пулковской обсерваторни. 
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Рнс. 2. Пассажный инструмент к ломаной 
трубой. 


тель выжидает, когда наблюдаемое 
светило, в данном случае Солнце, 
войдет в поле зрения и пересечет 
среднюю пить. В этот момент он на- 
жнимает кнопку, замыкающую кон- 
такт, и перо самописца, называемого 
хронографом, делает на бегущей бу- 
мажной ленте отметку параллельно 
с секундными метками от часов. Та- 


ким образом момент прохождения. 
светила через мериднан может быть 
зафиксирован с точностью до сотых 
долей секунды. (У Солнца центр ни- 
чем не обозначен, поэтому наблю- 
дают прохождение двух его краев н 
затем полученные результаты усред- 
няют.) 

Описанный способ в сильной сте- 
пени связан с быстротой реакции на- 
блюдателя. Сейчас он значительно 
усовершенствован. Вилоть до автома- 
тической записи момента кульмина- 
ции: свет от Солнца попадает че- 


рез узкую щель на фотоэлемент, 
последний посылает сигнал на 
хронограф. 


Допустим, что мы несколько дней 
подряд по хорошим часам наблюдали 
кульминацию Солнца и получили та- 
кие результаты: 


1979 январь 1 12 чЗ мин 16 с 


› 9 12»3 » 44» 
она м 17 
» 412»4 ›» 40» 


ит. д. Очевидно, мы должны были бы 
прийти к заключению, что наши часы 
снешат на 28 секунд п сутки, и были 
бы склонны переставить регулятор 
для замедления их хода. Но вот, ие 
трогая часов, мы через пару месяцев 
вновь пронаблюдали Солнце н обна- 
ружили следующее: 


1979 март 1 12 ч 12 мин ЗЕ с 


»х 2 19» 12» 19» 
о в о № 7» 
х 412» ПШ» 55». 


Теперь, казалось бы, часы отстают 
на 12 секунд в сутки. В чем же 
дело? | 
В действительности во всем вино- 
ваты не часы, а неравномерность ви- 
димого движения Солнца по эклип- 
тике. Точиее — эллиптичность зем- 
ной орбиты, вследствие чего (согласно 
второму закону Кеплера) Земля дви- 
жется быстрее всего близ перигелия, 
проходя в сутки дугу в 1`1'10*', что 
бывает ежегодно около 2 января, 
п медленнее всего близ афелия, около 
5 нюля. когда эта дуга сокрацается 
до 0°57'12”. Кроме того, имеется еще 
другая, слабее влняющая, прнчина 
несовпадения моментов кульминации 
Солнца. Она состоит в том. что одина- 
ковые участки эклнитики в проек- 
ции на плоскость экватора дают не- 
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Эклиптика 
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Рис. 3. Равновеликне отрезки эклиптнкни 
в проекции на экватор дают неравные частн. 


равные отрезки — наиболее короткие 
вблизи равноденствий (рис. 3). 


Таким образом, оказалось, что 
время, задаваемое видимым движе- 
нием Солнца, получившее название 
истинного солнечного времени, течет 
неравномерно и для точного употреб- 
ления не годится. Поэтому пришлось 
ввести иовое понятие — среднее сол- 
нечное время, в основу которого по- 
ложена средняя продолжительность 
истинных солнечиых суток за целый 
год. Иначе можно сказать, что среднее 
солнечное время задается воображае- 
мой точкой, называемой средним солн- 
цем. которая равномерно движется 
по небесному экватору, совершая одни 
оборот в течение года. 


Разность между средним и истин- 
ным солнечным временем называют 
уравнением времени. В течение года 
уравнение времени колеблется между 
--14,3 мин (в середиие февраля) и 
— 16,4 мин (в начале ноября), четыре 
раза проходя через нуль (около 
16 апреля, 14 июня. 2 сентября п 
25 декабря). График изменения урав- 
нения времени показан на рисунке 4. 
Например, в течение декабря урав- 
нение времени быстро изменяется в 
положительную сторону, что вызы- 
вает прогресснвное запаздыванне пол- 
дня изо дня в день. То же происходит 
с восходом и заходом Солнца. Поэто- 
му, когда после 22 декабря продол- 
жительность дня начинает медленно 
увеличиваться, это увеличение пол- 
ностью падает на вечер, а утро еще 
несколько дней продолжает запазды- 
вать. Так, в Москве самый поздний 
восход Солнца бывает около 30 де- 
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Рис. 4. Графнк уравнення зремени. 


кабря, а самый ранний заход — 
около 15 декабря. 

Истинное солнечное время опре- 
деляется по солнечным часам (рис. 5). 
В них тень от стержня, параллельного 
оси вращения Земли, или косого реб- 
ра вертикальной пластинки падает 
на горизонтальный, вертикальный или 
наклонный циферблат с делениямн, 
зависящими от его орнентировки. Ес- 
ли к показанню таких часов приба- 
вить уравнение времени, получится 
среднее солнечное время. Когда часы, 
идущие по такому времени, показы- 
вают 12 часов, наступает местный 
средний полдень. Мы говорим «мест- 
ный», потому что в разных местах 
полдень бывает не одновременно (он 
зависит от географической долготы 
данного места). 

В старину каждый город жил по 
своему местному времени, так что, 
например, в Москве часы показыва- 
ли всегда на 29 минут больше, чем в 
Петербурге. Это создавало большие 
неудобства и даже путаницу на транс- 
порте и в междугородних сношениях. 
Поэтому было предложено ввести так 
называемое поясное время. Всюду в 
пределах одного часового пояса, гра- 
ницы которого разнятся по долготе 
примерно на 15”, время считается 
одинаковым; в соседних поясах время 
отличается на один час. За исходный, 
нулевой, пояс принят тот, посредине 
которого проходит гринвичский ме- 
ридиан. Счет поясов идет от него к 
востоку, и номер пояса указывает, 
на сколько часов его время вперели 
гринвичского, называемого всемир- 
ным. Так, Москва и Ленинград на- 
ходятся во втором поясе, и поэтому 


Рис. 5. Горизонтальные солнечные часы. 


поясное время там ровно на два часа 
больше всемирного. 

В СССР поясное время было введе- 
но в 1919 году, но в 1930 году. для 
экономии электроэнергии ва осве- 
щение, к поясному времени был прн- 
бавлен один час; такое время стало 
называться декретным. В частности, 
декретное время второго часового ноя- 
са называется московским. 

Таким образом, существует мно- 
жество разных систем счета времени. 
Но для каждого события время, от- 
считанное по одной снстеме, можно 
связать со временем по другим систе- 
мам. 

Для примера рассчитаем наступ- 
ленне местного истинного полдня. 
Согласно определению, этот полдень 
наступает в 12 часов истинного вре- 
мени. По среднему времени это будет 


Горизонт 


Рнс. 6. Разлнчия между прохождением 
Солнца через мернднан и наибольшей вы- 
сотой Солнца над горнзонтом. Сплошная 
кривая нзображает дневную дугу Солнца 
[4 нЕензменным склоненнем. Штрнховзя 


12 часов плюс уравнение времени — 
\ минут. Всемирного времени в этот 
момент будет на 1/15 А. часов (или на 
4 А минут) меньше. Здесь А, — восточ- 
ная долгота данного места в градусах, 
= множитель при ^ получается из 
расчета, что Земля поворачивается 
вокруг своей оси на 360 градусов за 
24 часа, так что |? соответствует 
1/15 ч (или 4 мин). Для получения 
поясного времени к нанденному все- 
мирному времени нужно прибавить 
п часов (или 60 п минут), где п — 
номер часового пояса. Наконец, дек- 
ретного времени будет на 1 ч (или 
на 60 минут) больше. Таким образом, 
истинный полдень н данном месте 
наступает по декретному времени в 
момент 

1=12 ч--ц мин — 1:15 Ач-(п- 1) ч. 
В этой формуле переменным является 
только уравнение времени \, за- 
висящее от даты; из года в год оно 
повторяется с небольшимн флуктуа- 
циямн, связанными с неполным сов- 
падением продолжительности кален- 
дарного года с годом природы (тропн- 
ческим годом), равным 365, 2422 су- 
ток 


Найдем, например. время наступ- 
ления истинного полдня в Москве 
1 января 1979 года. По географиче- 
ской карте найлем долготу Москвы: 
^—=37,5°. Номер пояса для Москвы 
п=2, уравнение времени 1=3 мин 
(см. рис. 4). Тогда искомый момент 


линия изображает дневную дугу светнла 
< возрастающим склонением весной н с 
убывающим  склоненнем осенью. М — 
точка мерндиана, Н — точка нанбольшея 
высоты. 


равен 
= 12ч +3 мин — т 37,5 ч +3 ч= 


= 12 ч 33 мин 


Мы произвели этот подсчет с точ- 
ностью до минуты, но можно рассчи- 
тать и до секунды, взяв для этого с 
соответствующей точностью уравне- 
ние времени и долготу. 

. Обсудим еще один любопытный 
вопрос. Обычно считается, что в мо- 
мент истинного полдня, когда Солнце 
проходит через меридиан данного мес- 
та, высота Солнца над горизонтом бы- 
вает наибольшей, откуда н происхо- 
дит слово «кульминация» (от латин- 
ского сштеп — вершина). Это было 
бы действительно так, если бы скло- 
нение Солнца в течение дня остава- 
лось неизменным, как это бывает во 
время знмнего и летнего солнцестоя- 
ний. Однако в другое время склоне- 
ние изменяется, быстрее всего уве- 
личиваясь вблизи весеннего равноден- 
ствия (до 1’ в час) и уменынаясь 
вблизи осеннего равноденствия. По- 
этому происходнт явление, пояснен- 
ное на рисунке 6. Допустим, в какой- 
то день весиы Солнце прошло через 
меридиан и, вследствие видимого су- 
точного движения, начинает пони- 
жаться к горизонту. Однако увели- 
чение склонения еще в течение не- 
скольких секунд переснливает это 


декретного времени. 


снижение, так что наибольшая высота 
Солнца наступает позже прохожде- 
ния через меридиан. Обратное явле- 
ние бывает осенью, когда вследствие 
уменьшения склонения наибольшая 
высота наступает немного раньше про- 
хождения Солнца через меридиан. 
На широте Москвы, например, такая 
разность во время равноденствий до- 
стигает 22 секунд. 

В заключение, во избежание недо- 
разумения, заметим следующее. Хотя 
мы и говорим об истинном, среднем, 
поясном, декретном временах, по су- 
ществу эти слова относятся лишь к 
способу измерения времени. Само же 
время, конечно, течет независимо от 
того, какой меркой мы его измеряем. 
Вообще, для измерения времени обыч- 
но пользуются каким-либо перноди- 
ческим процессом, например, колеба- 
ниями маятннка. Природа дала нам 
достаточно равномерное для боль- 
шинства целей периодическое дви- 
жение — вращение Земли, лежащее 
в основе всей нашей практики изме- 
рения времени, определяющее смену 
дня и ночи. Правильнее было бы го- 
ворить не об истинном нли среднем 
времени, а об измерении времени с 
помощью движения истинного или 
среднего Солнца. Но исторически сло- 
жилась более краткая, хотя и ие- 
правильная терминология, к которой 
мы так привыкли, что не обращаем 
внимания на ее неправильность. 


Задачи 5. 
наших читателей 


11. 13-— 13.15-- 
--1517--17.19-... 


$=а6- (а 4}69- 
(а 24а... (ее 
+ (п— 1164" 
{рассмотрите отдельно слу- 


Найдите суммы 
вых п членов; 

1 1+-101- 10101-- 
-{- 1010101-[... 

2. 3--3003-1- 3003003-- 
+3003003003-=... 

3. 1.2--2.3--3.4- 
--4*5--... 

4. 1.54-2.7-3.9-- 
—4-1!-... 


пер- 


6. 1.3--2.13--3. 23- 
24-331... 


8. 19.2]--- 30. 28-- 
--4 35--... 

Сделать это вам Помо- 
гут следующие лве задачн. 


Задача 1. Даны 
арифметическая _ прогрес- 
сия а, аа, а}234а,.. в 
геометрическая прогрес- 


сия 6, 64, 603, ... Найдите 
сумму 


чаи 9=1 и 950. 
Задача 2. 

есть две 

прогрессни: 
а, 1-4, а--24,. ... 


ь, о-а,. 6-24... 
Найдите сумму 
Я =абт (ага) (6-4) 
(ааа, {е-Е 24а.) 
+..На-(и—пах 
х16- ("10а 


М. Апресям 


Пусть 
арифметнческие 


и 


О 


М. Дагаев 


Исчезновение 
кольца Сатурна 


В марте 1610 года Галилей опублико- 
вал небольшую книгу «Звездный вест- 
ник», в которой сообщил о своих 
первых астрономических открытиях. 
Там же им была помещена анаграм- 
ма*)— зашифрованное сообщение в 
виде хаотического набора латинских 
букв. В те времена ученые часто при- 
бегали к анаграммам для охраны и 
доказательств своего приоритета в 
открытиях. Они составляли на латин- 
ском языке короткую фразу о сущ- 
ности предполагаемого открытия. пе- 
реставляли в ней буквы н вместо 
научного сообщения публиковали бес- 
смысленный иабор этих букв. Не- 
посвященному было невозможно из 
опубликованных букв составить пер- 
воначальную фразу. я автор ана- 
граммы, убедившись в реальности 
своего открытия, публиковал рас- 
шифровку анаграммы и тем самым 
подтверждал свой прноритет. 
Прочитав анаграмму Галилея, 
Кеплер затратил немало труда иа 
ее расшифровку. В конце концов 
Кеплер решил, что анаграммой Га- 
лилей сообщает об открытии двух 
спутников Марса. (К этому решению 
он пришел, видимо, под впечатлени- 
ем восхитившего его открытия Гали- 
леем четырех спутников Юпитера.) 


*) От греческих слов «ана» — пере и 
«грамма» — буква, т. ©. перестановка букв. 


Выбросив из анаграммы Галилея три 
буквы, Кеплер составил на латин- 
ском языке фразу: «Привет вам, близ- 
нецы, Марса порожденье». 


Однако Кеплер ошибся. После 
тщательной проверки своего открытия 
Галилей в ноябре 1610 года сообщил 
Кеплеру дешифровку анаграммы: «Вы- 
сочайшую планету тройною наблю- 
дал». 


В те времеиа высочайшей плане- 
той называли Сатурн, самую дале- 
кую из известных тогда планет. 


Почему Галилей назвал Сатурн 
тройной планетой? Потому, что в свой 
несовершенный телескоп, увеличиваю- 
щий всего лишь в 33 раза да еще обла- 
дающий оптическими недостатками, 
Галилей не сумел различить всего 
тонкого кольца Сатурна, а видел 
только его более светлые края, рас- 
положенные по обе стороны неболь- 
шого диска планеты. Через два года, 
к удивлению Галилея, оба боковых 
придатка плаиеты исчезли. Это ис- 
чезновение настолько раздосадовало 
ученого, что он вообще перестал 
наблюдать непонятную планету. 


Лишь полвека спустя Гюйгенс, 
используя свои более мощные теле- 
скопы, решил загадку «боковых ирн- 
датков» Сатурна. В 1656 году в бро- 
шюре с описанием обнаруженного им 
спутника Сатурна Гюйгенс поместил 
анаграмму 0б открытии кольца пла- 
иеты н только через три года, убе- 
дившись в его реальности, опубли- 
ковал в книге «Система Сатурна» 
дешифровку анаграммы: «Кольцом ок- 
ружен тонким, нигде не прикасаю- 
щимся, к эклиптике наклоненным». 
В этой же кииге Гюйгенс привел ри- 
сунки Сатурна с кольцом и без него. 


И действительно, кольцо Сатурна 
при среднем диаметре в 276 тыс. км 
(в 2,3 раза превышающем диаметр 
планеты) имеет ничтожную толщи- 
ну — не более 20 км. В телескопы 
даже средних размеров видно, что 
кольцо состсит из трех концентриче- 
ских колец с промежутками между 
ними. Самым ярким является сред- 
нее кольцо, отделенное от внешнего 
кольца четким темным промежутк`мМ, 
называемым щелью Кассини (в честь 
первого директора Парижской об- 


серватории). Внутреннее темное коль- 
цо часто именуется креповым, и его 
внутренний край сильно размыт. 

В настоящую эпоху плоскость эк- 
ватора и колец Сатурна наклонена к 
плоскости эклиптики (к плоскости 
земной орбиты) на 28°, и это наклоне- 
ние сохраняется на протяжеини дли- 
тельного промежутка времени (за 
100 лет наклонение уменьшается все- 
го лишь на 47”). Таким образом, за 
пернод обращения Сатурна вокруг 
Солнца, равный 29,5 земного года, 
плоскость экватора и колец планеты 
сохраняет свое направление в про- 
странстве, подобно тому как сохра- 
няется направление земной оси вра- 
щения п плоскости земного экватора 
прн годовом обращенин Земли. По- 
этому регулярно, через каждый 14.7 
земного года (промежутки времени, 
равные половиие периода обращения 
Сатурна) кольца планеты обращены 
к Земле ребром и из-за их ничтожной 


Электрическая цепь Аналогично. 


толщины не видны. Лишь узкая по- 
лоска тени от кольца может быть за- 
метна на диске планеты. Кольца 
становятся также невидимыми. когда 
их плоскость направлена к Солнцу“ 

Это явление, называемое в астро- 
номин исчезновением колец Сатурна, 
произойдет осенью 1979 — весной 
1980 года. Уже с начала утренней 
вндимостн планеты, наступающей в 
сентябре 1979 года, и до июня 1980 го- 
да кольцо Сатурна не будет видно. 
Лишь в декабре, январе и мае в те- 
лескопы с не менее чем восьмидесяти- 
кратным увеличением можно будет 
заметить кольцо в виде чрезвычайно 
тонкой светлой полоски. 

Исчезновение кольца Сатурна на- 
блюдается очень редко, п мы очень 
советуем всем, кто интересуется аст- 
рономией. регулярно наблюдать эту 
планету на протяженни почти всего 
учебного года. 


извлекает 
квадратные корни 


В «Сборнике вопросов н 
задач по физике» под ре- 
дакцней Н.  Гольдфарба 
приводится следующая за- 
дача: составлена электри- 
ческая цепь из бесконечного 
числа ячеек, состоящих из 


трех одинаковых _ сопро- 
тивлений г (рис. 1). Найти 
сопротивление этой цепи. 


Для решения сосчитаем 
сиачала сопротивление В: 
первой ячейки (разомкнув 
клеммы К+. 21). Очевилно, 
КЮ; =3.  Замкнув снова 
клеммы К» [4 и разомкнув 
клеммы К> {> иайдем со- 
протнвленне А: двух ячеек: 


7К 
тр 


в К 


г К. 


раннчена снизу (числом 
г. {1-- Уз г} и монотонно 

Вз == 2 7+, ' у убывает (проверьте!}. 
ы Из полученного ответа 
Юл видно. что эта схема по- 
Ка = 1+; И зволяет вычислить — зна- 
МУ чение ИЗ. измерив со- 
где А, — сопротивление це-  противление цепочки при 
пи при разомкнутых клем- достаточно большом числе 

мах К,. Ё,. п=1. 2, 3. .. — ячеек. 

(рис. 1). Для бесконечной Положив величнну со- 


цепочки мы получим 
РК <> 
Же — 2 + 7+ Въ Е 
Решим это уравнение отно- 
сительно В»: 


Ве = г (1-4 3). 


Для того чтобы это рас- 
суждение было  коррект- 
ным, необходимо доказать 
существование 
прежела т В, =А.. 
Но при наших  предполо- 
жениях это следует из тео- 
ремы Вейерштрасса («Ал- 
гебра и начала анализа 9» 
п. 32): действительно, по- 
следовательность (Ю.) ог- 


Кр г Ки 


противлення в  преремыч- 
ках равной 2г. получим 
Ко =, (1- |5). 


Для значення Зг 
Кез == г (1 — У?), 


для значения п (п — 
любое натуральное число) 


К» =г(14+ У? 41). 


Наша цепь 
рень» 
числа! 

Можно показать, что 
дая любого вещественного 
числа а>1 можно так по- 
добрать сопротивление на 
леремычках. чтобы  сопро- 
тивление бесконечной цепи 


«нзэвлекает ко- 
нз аюбого нечетного 


*^` равнялось г (14 а). 


Это утверждение мы остав- 


ляем читателю в качестве 
задачи. 

у Н. Дмитриев, 

В. Ивлев 


Лаборатория «Кванта» 


В. Майер 


Модели смерча 


Смерч — одно из самых грандиоз- 
ных и загадочных явлений природы. 
Энергия его настолько велика, что 
почти никто и ничто не может вы- 
держать схватку со смерчем. 

Каким образом смерч переносит 
тяжелые предметы порой на весьма 
значительные расстояния? Как он 
образуется? На эти и многие другие 
вопросы современная наука не в 
состоянии дать исчерпывающих от- 
ветов. 

На страницах нашего журнала 
рассказывалось о природных 
смерчах (см. статью Л. Алек- 
сеевой «Вихри, которые «делают 
погоду» — «Квант», 1977, № 8). Мож- 
но ли воссоздать смерч в лаборатор- 
иых условиях? Предлагаем вам две 
экспериментальные установки, с по- 
мощью которых водяные модели смер- 


ча нетрудно получить даже в до- 
машних условиях. 

1. К валу микроэлектродвигателя 
типа ДП-12а (он используется во 
многих детских игрушках) припаяйте 
диск из латуни или жести диаметром 
40: мм и толщиной 0,5—1 мм. Диск 
нужно укрепить строго перпендику- 
лярио валу, чтобы при его-вращении 
не возникали биения. Для герметн- 
зации двигателя подшипники, в ко- 
торых вращается вал, смажьте .со- 
лидолом или густым вазелином, а кон- 
такты двигателя, к которым припая- 
ны проводники, покройте слоем пла- 
стилина. 


На дно стакана (или стеклянной 
банки) днаметром 9 см и высотой 
18 см прилепите пластилиновую ле- 
пешку толщиной около 5 мм, на ней 
укрепите микроэлектродвигатель так, 
чтобы его вал снизу не касался пла- 
стилина. Проводники, идущие от дви- 
гателя, закрепите на стенке стакана 
липкой лентой или пластилином. На 
рисунке 1 показана установка, готовая 
к проведению экспериментов. 

Налейте в стакан воду, а поверх 
нее — слой подсолнечного масла тол- 
щиной 1—2 см. Подсоедините выводы 
микроэлектродвигателя к батарейке 
для карманного фонаря — диск нач- 
нет вращаться, при этом жидкость в 
стакане тоже придет во вращательное 
движение. Через некоторое время 
граинца раздела между водой и мас- 
лом начнет прогибаться вниз, появит- 
ся заполненная маслом воронка, ко- 


Рис 1. 


Рис. 2. 
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Рис. 5. 


Рис. 6. 


торая будет расти до тех пор, пока 
ие коснется днска. В этот момент диск 
разобьет масло на капли, и жидкость 
в стакане помутнеет. После выклю- 
чения двигателя капли масла вснлы- 
вут вверх. вновь образуя сплошной 
слой на поверхности воды. Опыт 
можно повторить снова. 

На рисунках 2, 3 приведены фотог- 
рафин, на которых показан процесс 
образовання воздушной воронки в 
несколько ином эксперименте, когда 
в стакан была налита только одна 
вода. 

2. Еще более похожее на настоя- 
щий смерч явление можно наблю- 
дать во время такого опыта. 

К валу  микроэлектродвигателя 
припаяйте медную проволоку длиной 
около 25 см и диаметром 2 мм (можно 
использовать вязальную спицу). К 
концу проволоки, перпендикулярно 
к ней, прнпаяйте прямоугольную пла- 
стинку из латуни или жести размером 
0,5х 19х25 мм (рис. 4). Включив 
двигатель, проверьте, как работает 
изготовленная вами вертушка. Если 
возинкиет необходимость, выправьте 
удлиненный вал (проволоку) так, что- 
бы при вращении биения были ми- 
лимальными. 

Опустите вертушку вертикально 
вниз в банку с водой диаметром 15— 
20 см и высотой 25—30 см и включите 
питание. Вы увидите постепенное об- 
разование воронки на поверхности 
воды и рост смерча по направлению 
к вращающейся пластинке (рис. 5—7). 
Когда смерч своим нижним кониом 
коснется вертушки. образуется мно- 
жество воздушных пузырьков, обо- 
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Рик. 7. Рнс. 8. 


значающих внхрь вокруг вертушки. 
Если держать двигатель рукой, 
смерч будет вестн себя совсем как 
живой. Можно часами наблюдать за 
«хищными» движениями его конца. 
Продолжите эксперимент. Поло- 
жите на поверхность воды деревян- 
ный кубик — он будет втянут смер- 
чем! Попробуйте подобрать скорость 
вращения вертушки так, чтобы кубик, 
вращаясь в воронке, длительное вре- 
мя оставался на одной и той же глу- 
бине под поверхностью воды. Точно 
так же смерч будет втягивать н тела, 
плотность которых больше плотности 
волы (в отличие от деревянного ку- 
бика) и которые до образования смер- 
ча лежали на дне банкн. 
Расположите двигатель так, чтобы 


его вал с вертушкой находился на 


оси банки. Вы обнаружите воронку. 
сползающую вниз по валу, а под 
вертушкой — продолжение этой во- 
ронкн, обозначенное воздушными пу- 
зырьками (рис. 8). Поместив на дно 
банки хорошо промытый речной песок, 
вы сможете наблюдать структуру 
смерча под вертушкой. 

Предлагаемые опыты показыва- 
ют, что причиной образования смерча 
всегда является вихрь в жидкости 
или газе. 


Математический кружок 
ы 


А. Ширшов 


06 одной 
комбинаторной 
задаче 


Как вы хорошо знаете, обычное ум- 
ножение ассоциативно: (а65) с=а (55) 
для любых чисел. Ассоциативио н 
умножение фуикций: ({ (х) & (х)) г (х}-= 
= (9 & 20). 

Однако в ряде разделов математи- 
ки рассматриваются неассоцнативные 
«умножения». Если умножение не- 
ассоциатнвно, прнходится пользовать- 
ся скобками, чтобы указать порядок 
действий, подобно тому, как прихо- 
дится ими пользоваться в школьных 
примерах, содержащих сложение и ум- 
ножение или деление. 

Рассмотрим слово а@:4.а....ал. 
Сколькими способами можно расста- 
вить в нем скобки, чтобы можно было 
вычислить неассоциативное  «произ- 
ведение» этих «букв»? Обозначим чис- 
ло таких способов через ф (п). Ясно, 
что ф {(1)=1 и ф (2)=1. Для трех- 
буквенного слова а:а.а, возможны 
две «хорошие» расстановкн скобок: 
(аа. а, ни а, (ага.). Для четырех- 


буквенного — таких — расстановок 
пять:  @1(а.(а.а.)). — а (ага, ад), 
(аа) (са), ((@1а.) а;) а. и 


(а, (аа) а«. Поэтому ф (3)=2, ф (4)= 
=56. (Покажите самостоятельно, что 
ф (5)=14, ф (6)=42.) 

Числа ф (п) называются числами 
Каталана. В «Кванте» № 7 за 1978 год 
подробно рассказывалось об этих 
числах. Уломяиуто там и 0 связи 
между этими числами и расстановка- 
ми скобок. В этой заметке я 
хочу привести простое доказатель- 
ство следующей формулы для чисел 
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Каталана: 


1 р 
$ (п) == а. (*) 


(Из этой формулы следует, что число 


С}; ' — целое при всех л.) 


2п —1 

Для начала мне нужно ввести 
понятие циклически сравнимых слов. 
Проще начать с примера. Из снмволов 
а:, а., а., взятых по одному, можно 
образовать два класса циклически 
сравнимых слов: 


{алазаазазат,озала} 


{ааа ааа .а.алаз.} 

Чтобы получить эти классы, нужно 
символы а1, аз, а, написать по кругу. 
как на циферблате часов, а затем 
начинать запись ло часовой стрелке 
с любого из символов. 

Дадим теперь точное определение. 
Два слова А и В называются цикли- 
чески сравнимыми, если 


А=Ь, 6... БВ... 
В вби ьа. баба. ..Вел- 


Поступим теперь следующим об- 
разом. Каждому неассоцнативному 
слову (так мы будем называть слова 
с правильно расставленными скоб- 
ками) из символов ал, ао, ..., а, по- 
ставим в соответствие ассоцниативиое 
слово (то есть слово без скобок} из 
символов ат, ..., а», р по следующему 
правилу: аа; и, если и>А, >В, 
то и- эАВр. Например, а:а.—аа.р, 

(а1а2) а—>алазразр, 
а(аза,>аза за. рр, 
а1((а.а;) а«}—азазазра рр, 
{а1аз)(пза.)—ала раза «рр. 

Легко понять, что каждому не- 
ассоциативному слову длины № от 
символов а, соответствует некоторое 
ассоциативное слово длины 2А—1, 
в которое р входит к—1! раз. Об- 
ратное, конечно, неверно. Напрни- 
мер, слова рразаза, или а,раа:р 
не могут быть получены с помощью 
описанной процедуры. Однако спра- 
ведливо следующее утверждение: 

Лемма. Лусть А — некоторое 
ассоциативное слово длины 21—1, со- 


держащее каждый из символов а: (= 
=, 2, ..., п) по одному разу и символ 
р л—1 раз. Тогда существует одно 
и только одно циклически сравнимое 
со словом А (возможно, оно само) 
ассоциативное слово, которое соот- 
ветствует некоторому неассоциатив- 
ному слову длины п изсимволов а, 
а.о, вор ап - 

По своему характеру эта лемма 
сродни многим простым задачам, пуб- 
ликовавшимся в «Кванте». Я приведу 
ее доказательство лишь для полиоты 
изложения. 

Очевидно, в классе циклически 
сравнимых с А слов имеет смысл рас- 
сматривать лишь те, которые не на- 
чинаются с символа р, но кончаются 
символом р. Такие, конечно, суще- 
ствуют. В таком А, — это тоже легко 
понять — найдется подслово (часть 
слова) вида а;а;р, соответствующее 
неассоциативному слову аа;. Обо- 
значим этот кусочек слова А, через 
а,. Мы получили слово, в которое 
входят @а,а.,..., @1,..., @л, не 
входит а,, а символ р входит уже в 
количестве п—2 раз. Из простой 
индукции по числу п и следует дока- 
зательство леммы. 

Основанием для индукции являет- 
ся рассмотрение слов типа а:а.р 
нли аналогичных. 

Итак, лемма доказана. Теперь фор- 
мула (+) становится почти очевидной. 
В самом деле, среди 2п—1 мест мы 


можем в точности С2л-|! способами 
выбрать расстановку п—1 символа р, 
а на оставшиеся места расставить 
символы ау, аз, ..., а, таким образом, 
чтобы в циклически сравннмом «хо- 
рошем» ассоциативном слове индексы 
у а шлн в порядке их последова- 
тельного возрастания от |! до п. 
Так как в каждом классе цикличе- 
ски сравнимых слов длины 2п—1] ока- 
жется ровно 2—1 различных 
(почему?} элементов, Ф(п) = =: Соя-1. 
Формула (+) доказана. 
р? * $ 

В заключение я хочу рассказать об 
интересной истории, происшедшей 
с этой задачей. 

Популярный американский мате- 
матический журнал «ТНе Атепгсап 
Ма\Петайса! Могу» (для крат- 
кости АММ) в 1935 году опубликовал 
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проблему известного математика 
Г. Биркгофа (№ 3674) в следующей 
формулировке: 

Показать, что для всякого положи- 
тельного целого К выражение ф (Е) = 


1 #—1 
= С2ь—, есть целое число; 


доказать справедливость рекуррент- 
ного соотношения 
ф ($ (1) $ (—П- 

-Ф (2) ф (&—2)-+...-х (&—ЮФ (1. 

Легко понять, что Г. Биркгоф, 
занимаясь блнзкими вопросами, при- 
шел к формуле (.) эмпирически. Ре- 
куррентное же соотношение, при бли- 
жайшем рассмотрении, очевидно. 

Эта проблема была решена с по- 
мощью достаточно сильных средств 
математического анализа в октябре 
1935 года 

Поэтому мне показалось весьма 
странным в том же журнале за 1941 г. 
увидеть — напечатанной проблему 
(№ 3954) другого хорошо известного 
математика О. Оре: 

Из трех элементов а, 6, с, заданных 
в указанном порядке, можно соста- 
вить ф (3)=2 произведения (аб) с и 
п (55), если не считать. что закон 
ассоциативности имеет место. Ана- 
логично, из четырех элементов а, 65, 
с, 4 можно составить ф (4)=5 про- 
изведений 
[(@5) с] 4, [а (5г)] а, а (0 а], 

а [6 (са)], (аа). 
Найти общее выражение ф (п) для 
п множителей. 

В такой формулировке эта задача 
была решена в том же 1941 г. Я сре- 
шением не знакомился, так как оно 
очевидно вытекало из.простой ссылкн 
на предыдущую задачу. 

Но-вот что интересно. В 1957 году 
редакция АММ решила посвятить 
отдельный номер журнала памяти 
О. Данкела, руководившего много 
лет отделом проблем. Жюри, состав- 
ленное из 25 известных математиков 
США, должно было путем голосования 
выделить 400 особо интересных проб- 
лем из числа напечатанных в этм 
журнале для включения их В соот- 
ветствующий выпуск. К моему удив- 
лению, обе эти задачи, независимо, 
оказались среди выбранных. 


{Окончание см. на с. 32) 


Премии «Кванта» 


В 1978/79 учебном году редакция получила более 12 тысяч писем 
< решеннямн задач нз Задачника «Кванта», Школьники, решнашие 
намбольшее чнсло задач нли приславшие нанболее орнгннальные 
решення, награждаются специальной премней, учрежденной редак- 
цнонной коллегией журнала, — подпиской на «Киант» на 1980 год: 


1. АГАЕВ Алнзамин (с. Покровка АзССР) 

2. БАЛИНСКИЙ Александр (с. Дубляны Льшовской обл.) 
3. ДАНИЛОВСКИЙ Игорь (г. Горький) 

4. ДРЕМИН Алексей (п. Черноголовка Московской обл.) 
5. ЕРМОЛИН Александр (г. Петрозаводск) 

6. ЖИТЕНЕВ Николай (п. Черноголовка Московской обл.) 
7. ЖОРДОЧКИН Валерий (г. Орск) 

8. КАПЛАН Алексей (г. Сумгаит) 

9. КЕЛАРЕВ Андрей (г. Свердловск) 

10. КОГАН Евгений (г. Днепропетроиск) 

11. ЛЯПИН Александр (г. Гомель) 

12. МОЛЧАНОВ Георгий (г. Саратов) 

13. СЕРЕДА Владимир (г. Львов) 

14. СИВАЦКИЙ Александр (г. Ленинград) 

15. СТРЕШИНСКИЙ Мнханл (г. Донецк) 

16. ШИШКОВ Сергей (г. Москва) 


За успешное участие и ХИ! Всесоюзной физнко-математической 
олимпиаде подпиской на «Квант» на 1980 год маграждаются: 


. АЙДАГУМОВ Валернй (г. Андижан) 

. АШЫРАЛЫЕВ Чарняр (г. Кара-Кала Туркм. ССР) 
. БАБАК Александр (п. Каменка) 

ВАХРИН Сергей (с. Бобровка Павлодарской обл.) 
. КУДРЯВЦЕВ Сергей (г. Магадан) 

. ЛЕВИЦКИЙ Константин (г. Кара-Балты Кирг. ССР) 
. МЕСАБЛИЩВИЛИ Бачук (г. Тбилнсн) 

. ОСТАПЧУК Юрнй (г. Здолбунов) 

.„ ПАВЛИАШВИЛИ Георгий (г. Тбилиси) 

10. САТАФОВА Лола (г. Душанбе) 

11. ФЕФИЛОВ Константни (г. Поставы) 

12. ХОХЛОВ Юрий (г. Эмба) 

13. ШУМКО Сергей (г. Лодейное Поле) 


фочельюю = 


За актниное участне и олимпиаде, способствовавшее ее отличному 
проведемыю. подпиской на «Квант» на 1980 год награждаются: 


Органнзатор первых грузинских олнмпиад С. ВАШАКМАДЗЕ 
Председатель жюри олнмпнады член-корр. АН ГССР Т. ГЕГЕЛИЯ 
Физнко-математическая школа-интернат нм. Комарова 

. Тбилиси (директор школы А. ЦХАДАЯ) 

. Директор школы № 42 г. Тбилиси, заслуженный учитель ГССР 
ГАГАНИДЗЕ 

Учитель школы № 42 г. Тбилисн Р. МОШАШВИЛИ 


я<ортою- 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основання журнала. Пуб- 
лнкуемые в нем задачи не 
стандартны, но для их ре- 
шення не требуется знаний, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Нанболее трудные зада- 
чи отмечаются звездочкой. 
После формулировки зада- 
чи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложнл. Ра- 
зумеется, не все эти задачи 
публнкуются впервые. Ре- 
шения задач из этого но- 
мера можно отправлять не 
позднее 15 ноября 1979 года 
по адресу: 113035, Москва, 
М-35, Б. Ордынка, 21/16, 
редакция журнала «Каант». 
В графе «Кому» напищите: 
«Задачник «Кваита» № 9— 
79» и номера задач, реше- 
ния которых вы посылаете, 
например, «М581, М582» нлн 
<Ф593». Решення задач из 
разных номеров журнала 
илн по разным предметам 
{математике и физике) при- 
сылайте в разных конвер- 
тах. В пнсьмо вложнте кон- 
верт с написанным ий нем 
вашим адресом (в этот кон- 
верте вы получите резуль- 
таты проверки решений). 
Условия каждой орнгиналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для публикации (нли цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с ва- 
шимн решениями этнх за- 
дач (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая 
задача по физике» мли 
«... новая задача по мате- 
матнке»). В начале каждого 
письма просим указывать 
ваше имя, фаммлиню, не- 
мер школы и класс, в кото- 
ром вы учитесь. 


22 


задачник 


эоанта 


Задачи 
М581 — М585; Ф593— Ф597 


М581. а) Существует ли трехзначное число, 
куб которого оканчивается на три семерки? 

6) Для любого лн набора цифр, последняя из 
которых — не 0, существует куб, оканчиваю- 


щийся этим набором цифре 
А. Броцкий 


М582. В окружность с центром О вписан четырех- 
угольник со взаимно перпендикулярными диаго- 
налями. Докажите, что расстояние от точки О 
до каждой его стороны равно половине длины про- 
тивоположной стороны. 
А. Келарев 

М583. Рассматриваклся наборы камней, масса 
каждого из которых не больше 2 кг, а общая масса 
набора — 50 кг. Из такого набора выбирается не- 
сколько камней, суммарная масса которых отли- 
чается от 10 кг на наименьшее возможное для дан- 
ного набора число Р. Какое наибольшее значение 
может принимать число Р для всевозможных 
наборов камней? 

А. Вайнтроб, А. Печковский 
М584. Можно ли представить все пространство 
в виде объедннения прямых, каждые две из кото- 
рых — скрещивающиеся (то есть не лежат в одной 
плоскости)? 

Ф. Вайнштейн 
№М585. На химической конференции присутствово- 
вало М ученых — химиков и алхимиков, причем 
химнков было больше, чем алхимиков. Известно, 
что на любой вопрос химики отвечают правду, 
а алхимикн иногда говорят правду, иногда — лгут. 
Оказавшийся на конференции математик про каж- 
дого ученого должен установить, химик тот 
или алхнмик. Для этого он любому ученому может 
задать вопрос: «Кем является такой-то — хими- 
ком или алхимиком?» (В частности: «Кто Вы?»). 
Докажите, что математик может выяснить все, 
что требуется 

а} за 4М№М вопросов; 6) за 2№ — 2 вопроса; 


в) * постарайтесь придумать способ, позволяю- 
щий установить, кто — химик, а кто — алхимик, 
за меньшее число вопросов (авторам известен до- 
вольно громоздкий способ, позволяющий сделать 
это за [3М№/2] вопросов). 

С. Конягин, П. Блехер 


Ф593. Обруч радиуса г скатывается с высоты Н 
(/«Н) без проскальзываиия по наклонной плоско- 
стн с углом а при основании и абсолютно упруго 
ударяется о гладкую стенку, перпендикулярную 
наклонной плоскости (рис. 1). На какую высоту 
поднимется обруч после удара, если коэффициент 
трення скольжения равен к? 
М. Бородовский 
Ф594. Представьте себе, что вы находитесь в жар- 
ко натопленной бане, а за окном — мороз. Куда 
повалит пар, если вы откроете форточку? 
А. Варламов 


0 4 8 12 16 20 ЦВ 


Ф595. На рисунке 2 нзображена завнсимость тока 
от напряжения для стабилизатора постоянного то- 
ка — барретора. Барретор подключен последова- 
тельно с нагрузочным сопротивлением К = 13 Ом 
к батарее с ЭДС @- 26 В. В каких пределах мо- 
жет изменяться ЭДС батареи, если ток нагрузкн 
не должен изменяться более чем на 50 мА? 

С. Козел 
$596. Промежуток времени между двумя последо- 
вательными затмениями спутника Юпитера Ио 
в течение года изменяется от минимального значе- 
ния, равного 42 ч 28 мин 21,5 с, до максимального, 
равного 42ч 28 мин 51,5 с. Пользуясь этими дан- 
ными, определить скорость света, считая, что 
Земля движется вокруг Солнца по круговой орбите 
с радиусом 150 млн. км. Раднус орбиты Юпнтера 
гораздо больше радиуса орбиты Земли, а скорость 
движения Юпитера гораздо меньше скорости дви- 
жения Земли. 

В Белонучкин 
$597. Магнетрон представляет собой двухэлектрод- 
ную электронную лампу с цилиндрическим анодом 
радиуса г, вдоль оси которого расположена тонкая 
проволочка — катод. При нагревании катода он 
испускает электроны с энергией Е. Магнетрои 
помещают в однородное магнитное поле, параллель- 
ное его оси. При каком значении индукции маг- 
нитного поля ток в анодной цепи станет равным 
нулю? 
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М528. На каждой клетке 
шахматной доски стоит по 
фишке. Фишки нужно пере- 
ставить так. чтобы рас- 
стояние между каждой па- 
рой фишек не уменьшилось 
по сравнению Е расстоянием 
между ними при первоно- 
чальном расположении. 
Сколькими способами это 
можно сделать? (Расстоя- 
нием между фшиками счи- 
тается расстояние между 
центрами клеток, которые 
они занимают.) 


24 


74 
[Е - с 


М529. 
М‘ — образ выпуклого мно- 
гоугольника М при гомо- 


а) 


Многоугольник 


тетии с коэффициентом 
#& = —М,. Докажите, что 
существует параллельный 
перенос Т такой. что 
Т(М)СМ. 

6) При каких коэффициен- 
тах гомотетии Ё<0 верно 
аналогичное — утверждение 
Оля выпуклого многогранк- 
ника М в пространстве? 
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«Наука», 1975), задача 11 к $2 главы 1Х). 


Решения задач 
М528, М529; $538 — $541 


Докажем. прежде всего, что требуемая перестановка 
фишек сохраняет расстояния между любыми двумя фиш- 
ками. Это можно сделать многнми разными способами. 

Первый способ. Сумма всех попариых рас- 
стояний между фишкамн не изменяется. Отсюда следует. 
что ии одно из расстояний не может увеличиться (дейст- 
внтельно. если после перестановки фишек расстояние 
между какими-либо фишками увеличится, то. поскольку 
сумма всех расстояинй постоянна, найдутся фишкн, 
расстояние между которымн уменьшится, что противоре- 
чит условию перестановкн). 

Второй способ. Угловые фишки А. В.-С, О 
(рис. 1) по-прежиему дслжны остаться угловыми, посколь- 
ку расстояние от каждой из них до фишки в противопо- 
ложном (по днагонали) углу не может измениться (это 
расстоянне, равное длние диагонали поски, максимально: 
1АС|= |ВОЕ|КЕ|, где К н Ё — произвольные клетки 
доски). Итак, эти четыре фишки по-прежнему занимают 
четыре угла доски, причем их новые положения АД’, В’, 

”, 2’ Ш— по-прежнему четыре последовательные верщииы 
квадрата (рис. 2). Тогда расстояиня от фишки М до сторон 
квадрата АВСО должиы равняться расстояниям от ее 
образа — фншки М’ — до соответствующих сторон квад- 
рата А’В’С’О’: иначе бы расстояния от М ло каких-то 
двух соседних сторон квадрата не увеличились. а одио 
из них — строго уменьшилось; но тогда расстояние до 
общей вершины этнх сторон тоже должно было бы умень- 
шиться. 

Из наших доказательств ясно. что нужная перестанов- 
ка фишек определяет некоторое перемещение квадрата 
АВСО на самого себя. Такнх самосовмещений существует 
восемь (включая тождественное, при котором все точки 
сстаются на месте): вершина А может попасть в любую 
из четырех других, а прин этом вершнна В — в одну из 
двух соседних с ней вершии. Е ке 

Заметим. что основной результат задачи допускает 
такое красивое обобщение: если | — непрерывное отображе- 
ние замкнутого ограниченного множества (на плоскости 
или в ЕН в себя, такое, что для любых двух 


точек М, | 

р {7 (М). # (№))> р (м. М), 
то для любых двух точек М п неравенство (*) будет 
равенством. Однако доказательство этого факта довольно 
сложно (см. Н. Бурбаки «Общая топологня» (М 


Н. Васильев 


* 


о 


Ф 


а). На первый взгляд в условии задачи есть неопределен- 
ность: не сказано, какой именно гсмотетней пслучен мно- 
гоугсльник М’. Мы предлагаем читателю доказать о нашнх 
многоугсльмиках М, М’ следующую лемму: образ 
многоугольника М’ при любом параллельном переносе 
может быть получен из М некоторой гомотетией с коэф- 
фициентом Е (но с другим центром}. и. наоборот. образ 
многоугольника М при произвольной гомотетии с коэффи- 
циентом К может быть получен из М некоторым` парал- 
лельным переносом. 

Перейдем к решению. Выберем средн вершнн много- 
угольника М три (скажем. А. и С). образующие тре- 
угольник АВС наибольшей возможной площади (такне 
найдутся, так как`у М — конечнсе число вершин). Пусть 

— точка пересечення меднан треугольника АВС. Рас- 
смотрим образ М” миотоугольника М прн гомотетни Г 
с цеитром О н коэффициентом -&= —№, (рис. 3). Как мы 


Рис. 3. 


отметили. многоугольник М” может быть получен из 
многоугольника /{” параллельным переносом. Ясно. что 
если М’’ окажется лежащим внутри треугольника АВС 
(ин, тем более. внутри многоугольника М), то задача будет 
решена. 

Рассмотрим треугольмик А’В’С’. образоваииый срел- 
инми линиями треугольника АВС. Поскольку АА’В'С’= 
=Г (ДАВС). точки А’. В’, С’ являются вершинами мно- 
гоугольника М”, причем треугольник А’В’С’ нмеет мак- 
симальную площадь среди всех треугольников, образо- 
ваиных тремя вершинами многоугольника М”. Пусть 
теперь какая-нибудь вершина — скажем, Х — много- 
угольника М”’ оказалась вне треугольника АВС. из- 
пример. по разные к ним стороны от [АВ] (рис. 4). Но 
тогда треугольник ХА’С’. очевидно, лежащий внутри 
многоугольника М”. нмел бы площадь, большую. чем 
треугольник АВС. что иевбзможно. Значит. М”’С ДАВС. 

Задача а) решена. 

6) Решение пункта 6) задачн почти полностью повто- 
ряет изложенное выше. Прежде всего, если слово «мисго- 
угольник» заменить на «многогранинк». то лемма сстаиется 
справедливой. Далее, роль треугольника АВС (макси- 
мальной площади) будет играть тетраэдр АВСО. 
вершины которого являются вершинами многогранннка 
М, а объем — максимальный средн объемов всех таких 
тетраэдров. Роль же центра гомотетии О прекрасно сыграет 
центр тяжести тетраэдра АВСР (как нзвестно. он делнт 
отрезки. ссединяющие вершины тетраэдра © центрами 
тяжестн протнвоположиых граней, в отношении 1:3). 
Вннмательный читатель. вероятно. уже догадался. что 
утверждение пункта 6) будет верным. еслн положнть 
#-—1/:. Так как, очевидно. оно тем более верно при 


— 3<А<0,для полного решення задачи остается показать. 


что уменьшить значение 2=-—!/; нельзя. Чтобы до- 
казать отрицание какого-либо утверждаення, до- 
статочно опровергнуть его п каком-нибудь частном случае. 
Опровергнем его. когда многограниик А — правнльный 
тетраэдр. 

Для этого докажем следующее утверждение: пусть 
АВСР — правильный тетраздр и А’В’С’О’ — его образ 
при гомотетии с коэффициентом К'>—З (рис. 5): центр 
гомотетин, как мы видели. не играет роли); тогда не су- 
ществует параллельного переноса. при котором образ 
тетраэдра АВСО лежал бы внутри тетраздра А’В”С’О’. 

В самом деле. проведем через вершины тетраэдра 
АВСП плоскости, параллельные противоположным гра- 
ням тетраэдра (через вершину А — плоскость, параллель- 
мую граци ВСО. и т. д.). Миогогранник (обозначим его 
А”В”'С"О”). образсваиный этими плоскостями. будет 
правильным тетраэдром. гомстетичным тетраэдру АВСО 
с коэффициентом гомстетии А”’= —3 (центр гочотетии — 
п центре тяжести тетраэдра АВС). Значнт. этот новый 
тетраэдр «больше» тетраэдра А’В”С’О" (хстя бы по объему} 
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$538. Гяжелая веревка под- 
вешена в точках А и В 
(рис. 6). Абсолютное зна- 
чение силы натяжения ве- 
ревки в точке С равно 20 Н. 
Найти массу веревки. 


У В 
А 
С 
[в] х 
Рис. 6. 
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п потому ие может быть «задвинут» в него никаким па. 
раллельным переносом. Допустим теперь, что ет 
параллельный перенос Т такой, что Т (АВСЬ)СА'В'С'О". 
«Вдвинем» немного граии тетраэдра А’В’С’О’ «внутрь», 
составляя их параллельными себе, вллоть до касания с 
вершинами образа тетраздра АВСР при параллельном 
переносе Т (то есть — с вершинами тетраэдра Г (АВСО)). 
Получающийся при этом р очевидно, конгруэнтен 
ранее построенному тетраэдру А’”В"”С”О"” («большему», 
чем тетраэдр А’В’С’Р”) и лежнт внутри тетраэдра А’В’С'Ь’. 
что невозможно. Значит, требуемого параллельиого пе- 
реноса не существует. 

Заметим, что правильность тетраэдра АВС 
нужна была лишь для наглядностн. 

Для многогранников же, отличных от тетраэдра, зна- 
чение &=— №; может быть уменьшено; например. для 
центрально-снмметрнчных выпуклых тел (не обязатель- 
но — многогранников) «миинмальный» коэффициент гомо- 
тетии равен —1. Таким образом, граничный коэф- 
фициент гомотетни может служить мерой «неснмметрич- 
ности» выпуклого тела. Похожие вопросы разбираются в 
брошюре Б. Грюнбаума «Этюды по комбинаторной 
геометрии п теории выпуклых тел» (М., «Наука», 1971) 
ип книжке В. Г. Болтянского нИ. М. Яглома 
«Выпуклые фигуры» (М. — Л., Гостехиздат, 1951). 

роме вышеприведенного решения задачи а), нам 
известны еще два ее решеиня: первое — весьма простое, 
но нспользующее «трудную» теорему Хелли (см. решение 
задачн 19 из указаниой книжки Болтянского и Яглома; 
там же можио найти разбор н применения теоремы Хелли); 
во втором за центр гомотетин принимается центр тяжестн О 
миогоугольннка М как пластнны. То, что О обладает 
нужными свойствами, проверяется очень просто. 


Н . Нецветаев 


® 


> < 
Обозначим /1 массу веревкн, ТдиГв — силы натяже- 
ння веревки в точках А и В. (Силы натяжения в каждой 
точке направлены ло касательной к веревке). Так как 
веревка находнтся в равновесни. сумма сил, действующих 
иа нее. равна нулю: 


Та + в те = 0. 


Равна нулю и сумма проекций сил, действующих на ве- 
ревку. на любую ось, в частности — на вертнкальную ось 
Следовательно, 


> 
Тди + Тву —т| 81 =0, 
откуда 
ТГ лу +Т 
т— АИ ТВ 
181 
Таким образом. для того чтобы найти массу веревки. сле- 
дует определить Тду ин Гву. Найдем их. 
Участок СВ веревки находится в равновесик. Это 
означает, что сумма проекций на Горизонтальную ось 


ОХ сил натяження, действующих на веревку в точках 
Си В, равна нулю: 


Тсх+Твх=0. 
Нарисуем в произвольном удобном масштабе силу т 
(рис. 7). Ома направлена по касательной к веревке в 


точке С. Найдем проекцию снлы Тс на ось ОХ. Теперь 
проведем касательную к веревке в точке В. Вдоль этой 


касательной направлена сила Тв. На горизонтальной 
оси отложим проекцию силы Т вх на ось ОХ. которая рав- 
на —Тсх. Восстановив перпендикуляр в точке К до пере- 


Рнс. 7. 


$539. На рисунке 9 пока- 
заны два замкнутых термо- 
динамических цикла. про- 
веденных с идеальным одно- 
атомным газом: /-—2-—3- 
—=4-—1Г п 1-+-5—>6—4>1 У 
какого из циклов коэффици- 
ент полезного действия вы- 
ше? Во сколько раз? 


. 5 6 
4р, ---==== 
гр, 0 2 3 
р! В Г ‚4 
: р 
У 2у У 
Рис. 5. 


Рис. 8. 


> 
сечения с касательной м точке В. найдем силу Тв. Те- 
> 


нерь нетрудно найти проекцию силы Гр на вертикальную 
ось. Она определяется длиной отрезка КЁ с учетом масшта- 


=> 
ба. в котором мы рисовалн силу Те. В нашем случае 
Тви-=:22 Н. 


> 

Аналогично строится сила Та натяження веревки в 
точке А (рис. 8) н находится се проскиня на ось ОТ. 
В нашем случае она равна —=9 Н. 


2 ‹ 
= + Кг 3,2 кг. 


НИ. Слободецкий 


Таким образом. 


$Ф 


КПД цикла равен огнонению работы А. совершенной га- 
зом. к колнчеству теплоты @. сообщеиной газу за цикл. 
Численно работа равна площади. ограниченной графиком 
цикла. Для первого цикла — 


А1-- {2 Ро — Ро) (2 Г,— Го) = РоУы. 
второго цикла — 
А. (4 Ри— ро)? У,— И.) 3 Ро\,. 

Найдем теперь О, п О,. В первом случае теплота ие- 
редается газу на участках /—2н 2—3. При этом газ нагре- 
вается. а на участке 2—3 еще н совершает работу А 
—2 рьУ,. Следовательно. 9,=А' А’. АЙ” — изменение 
внутренией энергии Газа. Так как температура газа мн- 
иимальна п точке / н максимальна в точке 3. а теплоем- 
кость одного киломоля ндеального одноатомиого газа 


аля 


—- 
равна 5. 


р. 
М — 5 К\(Т. — Ту. 


Ро Ую 
ую‘ 


ЗРь Уь 
\Ю ° 


Здесь у — чнело киломолей газа. Г} -- То 


. _9 13 . 
Позюму МУ = 2 Ро Уюи = -5Рь У. Аналогично най- 


дем аля второго цикла А’ 4 р,У, (ша участке 5—6). 
3 2 29 

ЛИ" = 5 ВУ (Тв — Ту = 02» Иа и 9. = 5 рь Уь. 

Используя полученные данные. находим: 


2 6 
\: = 13, 1: = 26: ПУ 2 0,74. 


А. Зильберман 


$540. Деве катушки с ин- 
дуктивностями Ё и [5 
соединены параллельно. Ка- 
кими будут максимальные 
токи в катушках, если па- 
раллельно им подключить 
конденсатор с емкостью С 
(рис. 10). предварительно 
заряженный д0 напряжения 
И? 


Рис. 10. 


Ф541. Промежуток искро- 
в0го генератора (рис. 11) 
отрегулирован на напряже- 
ние (0. а сопротивление Ю 
резистора подобрано та- 
ким. чтобы происходило п 
разрядов в секунду. Опреде- 
дить среднюю мощность, 
выделяющуюся на резисторе, 
если во время разряда кон- 
9енсотор успевает  полно- 
стью разрядиться. 


Е 


Рнс. 11. 


Так как катушкн соедниены параллельно. иапряже- 
ния иа них одинаковы: От, = @е,. Но Ор, = т 
АГ. 
иг. = Нд. 
Следовательно, 
ГУД 5 
НЫ. (1) 


В начальный момент токн в обенх катушках равны нулю, 
поэтому из (1) следует. что токи /; и {, в любой момент 
временн таковы. что 
а бай. {2} 

(Это означает, что максимальные значення токов п катуш- 
ках достнгаются одновременно. } 

Ясно. что токи {1 и {, максимальны, когда коиденса- 
тор разряжен. Из закона сохранения энергин следует, что 
в этот момент 


Е. 13 
а ПУ (3) 


О. Савченко 


Для установившейся устойчивой работы искрового гене- 
ратора необходимо. чтобы разряд в искровом промежутке 
не влиял на процесс зарядки конденсатора. Это возможно 
в случае. когда время разряда конденсатора через нскро- 
вой промежуток значительно меньше времени зарядки его 
от источника до напряжения ( 

В этом случае при нулевом напряженни на конденса- 
торе ток в искровом промежутке отсутствует, н проме- 
жуток восстаиавливает свои диэлектрические свойства. 
Следующий пробой произойдет при достижении на проме- 
жутке. а следовательно. н на конденсаторе. напряже- 
иия И. 

За время зарядкн конденсатора до напряжения И 
батарея совершает работу А== 9&. где 9=СИ — заряд на 
конденсаторе. Согласно закому сохранения энергии А= 
= 90--СИ?/2. где 9 — энергия. выделившаяся за время 
зарядкн конденсатора на резисторе. СИ?!2 — энергня. 
запасеиная в кондеисаторе. Таким образом. 


Си = 9--СИ12, 
0—=СИ#& (1—1!2#). 


Так как время разряда конденсатора через искровой 
промежуток мало, можио пренебречь энергией. выделяю- 
щейся за это время на резисторе. 

Если в | секуиду конденсатор заряжается п раз. то 
средняя мощиость, выделяющаяся на резисторе, равка 


сткуда 


10 
М пси 8 (| 5$). 
П. Зибков 


По страницам школьных учебников 
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В. Гутенмахер 


Неравенства 


с фиксированной 
суммой 


В начале учебного года мы выбрали 
для нашего раздела тему «Неравенст- 
ва», так как она пронизывает всю 
школьную программу по алгебре 
(см. гл. ПИ «Алгебры 7», гл. 1 
«Алгебры 8» и гл.`ГХ пособия «Ал- 
гебра и начала анализа 10»). 

Отметим, что к решению нера- 
венств с несколькими переменными 
сводятся многие важные задачи из 
экономики и других приложений ма- 
тематики. 

В статье на простейших задачах*) 
мы познакомимся с важными прне- 
мами рассуждений, которые помогут 
вам научиться свободно обращаться 
с неравенствами. 


*) Часть этнх задач составляет одно 
нз заданий ВЗМШ (см. с. 32). 


Задачи про муку 


В условиях первых задач речь идет о 
тройках чисел а, 6, с, связанных соот- 
ношением а-|-65-+с=1, в третьей ча- 
сти — о способе изображения таких 
троек на плоскости. 

Задача 1. В трех пакетах 
находится | кг муки. Кроме того, 
известно, что в первом пакете муки 
не больше, чем во втором, а во вто- 
ром — не больше, чем в третьем. 

а) Может ли в третьем пакете 
находиться /, кг муки? 

6) Может ли`в третьем пакете 
находиться И, ке муки? 

в) Сколько, самое меньшее, может 
быть муки в третьем пакете? 

г) Сколько, самое большее, может 
быть муки в третьем пакете? 

а) Ответ. Может. Приведем 
пример. Распределим муку так: в пер- 
вый и второй пакеты положим 3/о кг 
муки, а в третий — ?/, кг. Тогда все 
условия выполнены: 3/,.-3/:о-Е?/ = 
=], причем в первом пакете муки не 
болыше, чем во втором (3/, о<?/1 о), 
а во втором — не больше, чем в треть- 
ем (2/1 с<*/ 5). 

6) Ответ. Нет, не может. До- 
кажем это. Допустим, что в третьем 
пакете '/, кг, тогда во втором — 
не больше 1/; кг и в первом — тоже 
не больше !/; кг. Но тогда во всех 
трех пакетах не больше 3/, кг мукн, 
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что противоречит условию. Поэтому 
наше допущение (что в третьем па- 
кете !/, кг) не верно. 

в) Ответ. В третьем пакете, 
самое меньшее, !/, кг. Докажем это. 
Покажем сначала, что в третьем па- 
кете не меньше, чем 1/, кг. Допустим 
противное: пусть там меньше */, кг 
муки. Тогда и во втором, н в первом 
пакетах тоже меньше '/, кг, но это 
озиачает, что во всех трех пакетах 
меньше | кг муки, что противоречит 
условию. Итак, в третьем пакете зе 
меньше !/, кг. Покажем теперь, что 
в третьем пакете может быть \, кг 
муки. Если насыпать в каждый пакет 
по !/, кг, то сумма будет 1 кг и в пер- 
вом пакете муки окажется ие больше, 
чем во втором, а во втором — не 
больше, чем в третьем. 

г) Ответ. В третьем пакете, 
самое большее, | кг. В самом деле, 
больше | кг не может быть по усло- 
вию, а | кг получится, когда в пер- 
вых двух пакетах муки вообще нет. 

Следующие” две задачи того же 
типа, что и задача |1. Напишите их 
решения, взяв за образец наше ре- 
шение задачи 1. 

Задача 2. Условие то же, что 
в задаче 1. Нужно ответить на воп- 


а) Может ли во втором пакете 
быть ?/, кг муки? 

6) Может ли во втором пакете 
быть 3, кг муки? 
и доказать, что 

в) Во втором пакете, самое боль- 
шее, №, кг муки. 

г) Во втором пакете может быть 
О кг муки. 

Задача 3. 
что в задаче 1. 
вопросы: 

а) Может ли в первом пакете 
быть \/„ кг муки? 

6) Может ли в первом пакете 
быть 1» ке муки? 

в) Сколько, самое большее, муки 
в первом пакете? 

г) Сколько, самое меньшее, муки 
8 первом пакете? 


Условие то же, 
Надо ответить на 


Вместо муки — числа и углы 


Обратимся снова к задаче 1. Ее можно 
сформулировать н по-другому: 
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Задача 4. Про числа а, 6, с 
известно, что а-Ь-Ес=1 и О<а<ф<с. 
а) Может ли с равняться ?/,? 

6) Может ли с равнятьыя М? 

в) Найдите наименьшее значение с. 

г) Найдите наибольшее значение с. 

Решение задачи 4 можно записать 
так: 

а) с может быть равно ?/„. На- 
пример, с=?/ь, а=3/, о, 6=/, о. тогда 
Зоо И 97,0581 1055 2/ь. 

6) с не может быть равно \,. 
В самом деле, если с=М,, то 6<Ч,, 
а<\Ч , поэтому а--6-с<3/ < 1, а это 
противоречит условию задачи. 

в) Наименьшее значение с равно 
'/,. Покажем сначала, что с>М.. До- 
пустим противное, т. е. что с<<%, тог- 
да 65<\М, и а<\., поэтому а--6--с< 1, 
что невозможно. Итак с>\М,. Пока- 
жем, что с может равняться 1. В са- 
мом деле, если положить а=б=е= 
=И,, все условия будут выполнены. 

Задача 5. Переформулируй- 
те аналогичным образом задачу 
и приведите ее решение так же, как 
мы это сделали с задачей 1 (см. за- 
дачу 4). 

Решите. теперь следующие задачи, 
похожие на задачн 4 и 5: 

Задача 6. Лро числа ат, а», 
аз известно. что а Нана, = ид 
< а, <а. < 

а) Найдите максимальное значе- 
ние 2а.-+3За.. 

6) Найдите минимальное значе- 
ние 2а, Е Зао. 

Задача 7. а) Может ли на- 
ибольший по величине угол в треу- 
гольнике равняться 50°? 

6) Может ли средний по величине 
угол в треугольнике равняться 88°? 

в) Может ли меньший по величине 
угол в треугольнике равняться 66°? 

Задача 8. Какое наимень- 
шее значение может принимать на- 
ибольший угол в треугольнике? 

Задача 9. В трех пакетах на- 
ходится 1 кг муки, причем известно, 
что в первом пакете в два раза мень- 
ше муки, чем во втором, а во втором — 
не больше, чем в третьем. Сколько, 
самое большее, может находиться му- 
ки во втором пакете? 

Задача 10. Пять прямых на 
плоскости расположены так, что ни- 
какие две из них не параллельны. До- 
кажите, что среди них найдутся, 


по крайней мере, две прямые, угол 
между которыми не меньше 36°. 

Указание. Выберите  про- 
нзвольную точку на плоскости н про- 
ведите через нее прямые, параллель- 
ные данным. 

Задача 1. Докажите, что 
в выпуклом пятиугольнике не может 
быть больше трех острых углов. 

Задача 12. Про числа а, Ь, 
с, 4 известно, что аРо--е-+4=4 и 
Озазь са 4. 

а) Докажите, что с < 2. 

6) Докажите, что наибольшее зна- 
чение 6--с равно ‘/.. 

в) Найдите наименьшее зночение 
а--4. 

Задача 13. Про числа а, аз, 
аз, 41. а; известно, что а. -+а. га, Г 
ааа, =! и Оба <а, <а< 
=а.=< а. - 

а) Докажите, что а. < \.. 

6) Найдите наибольшее значение 
а›-Раз-Га 1. 

в) Найдите наименьшее значение 


а, -Га.. 


Задачи 
про правильный треугольник 


Задача 14. Дан равносторонний 


треугольник. Найдите множество то- ` 


чек внутри него: 

а) удаленных от стороны АВ не 
больше, чем от стороны ВС; 

6) удаленных от стороны ВС не 
больше, чем от стороны АС; 

в) удовлетворяющих одновременно 
условиям а) и 6). 

Ответ на вопрос а) показан цветом 
на рис. 1а}, на вопрос в) — на рис. 16). 

Оказывается, задача 14в) тесно 
связана с задачей 1. Для того, чтобы 
перекинуть мостик между. этими за- 
дачамн, решим следующую задачу: 

Задача 15. Докажите, что 
сумма расстояний от любой точки 
внутри равностороннего треугольни- 
ка АВС 00 его сторон равна длине В 
его высоты. 

Решение. Возьмем пронзволь- 
ную точку М внутри треугольника 
АВС п опустим из нее перпендику- 
ляры на стороны АВ. ВС н АС. Пусть 
длины получившихся отрезков равны 
йа,-Нои И.; это н есть расстояния от 
точки М до сторон. Надо доказать, 


что й.--й.--й.,=й. Соединим точку . 


М с вершинами А, Вн С. Очевидно, 
Завм +5$свм-"ЗсмА= авс, где 

лвм, Эсвм, Эсмл» ЗАвс — ПЛО- 
щади треугольников АВМ, СВМ, 
СМА. АВС соответственно. `Обозна- 
чим длину сторон треугольника АВС 
через @ п перепишем это равенство 
так: 


ав ай, ай, ай 
И я 
Отсюда следует доказываемое равен- 
ство: й.-Рй,-НА, И. 
Дополнение к зада- 
че 15. Утверждение этой задачн 


верно не только для внутренних то- 
чек треугольника, но и для точек, ле- 
жащих на его сторонах и в вершинах. 
(При этом мы считаем, что если точка 
лежит на стороне треугольника, 
то ее расстояние до этой стороны 
равно нулю.) Докажите это самостбя- 
тельно. 


В В 
а) 6 ) 
Е Е 
[2 А р С 
Рис. 1 
Возьмем  равносторонний — тре- 


угольник АВС таким, чтобы его вы- 
сота равнялась единнце: й=1. Ре- 
шив задачу 15, мы узнали, что каж- 
дой точке внутри нашего треуголь- 
ника АВС соответствуют три числа 
й,, В., Й., сумма. которых равна 1. 

Мы предлагаем вам самим поду- 
мать над доказательством  «‹обрат- 
ного» утверждения: еслн заданы три 
числа №,, А., В. таких, что В, > 0, 
#.=0. й,>0, АИ, В,=1, то 
внутри или на границе треугольника 
АВС можна найти точку М, расстоя- 
ние от которой до [АВ] равно Йй,. 
до [ВС] — Н., до [АС]-—й,. Конечно, 
достаточно потребовать, чтобы вы- 
полнялись лишь первые два условия, 
тогда расстояние от М до третьей сто- 
роны, согласно задаче 15, будет 1— 
—й,—Й.=Й.. 


Итак, мы научились тройки по- 
ложительных (точнее —. неотрица- 
тельных) чисел (й,; А»; В.), у которых 
А. ЕВ, А.—1, изображать геометри- 
чески. Будем так н говорить: «точка 


(1 ,; й.; 13)» *) 


Геометрическая 
иллюстрация первых задач 


Теперь снова вернемся к первым за- 
дачам. Рассмотрим, например, рис. 16} 
к задаче 14 (здесь и дальше мы по- 
прежнему считаем, что высота тре- 
угольника АВС равна 1). На нем вы- 
делены цветом те точки (№;; й.; Й,), 
для которых й, = В, и В, < В, 

Покажем, что на многие вопросы, 
которые мы ставили в первых за- 
дачах, очень легко ответить при по- 
мощи барицентрических координат. 
Например, вериемся к задаче 4. 

Теперь у нас другие обозначения: 
а-—й,, 6—й., с=й,, а условия запи- 
сываются так: Оз Я <Я. < й., В. -| 
А.-А,=1. 


*) Числа Аа, В», Аз математики называ- 
ют барицентрическими координатами то- 
чек правильного треугольника 


Вопрос в) задачи 4 можно сформу- 
лировать теперь так: какая точка 
треугольника ВОЕ ближе всего к 
стороне [АС]? 

Вопрос г) — какая точка треуголь- 
ника ВОР дальше всего от стороны 
[АС]? 

Задача 16. Сформулируйте 
вопросы в) и г) в задаче 2 на геометри- 
ческом языке — так же, как мы это 
сделали для задачи 4. 

Задача 17. Укажите внутри 
правильного треугольника АВС и на 
его границе такие точки (В:; В»; В), 
что а) й. =, 6) +В, =ЧМ», в) В+ 
А, < 97. 

Геометрическая иллюстрация на- 
глядно показывает нам, почему экст- 
ремальные. значения переменных в 
первых задачах достигаются тогда, 
когда неравенства обращаются в ра- 
венства. 


Задание Всесоюзной 
заочной математической школы 


Обязательные задачи: №№ 2, 3, 
7 — 10, 19а), 17. 

Дополнительные задачи: №№ 6, 
11, 126), 12в), 136). 


06 одной 
комбинаторной задаче 


(Окончание. Начало см. на с. 19) 


Далее было еще интереснее. В «Ма- 
тематическом просвещении» № 4 (М., 
ФМ, 1959) профессор А. Лопшиц, 
комментируя уже упомянутый сбор- 
ник избраниых задач и желая доста- 
внть любителям математики инфор- 
мацию и, разумеется, удовольствие, 
выбирает, конечно, на свой вкус, 
27 задач из 400 уже выбранных. И сно- 


ва обе эти задачи, независимо, попа- 
дают в список. 

На самом же деле, как мы теперь 
убедились, обе эти задачи — две сторо- 
ны одного и того же вопроса. 

Из этой «истории» видно, что даже 
крупные математики не всегда пони- 
мают друг друга, так как, зачастую, 
говорят на разных языках. Это яв- 
ление довольно широко распростра- 
нилось в последнее время, когда по- 
ток информации превышает челове- 
ческие возможности ее качественной 
переработки. 


ксант 


Задачи 


1. Если Аня идет в школу пеш- 
ком, а обратно едет на автобусе, то 
всего из дорогу она затрачивает пол- 
тора часа. Если же она едет на авто- 
бусе в оба конца, то весь путь зани- 
мает у нее тридцать минут. Сколько 
времени тратнт Аня на дорогу, если 
и в школу, ни из школы она идет пеш- 
ком? 


2. Может лн сумма 1-|-2-3-...-+ 
-р при каком-либо р оканчиваться 
на 1979? 


3. На колхозный двор прилетело 
35 ворон. Неожиданно испугавшись 
чего-то, вороны взлетели н раздели- 
лись иа две стаи: первая стая уселась 
на ветви старого тополя, а другая — 
на крышу водонапорной башни. Че- 
рез некоторое время с тополя на 
крышу перелетело 5 ворон, столько 
же ворон совсем улетело © крыши, 
после чего на тополе осталось вдвое 
больше ворон, чем на крыше. Сколько 
было ворон в обеих стаях первона- 
чально? 


4. Найдите произведение 
1 Ку 1 1 
(-ЯС-Ие-в- (9. 


5. Задача - фокус. Возь- 
мите трехзначное число. Запишите 
цифры в обратном порядке (напрн- 
мер, 347-743, 525->525); получится 
еще одно трехзначное число. От боль- 
шего чнсла отнимите меньшее. По- 
следнюю цифру разности сообщите от- 
гадчику. Отгадчик называет разность. 
Как он это делает? 


для младших школьников \ 


Н. 


Михайлова 


Емкости 


Мне сегодня на уроке неинтересно. 
Мы по арифметике повторяем прой- 
денное. Нужно вставить значок «боль- 
ше» или «меньше». Я так чаек рисую, 
только я тогда значок переворачи- 
ваю — ие так >> или <. а так \/. 
И еще кружки считаем — сколько 
десятков, сколько единиц. Где целые 
десятки — белые кружки, а где стол- 
бик до десятка недорос — красные. 
Но мы с папой это уже все проходи- 
ли, потому что мама велела ему меня 
«натаскать». «Натаскать» — это когда 
долго арифметику объясняют. Папа 
меня натаскивал, натаскнвал и го- 
ворит: «Не понимаю, что от нас мама 
хочет. Ты у меня и сам все понимаешь. 

На сегодня хватит. Вот тебе 
под занавес еще задача. Подумай 


пару дней. Когда-то ее решил один. 


маленький мальчик вроде тебя. Потом 
он великим ученым стал. Только’ он 
сразу решил, а ты не потянешь. Но 
думай, думай, шевели извилинами, 
от этого их больше становится.» 
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Думал я, думал. но пока ничего 
не придумал, а сейчас мне класс ме- 
шает. Бубнят все чего-то, как дале- 
кий паровозик: «Бу-б-6, чух-чух-чух.» 

«Открой задачник, Матвеев Же- 
ня, а то ты бог знает чем занят», — 
сказала Зинаида Ивановна. 

Он у меня открыт, но не там, где 
у всех, а где папнна задача чежит. Я 
ее вчера вечером решал, решал, но 
очень спать хотелось. Лег, а у меня 
в голове слово «емкость» из задачи 
застряло. Красивое слово. | 

Емкость — это и ведро, н кастрю- 
ля, и таз, даже некрасивые. неэма- 
лированные. И банка консервная — 
тоже емкость. Мне всю ночь емкость 
снилась, так что я, когда проснул- 
ся. то еле добежал. И бабуикка ска- 
зала, что в моем возрасте это уже 
стыдно. 

А задача такая. Даны две емкости: 
3 литра и 5 литров — и цистерна 
молока. Как налить 4 литра? Зна- 
чит, так. Нужно налить ровно 4 лнт- 
ра молока. Я люблю молоко. Мама 
говорит — я в нее пошел. Когда была 
война, а молока не было, она все меч- 
тала пойти в доярки, чтобы пить его 
целый день. 

Странно все-таки! Как же лить 
молоко из цистерны без крана? 


7 


молоко. 
7 ФЕ ЗЕ 


Приделаю ей кран: 


молоко | 


Уже лучше. Теперь подставляю 
емкости. Наливаю полные кастрюли. 


В этой кастрюльке 3 л, а нужно 4. 
Значит, 4>3 и 4—3=1. НаГ л мень- 
ше, чем нужно. А добавлять все равно 
некуда. Она же полная. 


А в этой —5л. 5>4 и 5—4-=\. 
Наоборот. на | л больше. 

Как бы этот литр отлить? А как 
его отмерить? Мерки ведь нет. Вот 
в магазине черпачок такой есть лит- 
ровый, и то мама говорит. что недо- 
лнвают. А без меркн как же я отме- 
рю? 

Ничего не получается. 

А если обе кастрюли вместе слить? 
5-3=8, а 8=4--4. Будет целых лва 
раза по 4! А куда сливать? В меня 


можно, потом пущу туда рыбок, как 
плавают. 


в аквариум, — пусть 


Нет. не нужно рыбок, попрошу 
лучше папу. чтобы купил в зоомага- 
зине китенка. Пущу в живот, назову 
Васей. Будем разговаривать. 

Но ведь он расти будет. Еще лоп- 
ну. Нет, не надо никого. Ладно. 

Некуда сливать кастрюлечки. На- 
лью-ка я сначала в меньшую, а потом 
нз нее перелью в большую: 

Маленькая теперь пустая совсем. 
а в большой 3 л молока н 2 литра 
пустых. Еще можно из маленькой 
лить. Снова наберу маленькую ка- 
стрюлечку нолную и вылью в боль- 
шую, сколько влезет. А туда 2 л вле- 
зут. Значит, в маленькой | л оста- 
нется, а мне | л отмеривать из боль- 
шой надо. 

Попробую наоборот—из большой 
в пустую маленькую лить. Вылил 3 л. 
В болыной 2 _л осталось. Вот сколько. 
Теперь из маленькой кастрюльки вы- 
лью молоко, потому что емкость очень 
нужна. Вылью обратно в цистерну, 
не на землю же его лить. Правда? 


у меня теперь получилось?” 


=> «дет 


Ага! Перелью теперь из болыной 
в пустую кастрюлечку. Что полу- 
чилось? 
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Так ведь в маленькой пустого мес- 
та теперь 1 л. Ура! Ура! Я ведь 
раньше хотел из большой | л от- 
лить. Ровно один! Теперь у меня 
мерка есть. Скорей, скорей! Снова 
наливаю полную болыную  каст- 
рюльку и из нее сливаю в малень- 
кую. Сколько сливаю? Ровно литр. 
Что получается? 


Я, 
буду великим ученым! У меня ведь 
тоже 4 л налито в кастрюльке! Ах, 
ты моя кастрюлечка! Уф! Теперь от- 
дохну. 


наверное, как тот мальчик, 


«Женя Матвеев, ты еще и заснул 
вдобавок!» 
Разве ж я спал? 


Есть еще 
решения! 


В апрельском номере 
«Кванта» мы предложили 
младшим школьникам сле- 
дующую задачу (см. с. 97): 

Параллелограмм со- 
ставлен из трех равнобед- 
ренных трецугояьников, сре- 
ди которых нет конгруэнт- 
ных. Найдите величины его 


иглов. 
В пятом помере жур- <: 
нала мы указали два реше- 
ния этой задачи: парал- 
лелограмм с острым углом [2 
8' 


72° и параллелограмм с 
3607 


Схема 2. 


острым углом —7—, при- Схема 3. 
ведя при этом три рисунка 

с возможными разбиениями о 
(см. с. 63). Как справедли- @&=180/7 


во заметил пам читатель 
А. Гольдберг из Ленингра- 
да. задача имеет не два. а 
пять решений:  парал- 
лелограммы с острыми уг- 
36° „ 180° 360 

К а 2 


Схема 4. 


лами 


. 540” } 
"7. Мы извиняемся 
перен читателями и. ие 
приводя полного решения 
задачи (это довольно скуч- 
ный перебор многих слу- 
чаев). помещаем только ри- 


суики. Схема 5. 
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а=54077 


ЕЕ == 
в) 6) 
7 
г) 9) - 
©>36077 


Прахтмкум абитурмента 


Кончилнсь летине каникулы, начался но- 
вый учебный год. Начинается учебный год 
н в «Практнкуме абнтурнента» — тра- 
АНнцНОоННОомМ разделе нашего журнала. 


Какие задачн н вопросы предлагают 
абнтурнентам на вступительных экзаме- 
нах по математике н фнзике в различных 
вузах? В чем состоят тнпичные недостатки 
ответов поступающих, их характерные 
ошибкм? Как проходят прнемные экзаме- 
ны? Чему при подготовке х этим экзаменам 
уделять основное внимание? Как нанболее 
эффектнано нспользовать оставшееся вре- 
мя н организовать повторение материала? 


Получаемые редакцией письма читателей, 
их выступления на читательских конферен- 
циях свидетельстауют, что подобные во- 
просы интересуют и волнуют очень мно- 
гих — учащихся школ ин професснонально- 
технических училищ, рабочую молодежь, 
учителей, любителей математнкн и физяки 
и даже... родителей, подчас весьма далеких 
по своей специальностн от этих наук. 
Ответам на все этн вопросы и посвящены 
матерналы  «Практнкума абитуриента». 


Прежде всего чнтатели майдут здесь 
статьн по отдельным разделам программ 
вступительных экзаменов в вузы по мате- 
матнке м физнке. Такие статьи преследуют 
цель дать углубленное, подробное разъяс- 
ненне нанболее важных н сложных тем 
школьных курсов математики и физнки, 
предостеречь будущнх абитурнентов от 
наиболее часто встречающихся ошибок. 
Изложение теоретическнх положенный в 
этнх статьях, как правило, иллюстрируется 
разбором типичных звдач, взятых нз прак- 
тики вступительных экзаменов. Намечая 
темы статей. редакция учитывает. по мере 
возможмостн, конкретные предложення н 
пожелання, высказываемые в письмах чи- 
тателей. 


Заменнть собой школьные учебники, 
где нзложены систематические курсы ма- 
тематикн ни физики, статьн «Практнкума 
абнтурнента», конечно же, не могут — 
да м нет такой нужды. Онн рассчитаны на 
тех, кто уже усвонл содержание учебинков 
и хотел бы получить дополнительные по- 
яснения ин задання для самостоятельной 
работы. Помимо публикаций, которые по- 
явятся в «Практикуме абнтурнента» в 
последующнх номерах «Кванта», при под- 
готовке к аступнтельным экзаменам по- 
лезно познакомнться н с некоторыми ста- 


тьями, помещеннымн в журнале в прошлые 
годы (тематнческий спнсок таких статей 
см. в «Кванте», 1974, № 1, с. 52, 1976, 
№1, с. 60). 

Не следует думать, что матерналы 
«Практнкума абнтурнента» рассчитаны 
только на десятиклассннков. Ряд статей 
этого разрела вполне доступен девятнклас- 
сникам, да и из остальных статей им будет 
понятно очень многое. 

Вполне естественно, что будущим абн- 
турнентам интересно узнать, какого рода 
задачи предлагают на вступительных экза- 
мемах. Ведь каждому хотелось бы конкретно 
представить себе, что такое экзамен, за- 
ранее познакомиться с уровнем требований 
экзаменаторов а различных учебных заве- 
дениях. Это особенно важно для молодежн, 
оканчивающей школы в селах, рабочих 
поселках, небольшнх городках. В «Прак- 
тнкуме абитурнента» будут снстематически 
помещаться образцы варнантов письменных 
экзаменов и задач устных экзаменов по 
математике н физнке, которые предлага- 
лнсь в 1979 году в различных вузах нашей 
страны. Хотя эти задачн различаются по 
своей сложности, чнтателн сами убедятся 
в главном: для нх решення достаточно лншь 
хорошо усвонть школьные курсы, н ника- 
ких дополнительных знаннй не требуется. 
Кстатн, публикуемые варнанты дают от- 
лнчную возможность попробовать свон 
силы в решенни «реального» экзамена- 
ционного набора задач за фикснрованное 
время (обычно на выполнение работы абн- 
турненты получают 4 часа). 

Очень важно готовить себя к экзаме- 
нам и психологически, воспитывая волю, 
выдержку, самообладанне. К сожалеиню, 
известно немало случаев, когда неплохо 
подготовленный абнтурнент во время экза- 
мена терялся, начннал нервничать и в ре- 
зультате не мог решнть даже простые зада- 
чи или рассказать то, что хорошо знал. 

Редакция журнала «Квант» надеется, 
что раздел «Практикум абитурнента» ста- 
нет добрым советчиком поступающих. Ве- 


роятно. а ходе подготовки к экзаменам 
у читателей будут возникать какие-то 
вопросы, ззмечання, предложення. Напн- 


шнте нам об этом. Редакция ответит на 
вашн вопросы — личио илн в рубрике 
«Спрашнвайте — отвечаем», а наиболее 
интересные предложення и соображения 
читателей будут опубликованы в обзоре 
«Чнтателн советуют». 
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Я. Суконник, П. Горнштейн 


Геометрические 
решения 
геометрических 
задач 


Памяти Вайнмана Б. Ш., 
учителя математики города Киева, 
посвящается. 


При решении геометрических задач 
нередко прибегают к различным ана- 
литическим методам. В настоящей же 
статье рассказывается о нескольких 
геометрических способах, которые де- 
лают рещенне простым и рациональ- 
ным. Изложенные методы н приемы 
почти очевидны и, несомненно, не 
новы для читателя, но, тем не менее, 
думается, что напоминание о них бу- 
дет полезным всем, кто желает хо- 
рошо научиться решать геометриче- 
ские задачи. 


1. Определим внд фигуры. 


Решение задачи в некоторых слу- 
чаях значительно ускорится, если 
предварительно определить вид, ко- 
торый может (или не может) иметь 
исходная фигура. 

Задача 1 (МГУ, ВМК, 1978). 
Около треугольника АМВ описана 
окружность, центр которой удален 
от стороны АМ на расстояние 10. 
Продолжение стороны АМ за вер- 
шину М отсекает от касательной к 
окружности, проведенной через вер- 
шину В, отрезок ВС, равный 29. Най- 
ти площадь треугольника ВМС, если 


известно, что угол АСВ равен аг&в = ь 


Определим вид треугольника 
ВМС, для чего проведем его высоту 


ВМ,, продолжим ее до пересечения 
с окружностью в точке М › и спроекти- 
руем центр окружности О на сто- 
рону АМ ин хорду „ВМ, (рис. 1). 
Тогда, согласно условию, 


им, 
1ОК | = 10, |ВМ, | =|ВС]5т АСВ = 
= 29 п (атс 5) = 29.55 = 20 = 


=210К\, ВМ, | = 21 ВЕ |= 

=2(ВМ,|—|ЁМ, |) =2 (ВМ, | - 

— [ОК|)=218ВМ, [—2|9К |= 
=2|Вм, |--|ВМ.|=| ВМ, |. 

Отсюда следует, что точки М, М! 

н М, совпадают (рнс. 2) и, следова- 


тельно, точка О лежит на [АВ] 
н треугольник ВМС — пря- 
моугольный. Дальнейшее ясно. 


(Ответ.210.) 
Задача 2 (МГУ, геологич. ф-т, 
1978). В треугольнике АВС сторона 
/ 
[ АС] =3, ВАС = 5. и радиус 


описанной окружности равен 2. До- 
казать, что площадь треугольника 
АВС строго меньше 3. 

Покажем, что ДАВС не может 
быть прямоугольным. В самом деле, 
проведем в окружности радиуса 2 
из точки А хорды АС, АВ‚, АВ. и 
днаметр АР (рис. 3) так, чтобы 


их и л 
[АС|=3. Вяс- ВАС =Е. тре. 
зок АВ, не совпадает с отрезком АД, 
их 
поскольку САВ, = = Е агссоз 2 = 
| А 
= агссо$ | дБ| = САД. Следовательно, 
ИХ з 
АСВ, = 5-и|АВ, | <|АБ|. Поэтому 


^^ 
Залв, с = 51 АС] АВ, | чп ВАС < 


1 и 1 
< 51 АС|-| АБ |5 В, АС=5:3.4х 
т. 
6 
легко следует из |АВ, |< АС |=3. 


хп = =3. Неравенство $лдв, с << 3 


2. «Достроим» фигуру. 

Всякое геометрнческое решение гео- 
метрической задачи начинается с ра- 
боты над чертежом. 


Рис. 1. 


При этом иногда на «естественном» 
чертеже (т. е. на чертеже, на котором 
только «изображено» условие) трудно 
заметить связи между даиными и ис- 
комыми величииамн, а если фигуру 
«достроить», эти связи становятся оче- 
видными. 

Задача 3 (МГУ. ф-т почво- 
ведения, 1977). Длины основания СО, 
диагонали ВР и боковой стороны АР 
трапеции АВС равны между со- 
бой и равны р. Длина боковой стороны 
С равна 9. Найти длину диагонали 

С 


В данной трапеции АВСР (рис. 4) 
нелегко увидеть связь между искомой 
диагональю АС и другими отрезкамн. 
Если же, приняв во внимание, что 
точка Ю равноудалена от точек А, 
В и С, провести окружность О(р, р) 
н «достроить» данную трапецию до 
равнобедренной трапеции АВСЕЁЕ, из 
прямоугольного треугольника АСЕ 
легко найдем |АС|]=И4р?— 49°. 

Задача 4 (НГУ, 1976). В тра- 
пеции АВС с основаниями АВ и 
СР биссектриса угла В перпендику- 
лярна боковой стороне АР и пере- 
секает ее в точке Е. В каком отноше- 


Рис. 4. 


Рнс. 5. 


нии прямая ВЕ делит площадь тра- 
пеции, если известно, что длина от- 
резка АЕ в два раза больше длины от- 
резка РЕ? 

Если «достроить» данную трапе- 
цию АВС до треугольника АРВ 
(рис. 5), получим равнобедренный 
треугольник, от которого отрезок РС 
отсекает подобный треугольник ДЕС 


с коэффициентом подобия --. По- 


этому искомое отношение равно 
ЗЕрсв _ ЗАЕрв — ЗарЕС _ 
ЗаАЕВ = ЗААЕВ : 
1 1\? 
554лРв-(4| ЗАдев 7 
— 1 == 8 а 


О ЗААРВ 


3. Опишем окружность. 


В некоторых случаях существенным 
моментом в геометрическом решении 
задачи является установление. кон- 
груэнтности некоторых углов. Чаще 
всего такие углы являются соответ- 
ственными в подобных треугольниках 


Рис. 6. 


3 


Рис. 7. 


или многоугольниках. Однако воз- 
можны такие ситуации, когда кон- 
груэнтность рассматриваемой пары уг- 
лов следует из коигруэнтности другой 
пары углов, величины которых из- 
вестны. Например, около четырех- 
угольника АВСР тогда н только тог- 
да можно описать окружиость, когда 
А ие 


АВС-+-АРС=180° («Геометрия 8», 
п. 113). Легко доказать, что о. ус- 


ловие | равносильно условию АВО= 
— 

=АСО. Таким образом, равенства 
А И А СИА Що 
АВр=АСр, АСВ=АРВ, ВАС= 
им г 


=ВОС, САР=сСВво 
(рис. 6). 

Задача 5 (МФТИ, 1976). Точ- 
ка Е лежит на стороне АС правиль- 
ного треугольника АВС; точка К — 
середина отрезка АЕ. Прямая, про- 
ходящая через точку Е перпендику- 
лярно (АВ), и прямая, проходящая 
через точку С перпендикулярно (ВС), 
пересекаются в точке ). Найти углы 
треугольника ВКО. 

Пусть прямая ЕД пересекает пря- 
мую АВ в точке Р (рис. 7). Тогда тре- 


равносильны 


угольник АЁЕ — прямоугольный, 
причем [ЕК] — медиана. Значит, тре- 
угольник АРК — правильный тре- 


угольник, гомотетичный данному тре- 
угольнику АВС. Поэтому ШК}| 
] {ВС} и четырехугольник ВЕКС — 
равнобедренная трапеция. Следова- 
тельно, около него можно описать 


—^Щ—м 
окружность. Из ВЕР-+ВСР=90°-+ 
-+90°=180° следует, что точка О 
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Рнс. 8. 


принадлежит той же окружности. 

—\щ\ р 
Поэтому ВКО=ВвВЕР=90°, КОВ= 
`` /—`Щщ 


=КСВ=60° и ОВК=30°. 

Задача 6 (МГУ, физфак, 1974). 
На биссектрисе угла с вершиной [ 
взята точка А. Точки Ки М — ос- 
нования перпендикуляров, опущенных 
из А на стороны угла. На отрезке 
КМ взята точка Р(|КР |< РМ |) в 
через точку Р перпендикулярно к от- 
резку АР проведена прямая, пересе- 
кающая прямую КЁ в точке 9 (К 
между © и Г), п О о а 


ке 5. Известно, что КМ =а, |КМ |= 
=а, 0$| =. Найти длину отрезка 
КО. 
Как известно, |АХ |= |АМ |. Лег- 
Ох ^^ а 
ко сообразить, что АКМ == АЁК == 5`. 
ГАК |= ——. 


2 с0$ ри 


Поэтому 


Вокруг четырехугольников 
АРКО (АРО-АКО-90) н АРЗМ 
я. С 
(АРЗ{ АМ$ =90°1-90°=180°) мож- 
но описать окружности (рис. 8). По- 


/\ \ 
скольку 0$ = ДОР = АКР = АКМ = 
/\ 
= АМК = АМР = АР = 480 =®, 


треугольник А@$ — равнобедренный. 
Из ААО$ находим |АО|, затем из 
прямоугольного треугольника АКО — 

у а 
ви 
2с05$ 5 


4. ‚,Этот вездесущий  треугольник‘‘ 


Поиск геометрического решения за- 
дачи можно вести в направлении рас- 
смотрения фигур, свойства которых 
хорошо изучены. Одной из таких фи- 
гур, несомненно, является треуголь- 
ник. Вериый н добрый помощник — 
треугольник — поист не вездесущ н 
порою незаменим в наших рассужде- 
ниях, в отысканни простых и ясных 
решений. Позволим себе поэтому сле- 
дующий совет: если вы испытываете 
затруднения в выборе правильного 
геометрического пути решения зада- 
чи, ищите треугольник! 

Задача 7 (МГУ, ВМК, 1975). 
Дана прямоугольная трапеция, ос- 
нования которой равны а и Ь (а< 5). 
Известно, что некоторая прямая, па- 
раллельная основаниям, рассекает ее 
на две трапеции, в каждую из кото- 
рых можно вписать — окружность. 
Определить радиусы этих окруж- 
ностеи. 

Достронм данную трапецию АВСО 
до треугольника (рис. 9). Пусть ок- 
ружностн, вписанные в трапеции 
АЕБЕД и ЕВСЕ, касаются (ЕЁ] в точ- 
ках М ин М, а радиусы их будут Ю 
и г соответственно. Поскольку дан- 
ная трапеция прямоугольная, 
ЕМ]=Ю, |ЕМ|]=г. Из равенства 
|КР|=|КО| легко вывести |ЕМ |= 
=|МА.. (Это утверждение имеет общий 
характер: в любом треугольнике точ- 
ки касания вписанной и вневписанной 
окружностей равноудалены от кон- 
цов стороны, которой они касаются. 
Вневписанная окружность—это ок- 
ружность, касающаяся стороны тре- 
угольника и продолжений двух дру- 
гих сторон.) Значит, |ЕЁ|]=А-г. 
Из подобия треугольников ВКС, ЕКЕ 
н АКР получаем систему 


Иа 
В+, В’ 
ВЕР г. 

$ В 


(в подобных треугольниках как ра- 
днусы вписанных, так и раднусы вне- 
вписанных окружностей относятся 


как соответствующие стороны), ко- 
5 Уа ауф 
торой В = И, г ИР 
р У + У У + УВ 


=—Т А 


А К РС р 
Рис. 10. 


Задача 8 (МГУ, физфак, 1975). 
В прямоугольнике АВС ( |В(] > |СО]) 
диагонали АС и ВР пересекаются в 
точке О. Биссектриса угла САП пг- 
ресекает [ВО] в точке Е. Пусть Е — 
основание перпендикуляра, опущен- 
ного из точки Е на сторону АД; точ- 
ка К — середина ГАР]. Через точку 
Е проведен также перпейдикуляр к 
[АЕ] до пересечения с диагональю АС 
в точке Н. Найти площадь 


АВСР. если |ОН]-=6,|КЕ|=36. 
Проведем {ЕГ] || ПАР], где БЕ 
с [АО} (рис. 10). Поскольку 
Ти, ль их 
АЕЕ = ЕАР = БАС, | АГ --1ЕЕ|— 
=2|МЕ|-=2|КЕ|-= $5. 
Продолжим перпендикуляр НЕ до 
пересечения с [АД] в точке С. Тре- 
угольник АНС — равнобедренный 


({{АЕ] — бнссектриса ин высота). Так 
как ([[Е] — средняя линия в нем, 
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А Е м Н ор 
Рис. 11. 

треугольник ЁНЕ также будет 
равнобедренным. Поэтому 


10м|= УТОЕВ-ТЕМР = 
=У(ЕН|-—10Н МЕТ - 
- И СЕТ-ГОНТу —1КЕЕ = 


-ИВ2- 


Используя подобие треугольников 
АСР и ЁГОМ с коэффициентом подобия 
к — М1 __ 21404 _ 
101 1ЕНГ-1ОН| 
_ ЗА Н | -—1ОН |} _ 
ГРЕРТОЯ | 
2(3+3>—ь) и 
35— 


находим искомую площадь 


$А всо = 2$ лась = 2? атом = 


= #1 ЕМ|-|ОМ|= (5,2). 5-6 = 


Ен 4 * 

(36 3) Ь 
Задача 9 (МФТИ, 1974). Около 
экружности описана равнобедренная 
трапеция.с основаниями АР и ВС 
(м) |>180С|. Прямая, параллель- 
ная диагонали АС, пересекает сторо- 
ны АД и СО соответственно в точках 
М и М и касается окружности в точке 
Р. Определить углы трапеции, если 

МРТ 

| РМ\ й 
Рассмотрение подобных треуголь- 
ников АСО и ММО (рис. И) приво- 
дит к несложному геометрическому 
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решению. Обозначим через Е, Ён 
С точки касания окружности со 
сторонамн АД, СР и ВС соответствен- 


но, через Ни О — ироекции точек С 
н А на сторону АР. Положим 1РМ |= 
—=1. Тогда !МР [=^. АН |= АЕ |- 


--1ЕН |= ЕР |-- С |= РЕ 


+ РС |== ШС |. Из СВОЙСТВ 
подобия и в треугольнике ММО 
будет ]1МО |== РМ 1. Поэтому 


[Мм = |МР| + [РМ] =Е+ 1.129| = 
=|2Е1-—189М|-|МЕ|=|РЕ|-— 
—12м|-—|МР|=|МЕ|-—|МР|= 
= | МР|--| МР] =1—А, 2 МОВ= 

= (Мер +1 м9) — РМЕ— 

—1 М9) = ММР—|29Ё= 


=: (8--1)* — 0—2 = 44, | МО|--У 2%. 
Следовательно, -& р = те и. 
А-= багов РЕ В8-=@= 
= п акс И 


Упражнения 


1 (МГУ, филологич. ф-т. отделение 
структурной н прикладной лингвистики, 
1978}. Пятнугольинк АВСРЕ вписан в 
окружность ЗАННннног -_раднуса. а 


но. что |АВ| = У, АВЕ = 45°, ЕВО - 
= 30° и |ВС|= |СБ|. Чему равна пло- 
щадь реа 
2 (МГУ, геологич. ф-т, 1978). В тре- 
угольннке АВС длина стороны АВ равна 
И х 
4, САВ —4 , 2 раднус описанной скруж- 
ностя -`Ю равен 2.2. Доказать, что длниа 
высоты, опущенной из вершины С на сто- 


рону АВ, строго меньше ПЗ, 


3 (НГУ. 1976). В вы лелограмме 
АВСО угол ВАО равен 60°. Окружность, 
проходящая через точки А, В ин р. пере- 
секает сторону СР в середине. Найти пло- 
щадь параллелограмма, если раднус ок- 
ружности равен Ю 

4 (МГУ. ф-т почвоведения, 1977). Осно- 
ванне ДВ трапеинин АВСЮ вдвое длиннее 
основання СД н вдвое длиннее боковой 
стороны АД. Длина днагоналн АС равна а, - 
а длина боковой стороны ВС равна 6. 
Найти площадь трапеции. 

5 (МИИТ. 1977}. Центр полуокруж- 
ности лежит на большем основанни АР 
трапецинн АВСО: все остальные стороны 


касаются полуокружности. Доказать. что 
[АБ] = ]АВ] -=- |СО|. 


6 (МФТИ. 1976). Точка Е лежит на 
продолженни стороны АС правильного 
треугольника АВС за точку С. Точка К — 
середниз |1СЁЕ]. Прямая, проходящая че- 
рез точку А перпенднкулярно (АВ), н пря- 
мзя, проходящая через точку Е перпендн- 
кулярно (ВС). пересекаются в точке ШО. 
Найтн углы треугольника ВАО. 

7 (МГУ, физфак, 1976). В треуголь- 
нике КЕМ, все стороны которого различ- 
иы, биссектриса угла КЕМ пересекает 
сторону КМ в точке №. Через точку № 
проведена прямая, пересекающая сторо- 


ну ЁМ в точке А такой, что |ММ|= 
= |АМ|. Известно, что ]ЁМ| = 
}Кг} 4- КМ] = в. Найти |АЁ| 


8 (МГУ, химфак. 1978). На окруж- 
ности раднуса 12 см с центром н точке О 
лежат точки А в В. Прямые АС и ВС 
касаются этой окружности. Другая окруж- 
ность с центром в точке М вписана в тре 
угольннк АВС и касается стороны А+. 
в точке К, а стороны ВС в точке Н. Рас- 
стояние от точкн М до прямой КН равно 
3 см. Найти величниу усла АОВ. 


9 (МГУ. физфак, 1977). Радиус окруж- 
ности. вписанной в равнобедренный тре- 
угольник. в 4 раза меньше раднуса окруж- 
ностя. опясанной около этого треуголъ- 
ника. Найтн углы треугольника. 


__ АНЯ 
Заполним 
плоскость кривыми 


На нашем рисунке показано семейство крн- 
вых второго порядка, проходяших через 
точки А (0:0), В (1;1}. С (1:2). О (—1:2). 
Наломним, что кривой второго порядка 
мазывается график уравнения 


- 1х --азху-назу?аах-аву-Рав—0 


2-7 
222 


/ 


<Я 
а 


где не все трн чнсла а,, аз, аз равны нулю. 
Полный список кривых второго порядка: 
эллипс, гипербола. паробола, пара прямых 
{пересекающихся или параллельных), пря- 
мая, точка, пустое множество. 
Оказывается, через точки А. В.С. Ои 
любую точку Е (№, У), отличную от них 
проходит ровно одна кривая второго поряд- 


{Окончание сл. на с. 59) 
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Искусство программирования 


Представляем новый раздел 


Дорогие читатели! Сегодня в журнале «Квант> открывается новый раз- 
дел «Искусство программирования». 

Вы, конечно, знаете, какое важное место занимают сейчас элек- 
тронные вычислительные машнны (ЭВМ) в науке и других сферах чело- 
веческой деятельности. Умение обращаться с ЭВМ необходимо практн- 
чески всем — математику и лингвисту, геологу и библиотекарю, физику 
и биологу, технологу н экономисту, химику и врачу. 

Цель нового раздела — научить вас работать с ЭВМ, обучить языку 
машин, разъяснить, что такое программирование, научить писать про- 
граммы для ЭВМ. Читая статьи этого раздела, вы узнаете, как работают 
ЭВМ и где онн применяются, что такое алгоритм и алгоритмические 

_ ЯЗЫКИ. - - 
Программирование выросло из математики н сй служит. Поэтому 
новый раздел появлястся именно на страницах журнала «Квант». 
* ж 


* 


`Кроме статей о вычислительной технике и программировании, с сен- 
тябрьского по майский номер «Кванта» в разделе «Искусство програм- 
мирования» будут публиковаться задания Заочной школы программиро- 
вания. 
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Заочная школа организована Вычислительным центром Сибирского 
отделения АН СССР (ВЦ СО АН СССР) и редакцией журнала «Квант». 
В школу принимаются учащиеся 6—10 классов. Полный курс школы 
рассчитан на 3 года, лоэтому в первую очередь приглашаются учащнеся 
6-го, 7-го и 8-го класса. Школьники, выполняя домашние задания, на- 
учатся писать программы для ЭВМ, освоят несколько языков програм- 
мирования. 

Однако машинное решение задачи на самом деле не сводится толь- 
ко к написанию программы. Очень важно запустить написанную про- 
грамму на ЭВМ и «отладить» ее — найти в программе все ошибки н 
описки и убрать их. А как помочь читателям в запуске и отладке про- 
граммы, если у него дома и даже в его школе пока нет вычислительной 
машины? Для этого Заочная школа программирования имеет свой заоч- 
ный вычислительный центр, адрес которого указан ниже. По этому адре- 
су можно будет посылать составленные вами программы и получать в 
ответ не только письмо программиста, прочитавшего ваше послание, но 
и (это самое главное!) выданный машиной результат работы программы 
нли... сообщение машины об ошибках, которые вами допущены при со- 
ставлении программы. 

Лучшие нз учащихся нашей школы будут приглашаться в летнюю 
школу программистов в Академгородок под Новосибирском, где уже 
очно познакомятся с современными ЭВМ. 

Окончившие полный курс Заочной школы получат специальное 
удостоверение. 

Мы приглашаем в нашу школу также девятиклассников и десятн- 
классников: хотя первые уроки им могут показаться совсем простыми, 
а трехлетний курс они не закончат, мы уверены, что они найдут здесь 
для себя много интересного и полезного. 

Для зачисления в школу необходимо не позднее 15 октября выслать 
по указанному ниже адресу заявление, составленное по следующему 
образцу: 


В Заочную школу программирования 


Заявление 

Я, Сергеев Владимир Георгиевич, ученик 6 «В» класса школы 
№ 25 Советского района г. Новосибирска, прошу зачислить меня 
в Заочную школу программирования. 

Домашний адрес: 630072, г. Новосибирск, 72, ул. Золотодо- 
линская, 29, кв. 13, телефона нет. 

Дата рождения — 9 января 1966 года. 

Сведения п родителях: отец — Сергеев Георгий Георгиевич, 
водитель АТП-2010[; мать — Сергеева Елена Николаевна, учи- 
тельница СШ № 130. 

В математических кружках я не занимался, программирования 
нигде не изучал. 

10 октября 1979 г. Сергеев 


Адрес для отправки заданий: 630090, Новосибирск, 90, просп. 
Науки, 6, ВЦ СО АН СССР, отдел информатики, Заочная школа 
программирования. 


В каждом выпуске Заочной школы программирования будут пуб- 
ликоваться задания для самостоятельного выполнения, отмеченные 
стрелкой. 

Красной стрелкой отмечены обязательные задания, которые 
должны быть выполнены и отправлены на проверку в течение двух не- 
дель со дня получения журнала. Синей стрелкой отмечены за- 
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дания повышенной трудности, выполнение которых не обязательно. 
Все задания одного номера выполняются в отдельной тетради в клетку, 
на обложке которой необходимо указать свою фамилию, имя, домаш- 
ний адрес, школу, класс и номер журнала, где оно было напе- 
чатано. Решение заданий первых двух уроков высылайте вместе с за- 
явленнем. 

В марте 1980 г. среди учащихся Заочной школы программирования 
будет проведена олимпиада. Победители будут приглашены летом 
1980 г. в новосибирский Академгородок — в Летнюю школу юных про- 


граммистов. 
+ * 


Кроме уроков Заочной школы ‘программирования, в нашем разделе 
будет несколько подразделов. 

О том, как устроена вычислительная машина, будет рассказано в 
статьях подраздела «Анатомия вычислительных машин». В одном из 
ближайших номеров вы прочитаете в этом подразделе об устройстве ма- 
шинной памяти, потом — о работе ее «мозга», центрального процессора, 
потом — о её «органах чувств», устройствах ввода н вывода. 

Если в «Анатомин вычислительных машнн» описываются общие 
принципы устройства и действия ЭВМ, то рассказу о конкретных серий- 
ных машинах и их устройствах посвящается подраздел «Панорама вы- 
числительной техннки». 

Сведения об истории развития науки очень важны в каждой науч- 
ной дисциплине, в том числе и в программированни. О том, какими путя- 
ми развивались теория и практика этой еще молодой науки, кто стоял у 
ее истоков, какнми были первые машины и программы, расскажет 
«Историческая серия» н ее «Технический музей». 

На страницах раздела отведено место и для статей, с которыми вы- 
ступят школьники, написавшне и отладившие интересные программы. 
Это место — подраздел «Трибуна юного программиста». 

Хорошим уроком программирования может оказаться ие только опн- 
сание какого-нибудь приема программирования, но и подробный анализ 
машинного решения интересной задачи. Статьн о типовых прикладных 
задачах, с которыми сталкиваются программисты, помещаются в под- 
разделе «ЭВМ решает задачу». В ием мы постараемся рассказать, как 
рассчитывается траектория полета ракеты, как редактируется на маши- 
не газетный текст, как разыскиваются по просьбе библиотекаря нужная 
статья или книга. 

Следите за разделом «Рецензии ин библиография» в «Кванте». Там 
теперь чаще будут печататься сообщения об учебниках и задачниках, а 
также о новых интересных книгах по программированию и применению 
ЭВМ. 

А теперь наш раздел мы открываем статьей члена-корреспондента 
АН СССР А. П. Ершова и преподавателя Заочной школы программиро- 
вания Г. А. Звенигородского. 


А. Ершов, Г. Звенигородский 


Зачем 
надо уметь 
программировать? 


Повсеместное использование ЭВМ 
привело к появлению новой науки и 
нового вида занятий, новой профес- 
снн — программирования. 

Важно сразу понять, что програм- 
мирование — это нечто большее, не- 
жели умение сообщать команды ма- 
шине. Оно имеет важное значение для 
самого человека и оказывает на него 
заметное влияние. В известном смысле 
сам человек и даже коллективы людей 
часто действуют по определенным 
программам. Более того, мы сами жи- 
вем в мире программ, подчас не созна- 
вая этого. 


Мир программ 


Программа — это набор команд, об- 
ладающий двумя важными свойст- 
вами: выполнимость — каж- 
дая команда очень проста и, будучи 
отданной, всегда может быть выпол- 
нена; определенность — 
в любой момент известно, какую ко- 
манду выполнять следующей. 

Эти два свойства программ — 
пожалуй, самые важные: именно они 
объясняют, почему программа обес- 
печивает ЭВМ автоматическую н не- 
прерывную работу, приводящую к 
полезному результату. 

Приведем пример чисто матема- 


тической программы, в которой 
отчетливо проявляются эти два 
свойства: 


Начальное состояние: даны два 
натуральных числа. 


Шаг 1. Если числа равны, взять 
первое число в качестве результата и 
перестать работать. 


Шаг 2. Если они не равны, вычесть 
меньшее из большего и разностью за- 
менить большее чнсло. После этого 
выполнять шаг 1. 


Задача. Что вычисляет эта 
программа? 

Но программы бывают не только 
математическими. 


Прежде всего программами бук- 
вально напичкан наш организм. Че- 
ловек — это совокупность большого 
числа биологических машин, каждая 
из которых управляется своими слож- 
нымн программами. Ходим ли мы, 
дышим, читаем, дрожим от холода, 
ворочаемся во сне — все это резуль- 
тат действия многих бнологических 
программ, введенных в нас генети- 
чески (наследственно), или сформи- 
ровавшихся под воздействием среды, 
или выработанных сознательно. Не 
будет большим преувеличением ска- 
зать, что почти все, что мы делаем, 
мы делаем по программе, а когда 
размышляем, то, главным образом, 
корректируем наши старые программы 
и строим планы на будущее. 


Умение планировать свон дейст- 
вия наперед — это важиейшая черта 
поведения человека. Выдающимися 
программистами в этом смысле яв- 
ляются спортсмены, космонавты, ар- 
тисты, хирурги — словом, все люди 
непрестанного, сложного и безоши- 
бочного действня. В то же время врож- 
денными программистами являются н 
осторожные, робкие с виду ребята, 
которые, попадая в новую обстановку, 
одолевают старших вопросами типа 
«А что дальше?» «А что, если?», 
«А где?», «А как тогда?» и т. п. 

С давних времен казалось, что 
дети учатся, главным образом, под- 
ражанием, имитацией поведения стар- 
ших. Лишь недавно, когда процесс 
обучения разглядели сквозь увелн- 
чительное стекло логического анали- 
за, было обнаружено, что не только 
умственные, но даже многие двига- 
тельные навыки человек вырабатыва- 
ет, лишь поняв их природу, найдя 
элементарные движения и положения, 
осознав и закрепив их в сознании в 
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нужной последовательностн, а затем 
натренировав до полного автоматизма. 


Программы для ЭВМ 


Теперь самое время спросить, в чем 
же особая роль ЭВМ в этом мире 
программ. Дело в том, что именно 
ЭВМ своим появлением и существо- 
ванием сделали программы предметом 
математического исследования, со- 
здали программирование как самую 
массовую математическую профессию. 

Математики и философы в сотруд- 
ничестве с биологами и инженерами 
убедительно показали, что законы 
управления н обработки информации, 
алгоритмы н программы, относящиеся 
к биологическим системам, с одной 
стороны, ни к машинам-автоматам — 
с другой, устроены одинаково; для 
них годятся одни и те же математн- 
ческие абстракции и теории. ЭВМ, 
благодаря огромной скорости работы 
и способности выполнить любую про- 
грамму, дают принципиальную воз- 
можность воспроизвести любое «пра- 
вильное» действие. Это делает ЭВМ 
не только нашим послушным и все- 
сильным помощником, но и строгим 
судьей полноты нашего знания о том 
действии, которое мы хотим передать 
машине. 

Вернемся к нашей программе из 
двух команд, которая, как, вероятно, 
читатели догадались, вычисляет на- 
ибольший общий делитель двух чн- 
сел. Для того чтобы ЭВМ могла вы- 
полнить эту программу, она, конечно, 
должна «знать», например что зна- 
чит «вычесть меньшее число из боль- 
шего». В то же время она усердно 
и успешно будет трудиться над по- 
лучением результата, не имея ника- 
кого представления о том, что такое 
наибольший общий делитель. Зато 
программист, сочиняя — программу, 
должен очень хорошо знать, что бу- 
дет делать машина и какими свойст- 
вами обладает соответствующая про- 
грамма. 

Задача. Доказать, что ука- 
занная выше программа для любой 
пары исходных натуральных чисел 
выдаст результат, равный их наиболь- 
шему общему делителю. 


Итак, программа воплощает иаше 
полное знание о задаче, причем, в 
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отличие от теоремы или сочинения, в 
активной, многократно воспроизво- 
димой форме. Машина, снабженная 
этой программой, будет вычислять 
наибольший общий делитель так же 
хорошо, как`Самый премудрый школь- 
ник, овладевший арифметикой. Имен- 
но в постоянной передаче ЭВМ чело- 
веческого умёния последовательно вы- 
полнять целенаправленные операции 
состоит сущность научно-технической 
революции, связанной с автоматиза- 
цией умственного труда. 


«Вторая грамотность» 


Более пятисот лет назад человечество 
изобрело книгопечатание. Непосред- 
ственной целью этого изобретения бы- 
ло желание ускорить процесс пере- 
писывания церковных книг. Его же 
объективным результатом стала не- 
обыкновенно возросшая скорость че- 
ловеческого прогресса через всеоб- 
щую грамотность и распространение 
печатного слова. 

Электроино-вычислительные —ма- 
шины появились примерно 35 лет на- 
зад, в разгар второй мировой войны. 
Непосредственной целью их перво- 
начального применения было уско- 
ренне расчетов при разработке систем 
вооружения. Однако уже сейчас вид- 
но то время, когда ЭВМ, создаваемые 
в десятках миллионов экземпляров, 
будут нашими верными и понятли- 
выми партнерами во всех уголках 
Земли и в каждом виде нашей деятель- 
ности. 

К этому времени программирэва- 
ние, то есть способность выразить 
любой «правильный» процесс сред- 
ствами, доступными для передачи ма- 
шине, станет второй грамотностью 
каждого образованного человека. Но 
это — в будущем. А сейчас перед ва- 
ми стоит задача ликвидации «второй 
безграмотности». Вам предстоит ов- 
ладеть азами программирования. 

Для этого прежде всего необходи- 
мо ответить на вопрос — что умеют 
делать вычислительные машины? 


Машины только вычисляют? 


Вероятно, девять из каждых десяти 
наших читателей ответят на этот 


вопрос почти не задумываясь: маши- 
ны умеют выполнять с огромной ско- 
ростью арифметические действия над 
многозначными числамн, поэтому они 
могут заменить человека всюду, где 
нужно выполнить сложные подсчеты, 
решить уравнение, составить таб- 
лицу, рассчитать траекторию косми- 
ческого корабля или конструкцию са- 
молета — короче говоря, где нужно 
считать, рычислять— ведь не 
зря они называются вычисли- 
тельными машинами. 

Лет 15—20 назад с таким ответом 
согласилось бы большинство специа- 
листов по вычислительной технике. 

— А разве сегодня это не так? — 
может спросить удивленный чита- 
тель. — Неужели современные маши- 
ны разучились считать? 

Нет, не разучились, конечно. Ко- 
личество задач, для реацения которых 
нужно уметь только быстро и точно 
выполнить расчеты по известным фор- 
мулам и правилам, не только не 
уменьшилось за последние годы, но 
даже возросло, и с такими задачами 
нынешние машины, разумеется, от- 
лнчно справляются. Но › вычисле- 


ния -— давно уже не единственная и, 
по-видимому, не главная сфера, где 
ЭВМ приходит на помощь человеку. 


Система «Сирена» продает билеты 


Рассмотрим один пример. Как из- 
вестно, современные самолеты могут 
в течение нескольких часов доста- 
вить вас в самую отдаленную точку 
нашей страны. А вот оформление би- 
лета на самолет иногда занимает го- 
раздо больше времени, чем сам полет. 
Особенно много времени требует бро- 
нирование мест, если вам нужно пе- 
ресаживаться на другой самолет, на- 
пример, в Киеве, Горьком или другом 
крупном городе. Агенство Аэрофлота, 
в котором вы заказывали билет, от- 
правляет телеграмму в пункт пере- 
садки с просьбой забронировать для 
вас места на таком-то рейсе. Диспет- 
чер, отвечающий за этот рейс, откры- 
вает соответствующую таблицу, от- 
мечает забронированные места и со- 
ставляет ответную телеграмму, на 
основании которой вам выписают би- 
леты. Все это занимает трн-четыре 
дия — это если все в порядке, ни одна 
бумажка нигде не застряла и на нуж- 


‚ном рейсе есть свободные места. 


Но если вам предстоит пересажи- 
ваться на другой самолет в Москве, 
то оформление билетов, вероятнее 
всего, займет не более двух-трех ми- 
нут. Дело в том. что бронированием 
билетов в Москве занимается авто- 
матизированная система «Сирена», ос- 
нову которой составляет мощная вы- 
чнслнтельная машина. 


АСУ ”СИРЕНА” 


Специальные пульты для связи с 
этой ЭВМ — так называемые тер- 
миналы — установлены в большин- 
стве крупных городов нашей страны. 
На каждом пульте есть клавиши, по- 
хожие на клавиатуру обычной пишу- 
щей машинки, небольшой экран, на 
котором появляются сообщения вы- 
числительной машины, и печатающее 
устройство. 

Предположим,что мы пришли к 
новосибирскому оператору системы 
«Сирена» с просьбой оформить не- 
сколько билетов на один из рейсов 
Москва — Харьков. Оператор на- 
бирает на клавнатуре соответствую- 
щий запрос, и через одну-две секунды 
на экране появляется ответ машины. 
В течение этнх секунд вычислитель- 
ная машина, находящаяся за несколь- 
ко тысяч километров от Новосибирс- 
ка, просмотрела расписание, выбрала 
удобный для нас рейс, определила, 
сколько на нем свободных. мест, от- 
вела нам места н сообщила их номера 
новосибирскому оператору — словом, 
проделала всю ту работу, на которую 
раньше уходило несколько дней. 

Если предложенные машиной мес- 
та нас устраивают, оператор набирает 
на пульте подтверждающее сообще- 
ние, и далекая ЭВМ запоминает, что 
места эти забронированы для пасса- 
жиров, которые таким-то рейсом при- 
летят из Новосибирска. 

Если вспомнить теперь, сколько 
пассажиров каждый день прилетает 
в московские аэропорты и улетает 
из них, и попробовать представить 
себе, сколько человек ‚ одновременно 
обращается к операторам  «Сире- 
иы» в разных городах, то, может 
быть, тогда мы почувствуем, какую 
огромную работу выполняет «мозг» 
системы. 


Что же делает ЭВМ в системе? 


Во-первых, она должна пом - 
нить расписание всех самолетов, 
вылетающих из Москры, и точный 
перечень свободных и занятых мест 
на этих самолетах, по крайней мере, 
на две недели вперед, иначе говоря, 
машина должна хранить ин- 
формацию о расписании и рас- 
пределенни мест на самолетах. 


Во-вторых, машина должна при- 
нимать запросы, поступаю- 
щие с терминалов, и отвечать 
на запросы, то есть вести диа- 
лог с человеком (возможно, с болышим 
числом людей одновременно) при по- 
мощи терминалов. 

В-третьнх, она должна уметь, ес- 
ли это необходимо изменить 
хранящиеся в памяти сведения: от- 
метить, что места, которые были сво- 
бодными, теперь забронированы, что 
в расписание внесены изменения — 
то еть обрабатывать ин- 
формацию. 

Для осуществления каждого из 
этих «умений» машины предназначено 
отдельное устройство: для хранения 
информации — память (запоми- 
нающее устройство) для диалога с 
человеком — терминалы (универ- 
сальный терминал — «Видеотон-340» 
изображен на с. 44), для обработки 
хранящейся в памяти информации— 
центральный процессор. 

Процессор — это мозг и сердце вы- 
числительной системы: он управляет 
занесением информации в память и 
чтением ее из памяти, ои принимает 
запросы от терминалов и передает с 
нх помощью свои сообщения человеку, 
он выполняет всю необходимую об- 
работку информации, храиящейся в 
памяти и поступающей от терминалов. 

Обсуждая умения, иеобходимые 
вычислительной машине для работы 
в системе «Сирена», мы ничего 
не сказали об умении вычис- 
лять. И это не случайно: при оформ- 
лении билетов производить арифме- 
тические вычисления почти ие при- 
ходится — разве что подсчитать сто- 
имость льготного билета для школь- 
ника или число оставшихся свободных 
мест в самолете. 


Во многнх других автоматизирован- 
ных системах, очень похожих на «Снрену», 
рассчитывать приходнтся гораздо больше, 
но вряд ли возможно придумать задачу, 
для решения которой машнна должиа бы- 
ла бы только считать: всегда бывает нуж- 
но помиить какую-то информацию (хотя 
бы порядок вычислений н промежуточные 
результаты), почти всегда необходимо при- 
нимать (вводить) некоторые сведения (на- 
пример. исходные данные для вычислений) 
н сообщать о чем-то человеку или техни- 
ческому устройству (например, другой 
вычислительной машине), то есть выводить 
ниформацию. 


Группа юных программистов у графопостроителя. 


Ввод ин вывод информации не обяза- 
тельно происходят при помощи термнна- 
лов. как в «Снренех’. Например. для 
управления полетом ракеты машине удобио 
получать информацию прямо от радиоло- 
катора. следящего за полетом. А для того. 
чтобы выполнить рисунок нли чертеж. 
удобно выводить ниформацию не на тер- 
минал, а на рисующее устройство — 
графопостроитель (см. фотографию}. 

Таким образом, устройства для 
ввода и вывода информации могут 
быть разными, но общая схема ос- 
тается неизменной: у всякой вычис- 
лительной машины есть процессор, 
память, устройства для ввода и для 


вывода информации. 


память 


ТУ ФЗ 
те потоки информации 
—> управление 

СХЕМА 1 
Неизменными остаются и основные 

«умения» вычислительной машины: 

прием, хранение, обработка и вывод 

информации. 
Итак, на вопрос «Что умеют де- 
лать вычислительные машины?» мы, 

в основном, ответили: 


А человек? 


Теперь можно спросить: а что должен 
уметь человек, работающий с вы- 
числительной машиной, составляю- 
щий для нее задания — программы? 
В качестве ответа приведем цита- 
ту из статьи одного из авторов «О че- 
ловеческом и эстетическом факторах в 
программировании»: 


«Программист должен обладать 
способностью первоклассного мате- 
матика к абстракции и логическому 
мышлению, в сочетании с эдисонов- 
ским талантом соорудить все, что 
угодно, из нуля н единицы. Он дол- 
жен сочетать аккуратность бухгал- 
тера с проницательиостью развед- 
чика, фантазию автора детективных 
романов с трезвой практичностью эко- 
номиста. А кроме того, программист 
должен иметь вкус к коллективной 
работе, понимать интересы пользо- 
вателя и многое другое». 


Для тех, кто хочет познакомиться 
с законами и методами программиро- 


вания, изучить языки для взаимо- 
действия с вычислительными маши- 
нами — языки программирования, 


научиться составлять программы для 
различных машин, сегодня начинает 
работу Заочная школа программиро- 
вания. Передаем ей слово. 


Законы программирования. 
Правила записи предписаний 
на языке Робик 


Заочная школа программирования 
Урок ! 


Программы, написанные на боль- 
шинстве современных языков про- 
граммирования, состоят из отдель- 
ных предложений — точно так же, 
как и тексты на обычных, «человече- 
скнх» языках. Большинство чита- 
телей «Кванта», вероятно, помнит, 
что почти любое предложение на рус- 
ском языке можно отнести к одной из 
трех больших групп: повествователь- 
ные, вопросительные н восклицатель- 
ные предложения. Нам будет удобнее 
рассматриваемые предложения назы- 
вать утверждениями, вопросами и 
предписаниями. Можно сказать, что 
вопрос — это предложение, на которое 
можно ответить. Примеры вопросов: 

Какой он, этот слонопотам? Неу- 
жели очень злой? Идет лм он на свист? 
И, если идет, то зачем? Любит ли он 
поросят? И как он их любит? 

Утверждение — это предложение, 
про котордёе имеет смысл спросить, 
истинно оно или ложно. Примеры: 

Хорошо живет на свете Винни-Пух! 

2--2—4. 

Кот Матроскин подойти к теле- 
фону не может, он очень занят, он 
иа печи лежит. 

Предписание — это предложение, 
про которое имеет смысл спросить — 
как его исполнить? Примеры: 

Позовите, пожалуйста, кота Ма- 


троскина к телефону! 
Поднимите мои веки! 
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Не открывай рот, Пятачок, а то 
в него попадет мыло. 

Скажите, пожалуйста, который час. 

Широко известен анекдот о крупном 
физике, который после блестяще прочи- 
танной лекцин спросил у слушателей, 
есть ли у них вопросы. 

— Я ие поннмаю, как Вы получили 
эту формулу.— сказал один из присут- 
ствовавших. 

— Это утверждение, а не вопрос, — 
ответил лектор.— Вопросы есть? 

В большинстве языков программн- 
рования самостоятельным предложенн- 
ем может быть предписание. 
Причина — неспособность роботов и 
ЭВМ понимать переносный смысл слов 
н предложений: если роботу нужно 
дать задание (а программа— это, по оп- 
ределению, задание для робота 
или ЭВМ), то каждое предложение 
должно быть таким, чтобы его можно 
было буквально исполнить — оно 
должно быть предписанием. 

Роботу можно сказать: 


— Запомни, что 212—4. 


Но бессмысленно сообщать ему: 
2-+2—4. 
Он просто не будет знать, что нужно 
сделать с таким утверждением. 
Краткую формулировку этого пра- 
вила называют первым законом про- 
граммирования: 


Программа состоит из предяисаний. 


Очевидно, для составления на- 
стоящих программ для конкретных 
роботов или ЭВМ недостаточно пом- 
нить формулировку первого закоиа, 
при всей его важности: нужно еще 
знать, какие предписания умеют ис- 
полнять именно эти роботы и 
машины и по каким прави- 
лам записываются эти предписания. 

В инструкциях дяя любых вы- 
числительных устройств обязатель- 
но перечисляются предписания, Ко- 
торые могут быть этими устройствами 
исполнены. Такой перечень назы- 
вается системой предписаний {сокра- 
щенно — СПР}. 

Итак: система предписаний — это 
множество предписаний, которые по- 
нимает и может исполнить робот или 
вычислительная машина. 

Например, система предписаний 
для робота РД-1, умеющего испол- 


нять на каждой школьной перемене 
обязанности дежурного по классу. 
может выглядеть так: 


Снстёема предпнсаннй РД-1 


ОТКРОЙ ОКНО: НАМОЧИ ТРЯПКУ; 
ЗАКРОЙ ОКНО; СОТРИ С ДОСКИ; 


СЯДЬ НА МЕСТО; 


С системами предписаний связано 
важнейшее правило, которое называют 
вторым законом программирования: 


ботов и ЭВМ можно использо- 
вать те ин только те предписа- 
ния, которые есть в их снстемах 
предписаний. 


В программах для любых ро- | 


Несколько слов о грамматических 
правилах. В языках программирова- 
ния их, к счастью, гораздо меньше, 
чем. например. в русском языке, но 
соблюдать их приходится очень стро- 
го. Вычислительная машина придир- 
чивее самого строгого преподавателя, 
н одна пропущенная запятая может 
безнадежно испортить работу боль- 
шой и красивой программы. 

Робота или вычислительную маши- 
ну можно научить одному или не- 
скольким языкам программирования. 
В этом случае ких СПР добавляют- 
ся предписания этого языка (языков). 

Общие правила запнси предписа- 
ний в языке Робик*), с которого мы 
начинаем изучение программирова- 
ния, выглядят так: 

1. Каждое предписание иачинает- 
ся с новой строки. 

2. В конце предписания ставится 
точка с запятой (;). 


*) Описываемый здесь язык Робик — 
это сокращенный париант языка Робик-3, 
используемого для обучення школьников 
в Харьковской и Новосибирской школах 
юных программистов. 


Внимательного читателя может уди- 
вить отсутствне правил употребления 
заглавных букв. Объясняется это 
просто: для того, чтобы ЭВМ или робот 
исполнили предписание, его необхо- 
димо набрать на клавншах терминала 
или другого аналогичного устройства, 
а буквы на клавиатуре — толь- 
ко заглавные; поэтому совер- 
шенно безразлично, какими бук- 
вами будут написаны пред- 
писания в журнале; здесь мы будем 
записывать их заглавными 
буквами, но при выполнении наших 
заданий предписания можно писать 
по правилам русского языка: первая 
буква — заглавная, далее — строч- 
ные. 

Теперь, зная общие правила за- 
писи предписаний в языке Робик, 
мы можем составить первую програм- 
му для описанного выше робота РД-1, 
который должен стереть с доски и 
проветрить класс на перемене. 

Вот пример правильной програм- 
мы: | 
ОТКРОЙ ОКНО; 
НАМОЧИ ТРЯПКУ; 
СОТРИ С ДОСКИ; 
ЗАКРОЙ ОКНО; 
СЯДЬ НА МЕСТО; 


№) Задание 1.1. Среди приведен- 


ных ниже пяти программ нужно най- 
ти правильные и перечислить все 
ошибки в остальных программах. 


Программа А 

. СОТРИ С ДОСКИ; 
НАМОЧИ ТРЯПКУ; 
ОТКРОЙ ОКНО; 
ЗАКРОЙ ОКНО; 
СЯДЬ НА МЕСТО: 

Программа В 
НАМОЧИ ТРЯПКУ; 
ОТКРОЙ ОКНО; 
СОТРИ С ДОСКИ; 


ярыю- 


ЗАКРОЙ ОКНО; 
СЯДЬ НА МЕСТО; 


Программа С 
ОТКРОЙ ОКНО; 
НАМОЧИ ТРЯПКУ; 
ВЫТРИ С ДОСКИ; 
ПОДМЕТИ ПОЛ; 
СЯДЬ ЗА ПАРТУ; 

Программа О 
ОТКРОЙ ОКНО; 
НАМОЧИ ТРЯПКУ; 
СЯДЬ НА МЕСТО; 

Программа Е 
НАМОЧИ ТРЯПКУ 
СОТРИ С ДОСКИ 
СЯДЬ НА МЕСТО 

Попробуем представить себе, ка- 

ким образом РД-! будет исполнять 
нашу программу. Будем считать, что 
робот сидит за партой в классе, а на 
соседней парте установлен терминал 
«Видеотон-340». Диалог начинает ро- 
бот. Как только вы нажимаете вы- 
ключатель, на экране терминала по- 
является его первое сообщение: 


ЗДРАВСТВУЙТЕ! Я РОБОТ РД-1! 
Я ГОТОВ К РАБОТЕ! 
После этого робот выдает на экран 
звездочку (»), которая означает, что 
он готов к приему первого предпи- 
сания. Набираем 

ОТКРОЙ ОКНО; 

После точки с запятой нажимаем 
на клавишу «ЕТХ» (это сокращение 
английских слов «еп4 ой {ех{» — ко- 
нец текста). Робот читает строку на 
экране термииала и начинает ис- 
полнять предписание: встает с места, 
идет к окну ит. д. Когда предписание 
будет выполнено, робот остановится, 
а на экране вновь появится звездоч- 
ка. И так до конца ‘программы. 

Если система предписаний невелика. 
часто бывает удобно занумеровать пред- 
писания и использовать для управления 
вместо полного текста этн номера. Такие 
зашнфрованиые предписания мы отиыне 
будем иазывать командами. А система 
предписаний превращается п систему 


команд. В качестве примера приведем систе- 
му команд самоходного аппарата Кибик: 


Команда Текст предписания 
| ПРОЕХАТЬ 100 МЕТРОВ 
2 ПОВЕРНУТЬ ВПРАВО 
К: ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО 
0 ЗАКОНЧИТЬ РАБОТУ 
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г) 


В отличие от предписаний языка Ро- 
бик, такие команды можно записывать ина 
одной строке. Запись программы полу- 
чается компактной, но понять ее трудно: 
1113 311211211121211211211210. 


Задание 1.2. На листе клет- 
чатой бумаги размером 10 на 0 см 
нарисуйте путь, пройденной Кибиком 
при исполнении этой программы, если 
начало координат расположено в ле- 
вом нижнем углу. оси параллельны 
сторонам листа, масштаб 1 : 10000 (в 
1 см — 100 м), а в начальный момент 
Кибик находится в точке с коорди- 
натами (800, 500) (в метрах) и нап- 
равлен вверх, т. е. вдоль положитель- 
ного направления оси ординат. 

Важно учесть, что повороты вы- 
полняются Кибиком на месте, 
а правая и левая сторона определяют- 
ся им по отношению к направлению его 
движения. 


Задание 1.3. Определите, ка- 
кую программу выполнял Кибик, если 
его путь оказался таким, как пока- 
зано на рисунке 6*). Начальные усло- 
вия те же, рисунок уменымен вдвое. 


*“) Рисунок 6 иарисован графопострои- 
телем системы Шпага (об этой системе мы 
асскажем в одном из следующих номеров). 
Ученикам 3—4 классов А. Ершову, С. Пу- 
стошилову н А. Филатовой из Новосибирс- 
кой школы юных программистов был дан 
ответ к заданию 1.3; по этому ответу они 
составнли программу для графической сис- 
темы Щпага, по которой и был нарисован 
рисунок 6, т.е. «смоделирована» работа 
Кибика. 


Гибкне системы предписаний, 
синтаксические 

днаграммы и переменные 
поля 


Урок 2 


Для универсальных ЭВМ и роботов, 
имеющих большие системы предпи- 
саний, огромное значение имеет с по - 
соб их задания. До сих пор 
мы задавали СПР «жестким» спосо- 
бом: прямым перечислением всех до- 
пустнмых предписаний. Понятно, что 
это — далеко не лучший путь: боль- 
шие множества жестким способом 
задать неудобно или невозможно. 
Нельзя описать этим способом, 
например, даже сложение произволь- 
ных целых чисел. Ведь для каждой 
пары складываемых чисел нужно прел- 
усмотреть в СПР отдельное пред- 
писанне. 

Однако из курса математики из- 
вестно, что перечисление — не един- 
ственный способ задания множеств. 
Гораздо чаще используют «гибкое» 
описание: записывается формула или 
правило, позволяющее получить все 
элементы множества или проверить, 
принадлежит ли некоторый объект 
этому множеству. Второй урок посвя- 
щеи одному нз «гибких» способов опи- 
сания СПР — синтаксическим диа- 
граммам. 

Синтаксическая диаграмма — это 
правило построения предписания, за- 
данное в графическом виде. Диаграм- 
ма показывает, из каких частей мож- 
но строить предписание и в каком по- 
рядке должны быть расположены эти 
части. Синтаксическая диаграмма со- 
стоит из отдельных полей, соединен- 
ных стрелками. Каждое такое поле 
(обычно это — слово, число или 
знак) — часть предписания, а стрелки 
показывают, в каком порядке можно 
соединять эти части. Каждая диа- 
грамма имеет начальную точку, обо- 
значаемую Н, и конечную, обозна- 
чаемую К. 

Для того чтобы получить правиль- 
но предписание при помощи синтак- 
сической диаграммы, нужно провести 


какой-либо путь из начальной точки 
в конечную, двигаясь строго по на- 
правлению стрелок, и выписывать 
подряд все встретившиеся на этом пу- 
ти поля. Например, синтаксические 
диаграммы для вездехода Кибик, опи- 
санного в конце первого урока, мо- 
гут выглядеть так: 


()--тоекить}-[оо} =метРов}-[ 7 


СН) 


ЗАНОНЧИТЬ 
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Обратите внимание, что вторая 
днаграмма описывает сразу два пред- 
писания: повернуть вправо и повер- 
нуть влево. Так как из начальной 
точки в конечную можно пройти дву- 
мя путями, программист выбирает 
тот вариант, который нужно исполь- 


‚зовать в каждом конкретном случае. 


Другой способ получения раз- 
личных предписаний по одной диа- 
грамме — использование переменных 
полей. 

Переменное поле — это часть диа- 
граммы, которую при составлении 
программы нужно заменить другим 
текстом из некоторого заданного 
набора. На синтаксических диаграм- 
мах переменные поля обозначают 
овалами, а слова и знаки, ко- 
торые нужно в точности переписывать 
в текст программы (так называемые 
постоянные — поля), — прямо- 
угольникамн. 

Например, в СПР одного низ робо- 
тов может встретиться такая диаграм- 
ма: 


о-рибвит ТЕ) МНН 
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натуральной чиспо 


Злесь 


— это переменное поле, которое нуж- 
но заменить при составлении програм- 
‚мы нужным по смыслу числом; при 
этом может получиться: 


ПРОЕХАТЬ 124 М; 
или 


ПРОЕХАТЬ 1 М: 


Бессмысленно было бы переписать 
в программу название этого поля. 
В ответ на предписание: 


ПРОЕХАТЬ НАТУРАЛЬНОЕ 
ЧИСЛО М; 


робот в самом лучшем случае отпе- 
чатает сообщение «Не понял!» и бу- 
дет совершенно прав. 

Обратите внимание, что постоян- 
ные поля, 


[АРОЕКАТЬ].18] = [2 


должны быть переписаны в програм- 
му дословно. 

Переменные поля встречаются не 
только в программировании. Вот при- 
мер схемы предложения с перемен- 
ными полями, которая не имеет ни 
малейшего отнощения к вычисли- 
тельной технике: 


СПРАВКА 
Дана . в том, что он(а) 
учится в классе школы №. 
. . . района, города 


Директор школы 


Задан ие 2.1. Подсчитайте, 
сколько переменных полей в этом блан- 
ке, и попробуйте записать его по пра- 
вилам, принятым для  синтаксиче- 
ских диаграмм предписаний. К какой 
группе, из рассматривавшихся на пер- 
вом уроке, относится предложение, 
которое получится из этой диаграм- 
мы после правильного заполнения всех 
переменных полей? 


Переменные в математнке — это 
тоже разновидность переменных по- 
лей. Буква х в формуле 


2х--432—х/8 


— это переменное поле для вычис- 
лений по этой формуле. Например, 
при х==23 букву х в формуле нужно 
заменить «другим текстом» — числом 
23. 


г) Задание 2.2. Запишите эпи 


формулу по правилам, принятым для 
оформления синтаксических диаграмм. 

По аналогии с математическими 
формулами, текст, который — про- 
ставляется в предписание вместо пе- 
ременного поля, называется — значе- 
нием этого поля. Например, значе- 


ннем поля может быть 


любое целое число. 

Разумеется, при описании СПР 
множество значений каждого пере- 
менного поля должно быть задано. 
Обычно для этого используют такие 
же синтаксические диаграммы, как 
и для предписаний: 


Натуральное число 


и © 


СХЕМА 4 


В этой диаграмме есть еще одно 
переменное поле: Мно- 
жество его значений можно описать, 
как показано на схеме 5. 


ем: 4 С» Задание 2.3. Поясните, ка- 


кое неформальное соглашение, обычно 
используемое при записи натуральных 
чисел, не учтено в схемах 4 и 5? 

Используя синтаксические диа- 
граммы, можно описать порядок ра- 
боты ЭВМ и роботов с памятью. Но 
перед этим мы предлагаем вам вы- 
полнить несколько заданий для тре- 
нировки в составлении и чтении син- 
таксических диаграмм. 


Цифра 


ГС ССС) 


СХЕМА 5 
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Задание 2.4. Переменное по- 
Л (сист) описывается следующей 
О мой: 


(символ ) 
СХЕМА 6 


Здесь символ — это буква, цифра или 
любой знак, имеющийся на клавиату- 
ре терминала, за исключением апо- 
строфа (‘). 


Пример текста: 

ЭТО ПРАВИЛЬНЫЙ ТЕКСТ” 
Приведите четыре примера правиль- 
ных текстов и определите, допус- 
кается ли диаграммой пустой текст *' 
9. Задание 2.5. Переменное поле 


вещественное число 


Робик описывается диаграммой: 


в языке 


натуральное 
число 

натуральное 
число 


СХЕМА 7 


(В языках программирования принято 
отделять целую часть от дробной 
при помощи точки, а не запятой, как 
в школьной математике.) Какие из 
приведенных ниже вещественных нчи- 
сел получаются по этой диаграмме: 
5.3—52.0 10.00000--50—54. -+-2,11/25. 
Приведите четыре примера правиль- 


ной записи вещественных чисел на 
Робике. 


Задание. 2.6. Нарисуйте син- 
таксическую диаграмму для описания 
обычной математической формы за- 
писи вещественных чисел. Учтите, 
что в математике целое число — это 
частный случай вещественного, а в 
Робике это не так: числа без дробной 
части не должны списываться диа- 
граммой. 


с Задание 2.7. Нарисуйте диа- 
грамму для переменного поля 

в Робике, значением которого может 
быть целое число или вещественное 
число. 


Задание 2.8. Система пред- 
писаний робота Кибик-2 описывается 
диаграммой: 


(-тоехть] (чету) 


(у -бттЕчатАтЕ Сет) 


СХЕМА В 


Кибик-? находится в точке А (800, 
500) и развернут вдоль положитель- 
ного направления оси ординат. Он 
должен посетить точки: В (800, 800), 
С (300, 200), р (925, 931) и вернуться 
в точку А. 

После прибытия в очередную точку 
Кибик-2 должен отпечатать на тер- 
минале сообщение об этом, например: 

'Я ПРИБЫЛ В ТОЧКУ А‘ 


Составить программу. 


Г. Звенигородский 
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Информация 


Заочная физическая школа 


Заочная физическая школа (ЗФШ) при физическом факультете МГУ объявляет набор 
учащнхся в Эи 10 классы на очередной учебный год. 

Осиовиая цель ЗФ! — помочь учащимся средней школы глубже изучить физику 
в объеме школьной программы, а также лучше подготовиться к вступнтельным экза- 
менам по физике в высшне учебные заведення, в первую очередь — на физическнй фа- 
культет МГУ. 

Прием в ЗФШ проводится на основании результатов решения вступительного за- 
дания, публикуемого ниже. Решение вступительного задания иеобходимо отослать 
до 15 октября по адресу: //7234. Москва, Ленинские горы, МГУ, Физический факультет, 
Заочная физическая школа. В письмо вложите конверт с написанным на нем ващим до- 
мащиим адресом и два экземпляра анкеты, напнсанной на листах плотной бумаги раз- 
мером 7Х 12 см н заполненной по следующему образцу: 

Фамилия, имя. отчество Сидоров Иван Петрович 
Класс . 9-й 
Профессия родителей и занимаемая должность отец — инженер 
мать — врач 
248016. г. Калуга, ул. К. Либкнехта, д. 4, 
кв. 73 

Школа № 10, ул. Пушкина, 9. 3. 


Решение приемной комиссни ЗФШ о зачислении будет сообщено до 10 ноября 1979 
года. Проверениые вступительные задання обратно ие высылаются. 

Зачисленным в 3ФШ в течение года высылаются методические разработки и коит- 
рольные задаимя по разделам физики, изучаемым в соответствующих классах средней 
школы. Решенное задание оценнвается, рецензнруется н высылается учащемуся (для 
зтого каждый раз вместе с решенным заданием учащийся должеи вкладывать коиверт 
с написанным домашним адресом). Учащиеся 9 класса ЗФШ по окоичаини года перево- 
дятся в }0 класс на основании оценок, полученных за решение контрольных заданий. 
Успешно закончившне обучение получают справку об окончаинии ЗФШ. 


Подробный домашний адрес 


Номер и адрес школы 


2. Два ндеально упругих шара мас- 


Вступительное задание 


9 класс 


1. На рисунке | изображена система 
движущнхся тел. Все поверхности глад- 
кие. Угол а = 30°, т = Ё{ кг. Опреде- 
лить ускорения тел ин натяжения нитей. 
Массами ннтей и блока, а также трением 
в осн блока пренебречь. 


сами т, н т, движутся вдоль одной пря- 


2 
мой со скоростями и, н и, соответственно. 
Во время столкновения шары деформи- 
руются, причем сначала деформация 
растет. а затем. достигнув максимального 
значення, уменьшается. Найти значение 
потенциальной энергии деформации в мо- 
мент, когда оиа максимальна. 


3. Найти сопротивленне между точ- 
ками Д и В цепи. показаниой иа рисуи- 
ке 2; А == 12 Ом, г = 3 Ом. 


1 
Рис. 3. 1 
| 


10 класс 


1. Пружина жесткостью А в нерастя- 
нутом положении имеет длину +. К ниж- 
нему концу пружины подвешеко тело мас- 
сой т, а верхний конец прикреплен к вер- 
тикальной оси, вокруг которой пружина 
может вращаться (рнс. 3). Построить гра- 
фик зависимости угла &. образуемого пру- 
жиной с осью. от величины угловой скоро- 
сти ® вращения пружины. Считать. что 
угловая скорость нзменяется настолько 
медленио. что при каждом значении ® 
движение успевает установиться. Массой 
пружины пренебречь. 


2. В цилиндре, закрытом поршнем. 
прн температуре 7, находнтся т кг воды 
в жидком состоянии и водяной пар (дру- 
гих газов нет}. Объем цилиндра при тем- 
пературе Т, равен У,. Поршень подве- 
шен на пружине жесткостью А, причем 
пружина находится в ненапряженном со- 
стоянии. Затем цилнидр медленно нагре- 
вают до температуры ТГ,. прн этом вся 
вода нспаряется. Найти установившееся 
давление под поршнем. Площадь порш- 
ня 5$, плотность насыщенного водяного 
пара прн температуре Т, Рн!, плотность 
воды при этой температуре р,. Расшире- 
ннем цилиидра прн нагреванин и тре- 
инем поршия о стенки цилиидра пренеб- 
речь. Молярная масса воды р. 

3. Замкнутый провод длнной { с по- 
стоянным сечением 09 и удельным сопро- 
тивлением р свертывают в плоскую вось- 
мерку так, что отношение раднусов обра- 
зовавшихся окружностей равно 2. Полу- 
ченный контур помещают в переменное 
однородное магнитное поле, причем пло- 
скость контура перпендикулярна полю. 
Найти ток, протекающий по проводу, 
если скорость наменения магнитного поля 
постоянна п равна Д. 


Заполним плоскость кривыми 


(Окончание. Начало си. на с. 43) 


ка. Покажем это. Рассмотрим четыре пря- 
мые [1 — (АВ). & = (ОС), & = (АС), ц= 
— (ВО) и обозначим через 

в:хРеу-=0  (=1, 2, 3, 4) 
уравнение прямой {1 (чнтатель без труда 
сможет найти числа 61, с;, 4}, но нам оин 
не нужны). Положим 


Е (х, у) = (вх + ву Е 4) (6х - сш-На,) 
С (. у) = (6х + су + 5) хеш 
н рассмотрим семейство кривых 
Е (х. у) - ВС (х, и) = 0, 
зависящих от параметров <, В. Подставнм 
в это уравнение координаты точки Е и за- 
метим. что оба числовых коэффицнента 
Е (х:0), Сб (уу) не могут обратиться 
в нуль одновременно (иначе Е совпала бы 
с одной из точек А, В, С, О\. Поэтому 
можно подобрать значения параметров 
со. В так, чтобы получилось чнеловое тож- 
дество. Тогда ясно, что уравиение 
@оР (х; у) + Веб (х; у) =0 
дает нскомую кривую. Доказательство 
единствениости кривой мы оставляем чн- 
тателю. (Указание. Предположкте, 
что их две — Г; (х, 5), Ро (х, у) — и пока- 
жите, что для нехоторых а, В кривая вто- 


рого порядка < Р,; -- ВЕ, = 0 пересекает 
некоторую прямую по трем точкам, что 
невозможно. } 

Намеченное выше доказательство уста- 
навлнвает более общий факт — так назы- 
ваемую теорему Паскаля: через 
любые 5 точек, никакие три из которых 
не лежат на одной прямой, проходит ровно 
одна кривая второго порядка. 

Посмотрнм теперь внимательней на 
наш рисунок. Шесть прямых (попарно 
соединяющих наши точки А, В. С, О) 
и две параболы (содержащне все 4 точки) 
разбивают плоскость на 5 частей: голу- 
бую, розовую, штрихованные (розовым 
и голубым) и белую. Белая часть 
заполнена эллипсамн {один из ннх пока- 
зан), а остальные четыре — гиперболамн 
(две из них показаны). 

Наши прошлогодние читатели воз- 
можно вспомнят похожий рисунок ина 
обложке %), число частей на котором бы- 
ло, однако, нное. Как заметил один наш 
чнтатель, расположение н чнсло областей 
на той обложке было «нетипичным». Это 
объясняется тем, что там рассматривался 
в нзвестном смысле вырожденный случай: 
две нз прямых, соединяющнх пары точек, 
параллельны. В общем же случае всегда 
получается 5 частей: — «эллиптическая» 
н четыре «гнперболических». т 


*) «Квант», 1978. № 9. 


Рецензии, бибянография 


Новые книги 


В этом номере мы публику- 
ем краткие аннотацын на 
книги по математике и фн- 
змке, вышедшые в 111 квар- 
тале 1979 года. 


Математика 


Издательство «Наука» 


1. Гжегорчик А. 
Популярная логика. Пере- 
вод с польск. Издание 3-е. 
Объем 5 л., тираж 100 000 
экз.. цена 30 к. 

Кинга Анджея Гже- 
горчика предназначена для 
того, чтобы удовлетворить 
возрастающий — ннтерес к 
формальной логнке людей, 
не являющихся спецналис- 
тамн ин в математике, ни в 
логике. В наши дни эта 
отрасль науки получила 
важнейшее прикладное зна- 
чение. Теория электронных 
цифровых машин н других 
«умных» автоматов, нзуче- 
ине структуры языка, глу- 
бокие фнлософские вопро- 
сы оснований математики 
н других наук — вот сфера 
применення формальной 
логики. Формальная логи- 
ка — это наука, устанавлн- 
вающая общине методы (пра- 
вила. схемы) правильных 
умозаключений. Нанболее 
важную роль умозаключе- 
ння играют в математике: 
все математнческне теоремы 
опираются на точные до- 
казательства,. основанные 
на выводе следствий из ма- 
тематических аксном. Поз- 
тому неудивительно, что 
больше всего схем (спосо- 
бов) правнльных умозаклю- 
чений ученые открыли при 
анализе математических 
рассуждений. В снлу этого 
современная формальная 
логнка носит название 
математической логикн, 
так как прежде всего она 
изучает математнческие 
рассуждения. Делает она 


этб при помощи логических 
снмволов; поэтому = сов- 
ремениую формальную ло- 
гнику называют также сним- 
волической логикой. 
Кннга Гжегорчика по- 
священа простейшей частн 
математической логики — 
так называемой логике 
высказываний. На ее при- 
мере автор показывает, 
на чем основаны современ- 
ные логические схемы 
правнльных ›. умозаключе- 
ннй н какнм образом в сов- 
ременной формальной логи- 
ке используются  логиче- 
ские символы. От читателя 
ие требуется ии знания 
математических фактов. 
ни привычки к чтению ма- 
тематической литературы. 
Это — общедоступный 
очерк. Автор ведет изло- 
жение в разговорном сти- 
ле, аогические — символы 
заменяет словами. Много- 
чнсленные лрнмеры облег- 
чают усвоеине матернала. 
2. Калужнин Л. А.. 


Сушанский В. И. 
Преобразования и подста- 
новкц. Перевод < укр. 


Объем 4 л., тнраж 100 000 
экз., цена 20 к. 

В кинге — рассматри- 
ваются важные частные вн- 
ды отображеннй — пре- 
образовання и подстанов- 
ки конечных множеств. 
Детально изучаются свой- 
ства операции суперпо- 
знциия функций применн- 
тельно к преобразованиям 
н подстановкам и вводятся 
поиятня группы подстано- 
вок н полугруппы преобра- 
зований. На примере груп- 
пы подстановок иллюстри- 
руются важные понятня 
современной — абстрактной 
теорин групп: порядок 
элемента, система  обра- 
зующих. 

Вторая часть кикги 
требует больше усилий для 
понимания и рассчитана на 
учащихся фнизико-матема- 
тических школ. В ней рас- 
сказывается о простейших 
прнмененнях теорин групп 
для классификации много- 
членов со многимн перемен- 
нымн, исследованнях кор- 
ней уравнений высших стеё- 
пеней. математнческом ана- 
лнзе нгры в пятнадцать. 

Кинга может быть нс- 
пользована как для само- 
стоятельного нзучения уча- 


щимися срединх школ, так 
н учителями в качестве ос- 
новы факультативного кур- 


са. 
3.Ершов А.П. 
Три урока по алголу. Объем 


5 л., тнраж 100 000 —экз., 
цена 20 к. 
Эта кннга предназна- 


чена для первоначального 
ознакомления с алголом н 
содержнт всю необходимую 
ниформацию, чтобы «чни- 
тать» на алголе. Изложе- 
нне ведется в такой пос- 
ледовательности: первый 
урок — словесное описа- 
ние основных конструкций 
языка; второй урок — 
изложение особых случаев 
н исключений нз общих пра- 
вил ‘первого урока; тре- 
тий урок — примеры, ил- 
люстрирующие самые важ- 
ные случаи употребления 
тех или иных конструкций. 

Книга может быть 
полезна всем желающим 
изучать алгол. 

4. Салтыков А. И.., 
Селющшко Г. А. Про- 
граммирование для всех. 
Объем 10 л., тираж 100 000 
экз.. цена 40 к. 

В кннге излагаются ос- 
новы программирования 
на ЭВМ. Рассматриваются 
вопросы, связанные с пред- 
ставленнем решення мате- 
матических задач в виде 
алгоритмов п программ. Ос- 
новные приемы — програм- 
мнрования иллюстрнруют- 
ся на языке фортран. 

Кинга рассчитана на 
широкий круг читателей н 
может быть использована 
в качестве самоучителя по 
программированию. 


Издательство 
ние» 

5- Березнна Л. Ю. 
Графы и’их применение. 
Объем 9 л., тнраж 40 000 
экз.. цена 30 к. 

Автор знакомит чнта- 
теля с основными опреде- 
лениямн. методамн м при- 
ложениями теорин графов. 
Изложение, подбор уп- 
ражнений н иллюстраций 
дают достаточно полное 
представление об основных 
ндеях н методах теорнн 
графов и нанболее нитерес- 
ных ее приложениях. Ав- 


«Просвеше- 


тор показывает, как можно 
использовать графы прн ре- 
шения логических задач, 
задач на смекалку.  голо- 


воломок, задач олимпнад- 
иого типа. 

Эта киига может быть 
использована учителями 


для внеклассной — работы. 

6. Щербаков Р. Н., 
Пичурин Л. Ф. От 
проективной геометрии — 
к неевклидовой. (Вокруг аб- 
солюта.) Объем 8 л., ти- 
раж 100 000 экз. цена 25 к. 

Кинга посвящена ие- 
евклидовой геометрин. Из- 
ложение основано на идеях 
проективной геометрии н 
понятни абсолюта — мно- 
жества бесконечис уда- 
ленных элементов. Авторы 
в популярной н занима- 
тельной форме излагают ос- 
новы проектнвной  геомет- 
рни, опнсывают различные 
неевклидовы геометрин на 
плоскостн. 

Книга может быть ис- 
пользована во внеклассной 
работе п школе н для само- 
стоятельного чтення уча- 
щимися. Она может быть 
полезной также всем чита- 
телям, интересующимся гео- 
метрней. 


Физнка 
Издательство «Наука» 


1. Зубов В. Г. Мо- 
лекулярные явления. Тер- 
модинамика. Объем 20 л., 
тнраж 200 000 экз.. цена 
80 к. 

Эта книга 
второй частью (первая 
часть «Механика» вышла 
в 1978 году) курса основ 
современной фнзики для 
подготовительных — отделе- 
ннй вузов. Курс содержит 
весь материал программы 
вступительных экзаменов 
по физике. 

2. Каганов М. И. 
Электроны, фононы. маг- 
ноны. Объем 10 л., тираж 
50 000 экз., цена 35 к. 

В кинге в популярной 
форме излагается квантовая 
теорня твердоге тела. По- 
нять суть н опнсать с едн- 
ной точкн зрения очень 
несхожне свойства  раз- 
личных твердых тел мож- 
но, лишь используя пред- 


является 


ставления о  квазичастн- 
цах —  квантах энергни 
кристалла. Мз кингн чи: 


татель узнает, что сближает 
квазичастниы с обычиымн 
частицами, чем они отли- 


чаются друг от друга. в 
какой взанмосвязн нахо- 
дятся свойства твердого те- 
ла со свойствами отдельных 
квазичастиц и их коллекти- 
вов. Автор знакомит чита- 
теля с такимн квазичасти- 
цами, как фононы, магноны, 
экснтоны и плазмоны. 

3. Мякншев Г.Я. 
Элементарные частицы. 
Издание 3-е, исправленное 
и дополненное. Объем 10 л., 
тираж 50 000 экз.. цена 
35 к. 

В кинге в простой .н 
доступной форме излагает- 
ся физнка элементариых 
частиц. Прочитав эту кин- 
гу, читатель сможет ие 
только получить представ- 
ление о мире элементар- 
ных частиц, но н почувст- 
вовать ту напряженную. 
полную неожиданных от- 
крытий и смелых гипотез 
атмосферу, в которой жн- 
вут физики. нзучающие эле- 
ментарные частнцы. 

Написана кинга живо, 
увлекательно, Е юмором, 
а также (что является ие- 
маловажиым достониством) 
достаточно кратко. 

В данном изданни от- 
ражены важнейшне дости- 
жения физикн элементар- 
ных частиц за самые ло- 
следние годы. 

4. Бишоп Р. Ко- 
лебания. Перевод с аиглий- 
ского. Издание 2-е, пере- 
работанное. Объем 10 л., 
тираж 50000 экз.. цена 
55 к. 

В популярной и увле- 
кательной форме п кииге 
рассказывается о колеба- 
ниях в природе н технике. 
Затрагнвается широкий 
круг вопросов: колебания 
машни и приборов, термо- 
упругие колебання. авто- 
колебания, случайные ко- 
лебания, методы борьбы с 
вредными колебаниями н 
нспользованне полезных ко- 
лебаний. Изложение | кл- 
люстрнруются большим ко- 
личеством иримеров и фо- 
тографий. 

5. Навашни М. С. 
Телескоп астронома-лю- 
бителя. Издание 4-е. Объ- 
ем 25 л., тираж 30 000 экз., 
цена Гр. 10 к. 


В книге рассказывает- 
ся об устройстве телескопа 
мн о возможностях само- 
стоятельного изготовления 
телескопов-рефлекторов 
средних размеров. 


6. Новиков И. Д. 
Эволюция Вселенной. Объ- 
ем 10 д., тираж 40 000 экз., 
цена 40 к. 

Киига содержит  на- 
учно-популярное изложе- 
ние современной физиче- 
ской космологни — наукн 
о строении н эволюции Все- 
ленной в целом. Этот раз- 
дел астрофизики пережи- 
вает сейчас бурное разви- 
тне. связанное с новымк 
открытнямн астрономни, фн- 
знки н теоретическими раз- 
работкамн. В книге рас- 
сказывается ю расширяю- 
щейся Вселенной, о фото- 
метрическом и гравитаци- 
ониом парадоксах, об от- 
крытни реликтового излу- 
чення и теорни горячей 
Вселенной, © физнке про- 
цессов в расширяющейся 
Вселенной, с новых откры- 
тнях наблюдательной кос- 
мологни. 


«Атомиздать 


7. Соинн АС. 
Кентавры природы. Объ- 
ем 8 л.. тираж 100 000 экз.. 
цена 30 к. 

Эта кинга о необычных 
веществах — жидких крис- 
таллах, сочетающих в себе 
свойства жидкостей н крнис- 
таллов. От жидкостей осин 
взяли текучесть н вязкость, 
а от кристаллов — зависи- 
мость физическнх свойств 
от направления нзмерения. 

Необычны свойства 
жидкнх кристаллов. не- 
обычно н их использованне 
в технике, биологин и ме- 
дициие. Они помогают фо- 
тографнровать в невидимых 
лучах, днагностировать вос- 
палнтельные процессы. из- 
мерять температуру в не- 
доступных местах, опреде- 
лять примесн вредных ве- 
ществ в воздухе. Онн — в 
цкферблатах наручных ча- 
сов. ниформационных таб- 
ло. вычислительных мМа- 
шинах, навигационных са- 
молетных приборах ... Ока- 
зывается, многие вещества 
в живых организмах н, в 
частности, в клетках нервов 
н мускулов являются жид- 
кими кристаллами! 


И. Клумова, 
М. Смнолянский 


Новая 
научно-популярная 
серия 
издательства 
«Наука» — 
Библиотечка 
«Квант» 


В 1980 году по решенню 
Президнума Академин Наук 
СССР Главная редакция 
физико-математической ли- 
тературы нздательства «На- 
ука» начинает издание но- 
вой серни научно-популяр- 
ных книг — Библиотечки 
«Квант». Для руководства 
серкей создана специальная 
редколлегия, которую воз- 
главляют академики И. К. 
Киконн н А. Н. Колмогоров. 

Книгн, издаваемые в 
этой серин, будут предна- 
значены в первую очередь 
школьникам ученикам 
старшнх классов. Но мы 
уверены, что серня будет с 
нитересом встречена студен- 
тами, учителями, преподава- 
телями вузов и техникумов, 
а также всеми, кто интере- 
суется естествениыми наука- 
мн и их исторней. 

Название серин подчер- 
кивает общность задач этой 
серин и нашего журнала. 
Это прежде всего — вобпн- 
тание патрнотизма, чувства 
гордости за отечественную 
науку, пробуждение интере- 
са к заиятням естественными 
науками и оказание помо- 
щн в этих занятнях, расши- 
рение кругозора, воспнта- 
нне умення логически мыс- 
лить н т. д. 

В Библиотечке «Квант» 
будут издаваться новые, 
спецнально написанные для 
этой сернн книги, а также 
перенздаваться лучшне по- 
пулярные книги по естест- 
вениым наукам советскнх и 
зарубежных авторов. От- 
дельные выпуски будут со- 
ставлены из материалов 
журнала «Квант». Представ- 
ляем первые кинги этой се- 
рии. Они выйдут в 1980 году. 

Киига «Опыты в 90- 
машней лаборатории» будет 
посвящена описаиню  про- 
стых, но нитересных ни по- 
учнтельных опытов, которые 


. 


можно поставить у себя до- 
ма, пользуясь совсем не-- 
сложиым оборудованнем. 
Она составлена нз лучших 
статей, опубликованных В 
1970—1979 годах в Лабора- 
тории «Кванта». Мы надеем- 
ся, что эта кинга поможет 
иашим читателям провести 
первые самостоятельные фи- 
зическне опыты. 


Вторая книга — «Заме- 
чательные ученые» — состав- 
лена из опублнкованных в 
нашом журнале статей, по- 
священных выдающимся 
ученым: Копернику, Кеплеру, 
Ньютону, Лапласу, Ампе- 
р. Столетову, Ковалевской, 

ебедеву ин др. В этих 
статьях рассказывается @а 
жизин н работах этнх уче- 
ных, о том, как были сдела- 
ны эти работы, что позволн- 
ло выполинть те нлн иные 
опыты, какне усовершенст- 
вования были внесены в тех- 
ннку эксперимента, на чем 
основывались этн ученые, 
высказывая свон гипотезы. 


Без сомиения, многих 
читателей заннтересуют три 
кннги, которые будут пере- 
нзданы в 1980 году. Это 
прежде всего книга 

Фарадея «История 
свечи». Ей уже более 100 
лет. В книге собраны лек- 
ции, прочитанные великим 
английским физиком для де- 
тей. В ней автор, рассказы- 
вая ос свече, рассказывает н 
о капиллярных явленнях, н 
о <жиженин газов, и о химн- 
ческих реакциях, н о многих” 
других явлениях. На лекциях 
Фарадей показывал много 
интереснейших опытов, поль- 
зуясь шарнками. тарелками, 
нгрушками и т. д. Миогие 
из этих опытов будет ните- 
ресно повторить и современ- 
ному Читателю. В дополне- 
нни м книге, иаписанном 
доктором физико-математн- 
ческих наук Б. В. Новожи- 
ловым, рассказывается п со- 
временных представлениях 
с гореннн. 


Вторая кинга называет- 
ся «Атомы и электроны». 
Это — первая часть очень 
интересной кинги «Атомы, 
электроны, ядра», написан- 
иной около 40 лет тому на- 
зад известным советским фи- 
зиком ин замечательным по- 
пуляризатором М. П. Брон- 
штейном. Она относнтся 
к числу лучших образцов 
научно-популярной — литера- 


`чам. 


туры. В ней рассказывается, 
как впервые былин измерены 
массы н размеры атомов н 
молекул, как был открыт 
электрон, какне опыты прни- 
вели к выясненню структуры 
атомов и молекул. (Вторая 
часть книгн будет издана в 
1981 голу.) 

Элементарной алгебре и 
теорни групя посвящена кни- 
га академика П. С. Алек- 
сандрова «Введение в 
теорию групп». Эта область 
математики находит шнро- 
кое применение в физике, 
особенно в таких ее облас- 
тях как  кристаллография, 
физика твердого тела, физи- 
ка элементарных частиц. 
К настоящему изданию кин- 
га подверглась существенной 
переработке. 


ыы * 
® 


Из новых кииг прежде 
всего следует назвать книгу 
академика В. М. Глушко- 
ва и кандндата физико-ма- 
тематнческих наук В. Я. Ва- 
лаха «Что такое ОГАС?». 
В ней рассказывается о ма- 
тематических задачах, свя- 
занных с планированием и 
управлением народным хо- 
зяйством страны. Авторы на 
ннтересных примерах описы- 
вают’ нден н методы ойтн- 
мального управления, об- 
суждают возможности элек- 
троино-вычислительных ма- 
шия. Подробно рассказыва- 
ется о целях, задачах и пер- 
спективах ОГАС — общего- 
сударствениой — автоматизи- 
рованной системы сбора н 
обработки информации для 
учета, планирования н 
управлення. 

Другая новая кинга, ко- 
торая готовится к изданию, 
написаиа профессором Я. А. 
Смородниским. Назы- 
вается она «Температура». 
Эта книга познакомит Чнта- 
теля с тем, как возникло по- 
нятие температуры. как бы- 
ла создана температурная 
шкала, как получают п из- 
меряют низкие температуры, 
а также с такими нитерес- 
ными объектами как звезды, 
квазары, «черные — дыры» 
ит. п. 

Два специальных выпус- 
ка будут посвящены зада- 
Это — книга «Задачи 
по физике», написанная кан- 
дидатами физнко-математн- 
ческих наук- Л. Г. Асла- 
мазовым ни И. Ш. Сло- 


бодецкнм. В ней собраны 
задачи «олимпиадного типа», 
многие из которых публи- 
хковалнсь ранее в Задачин- 
ке «Кванта». 

Вторая книга посвяще- 
на логическим задачам. На- 
писана она Л. П. Мочало- 
вым н называется «Голо- 
воломки». Кннга содержит 
около 200 логических задач, 
для решения которых нужны 
сообразительность ин сме- 
калка и не очень важен уро- 
вень математической подго- 
товки читателя. Некоторые 
низ головоломок былн опуб- 
ликованы в нашем журнале 
н вызвали большой интерес 
читателей. 

В 1980 году также пла- 
нируется выпуск перевода 
кинги известного норвежско- 
го математика О. О ре«При- 
глашение в теорию чисел». 
В ней рассказывается о тео- 
рнн сравнений, о снстемах 
счисления и т. д. В книге 
много задач, ребусов, рас- 
сказов о магическнх квадра- 
тах, написана она занима- 
тельно н интересно. Автор 
знакомит читателя © совре- 
менным состояннем теорин 
чисел, применениями теории, 
с задачамн, еще не получив- 
шимн своего решения. 

В 1980 году выйдет еще 
одна книга зарубежного 
автора. Это — кинга замеча- 
тельного польского матема- 
тика Г. Штейнгауза 
«Математический . калейдо- 
скоп». В этой книге автор 
показывает, как математнка 
пронизывает всю — нашу 
жизнь. Это набор очень ин- 
тересных рассказов, задач н 
вопросов, посвященных са- 
мым различным областям 
математики. Перевод, кото- 
рый планируется в 1980 го- 
ду. сделан с последнего 
польского издания,  пол- 
ностью переработаниого ав- 
тором и дополненного боль- 
шим новым материалом. 

На все эти кингн уже 
сейчас можно сделать пред- 
варительный заказ, оставив 
открытку в магазннах «Кнн- 
га — почтой». (Адреса таких 
магазинов вы можете найтн 
п «Кванте», 1978, №№ 3, 6.} 

Редколлегия серни про- 
сит Вас написать нам, ка- 
кие кииги Вы хотелн бы 
прочитать в нашей сернн 
{в том числе и книги, издак- 
ные ранее как в нашей стра- 
не, так н за рубежом). 


И. Слободецкий 


Прекрасное 
собрание 
первоисточников 
по математике 


Любителн математики по- 
лучнли хорошую возмож- 
мость познакомиться # ос- 
новнымн математическими 
теориямн, идеями, откры- 
тиями непосредственио по 
первонсточинкам и в их 
нсторическом развитии: из- 
дательство  «Просвещенне» 
выпустнло в свет «Хресто- 
матию по историн матема- 
тики» (кн. |1 — 1976 г.. 
кн. 2 — 1977 г.). «Хресто- 
матня», составленная веду- 
щими советскими специалн- 
стамн по историн математи- 
ки во главе с профессором 
А. П. Юшкевичем, освешает 


развитие математнкн от 
глубокой древности до 
ХХ века. 

Читатели почувствуют 
особенности рассуждений 
в период создаиня соответ- 
ствующих — математических 


трудов. А особенности зтн 
значительны. Зачастую язык 
подлиниика весьма труден. 
Но каждый отрывок со- 
провождается, как правн- 
ло, его  пересказом на 
современиом языке и ква- 
лифицированными коммента- 
рнями. Кстати. комментарин 
соединяют отдельные отрыв- 
ки в единое целое, дополия- 
ют пропущенные звенья н 
дают общую характеристику 
всему содержанию соответ- 
ствующих документов. Иног- 
да комментарин содержат 
краткое описание других до- 


кументов, других тру- 
дов ученых той же 
эпохн. 


1-я кннга состоят из 
трех частей. 

Первая часть  посвя- 
щена арифметике м алгебре. 
За  отрывками, прннадле- 
жащими математикам Древ- 
него Китая, ИМкдии, Вавн- 
лона н "Египта, следуют 
отрывкн из работ матема- 
тнков эпохи Возрождения 
(например. из сочинений 
Кардано по решению урав- 
нений и введению комплек- 
сных чнсел) и трудов Р. Де- 
карта, И. Ньютона, Р. Де- 


декинда, Н. И. Лобачевско- 
го, К. Гаусса, Л. Эйлера, 
д. Буля. 
торая часть относит- 
ся к теории чисел. За нз- 
ложеннем трудов Евклида 
идут днофантовы  уравие- 
ния, теоремы Ферма с до- 
казательствами, прннад- 
лежащими  Эйлеру, эле- 
менты теорни групп у Эйле- 
ра, теория сравненнй п 
теорня комплексных чнсел 
Гаусса, а также теоремы по 
теорни чисел П. Л Чебы- 
лева, Б. Рныана, А. Пу- 
анкаре. 
третьей частн, со- 
держащей — геометрический 
материал, читатель  зиа- 
комнтся с измерением объ- 
емов в Древием Египте, 
с геометрией Евклида м г 
геометрией народов Средней 
Азин и Европы. Интерес- 
ны теорня конических се- 
чений Аполлония,  вопро- 
сы проективиой геометрии 
Паппа, уравниення кривых 
у П. Ферма, Р. Декарта, 
И. Ньютона и Л. Эйлера. 
Далее нзлагаются вопросы 


дифференинальной н неев- 
клидовой  геометрин. За- 
вершается третья часть 
матерналами по  теорин 


абстрактных пространств и 
топологии. 

Во 2-й кинге помеще- 
ны отрывки из работ, со- 
держаших элементы — ма- 
тематического анализа: тео- 
ремы Архимеда, Евклида, 
средневековых ученых, уче- 
ных ХУП-ХУШ веков. 
В отрывках из первоисточ- 
инков Ярко  характеризу- 
ются  осиовиые направле- 
ния развития математиче- 
ского анализа в ХИХ— 
ХХ веках. Этот матернал 
близко прнмыкает к про- 
грамме 9—10 классов шШко- 
лы. 

Во второй части 2-й 
книгн читатель  знакомит- 
ся с основными понятия- 
ми и теоремами теории ве- 
роятностей и их приложе- 
инямн в науке н на прак- 
тнке. На современном этапе 
развития школы н при воз- 
растаинн ролн математикн 
н ее приложений знаком- 
ство с матерналом этой ча- 
сти весьма полезно. 

К сожалению, тираж 
книги очень невелик, н ее 
первый том сразу же по 


выходе в свет стал биб- 
лиографической редкостью. 
И. Петраков 


Ответы, указаникв, решенмя 


т, 
© 


Геометрические решения геометрическнх 
задач 


1. 1+0,75 1/3. 3. УЗВ:. 4. 0,75 аб. 

. Указание. «Достройте» данную по- 
ыы ужность до окружности и трапецию 
АВСЬ до трапеции ЕВСР. описанной около 


/У их 
этой т 6. ВКО = 90° `ВОК==60°. 
/х 
ОВК = 30°. 7. ;-. . 8. 120°. 9. агссоз —— Е: 


2—5 


л — 2агссо$ 4 или 2гссо$ 4’ 
2-29 
л — 22гсс0$ и . 


«Квант» для младших школьников 


(см. «Квант № 8) 


1. Уменьшаемое оканчнвается цнфрой 
6. вычитаемое — цифрой 4. 
2. Цифры ан 6 должны удовлетворять 
уравнению 
100а -- В = # (10а -- В). 
или 
10а (10 — #) = 5—1. 
Легко видеть. что 1 < # < Ю(а= 
10). 


Прн #=- 10 получаем 6 - 0; тогда 
а=! и нужное чнсло — это 10 (100 = 
= 10-10). 


При А == 2, 3, 4.5, 8 решений нет. 

Прн Ё = 6 получаем число 18 (108 = 
— 6-18). 

При А = 7 — число 15 (105 = 

При А = 9 — число 45 (405 = 
Ответ: 10, 15, 18, 45. 

3. Легко показать, что число команд. 
участвующих в турнире, ие может быть 
четным. 

Возможны два случая. 

Каждая из семи команд, нмев- 
щих в среду после очередного тура четное 
чнсло встреч, в одиом нз предшествую- 
щих мы была свободной от игры. 

Каждая низ этнх семи команд не 
в свободной от игры ни в одном из 
предыдущих туров. 

В первом случае после следующего 
тура у всех этнх семи команд будет по 
нецетиому чнслу встреч. Одна из осталь- 
ных команд. свободная в этот день от 
нгры. будет по-прежнему иметь нечетное 
чнсло встреч. Следовательно, после сле- 
дующего тура  иечетное число встреч 
нмелн восемь команд. Остальные 
хоманды провели четкое число встреч. 

По подсчетам Борн такнх команд 


7.15). 
9.45}. 
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оказалось семь. Значнт, всего в турнире 
участвовало 15 команд. 

Рассуждая аналогично, получим для 
второго случая ствет — 13 команд. 

Итак, в турнире участвовало 13 нлн 
15 команд. 

4. 6 часов. 

5. Двенадцатью способами. 


Кроссворд «Космос» 
(см. «Квант» № 8, 3-ю с. обложки) 


По горизонтали: 5. Юпитер. 6. Эл- 


„липс. 10. Орион. 11. Вечер. 12. Сопло. 13. Ве- 


нера. 15. «Молния». 16. Кульминация. 
19. Космос. 20. Ригель. 21. Визир. 23. Старт. 
25. Седоя. 26. Дракон, 27. Хрунов. 


По вертикалн: 1. Титан. 2. Феникс. 
3. Глушко. 4. Титов. 7. Персей, 8. Афелня. 
9. Гипокинезия. 14. «Атлас». 15. Мицар. 
17. «Восток». 18. Алголь. 21. Волков. 22. Ре- 
сурс. 24. Тукан. 25. Стенд. 


Номер готовили: 
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На этом рисунке показано, как. отражаясь 
от стенок. биллиардный шарик движется по 
равнобедренному треугольнику с углом при 
вершине 1/6. Нет, нет, это ие опечатка. Де- 
ло в том, что при обычном нзображении 
траектории на треугольнике, число изломов 
н самопересечений очень велико, картина по- 
аучается крайне запутанная. Значительно 
более ясная (н красивая!) картина возника- 


ет, если склеить из 12-ти экземпляров нашего 
треугольника правильный 12-ти угольник, а 
затем отождествить его протнвоположные 
стороны. Тогда получвется замкнутая по- 


верхность с тремя «ручками», а траектория 
плавно вокруг нее обвивается. Зачем и как 
это делается вы можете прочитать в статье 
«Биллнарды н поверхности» на с. 2. 


ЗАДАЧА О ТУРИ( 


Архипелаг включает семь островов (рис. 1). Мз-за рифов 
у побережья прнстани для кораблей оборудованы только 
на островах 2, 4, 5, 6, 7. На архипелаге действует снстема 
паромных переправ, нзображениая на рисунке. Какой марш- 
рут для посещения всех островов нужно выбреть турнсту, 
непользующему для переезда с одного острова на другой 
только паромы, чтобы посетить каждый остров только одни 
раз, если после посещення последнего из островов он поки- 


дает архипелаг? 
А- Никоноренков 


Цеив 36 кол. 
Индекс 70465 


На этой странице обложки вы видите че- 
тыре семейства кривых,  нарисоваиные 
ЭВМ. Их уравиення в полярной системе 
координат (см. «Квант», № 7 за 1977 год) 
имеют такой вид: 
первое семейство: г [5--2со0$ф-- 
-+-3 [созф7" $ 81(со$$) ]-—В$1п? 184с058$/2 
{кривые из этого семейства приведены н на 
первой странице обложки); 

второе семейство: г—= А(со59--ИЗ-Е со) х 
х 605? 3,5 ф— Взт? 60; 

третье семейство: г=А со5 44а + В, ф== 


—&9—С эт 4а (эдесь кривые заданы в 


параметрической форме — каждому значе- 
нию параметра а отвечают определенные 
значения г и Ф, задающие точку на плос- 
кости; с параметрическом задании кривых 
рассказывалось в «Кванте» № за 
1978 год в статье М. Башмакова}; четвер- 
тое семейство г=—А(1-4с0з З9)-Р В зи12 3$. 
Значення величин А, В,С н т — разные 
для разных кривых. При желанни в иеко- 
торых из этих кривых можно узнать ли- 
стья растений. 
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Праздник твоего учителя 


Партия и Советское правительство 
высоко ценят неутомимую, плодотвор- 
ную деятельность учителей и выра- 
жают глубокую благодарность за их 
самоотверженный труд. 
Из приветствия ЦК КПСС, 
Президнума Верховного Со- 
вета СССР. Совета Минист- 
ров СССР Всесоюзному 
съезду учителей. 


В октябре наша страна торжественно отмечает традиционный празд- 
ник — День советского учителя. Этот праздник — день цветов и улыбок, 
поздравительных слов и наилучших пожеланий учеников своим настав- 
никам и воспитателям. Редакционная коллегия и редакция журнала 
«Квант» искрение присоединяются к теплым поздравлениям, адресован- 
ным славной армни учителей школ, преподавателей профессионально- 
технических училищ, всех работников народного образования. 

Замечательны страницы истории нашей школы, написанные не одним 
поколением советских учителей. От ликвидации массовой неграмотно- 
стн, доставшейся в наследство от царизма, через создание кадров новой 
рабоче-крестьянской интеллигенции, школа вышла к главной задаче 
сегодняшнего дня — завершению программы всеобщего обязательного 
среднего образования, воспнтанню гармонической личности активного 
члена общества развитого социализма. За 1918—1940 годы полную сред- 
нюю школу окончили около 1,5 миллиона человек, а за 1976—1978 годы 
более 8,9 миллиона человек завершили среднее образование. Вдумай- 
тесь в эти цифры! В них — яркая характеристика невиданного роста 
народного образования в СССР. 

Мы уже привыкли к успехам советской школы, ее достижения стали 
для нас естествениыми, закономерными. В этом огромное завоевание 
социализма — право на образование неотделимо от нашего бытия, не- 
возможно представить себе наших детей, юношества без школы, без 
знаний. Иную картину представляет собой резльность капиталистиче- 
ского мира. По оценке зарубежной печати, в странах капитала около 
300 миллионов детей школьного возраста не посещает школ. А вот, на- 
пример, признание аргентинской прессы: в стране из каждых четырех 
учащихся один вынужден уходить из начальной школы, не закончив 
даже второго класса; из ста учеников лишь половине удается получить 
начальное образование. Причина? Тяжелое матернальное положение 
семей трудящихся, не позволяющее их детям посещать школу. 

Роль учителя в нашей жизнн переоценить трудио. Ведь это на его 
глазах, под его непосредственным влияннем проходит самый ответствен- 
ный период жизни человека — период возмужания, становления лично- 
сти. Рождение каждого нового гражданина Страны Советов, труженика 
и творца. в значительной мере неотделимо от кропотливого, поистине 
самоотверженного труда учителя. Именно поэтому учитель, педагог 
пользуется любовью и уважением всех советских людей, а его профес- 
сиональный праздник стал поистине общенародным. 


Но праздник наших учителей — это не только день поздравлений и 
пожеланий, сколь бы искренинми они ни были. В этот день каждый уче- 
ник должен особенно четко и честно ответить самому себе на главный 
вопрос — все ли ты делаешь для того, чтобы труд учителя был более 
эффективным, легким, радостным? Результаты труда учителя зависяг 
не только от его таланта, знаний, опыта — онн зависят и от учеников, от 
нх желания учиться, от их сознательности и понимания дисциплины, от 
их воли и умения подчас делать не то, что хочется, а то, что необходимо. 

Состоявшийся в мае с. г. [У пленум ЦК ВЛКСМ в своем постановле- 
нии «Об усилении работы комсомола по коммунистическому воспитанию 
учащихся общеобразовательных школ н подготовке их к труду» особое 
внимание обратил на необходимость «воспитывать у учащихся понима- 
нне того, что получение всеобщего обязательного среднего образования 
является гражданским долгом и жизнениой потребностью каждого мо- 
лодого советского человека». Это прежде всего означает, что школьннк 
не может быть пассивной стороной в процессе обучения. воспитания. 
Он должен активно способствовать созданию атмосферы творчества и 
заинтересованности в овладенни знаниями, принципиально реагировать 
на случаи недисциплинированности, стремиться к глубокому внутренне- 
му усвоению марксистско-ленинской идеологии и коммунистической 
морали. 

Особые поздравления редакционная коллегия и редакция «Кванта» 
адресуют сегодня дорогим коллегам — учителям математнкн и физики. 
Именно им миллионы школьников обязаны своими знаниями по этим 
предметам. И именно им тысячи п тысячи школьников обязаны своей 
любовью к этим наукам, своими первыми успехами. Подметить способ- 
ности ученика, пробудить в нем интерес к предмету, направить его даль- 
нейшне занятия, помочь превращенню интереса к предмету в выбор про- 
фессии — сколько все это требует труда, знаний, педагогического 
мастерства! 

Многие скромные школьные учителя математики н физики внесли 
неоценимый вклад в развитие этих наук — помогли талантливой моло- 
дежи найтн свое призвание, прийти в большую науку. И нет более при- 
ятной, более высокой награды за труд учителя, чем достижения его 
ученика в математнке или фнзике. 

Пройдет не так уж много времени и сегодняшние старшеклассни- 
ки — читатели «Кванта» окончат школу. выйдут на широкую дорогу са- 
мостоятельной жизни. Большинство из них выберет себе специальность, 
так или иначе связанную с физико-математическими науками. Можно с 
уверенностью сказать, что они окажутся достойными учениками своих 
учителей. 


А. Ширшов, А. Никитин 


Обобщенная сумма 
углов 
многогранника 


В евклидовой  теометрин важное место 
занимает теорема ос сумме углов плоского 
многоугольника, поэтому естественно воз- 
никает вопрос о пространственном аналоге 
этой теоремы. О таком аналоге н о свя- 
заиных с инм понятиях рассказывается 
в этой статье. 


Мера л-гранного угла 


Будем измерять плоские и много- 
гранные углы следующим образом. 
Пусть АОВ — произвольный угол на 
плоскости. Построим окружность ра- 
днуса г >0 с центром в точке О 
и примем за меру угла АОВ величину 
отношения длины дуги А’тВ”, на- 
ходящейся внутри угла АОВ, к дли- 
не всей окружности (рис. 1). 

Прн таком измеренин углов, на- 
пример, мера угла в один градус рав- 


4 


на 
| 


мера угла в л раднан равна 


р 
360 ’ 
а известные теоремы о сумме уг- 


2 
лов треугольника и сумме углов вы- 
пуклого п-угольника формулируют- 
ся соответственно следующим обра- 
зом: величина суммы углов треуеоль- 


3” 


выпуклого п-угольника равна 


ника равна величина суммы 


углов 
п 


2 

Рассмотрим произвольный л-гран- 
ный угол. Вокруг его вершины (а в 
случае двугранного угла вокруг про- 
извольной точки ребра этого угла) 
построим сферу и назовем мерой 
п-гранного угла величину отношения 
площади части сферы, находящейся 
внутри угла, к площади всей сферы 
(рис. 2). 

Если п >2н А, А.,..., А, — 
точки пересечения л-гранного угла 
со сферой, то через |А., А, ...А„| 
обозначим меру нашего л-гранног о 


—^ ^^ —^ 
угла, а через 1А,|, [4,|,...,| А, | 
обозначим соответственно меры внут- 


Рис. 1. 


ренних двугранных углов А,, 
А.,..., Аи п-гранного угла. 
` Каждая из граней л-гранного угла 
пересекается со сферой по большой 
окружности и все грани л-граиного 
угла отсекают от сферы фигуру, ко- 
торую обычно называют сферическим 
п-угольником (см. рис. 2). 
На рисунках 3 н 4 показаны сфе- 
рические 2-угольник и треугольники. 
Мера двугранного угла, как вид- 
но из рисунка 3, равна мере его ли- 
нейного угла. Из известной формулы 
площади сферического треугольника, 
которая дает нам выражение площади 
через величины углов, измерениых 
в раднанной мере (см. «Квант». 1977, 
№ 1, с. 9), переходя к нашим 0бо- 
значениям, получим 


2| вс] =1А [+ |181 + |б1-х, (0) 


где А, В. С — внутренние дву- 
граиные углы ирн ребрах ОД, ОВ, 
ОС нашего грехгранного угла. 


Рис. 3. 


Действительно. площадь фигуры Ф,, 
составленной из двух сферических тре- 
угольннков АДС п А’О’С. совпадает с 
площадью 2-угольника С *), площадь фигу- 
ры Ф.. составленной из треугольников 
АР'Ви А’ОВ. — с площадью: 2-угольннка 


= 
В: фигура же Фу. ограниченная полуокруж- 


ностями АВА’ и А’СА. есть 2-угольник А. 
Пересечение этих трех фигур Ф, Ф.Ф Ы 
—Ф. Ф.Ф. ОФФ, Ф, является 
интересующим нас сферическим треуголь- 
ником АВС. Поэтому. вычисляя сумму 
площадей этих трех фигур. мы трижды. т. е. 
два лншиих раза. посчитаем площадь 
треугольника АВС. Вычитая из этой сум- 
мы удвоенную площадь треугольника ЛВС. 
мы получим площадь видимой (на рисуи- 
ке 4) полусферы. Итак. = |А |+] ре 
+ 1С1-—2]^ ВС]. т. е. справедлива форму- 
ла (1). 

Из равенства (1) следует. что сум- 
ма мер внутренних двуграпиых углов 
произвольного трехгранного угла на 


1 
—> превышает его удвоенную меру. 


*) 2-хгольник мы обезназаем тэк же 
как соответствующий  дьугранный угол. 


Рис. 


Найдем теперь меру 


выпук- 
лого  л-гранного угла. Заметим, 
что всякий выпуклый п-угольник мо- 
жет быть разбит на м — 2 треуголь- 
ника. Аналогично этому. всякий вы- 
пуклый л-гравный угоя (п >2) мо- 
жет быть разбит на п — 2 трехгран- 
ных угла, а соответствующий сферн- 
ческий л-угольник разбивается ири 
этом на п — 2 сферических треуголь- 
ника (рнс. 5). Применяя формулу (1) 
ко всем этим треугольникам и сум- 
мируя, видим, что для сферического 
п-угольника Л,А,...А,, соответ- 
ствующего некоторому вы- 
пуклому п-гранному углу, вы- 
полияется формула 


И и т 
Ай =---1, (2) 


то есть сумма мер внутренних 06ву- 


гранных углов п-гранного угла на 
п 
21 превышает  удвоеннию меру 


п-гра нного угла {прин п >2). 
и А в... 
Еы —2'А.А,...Ан| 


в дальнейшем будем называть избыт- 
ком многогранного угла ОА,» ... Ан. 


Упражнение 1. Применяя фор- 
мулы (Г) и (2). найдите а) меру трехгран- 
ного угла в вершинах куба; 6) меру трех- 
гранного угла в вершияах правильного 
тетраэдра; в) меру четырехграииото угла 
в вершинах октаэдра. 


Величину 


Сумма углов миогогранника 

Рассмотрим теперь произвольный те- 
траэдр. Обозначим через <; (1 - 1,2, 
3, 4) величины его трехгранных уг- 


лов, а через В, { 1,2,.... 6) ве- 
личины его двугранных углов. .Из- 
быток всякого трехгранного угла ра- 


1 
вен —-, поэтому сумма низбытков всех 


трехгранных углов тетраэдра равиа 

2. Заметим. что каждый двугранпый 

угол учитывался дважды: сначала 

ири одной вершине ребра, а затем 

прн другой. Таким образом, имеет 
в 4 


место равенство 2\ в; — 2\Уа=2. 
= = 
Следовательно, 
а : 


— р, щЕТГ. (3) 
1—1 1 

Рассмотрим произвольную выпук- 
лую А-угольную пирамиду. Обозна- 
чим через х величину А-гранного 
угла (при вершине пнрамиды), через 
@ — сумму величин всех ее трехгран- 
ных углов при основании, через 
В — сумму величин всех двугранных 
углов при основанин пирамиды и че- 
рез В — сумму величин всех двугран- 
ных углов, образованных ее боковыми 
гранямн. Как и в случае тетраздра, 
вычислим сумму избытков по всем 
вершинам пирамиды. 


Из формулы (2) следует, что 


В 2 = 5 1, а из формулы (1) 
получаем, что В+28— 2 = > А, 
поэтому 
— 1 
р -аа=-. (4) 
В+ АР 09 


Таким образом, из формул (3) 
и (5) вытекаег, что как для тетра- 
элра, так и ая любой выпуклой 
К-угольной пирамиды разность между 
суммой величин всех двугранных углов 
# суммой величин всех многограчных 
углов при вершинах есть величина, 
зависящая только от числа граней 
пирамиды. | 


Рассмотрим теперь произвольный 
выпуклый ‹ многогранник с нп 
гранями (рис. 6). Выберем произволь- 
но внутри него точку А и соединим 
ее со всемн точкамн ребер много- 
гранника. В результате получим раз- 
биение многогранника на п инрамид. 


Рис. 6. 


Заметим следующее: сумма величин 
всех многогранных углов этнх пира- 
мид с вершинами в точке А равна 1; 
сумма величин всех трехгранных уг- 
лов при основаниях пирамид совпа- 
дает с величиной суммы ф всех мно- 
гогранных углов при вершинах мно- 
гогранннка; сумма величин всех дву- 
гранных углов при основании пира- 
мнд из нашего разбиения совиадает 
с величиной суммы ф всех двугранных 
углов многогранника. Отсюда н из 
формулы (4) непосредственно полу- 


чаем, что 1-ф+Фф= — -п или 


9—-9=5 1. (6) 


Заметим, что требование выпук- 
лости многогранника присутствует 
лишь для простоты изложения. Обоб- 
щения в этом направлении читатель 
может получить самостоятельно. 

Теорема об обобщенной сумме уг- 
лов тетраэдра впервые была доказана 
де Гюэ в 1783 г., дальнейшие обобще- 
ния опубликованы Бриаинюном в 
1837 г. 

Удивительное свойство формулы 
{4) состоит в том, что, в отличие от 
плоского случая, эта формула остает- 
ся справедливой и в неевклидовой 
геометрии. 


У пражиения 

2. а) Найдите обобщенную сумму 
углов куба н додекаэдра. 6) Для этнх мно- 
гогранников найдите сумму мер миого- 
граниых углов при вершннах.. 

3. Используя формулу (1): вычислите 
сумму избытков многогранных углов вы- 
пуклого многогранника. у Которого Р ребер 
м В вершин. (Ответ. Р — В.) 

4. Выведите из упражнения 3 и фор- 
мулы (6) знаменитую формулу Эйлера, 
связывающую число граней Г. число вер- 
шин В н число ребер Р выпуклого 
многогранника: Р — В Г 

5. Приведите пример многогранника, 
для которого В — Р-Г= 9. 


Список читателей, 
приславших правильные 
решения задач 

из Задачника «Кванта» 


В этом иомере мы публикуем фамилин чн- 


тателей, приславших правильные реше- 
ния задач М536—-М544 и Ф533—Ф547 
({жири ые цифры после фамилий — по- 


следн ие цифры иомеров решенных задач). 


Математика 


Н. Абдибеков (Аркальск) ба; К. Абдухали- 
ков (Алма-Ата) 6—8: А. Агаев {с. Покров- 
ка АзССР) 7; 3. Алавердян (Мджеван) 3; 
Ф. Алиев (Баку) В 3. 4; А. Андреасян 
(Бюрегаван АрмССР) 3: Р. Ардан (Львов) 
6. 7, 1-3; К. Арстамян (Кафаи) Т; 
Н. Арутюнов (Киев) 2—4: Ахметьев 
(Москва) 2—4; ДА. Ахметхозин (Андижан) 
ба, 7; А. Бадалян (пос. Берд АрмССР} 
6—8: Б. Байсакалов (Алма-Ата) 6. 7; 
К. Бакланов (Тула) ба. 7: А. Балинский 
(с. Дублины Львовской обл.) 6—9, 1--4; 


- (Баку) 7, 1. 


А. Барг (Николаев) 6. 7; А. Барышников 
(Москва) 6; Б. Бегун (Москва) 6, 2; А. Бе- 
люг@ (Кривой Рог) 3: Н. Березовский 
(Черновцы) 2. 3; С. Берколайко (с. Котово 
Белгородской обл.) 3: С. Беспамятных 
(Артемовский) 6--9. 2; НМ. Бовсуновский 
(с. Путиловичн Жнтомирской обл.) 3; 
А. Боричев (Леиниграл) 6. 8, 0, 3,4; Е. Бра- 
вый (Пермь) 6; А. Брагинский (Волгодонск) 
6. 0: Я. Бретман (Киев) 3; А. Бурин 
(Москва) 6, 1, 4; Ю. Биусин (Черемхово) 
7. 3. 9. Вайслер (Кнев) 3: В. Вардаков 
(Таштагол) 6; С. Восиловский (Ашхабад) 
1; И. Владимиров (Москва) 2. 3; А. Ваздес- 
ку (СРР) 7. 8. 0; Х. Воктор (Днепродзер- 
жинск) 1, 3; А. Воронов (Москва} 6; М. Гав- 
рилов (пос. Чериоголовка Московской обл.) 
ба, 7. 8, 1—4; Э. Гаджиев (Тбилиси) ба, 3; 
М. Гайсинский (Ташкент) 4; Н. Гасилов 
3; А. Генин (Москва) 3: 
А. Генязюх {Киев) 3; А. Гильман (Москва) 
6, 7. 4: А. Гилюк (Флорешты) 2: /Т. Гит- 
лин (Витебск) 6—8: Ю- Глухов (Щелково) 
6, 7: С. Глушко (Дрогобыч) 3; О. Горбо- 
чев (Кустанай) 6, 3, 4; 0. Гордиенко 
(Павлодар) 7, 8; М. Горелов (Белорецк) 
6; /7. Грина (г. п. Дятлово Гродненской 
обл.) 1; Н. Гринбере (Киев) 6.1, 1, В. Гу- 
ба (Вологда) 6—8. 1—4; С. Гузов (Львов} 


{Продолжение см. на с. 14) 


И. Уруссвский 


Бег, ходьба 
и физика 


Может лн человек, связанный по 
рукам и ногам, бегать быстрее «раз- 
вязанного»? Может! Не верите? Да- 
вайте разберемся... 

С точки зрения теории колебаний 
бег человека в системе координат, 
связанной с бегуном, есть просто 
болтание ногами. Таким образом, но- 
ги при беге и ходьбе выступают в ро- 
ли маятников, соединенных шарнир- 
но с корпусом и колеблющихся в поле 
тяжести около своего положения рав- 
новесня — вертикального положения. 
Но нога — это не «груз на невесомой 
нити», не математнческий маятник, 
который изучают в школе: масса 
ноги не сосредоточена в одной точке, 


? 


а распределена вдоль всей ноги. Но- 
га — это физический маятник. 
Важнейшая характеристика вся- 
кого маятника — частота его свобод- 
ных колебаний. Для математического 
маятника, как известно, частота сво- 


бодных колебаний равна у, =У Л 
и зависит только от длины / маятника. 
У физического маятника, в отличие 
от математического, частота свобод- 
ных колебаний зависит не только от 
его длины, но и от распределения 
масс вдоль маятника: чем ближе рас- 
положены массы к оси колебаний 
маятника, тем выше частота его сво- 
бодных колебаний. Однако и для 
физического маятника частоту тоже 


можно записать как \=У в, 
где [. — очень важная характеристн- 
ка маятника — его приведенная дли- 
на. Это длина такого математического 
маятника, который имеет ту же ча- 
стоту, что и данный физический. 

Для пропорционально сложенных 
людей приведенная длина ноги-маят- 
ника пропорциональна росту. По- 
этому частоты собственных колебаний 


ног людей разного роста относятся 
как корни квадратные из отношения 
(обратного) ростов. Это дает нам 
очень простой способ определения 
№ для человека любого роста. Доста- 
точно измерить собственную частоту 
колебаний вашей собственной ноги. 
А это несложно: стоя на одной ноге, 
покачайте, расслабив мышцы, дру- 
гой и сосчитайте среднее число коле- 
баний ноги за одну секунду. Напри- 
мер, для человека, имеющего рост 
175 см, частота оказывается равной 
0,8 Гц. Так что для человека роста 


(см) х, =0,8 У 175/й (Гц). 


Если ногу согнуть, как это бы- 
вает при беге, то приведенная длина 
ноги уменьшится и частота свобод- 
ных колебаний возрастет примерно 
на одну четверть. 

При ходьбе ноги совершают вы- 
нужденные колебания под действием 
мышц. Известно, что при вынужден- 
ных колебаниях их размах зависит 
не только от величины силы, но и 
от частоты ее действия. Частоту, 
при которой получается наибольший 
размах, называют резонансной ча- 
стотой. 

Резонанская частота Ур почти совпа- 


дает с частотой У, свободных колебаний 
маятника: 


Ур = хи ИТ а, 


1 


где @-== 5л тп 250,37 пл, п — число, 


показывающее. во сколько раз уменьша- 
ется амплитуда свободных колебзвний за 
однн период. Амплитуда свободных коле- 
баний ноги человека уменьшается за один 
период приблизнтельно в два раза, так что 
в интересующем нас случае п=2, а—0.11 
и резонансная частота отличается от соб- 
ственной всего на 0,6%. 

Ясно, что с точки зрения эконо- 
мии сил выгоднее всего ходить, пере- 
ставляя ноги с резонансной частотой. 
При таком темпе ходьбы запасае- 
мая ‘при подъеме ноги потенциальная 
энергия наиболее полным образом 
переходит в кинетическую в момент 
прохождения ноги через положение 
равновесия, а через четверть пернода 
(через полшага) кинетическая энер- 
гия колебательного движения нан- 
более полно переходит в потенциаль- 
ную. Максимальные значення потен- 
циальной и кинетической энергии в 
этом случае почти одинаковы, и до- 


полнительная нагрузка на мышцы 
ног, связанная с необходимостью 
«болтать» ногами при ходьбе, мини- 
мальна. 

Люди действительно ходят, пере- 
ставляя ноги с резонансной частотой. 
Отклонения «рабочей» частоты от ре- 
зонансной весьма невелики. И ясно 
почему: чем больше это отклонение, 
тем больше добавочная нагрузка на 
мышцы, связанная с преодолением 
инерции ног при слишком быстром 
темпе ходьбы или с преодолением дей- 
ствующей на ноги силы тяжести при 
слишком медленном темпе. 

Ситуация совершенно аналогич- 
на знакомой всем практике раскачи- 
вания на качелях: сравнительно лег- 
ко раскачать качели на их резонанс- 
ной частоте, но если вы будете пы- 
таться раскачать их с частотой, ска- 
жем, вдвое большей, то быстро уста- 
нете, а качели практнчески не сдвн- 
нутся с места. 

Теперь понятно, почему человек, 
если требуется идти быстрее, прежде 
всего увеличивает шнрину шага, а не 
темп ходьбы. Скорость движения при 
этом возрастает, а резонансная ча- 
стота колебаний ноги изменяется 
очень мало: из физики известно, что 
резонансная частота почти не зависит 
от размаха колебаний. 

Кроме увеличения шнрины шага, 
есть еще один резерв убыстрения ско- 
ростн хода: сгибание ноги в колене 
в то время, когда она оторвана от 
земли. На ширине шага это, конечно, 
не отражается, я резонансная частота 
при этом возрастает, и человек, «под- 
строив» таким образом резонансную 
частоту своих ног к более высокому 
темпу ходьбы, может идтн быстрее. 

Руки человека также приспособ- 
лены для ходьбы. Поскольку ноги 
движутся в двух разных параллель- 
ных плоскостях, находящихся на не- 
котором расстоянии друг от друга. 
движение ног вызывает момент сил, 
стремящийся повернуть корпус че- 
ловека вокруг вертикальной оси. 
Чтобы сохранить прямую походку, 
люди размахивают руками «навстре- 
чу» движению ног. При таком движе- 
нии рук возникает момент сил, про- 
тивоположный моменту сил, обуслов- 
ленному движением ног, ин компен- 
сирующий его. Заодно уменьшаются 


смещения по вертикалн центра тяже- 
сти тела и связанная с этим работа: 
ведь раздвигание ног при ходьбе 
смещает центр тяжести вниз, а раз- 
двигание рук — вверх. Конечно. че- 
ловек может сохранять прямую по- 
ходку и не размахивая руками, |: (9) 
лишь ценой дополнительного напря- 
жения мышц, а это невыгодно. 

Размахивать рукамн при ходьбе 
легче всего, если резонансные часто- 
ты колебаний рук н ног одинаковы. 
Оказывается, эти частоты действи- 
тельно совпадают. Более того, если 
человек «подстранвает» резонансную 
частоту колебаннй ног под ускорен- 
ный темп движения. сгибая их, то 
при этом он соответственно сгибает 
н руки, поллерживая лем самым ра- 
венство резонансных частот кслеба- 
ний рук и ног. 


Чем болыше скорость ходьбы, тем 
сильнее приходится сгибать ноги (и 
руки), чтобы «подстраивать» резо- 
нансную частоту под желаемый темп 
движения. При бысзром беге ноги 
сгибаются под очень острым углом. 
Но как ни старайтесь, а сложить ногу 
более чем вдвое и тем самым более 
чем вдвое уменьшить приведенную 
длину ноги, вам не удастся (таково 
уж устройство ног). Значит, нельзя 
увеличить частоту резонансных коле- 


баний ног более чем в У2 раз. 
{А если учесть, что во время оттал- 
кивания от земли нога должна быть 
прямой, то станет ясно, что «коэффи- 
пиент увеличения» заведомо меньше 
У?.) 

Итак, «подстройка» резонансной 
частоты под темп ходьбы илн бега 
возможна лишь в довольно ограни- 
ченных пределах. И ксгда приходит- 
ся бежать в быстром темпе, то запа- 
саемой при каждсм подъеме ноги 
потенциальной энергии не хватает для 
ссобщения ноге во время отталкивз- 
ния от земли нужной кинетической 
энергии ксдебательного движения. 
Восполнять ее недостачу приходится 
за счет работы мыши. А требуемая 
кинетическая энергия быстро растет 
с увеличением скорссти: сна пропор- 
пиональна квадрату скорссти движе- 
ния бегуна. Если же учесть, что при 
той же ширине шага скорость про- 
порциональна числу шагов в секунду, 
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то выходит, что энергия, «попусту» 
затрачиваемая на «болтание» ногами 
при быстром темпе движення, про- 
порциональна третьей степени скоро- 
сти. Это означает, что увеличение ско- 
рости бега всего на 10% требует 
увеличения затраты энергии на одну 
треть. а двукратное увеличение ско- 
рости потребовало бы вссьмикрат- 
ного увеличения затрачиваемой энер- 
гии. Что же касается требуемых сил, 
с которыми мышцы должны приво- 
дить в движение ноги при быстром 
беге, то они пропорииональны квад- 
рату скорости. 

Такая резкая нелинейная зависи- 
мость затрат энергин от скорости об- 
уславливает сравннтельно небольшой 
разрыв в скорости бега на короткие 
дистанции между рекордсменамн и 
прссто хорошими легкоатлетами. Вот 
псчему так трудно «выжать» яншние 
доли секунды на стометровке. Кстати 
сказать, это также сбъясняет, по- 
чему при беге на длинные дистан- 
ции, когда особенно нужно беречь 
силы, люди предпочитают бежать, де- 
лая сравнительно болышие прыжки, 
но переставляя исги с частотой, близ- 
кой к резонансной. И это несмотря 
на то, что каждсе подпрыгнвание тре- 
бует дополнительной затраты энер- 
гин. 

Для нахождения количественной 
зависимости сил, которые должны 
развивать мышцы, от частоты пере- 
становки ног нужно, кроме частоты 
свободных колебаний ноги, знать еще 
и степень затухания этих колебаний. 
У человека амплитуда колебаний но- 
ги уменьшается примерно В двЕ раза 
за один пернод. Сила мыши, движу- 
щая ногу вперед и назад, действует 
периодически, ‘притом можно при- 
ближенно считать, что она меняется 
по синусоидальному закону. Этих 
данных дсстаточно, чтобы. пользуясь 
нзвестными формулами теорин коле- 
баннй. рассчитать силу, несбходимую 
для любого темна ходьбы. 

Результаты расчета приведены на 
графике. Видно, что требуемая сила 
имеет минимум при частоте переста- 
новкн ног, равной резонансной. и 
резко возрастает при отклонении от 
этого значения. График наглядно по- 
казывает, насколько выгоднее ходить, 
переставляя ноги именно с резонанс- 
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Ус 2. З», У 

График завнснмостн снл, приводящих в 
движение ноги, от темпа ходьбы. Здесь 
у — частота колебаннй ног прн ходьбе. 
то есгь число шагов одной ногн за се- 


кунду. У‹ — резонансная частота ко- 
лебаний ногн. По вертикалн отложена 
величнна, показывающая, во сколько 


раз большие снлы должны создавать мышцы 
по сравненню с ходьбой на резонансной 
частоте. 


ной частотой, и как катастрофически 
возрастает требуемая сила с увеличе- 
нием темпа ходьбы. Так, например, 
при увеличении частоты колебаний 
ног вдвое по сравнению с резонанс- 
ной частотой, то есть при двукратном 
увеличении числа шагов в секунду, 
силовая нагрузка на мыйщы ног при 
той же ширине шага возрастает в 
14 раз! Уже при отклонении темпа 
ходьбы всего на 10% от резонансной 
частоты требуемая сила заметно воз- 
растает. Отсюда ясно, почему люди 
идут, старательно придерживаясь 
своей резонансной частоты: так легче 
ходить. (Качественно приведенная за- 
висимость сохраняется и в случае 
бега. Нужно только учитывать, что 
резонансная частота при беге из-за 
сгибания ног в коленях несколько 
выше, чем прн ходьбе). 

Чем меньше приведенная длина 
ног при той же их длине (практиче- 
ски — чем тоныше делаются ногн 
книзу и чем резче происходит умень- 
шение их толщины сверху вниз}, 
тем больше резонансная частота коле- 
баний ног и тем большую скорость 
при тех же усилиях может развивать 
их обладатель. С другой стороны, чем 
легче ноги, тем меньше усилий тре- 


буется от мыши ног для движения 
с той же скоростью (поскольку сила 
нропорнциональна весу ноги). Имен- 
но поэтому все быстроногие живот- 
ные (антилопы. гепарды, скаковые 
лошади, борзые собаки) имеют сильно 
утончающиеся книзу и сравнительно 
легкие ноги. 

Правда, второе условие имеет 
меньшее значение по сравнению с 
первым, поскольку решающую роль 
в быстроте бега играет резонансная 
частота колебаний ног. Например, 
слоны с их массивными, но сравни- 
тельно стройными ногами бегают до- 
вольно резво, ав Индин выражение 


«походка, как у слона» — высшая 
похвала. 
Да что там слоны и антилопы! 


Попробуйте-ка догнать обыкновенно- 
го поросенка, который задался целью 
убежать от вас. Форма ноги поросен- 
ка — того, что в обиходе называют 
окороком,— характеризуется очень 
резким уменьшением толщины ноги 
сверху вниз. Окорок нужен поро- 
сенку вовсе не для того, чтобы из 
него делали ветчину, а чтобы резо- 
нансная частота ноги была побольше. 
Короткие ноги поросенка имеют на- 
столько высокую резонансную ча- 
стоту, что позволяют ему конкуриро- 
вать в скорости бега с человеком, 
ноги которого гораздо длиннее. 

Итак. решающую роль в быстроте 
бега и ходьбы играет резонансная 
частота колебаний ног. Естественно, 
возникает вопрос: а нельзя ли ее 
увеличить? Сделать это было бы весь- 
ма заманчиво: увеличение резонанс- 
ной частоты позволило бы людям 
ходить и бегать быстрее. 

В принципе возможны по крайней 
мере два способа решения проблемы. 
Первый способ — увеличить снлу 
земного тяготения. Резонаисная ча- 
стота колебаний маятника пропор- 
циональна корню квадратному из 
ускорения силы тяжести. Поэтому, 
например, удвоение силы земного тя- 
готения повлекло бы за собой уве- 
личение регонансной частоты коле- 
баний ног в У2 раз. Правда, уве- 
личить силу земного тяготения, мяг- 
го говоря. не так просто, а главное, 
пожалуй, и не стоит. Но для космо- 
навтов, которые когда-нибудь будут 
разгуливать по другим планетам, во- 


прос о зависимости резонансной ча- 
стоты колебаний ног от ускорения 
силы тяжести носит далеко не зкаде- 
мический характер: ведь на каждой 
планете свое ускорение силы тяжести. 

Второй способ решения проблемы 
несравненно проще. Если запасаемой 
прн каждом подъеме ноги потенцниаль- 
ной энергии не хватает для сообщения 
ноге требуемой скорости колебатель- 
ного движения, то, связав ноги эла- 
стичным резиновым шнуром или при- 
соединив к ногам каким-либо иным 
способом упругие элементы, стремя- 
щиеся возвратить в положение равно- 
весня отклоненную от этого положе- 
ния ногу, мы тем самым увеличим 
потенциальную энергию, накапливае- 
мую (за счет кинетической} при подъ- 
еме ноги. В результате уменьшится 
бесполезная добавочная нагрузка на 
мынщы, связанная с необходимостью 
преодолевать инерцию ног при ходь- 
бе ин беге. Прикрепленные к ногам 
упругие элементы будут играть роль 
резервуаров потенциальной энергии, 
пополняемых и опустошаемых дваж- 
ды за каждый период колебаний. ни, 
как во всех колебательных системах, 
они будут повышать резонансную ча- 
стоту колебаний. Чем боЛьше упру- 
гость этих элементов (например, 
чем толще связывающий ноги 
пезиновый шнур), тем выше резонанс- 
ная частота. Значит, чтобы ходить 
н бегать быстрее, нужно... связать 
ноги (разумеется, упругой связью). 

В одной старой немепкой сказке 
повествуется о человеке, который мог 
бегать на редкость быстро. Чтобы 
ходить с нормальной скоростью, он 
привязывал к ногам гирн. Скороход 
знал, что делал. Ведь тем самым он 
увеличивал приведенную длину ног 
и. следовательно, уменьшал их ре- 
зонансную частоту колебаний, а вме- 
сте с ней — и скорость хода. А вот 
если бы вместо гирь он прикреплял 
к ногам упругие элементы. то бегал 
бы еще быстрее. Вирочем, можно по- 
дозревать, что секрет быстрого бега 
скорохода как раз и состоял в том, 
что его ноги имели гораздо более 
высокую резонансную частоту коле- 
баний, чем у других людей. 

Любой здоровый человек тоже мо- 
жет стать скороходом, новысиз с 
помощью упругих элементов резо- 
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колебаний 


нансную частоту ног. 
Представим себе такого человека, 
принимающего учасгие в легкоатле- 
тнческих состязаниях. Перед стар- 
том он связывает себе ноги и, чтобы 
как-то объяснить свое странное пове- 
дение, скромно поясняет судьям, что 
он-де бегает очень быстро и, чтобы 
не убегать слишком далеко от своих 
соперников, имеет обыкновение слег- 
ка связывать ноги. Заняв свое место 
на старте, наш спортсмен с некото- 
рым усилием отводит одну ногу на- 
зад, тем самым «заряжая» ее потен- 
ниальной энергней. Как только в 
момент старта он отрывает эту ногу 
от земли, нога «выстреливается» впе- 
ред, как из рогатки. Кстати, при этом 
сокращается и время разгона. Ко- 
нечно, бегун со связанными ногами 
придет к финишу первым. Вот толь- 
ко остановиться ему будет труднее, 
и он пробежит несколько лишних 
шагов: ведь связанные эластичной 
резинкой ноги «бегут сами». Кстати, 
уж если быть последовательным до 
конца, то с пелью облегчения бега 
следует прикреплять упругие эле- 
менты и к рукам. которые, как уже 
было отмечено, играют определенную 
роль при ходьбе и беге. Это можно 
сделать, например. привязав руки 
(повыше кисти} к поясу  эластич- 
ными резинками. Общий вывод та- 
ков: если «связать» человека по ру- 
кам и ногам, он будет бегать быстрее. 


Когда я изложил эти соображения 
своим товарищам по работе, они по- 
смеялись, но согласились со мной, 
а самый решительный из них, за- 
явив, что нечего тянуть резину, по- 
шел к экспернментаторам и принес 
от них резиновый амортизационный 
канат. Такой канат состоит из мно- 
жества тонких эластичных резинок. 
Нарезав эти тонкие резинки на куски 
длиной по 75 см, мы изготовили из 
них несколько жгутов-колец толщи- 
ной примерно в один сантиметр. Тех- 
ника изготовления была простой: из 
каждого куска, связав его концы, 
сделали кольцо, а из семи-восьми 
десятков таких колец составили одно 
толстое кольцо-жгут. Дабы жгут не 
рассыпался, его пришлось перевя- 
зать в нескольких местах (точно так 
же, как перевязывают прутья при 
изготовлении веника). 

Если такое кольцо надеть на обе 
ноги, то в положении, когда ноги 
составлены вместе, колыю окажет- 
ся нерастянутым, но будет плотно 
обхватывать ноги, не провисая. При 
ходьбе или беге оно будет периодиче- 
ски растягиваться. Возникающие при 
этом упругие силы будут стремиться 
возвратить ноги в положение равно- 
весия, что и приведет к повышению 
резонансной частоты колебаний ног. 
Одно такое кольцо, обхватывающее 
ноги на уровне икр, повышает ре- 
зонансную частоту в полтора раза. 

Чтобы кольшо не перетягивало 
кровеносные сосуды, мы надевали его 
поверх жестких повязок, сделанных 
нз картона или ‘другого подходящего 
материала. Наконец, чтобы кольцо 
не съезжало с повязок (вверх по но- 
ге), мы прикрепляли его к повязкам 
в двух точках, а другие две точки 
кольца соединяли бечевками с обу- 
вью. Бечевки препятствовали  сме- 
щению точек кольца, к которым они 
были прикреплены, вверх по ноге, 
но не стесняли движения кольца в 
горизонтальной плоскости, посколь- 
ку угол между бечевкой и ногой все- 
гда мал и бечевка остается практиче- 
ски параллельной ноге. 

Резиновые кольца можно наде- 
вать на ноги как выше, так и ниже 
колен — в любом случае резонансная 
частота колебаний ног будет возра- 
стать. Но поскольку кинетическая 


Способ креплення резннового кольца к 
ногам. { — эластнчное резнновое кольцо, 
2 — жесткая повязка, 3 — точка крепле- 


ння резинового кольца в повязке, 4 — 


бечевка. 


энергия колебательного движения 
нижней части ноги (считая от колена 
н ниже) гораздо больше (в пять- 
шесть раз) кинетической энергии ко- 
лебаний верхней части ногн, то нан- 
более целесообразно надевать резн- 
новые кольца ниже колен. 

Я пробовал ходить в описанной 
выше амуниции. Скорость хода дей- 
ствительно возрастает. Ощущение та- 
кое, что кто-то помогает переставлять 
ноги, а когда нужно остановиться, 
ноги непроизвольно идут «сами» еще 
несколько лишних шагов. 

Надетые на ноги резиновые коль- 
ца стремятся возвратить ноги в по- 
ложение равновесия и при ходьбе 
или беге давят попеременно то на 
переднюю, то на заднюю сторону 
каждой ноги, осуществляя тем са- 
мым своего рода массаж мышц ног. 
Все же при длительной ходьбе или 
беге такой «массаж» может оказаться 
нежелательным. Поэтому при ходьбе 
и беге на большие расстояния пред- 
ставляется предпочтительным такой 
способ прикрепления упругих эле- 
ментов к ногам, при котором упру- 
гие элементы вообще не касаются 
мышц, около которых много кровенос- 
ных сосудов. Пожалуй, самый про- 


стой способ такого крепления — это 
привязать концы эластичного резн- 
нового шнура к ремешкам, плотно 
обхватывающим ступни ног. Чтобы 
шнур не болтался под ногами, когда 
он оказывается в нерастянутом со- 
стоянии, к его середине прикренляет- 
ся тонкий резиновый шнурок, кото- 
рый в слегка растянутом состоянии 
привязывается другим свонм кон- 
цом к поясу. При этом середина 
шнура оказывается в приподнятом 
положении, и шнур не мешает дви- 
жению. Заметим, однако, что при 
большом натяжении упругий  эле- 
мент будет стремиться поворачивать 
ступни ног вокруг вертикальной оси, 
и возникающие при этом силы при- 
дется компенсировать напряжением 
мышц ног. Иначе характер движения 
будет напоминать бег полицейских 
псов из Страны Дураков, которые, 
как свидетельствует А. Н. Толстой в 
«Золотом ключике», бегали «особым 
хитрым галопом, занося задние ноги 
вбок». Можно устранить этот недо- 
статок, заменив шнур, прикрепляе- 
мый в определенных точках к ступ- 
ням ног, резиновым кольцом, обхва- 


Список чнтателей, приславшнх правнльные 
решения задач из Задачннка «Кванта» 


{Начало см. на с. 7) 


2—4: В. Дашевский (Москва) 7; В. Джа- 
лоян (с. Урцадзор АрмССР) 7. 8; Б. Доб- 
ров (Ангарск) 2; С. Довбыш (Москва) 
6—9, 1—3; А. Дороговцев (Кнев) 2: А. Ду- 
бинский (Москва) 2; К. Дубровский (Сла- 
вянск) 3; Д. Дужуев (с. Махмудавар 
АзССР) 2, 3: Д. Диниев (Масаллынский 
р-н АзССР} 7; И. Елишевич а 6, 7: 
А. Ермолин (Петрозаводск) 6—8, 1. 4; 
А. Забаринов (Заволжск) 3; И. а 
{Минск} 6, 7: М. Златоустовский {с. Пра- 
вая Хава Воронежской обл.) 3: Зозуля 
(Баку) ва; В. Золоторевский (Киев) 1. 3. 4; 
К. Ильин (Внльнюс) 7; Ф. Кабдыкаиров 
(Алма-Ата) 6—8, 3: А. Кагарманов (Бе- 
лорецк) 6. 7; ЛП. Калугин (Москва) 1—4; 
Р. Камалян (Ереван) Т. 2. 3: А. Канель 
(Москва) 6—8; А. Каплан (Сумгаит) ва, 
7. 8. 1—4: А. Келарев (Свердловск) 6. 7, 
1—4; Е. Кнаус (Пэвлодар} 6; А. Коган 
(Москва) 6. 7, 9; Д. Коломийцев (Сумгаит} 
ба; А. Коломыцев (Ангарск} 6, 7: Кол- 
паков (Сочи} 7. 3; Ю. Кондрахин (Ново- 
сибирск) 7. 2; М. Концевич (Химки) 6—9. 
1, 3. 4; Д. Корнеев (Саратов) 2; А. Король 
(Ташкент) 6. 7; 0. Кравец (Воронеж) 
ба, 7. 8, 2; И. Крочук Львов) 6; О. Крылов 
(В. Устюг) 6. 7. 4; И. Киузь (Львов) ва, 1; 
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тывающим ступни и обкатывающим 
их прин движении. 

Эту конструкцию можно приме- 
нить и для лошадей, привязав эла- 
стичный шнур к их копытам (один 
мнур на передние копыта, другой — 
на задние). 

Если когда-нибудь в технике ста- 
нут применяться шагающие аппара- 
ты, экипажи и роботы, то следует 
нметь в виду, что, связав им «ноги» 
упругой связью, можно будет уве- 
личить нх скорость передвижения 
или сэкономить потребляемую на дви- 
жение энергию. 

Конечно, надо помнить, что для 
ускорения движения «связывать» ноги 
вовсе не обязательно. Конструкция 
упругих элементов и способы креп- 
ления их к ногам могут быть самыми 
разнообразными. Однако у всех по- 
добных систем должно быть одно 
общее свойство: при отклонении ноги 
от положения равновесия упругие 
элементы должны создавать упругую 
реакцию, стремящуюся возвратить 
ногу в равновесное положение, по- 
вышать резонансную частоту колеба- 
ний ног как физического маятника. 


Е. Кузьмин (Череповец) 6; А. Кулеско 
(Донецк) 6, 8, 9: В. Кухарчук (с. Малый 
Шпаков Ровенской обл.) 6. 3; А. Кишнеров 
(Москва) 6, 7; А. Кищ {Днепропетровск) 
7; Б. Лапидус (Москва) 66; Ю. Лапуста 
(Тернополь) ба. 7; Б. Лейтес (Москва} 6, 
7. 3. 4; А. Липин (Ленинград) 8, 1, 3; 
С. Логунов (Москва) 7, 8; А. „Лукашов 
(Лебедин) 6; Ю. Макаров {Ленниград) 1; 
Г. Мазхасян (с. Цалка ГрССР) 1: Р. Ма- 
медов (Баку) 6. 7. 1. 3: М. Марьянович 
{СФРЮ) 3; А. Мегрецкий (Ленниград) 
2—4; М. Мгламед (Запорожье) 2; В. Мель- 
ник (Гайсин) ба, 7. 3; Г. Мильников (пос. 
Черноголовка Московской обл.) в 
А. Миндлин (Саратов) 6. 8: С. Мокроусов 
{Ленинград} 4; Г. Молчанов (Саратов) 2; 
С. Морейно (Москвз) 6. 7; П. Милин 
{Иркутск) ва; Р. Набоков (Саратов) 2. 3; 
Н. Нагнибида (Черновцы) 3; О. Намазов 
(с. Фахрало ГрССР) ба, 7. 3; Н. Нижарад- 
зе (Тбилиси) 3; А. Николаев (дер. Октябрь 
ТАССР) 7; А. Ничуговский (Воронеж} 3; 
С. Новаковский (Саратов} 2: С. Новиков 
(Херсон} ба. 9, 3: 8. Ольхов (Горький) 
3: А. о (Горький) 6—8: А. Павлы- 
чев (Рига) 6, 7. 2; Е. Палош (Ворошилов- 
град) 3; М. `Пантаев (Москва} 1; А. Лан- 
телеев (Ростов-па-Дону) 7: А. Пашкевич 
(ПНР)} 2; В. Пащенко (Киев} 6; К. Пелих 
(Павловский Посад) 6. 7; Г. Пезьц (Ле- 
иниград) 7; Г. Перельман (Леннныград) 8; 
{Продолжение см. на с. 25) 


В. Лешковцев, М. Прошин 


На пути к энергетике 
будущего 


Развитие цивилизации неразрывно связано 
с увеличением производства энергни. Нан- 
более заманчивым путем является ис- 
пользованне энергии синтеза ядер тяже- 
лого водорода, запасы которого необы- 


чайно велики (см. «Физика-10». $ 145). 
Прн этом происходят следующие  ядер- 
ные реакции: 
2Н? —- .Н: — Не? + ой", (2) 
ЭН + НН + „Ни. {2} 


В первой их них два ядра тяжелого водоро- 
да превращаются в ядро легкого гелия и 
нейтрон, во второй — в ядро сверхтяжело- 
го водорода и протон. Одновременно осво- 
бождается большое количество энергни. 
Еще больше энергии можно получить за 
счет реакции между тяжелым водородом 
и нскусственно созданным сверхтяжелым 
водородом: 


НИЗ -+ „Не -- сли. (3) 


Так как атомные ядра нмеют лоложнтель- 
ные электрические заряды н отталкивают 
друг друга, реакцин синтеза могут идти 
только в веществе, ядра которого обладают 
большой кинетической энергией, достаточ- 
ной для совершения работы против сил 
отталкивания. А это значит. что указан- 
ные ядерные реакцин могут реализоваться, 
когда вещество нагрето до очень высокой 
температуры. Поэтому такие реакцин назы- 
ваются термоядернымн. Для осуществле- 
ния ннтенсивных термоядерных реакций 
(1—2) нужно нагревать тяжелый водород 
до нескольких сотен миллионов Градусов 
п поддерживать такую температуру хотя 
бы в течение нескольких секуид- Реакцию 
{3} можно наблюдать прн температуре око- 
ло 100 милавонов градусов. При таких 
температурах вещество переходнт п со- 
стояние плазмы — атомы водорода распа- 
даются на составляющие их электроиы н 
атомные ядра. Для того чтобы плазма 
мгновенно «не убежала» на холодные стен- 
ки окружающего ее сосуда, надо поместнть 
ее в магнитное поле. При этом сила Лорен- 
ца, действующая на каждую заряженную 
частицу, заставит ее ‹навиваться» на линии 


‘академика Л. А. Арцимовича. 


магнитной индукцин. препятствуя уходу 
частиц на стенки сосуда (см. «Физика-9», 
$ 93). 

Создание термоядерного реактора яв- 
ляется чрезвычайно сложной научно-тех- 
ннЧеской задачей. Ученые и ннженеры уже 
почтн тридцать лет заинмаются поискамн 
путей ее решения. Нанболее заметные успе- 
хи п исследованиях управляемого термо- 
ядерного синтеза достигнуты на установках 
тнпа «Токамак». впервые созданных В 
Советском Союзе . под руководством 
Токамак 
по сути деда представляет собой транс- 
форматор, у которого вторичная об- 
мотка имеет всего лишь один виток. Этот 
виток образован замкнутой кольцевой 
камерой в форме тора (бублика). Камеру 
заполняют водородом при низком давле- 
ннн. Пропуская ток большой снлы по пер- 
вичной обмотке такого трансформатора, 
вызывают электрический пробой в запол- 
няющем камеру газе. Водород нонизуется, 
а текущий через него вторичный ток на- 
гревает его ло очень высокой температуры. 

ольцевой ток под действием магнитных 
сил стягнвается в тонкий плазменный 


шнур, так как параллельные одинаково 
направленные токи притягиваются 
{<м. «Физика-9», $5.88). Для усилеиня 


магнитной изоляции водородной плазмы 
нспользуется дополнительное магнитное 
поле, создаваемое электромагнитом, ка- 


’ тушки которого намотаны на внешнюю 


поверхность тора. Слово «токамак» образо- 
вано от первых слогов названнй основных 
элементов установкн (ТОроидальная КАме- 
ра в МАГнитном поле). Сейчас в различ- 
ных странах работают более 50 токамаков. 


Есть прннцнпиально иной путь к 
управляемым термоядерным реакциям. 
Термоядерный синтез может быть осу- 
ществлен на основе периодических микро- 
взрывов небольшнх порций твердого тер- 
моядерного топлива (водорода). Лучи мощ- 
ного лазера или плотные пучки электронов, 
ускоренных до скоростей, близких к ско- 
ростн света, в принцнпе, могут сжимать 
и нагревать твердую мншень с термоядер- 
ным топливом до таких высоких значений 
плотности и температуры, при которых 
термоядерная реакцня успевает пройти в 
веществе мншени за доли наносекуиды. 
Этот путь также исследуется советскими 
учеными. 


В нашей стране работы по управляе- 
мым термоядерным реакцням ведутся шн- 
роким фронтом. В этом фотоочерке расска- 
зывается о некоторых термоядерных нс- 
следованиях. осуществляемых в Институте 
атомной энергии имени И. В. Курчатова. 
Фотографин выполнены В. Ободзинским. 

Читателям, которые хотели бы де- 
тальнее познакомиться с рассматриваемы- 


. ми здесь проблемами. рекомендуем статьн: 


Кадомцев. Путь к термоядерной 
энергетнке. «Наука н жизнь», 1976, № 1, 
с. 44; Б. Кадомцев. Физнка токама- 
ков. «Природа», 1979, № 2, с. 21. 


Рис. 1. Одной из крупнейших в мире 
термоядерных установок является «То- 
камак-10», вступивший в строй в 1975 го- 
ду. Температура плазмы в нем достига- 
ет 13 миллионов градусов. Плотность плаз- 
мы близка к ее значенню у будущнх тех- 


Рис. 2. В последниее время разрабаты- 
вается метод дополннтельного нагрева 
плазмы с помощью «впрыскивания» 
в нее ядер водорода. разогианных до вы- 
сокнх скоростей на специальных уско- 
Рительных устройствах. В высокотем- 
пературной плазме такие частицы об- 
разуют еще более горячую компоненту. 
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ническнх термоядерных реакторов. Для 
создания такнх реакторов. в принципе. 
достаточно значнтельно увеличить раз- 
меры торондальной камеры. Поэтому «То- 
камак-10» можно считать прообразом бу- 
пущих термоядерных электростанций. 


Сталкиваясь к частнцами более холодной 
компоненты. они отдают им часть своей 
кинетической энергин, тем самым повы- 
шая температуру плазмы. Подобный спо- 
соб нагрева плазмы нзучается иа изобра- 
женной здесь установке «Токамак- 11» 
с двумя нижекторами (впрыскнвателями) 
ускоренных ядер водорола. 


Рис. 3. На установке «Токамак-3» исследуется еще один способ дополнительного 
нагрева водородной плазмы — с помощью электромагинтных колебаний высокой ча- 
стоты. Как показывают расчеты н экспернменты, эиергия таких колебаний в кон- 
це концов переходнт в кинетическую энергию частиц плазмы. 


Рнс. 4. В обмотках электромагнитов, создающих нзолирующее магннтное поле, 
теряется много энергни, расходуемой на нагревание проводов. В установке «Тока- 
мак-7» испытываются обмоткн из сверхпроводника, который охлажден до темпера- 
туры жидкого гелия, равной 4, 2 К. В сверхпроводящнх обмотках нет потерь энергни 
на иагревание проводов. Поэтому они будут использоваться и на будущих термоядер- 
ных электростанциях. По свонм размерам «Токамак-7» блнзок к «Токамаку- 10». 
На рисунке вопроизведсна только главная его часть — торондальная камера со сверх- 
проводящей обмоткой. 


Рнс. 5. Плазму можно 
матревать до огромной тем- 
лературы лишь прн высо- 
кой  степенн её чистоты. 
Даже десятые долн про- 
цента примесей тяжелых эле- 
ментов (Мо, Сг. Ге), ко- 
торые попадают я плаз- 
му со стенок камеры, не 
позволяют «зажечь»  тер- 
моядерную реакцию. На 
установке «Токамак-4» 
ведутся исследования по 
предварительной — очистке 
стенок камеры нагреванки- 
ем ее до температуры 800--- 
1000°С. На установке «То- 
камак-12» (см. рис. 6) 
создана специальная кои- 
фигурация магнитного 
поля. которая позволяет 
отводить загрязнеиную 
плазму с поверхности плаз- 
меиного шнура в слеци- 


альное устройство — ди- 
вертор, где она осажда- 
ется на стеики. Так за- 


щищают более глубокие слои 
плазмы от загрязнения. Тра- 
екторин движення частиц 
плазмы в диверторе внд- 
ны на рисунке. помещен- 
иом на первок странице 
обложки. 


Рис. 6. Для того чтобы термоядериый реактор про- 
нзводнл значительное колнчество энергин. кцеобходимо 
не только нагреть плазму до гнгаитской температуры, 
но и сохраинть такую температуру ло тех пор, пока про- 
реагирует заметная доля атомных ядер. Время жизни 
горячей плазмы зависит от геометрнн камеры. Эта за- 
зисимость изучается на установке «Токамак-12», где 
плазменный шнур нмеет в своем сеченнн форму овала. 


Рис. 7. Установки «Токамак » — ие едииствениый тип устройств, иа осиове которых 
ученые надеются создать термоядериый реактор. Другой тип термоядерных установок — 
ловушки с магнитными пробками. Частицы плазмы удерживаются в них благодаря 
отражению от «магнитных зеркал» — областей с повышеиной иидукцией поля, в 
которых происходит сгущенисе силовых линия. На рисунке представлена одна из 
таких установок «Огра-ЗБ ». 


Рис. 8. Установка «Ангара-1» используется для нагрева плазмы пучком электронов, 
ускоренных до околосветовых скоростей. Она создает импульсы электронов с энерги- 
ей порядка 2,5 Мэв при токе до 400 кА. Длительность импульса 6-10-33 с. На ри- 
сунке показан высоковольтный генератор установки. 


Лвборвторня «Кванта» 


а 


Олимпиада дома 


Читатель, знакомый с нашим журна- 
лом, наверное, обратил внимание иа 
одну характерную особенность Ла- 
боратории «Кванта». Наблюдения, 
опыты, которые предлагает наша ла- 
боратория, не требуют, как ирави- 
ло, никакой специальной сложной 
аппаратуры, их можно проводить, 
пользуясь «подручными» средствами. 
Но это совсем не озиачает, что опыты 
этн тривиальны. Зачастую они тре- 
буют изобретательности, настоящего 
экснериментаторского мастерства. 
Материалы, которые мы помещаем 
в Лаборатории «Кванта», можно раз- 
делить на две категорни. Первая — 
это опыты и наблюдения над окру- 
жающей нас природой. Они привле- 
кают ваше внимание к привычным, 
на первый взгляд, простым явлени- 
ям, которые при внимательном изу- 
чении раскрывают удивительную гар- 
монию, взаимосвязанность в природе. 
Вторая категория — это опыты, ко- 
торые дают вам возможность упро- 
чить знания, приобретаемые ина уро- 
ках физики, почувствовать «своими 
руками», что стоит за тем нли иным 
физическим законом. Именно с этой 
целью мы помещаем в этом номере 
три экспериментальные задачи, ко- 
торые предлагались участникам Все- 
российской олимииады школьников 
по физике в 1979 году (об олимпиаде 
рассказывается в этом номере журна- 
ла на с. 58). Для их решения требуют- 
ся и сообразнтельность, и умелые 
руки, ин прочные знания школьного 
курса физики. Проверьте себя! . . 
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Задача 1 
Определите плотность неизвестной 
жидкости. 


Оборудование: : сосуд с 
водой, сосуд с неизвестной жидкостью 
(с раствором соли}, мензурка, иро- 
бирка. 


Задача 2 

Сравните коэффициенты поверх- 
ностного натяжения воды и мыльного 
раствора. 


Оборудование: стеклянная 
трубка, пластилии, кусок проволоки, 
сосуд с водой, сосуд с мыльным рас- 
твором, линейка. 


Залача 3 

Определите разрешающую способ- 
ность глаза н исследуйте ее зависи- 
мость от днаметра отверстия в экра- 
не, помещенном перед ним. 


Оборудование: лист мил- 
лиметровой бумаги, лист белой бу- 
маги, игла, рулетка или метровая 
линейка. | 


Матемвтический кружок 
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Г. Шестопал 


Как обнаружить 
фальшивую монету 


Представьте себе, что на стол высы- 
пана кучка совершенно одинаковых 
по внду монет, но вам сказали, что 
одна из этих монет — фалышивая. 
Она отличается от остальных монет 
по весу, но вам не сообщили, легче 
она или тяжелее. В вашем распоряже- 
нии имеются чашечные весы без гирь. 
Как нужно действовать, чтобы выде- 
лить эту монету и выяснить ее тип 
(то есть узнать, легче она или тя- 
желее) за минимальное число взве- 
шиваний? 

Многие из вас, наверное, уже ре- 
шали эту задачу для 12 монет. 
На рисунке гриведено одно из ре- 
шений этой задачн. Трем возможным 
исходам первого взвешивания соот- 
ветствуют три различных варианта 


выбора монет для второго взвешива- 
ния: на рисунке левая стрелка соот- 
ветствует случаю, когда перетянула 
левая чашка, средняя стрелка — рав- 
новесию, правая — случаю, когда пе: 
ретянула правая чашка. Аналогич- 
ным образом изображены девять ва- 
риантов выбора монет для третьего 
взвешивания. (На рисунке монеты 
перенумерованы, буквы лит озна- 
чают соответственно, легкая и тя- 
желая.) 

Характерной особенностью этого 
решения является зависимость выбо- 
ра монет для очередного взвешивания 
от результата предыдущего. у 

Поставим теперь задачу в общем 
виде. 

Имеется т > 3 одинаковых по ви- 
ду монет. Все монеты, кроме одной, 
имеют одинаковый вес, и одна отли- 
чается от них по весу, но неизвестно, 
в какую сторону. Каким наименьшим 
числом взвешиваний на чашечных ве- 
сах без гирь можно найти эту мо- 
нету и выяснить се тип? *) 

Эта задача более тридцати лет 
назад привлекла к себе внимание 
мпогих математиков, главным обра- 


*) Очевидно, для значений м3 
задачу не имеет смысла решать: при т=1 
монета будет фальшивой, но неизвестного 
тнпа; прн 7—2 монеты будут иметь раз- 
ный вес, н выбрать из них фальшивую 
невозможно. 


зом в Англии и США. В 1945 году 
в английском журнале «ТНе Ма 1е- 
та Нса! Саге е», похожем по своему 
направлению на «Квант», появилось 
решение этой задачи. Его автор 
Р. Л. Гудстейн впоследствии стал 
известным специалистом в области 
математической логики. 

Гудстейн указал метод определе- 
ния фальшивой монеты н ее типа за 
п >23 взвешиваний, если число мо- 
нет 


т (= — 21 + 3) 


{заметьте, что для п =3 т < 12). 

Однако оказалось, что для п >3 
его решение не является лучшим: 
за п взвешиваний можно выделнть 
фальшивую монету и определить ее 
тнй из большего числа монет: 


т=-- (= — 3) , 


Это обнаружили независимо друг 
от друга сразу несколько математи- 
ков, и в следующем 1946 году тот же 
журнал опубликовал ЛОВОЛЬНоО дДлин- 
ный перечень их имен н разных ступе- 
ней успеха, достигнутых на нопри- 
ще розыска фальшивой — монеты. 
В этом же номере журнала напечата- 
но самое лучшее решение — решение 
Ф. Дж. Дайсона, будущего извест- 
ного физика-теоретика. 

Идея Дайсона основана на исполь- 
зованнн троичной системы счисления: 
все монеты маркируются специально 
выбранными троичными ‘числами — 
маркерами, позволяющими удобно от- 
ражать ход последовательных взве- 
шиваний. Особенно привлекательным 
при этом методе решения оказывается 
независимость выбора монет для по- 
следующего взвешивания от резуль- 
тата предыдущих. 

В последующие годы были напе- 
чатаны другие решения этой зада- 
чи *), а метод Дайсона был незаслу- 
женно забыт. 

Поэтому интересно рассказать п 
нем подробно. 

Все решение Дайсона можно раз- 
бить на два этапа. 


“> Например. в книге А Яглоча. 
ПН. Яглома «Вероятность в инфор- 
мация» (М. «Наука», 1973). 
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А. Если 
Защ о 
п ( — ). “= О Виж о 


то для выделения одной фальшивой 
монеты из общего числа т монет 
и определения ее типа достаточно 
произвести п взвешиваний. 

Б. Если число монет 


т<-- (= —3 ) ‚ т>зЗ 


то для достижения той же цели л 
взвешиваний также будет достаточно. 

Рассмотрим каждый этап в от- 
дельности. 


Первый этап 


Пусть число монет т = (г —3) 


Рассмотрим все л-значные «троич- 
ные числа» (наборы из цифр 0, 1, 2) 
00... 00, 00.01, 5.,.22..22. Их 
3". Используем их для маркировки 
монет следующим образом: в каче- 
стве маркеров возьмем все эти числа, 
за исключением трех, состоящих из 
одинаковых цифр: 0...0, 1... 1, 
И ' 

«Построим» все маркеры в пары: 
в одну пару «поставим» два дополни- 
тельных маркера — таких, у кото- 
рых цифры соответствующих разря- 
дов в сумме составляют 2 (другими 
словамн. — дополнительными будут 
те маркеры, сумма которых равна 
22+: 22). 

Назовем маркер правым, если в 
нем первая слева пара неравных 
цифр — 01, 12 или 20. В против- 
ном случае маркер будем называть 
левым. Очевидио, в каждой паре ло- 
полннтельмых маркеров один всегда 
будет правым, другой — левым. 

Заметим, что число пар маркеров 
как раз равпо общему числу монет т. 
Перенумеруем монеты номерами от 1 
до т и произвольно сопоставим каж- 
дой монете одну пару маркеров. На- 
пример, 12 монет можно «замаркиро- 
вать» так, как показано в таблице. 

Обозначим соответственно через 
М (1,0). Ми, и М С 2) множество 
монет, для которых {-Й разряд соот- 
ветствующего им правого маркера 
равен 0, 1 или 2. 


Номер мо. | Левый маР- | Правый маркер 
| 211 [0 
2 100 122 
3 022 200 
4 212 010 
5 101 121 
6 020 202 
7 210 012 
8 102 120 
9 021 201 

10 271 001 
и 110 112 
12 002 220 


Легко видеть, что число монет 
в каждом из множеств М (1,0), 
МЕ, н М (1,2) одинаково и что 
эти множества не имеют общих эле- 
ментов (см., например, таблицу). 

Метод взвешивания монет, при- 
думанный Дайсоном, состоит в сле- 
дующем: 

Производится последовательно п 
взвешиваний монет. 

При {-м взвешивании (#1 = 1,2, ..., 
п) на левую чашку весов кладутся все 
монеты множества М (1, 0), на пра- 
вую чашку — все монеты множества 
М (:, 2). Результат каждого _взвеши- 
вания будем обозначать цифрой 0, 
если перевесила левая чашка весов, 
цифрой 1, если обе чашки имеют 
одинаковый вес, и цифрой 2, если пе- 
ревесила правая чашка (см. рис.). Ре- 
зультат 1-го взвешивания обозначим 
через {.. 

Из цифр {1, 1», ..., [„ составим мар- 
кер 

{ — нь ВЕР *): 


Оказывается, { — маркер фалыши- 
вой монеты Е н еслн {— правый 
маркер, то ЕР тяжелее остальных мо- 
нет, а если [ — левый маркер, то Ё 
легче остальных монет. 

Действительно, посмотрим, что 
происходит, когда производится 1-е 


*) Докажите, что это действительно 
маркер. т. ©. что цифры [,. Г...... м ие мо- 
гут быть одннаковымн. 


взвешивание. В результате этого взве- 
шивания весы либо остались в равно- 
весни, либо одна из чашек переве- 
сила. 

Если весы остались в равновесии, 
то фалынивой монеты на них нет, 
следовательно, она — в множестве 
М (+, 1). Но это означает, что Г-й раз- 
ряд ее правого (и левого) маркера 
равен |, на что и указывает резуль- 
тат взвешивания {; == 1. 

Если одна из чашек весов пере- 
весила, то фальшивая монета лежит 
на весах. Пусть, например, пере- 
весила правая чашка, т.е. {;, = 
Этот результат возможен в двух слу- 
чаях: 


— фальшивая монета лежит на 
правой чашке (тогда она тяжелее 
остальных монет), значит, она на- 
ходится во множестве М (г, 2), гй 
разряд ее правого маркера равен 2, 
следовательно, результат взвешива- 
ния совпадает с #-м разрядом ее пра- 
вого маркера; 


— фальшивая монета лежит на 
левой чашке (тогда она легче 
остальных монет), значит, она на- 
ходится во множестве М (1, 0), сле- 
довательно, #-й разряд ее правого 
маркера равен 0 и результат взвешива- 
ния совпадает с {-м разрядом ее ле- 
вого маркера. 


Совершенно аналогичен «симмет- 
ричный» случай, когда перевесит ле- 
вая чашка весов (!; = 0). 

Поэтому, действительно, сформи- 
рованный в результате последова- 
тельных взвешиваний маркер {= 
—= (1, ...{[; есть маркер фалыливой 
монеты, притом правый в случае 
более тяжелой монеты и левый — 
в случае более легкой, что ин требова- 
лось доказать. 

Интересно отметить, что тип мо- 
неты, как правило, определится рань- 
ше, чем произведены все взвешива- 
ния,— как только в процессе форми- 
рования маркера { появятся две раз- 
личные цифры. 

Существенной особенностью опн- 
санного метода, как уже было отме- 
чено раньше, является то обстоятель- 
ство, что выбор монет для каждого 
взвенивания не зависит от резуль- 
татов предыдущих взвешиваний. 
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Например, для 12 монет, замар- 
кированных так›как показано в таб- 


лице, нужно проделать такие три 
взвешивания; (1,4,7,10), (3,6,9.12); 
(3,6,9,10). (2.5,8,12); (3,4,8,12), 
{2,6,7,11). 


Второй этап 


Коротко наметим метод Дайсона для 
случая т<-—- ("—3). Если в 


этом случае монетам сопоставлять 
маркеры произвольно, то в множествах 
М (1,0) н М ($, 2) может оказаться 
разное число монет. Поступим по- 
этому следующим образом. Разобьем 
все. маркеры на группы по шесть: 
в одну группу отнесем правые мар- 
керы, получающиеся друг из друга 
циклической заменой цифр 0—1, 
| 2, 2-—>0 и соответствующие им 
левые маркеры. 

В каждой группе окажется по три 
правых маркера и три левых марке- 
ра. Группу, содержащую правые мар- 
керы 00... 01, 11... 12, 22... 20, вы- 
делим особо. Разобьем монеты на 
группы по три, пока это возможно, 
и замаркируем их следующим обра- 
зом. Монетам из одной группы сопо- 
ставим пары маркеров из одной груп- 
пы, а для остатка, если он есть, ис- 
пользуем пары маркеров из выделен- 
ной группы. Если останется одна мо- 
нета, не вошедшая в тройки, то со- 
поставим ей правый маркер 11 ... 12, 
а если две, — то правые маркеры 
00 ...ОТ и 22...20 (и соответству- 
ющне левые маркеры). 

При такой маркировке первые п _- 
— Ё взвешиваний производятся по 
старым правилам. Как производить 
последнее взвешивание, сообразите 
самостоятельно. 

Метод Дайсона описан. Убедимся 
теперь, что он в определенном смысле 
является нанлучшим. А именно, по- 
кажем, что если из т монет можно вы- 
делить п взвешиваниями  фальши- 
вую монету и определить ее тип, 
то 2т < 3" — 3. Разумеется, мы не 
будем учитывать возможного «везе- 
ния»: при нем для определения фаль- 
шивой монеты из любого числа мо- 
нет может хватить и двух взвеши- 
ваний. 
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Итак, предположим, что п взве- 
шиваний достаточно. 

Занумеруем монеты числами 1,2... 
..т и приготовим 2т бумажек. 
Напишем на ннх все возможные ва- 
рианты: первая монета легче, первая 
монета тяжелее, вторая монета лег- 
че и т. д. Ясно, что при этом все 
2т бумажек окажутся использован- 
ными н ни один из возможных ва- 
рнантов не будет упущен. Будем обо- 
значать, как мы условились выше, 
результат взвешивания цифрами 0, 1 
или 2. Каждое взвешивание показы- 
вает, что часть возможных ответов 
не подходит, а часть — остается под 
подозрением. Отберем монеты для 
первого взвешивания. Не производя 
его фактически, напишем на каждой 
нз бумажек тот результат первого 
взвешивания, который оставляет ее 
под подозрением. Ясно, что на каж- 
дой бумажке будет написана одна 
из цифр 0, 1 или 2. Таким образом, 
все бумажки будут разбиты на трн 
группы. Поэтому в наиболее мно- 
гочисленной группе окажется не 
меныше 27/3 бумажек. Значит, как 
бы мы ин организовывали первое 
взвешивание, может оказаться, что 
после него под подозрением останутся 
не меньше 2/3 бумажек. 

Аналогично, второе взвешивание 
рассортирует эту  подозрительную 
группу на три подгруппы. Поэтому 
в наиболее многочисленной из них 
окажется не меньше 27.9 бумажек. 
Точно так же после п взвешиваний 
мы можем получить 2т/3” подозрн- 
тельных бумажек в одной группе. 
Следовательно, если 2т/3” >1, то 
фальшивая монета и ее тнп, вообще 
говоря, за п взвешиваний определе- 
ны быть не могут. Поэтому если 
п взвешниваний достаточно, то Эт < 
< 39. 

Но это еще не все! Мы не разобра- 
лись еще со случаем 2т > 3" — | 
(четное число 2т не может равняться 
ни 37 — 2, ни 37”). Для него изложен- 
ных выше соображений недостаточно. 


Рассмотрим более внимательно пер- 
вое взвешивание. Ясно, что число бу- 
мажек, на которых написана цифра 0, 
равно числу бумажек, на которых 
‘написана цифра 2. Пусть тех и дру- 
гих — пор штук, тогда на 2т — 2р 
бумажках будет написана 1. 

Заметим, что р — четное число. 
Действительно, если на левой и пра- 
вой чашке весов лежит по А монет, 
то р == 28. Еслир или 2т — 2рболь- 
ше 3"-1, то по рассмотренному для 
определения нужной бумажки может 
не хватить оставшихся п — 1 взвеши- 
ваний. Если же р- 2 < 37" и 
2т—2р < 3" —1, то, поскольку 3" 1— 
число нечетное, р < 3" *—1, 2т — р 
< 3" 1-1.Нотогда 2т = (2т — 2р) + 
+ 2р< 3" — 1+2 (3"* — 1) = 
= 3" — 3. Итак, если п взвешиваний 
достаточно, то 2т < 3" — 3. 

В заключение — несколько задач, 
которые могут быть решены методом 
Дайсона. 


Задачи 

1. Имеются две группы из т, и т, 
монет, причем известно, что одиа монета — 
фальшивая, она легче, если принадлежит 
первой группе, и тяжелее, если прниадле- 
жит второй группе. За какое минимальное 
число взвешиваний можно выделить фаль- 
шивую монету? . 

2. Пусть, кроме групп м, и м., 
имеется группа тз из эталоиных (заведомо 
не фальшивых) монет. Сколько взвешива- 
ний необходнмо п этом случае? 

3. Имеется т монет, среди которых 
заведомо есть фальшнвая (неизвестио, бо- 
лее легкая или более тяжелая). и еще одна 
Эталонная монета. Можно ли определить 
фальшивую монету и ее тип за я взвеши- 
ваний. если т=(1/.)(3й — 1)? Сколько 
взвешнваний необходимо для других т? 

4. Дано т монет н известио, что раль- 
шизых монет среди них — не больше одной. 
За какое число взвешиваний можно найтн 
фальшивую монету и определить ее тип 
или убедиться, что фальшивой монеты нет? 

6. В случае 2т<3” —3 последнее 
взвешивание завнсело, вообще говоря. от 
результатов предыдущих взвешиваний. По- 
старайтесь добиться того, чтобы оно зави- 
село от результатов возможно меньшего 
числа взвешиваннй. 


Список читателей, приславших правильные 
решения задач из Задачинка «Кваита» 


(Начало см. на с. 7. 14) 


А. Петрос»ьч (Ереваи) ва; „7. Петрусевич 
(дер. Козлы Минской обл.) 6; И. Пиков- 
ский (Киев) 3; А. Подвязников (Мосальск) 
7; В. Подстригач (Львов) 6, 8. 1; А. Ло- 
лелюхин (Киев) 6, 7; А. Попов (Москва) 7: 
В. Потапов (Новоснбирск) 3: С. Пошехо- 
нов (Энгельс) 7; Г. Пуричамиашвили (Тбн- 
лиси) ва: Б. Рабиновин (Тула) 6.7. 1. 3,4; 
В. Радченко (Киев) ва, 2—4: М. Рейтман 
(Москва) ва, 7. 2; С. Рехвиашвили (Павло- 
дар) 6; И. Ройзман (п. г. т. Калиновка 
Винницкой обл.) 6—8; Н. Рубинштейн 
(Ленинград) ва; Б. Риблев (Киев) 2. 3; 
И. Савенков .(р. п. Лысые горы Саратов- 
ской обл.) 6, 7; Г. Самельсон (Ленинград) 
3. М. Севрюк (Москва} 8—9, 1—3: ЛП. Се- 
ливанов (Семипалатинск) ва, 7, 2: А. Си- 
вацкий (Ленинград) ба, 7. 9. 0. 2. 3; 
А. Смирков (Курган) 6, 7; А. Смыслов 
(Коньково) 6; А. Сромин (Ленинград) 
6, 7; С. Стадниченко (Москва) 6—8, 3; 
Ф. Сукочев (Ташкент) 6—9; Н. Сумовский 
(Львов) 7, 8: О. Тавгень (Минск) ба. 7: 
К. Тателян (Ереван) 6: Л. Тепер (с. Ял- 
тушков Винницкой обл.) 6. 7; К. Терехов 
(Рязань) ба; В. Титенко (дер. Блужа 
Минской обл.) 7: А. Уливанов (Горький) 9; 
В. Уманский (Баку) 6. Т; Р. Ушаков 
(Кнев) 3; Д. Фейнегауз (Ленинград) 6, 7. 0; 
В. Фарбер (Баку) 3; А. Фатуллаев (Баку) 
3; Н. Федин (Омск) 2; А. Федоров (Москва) 
7, 3; О. Хоружий (Черновцы) 7; С. Хосид 
(Алма-Ата) ва. 7; 3. Цихистави (Телави) 
3: И. Черная (Ленинград) 3: 0. Чечель 


(Москва) 6—8. 1,4; А. Шагинян (Ереван) 
7; П. Шаприн (Киев) 7: Н. Шаромет` (Моск- 
ва) 6. 7, 2, 4; Ю. Ширман (Харьков) 6; 
Г. Штерн (Орск) ва; М. Яковлев (Ке- 
мерово) 2; А. Ялышев (Тула) 6. 7; „Т. Янов- 
ская {Харьков} 7; А. Яценко (Тбилиси) 7. 


Физика 


Почти все читатели справились с задачамн 
Ф 5393 н Ф 542. Остальные задачи правильно 
решили: 


В. Абиджаев (Львов) 33; Е. Александрова 
(Глазов) 35. 40, 41; Ю. Анисимов (Торопец- 
кий р-н Калининской обл. 35; А. Арбат- 
ский ми 40. 41; 
А. Багиров (с. Кировка АзССР) 40; Л. Ба- 
раз (Свердловск! 38—41; И. Баранец 
(п. Дзержинский Московской обл.) 38—41; 
А. Барзыкин (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 33, 35—41: А. Белоусов (Кали- 
иниграл) 36; А. Васильев (Выру) 49. 41; 
Д. Виноградов (Дзержниск) 35: М. Гаври- 
лов (п. Черноголовка Московской обл.) 
35. 38—44. 47; М. Гольцман {Днепропет- 
ровск) 43. 44. 47: И. Голич {Новосибирск} 
38, 41; В. Горпинченко (Кольчугино) 40: 
И. Даниловский (Горький) 33, 38; В. Дидух 
(Львов) 35, 37. 38. 40—44. 47: С. Довбыш 
{Москва) 33, 35, 38—41, 47; С. Довженко 
{Донецк} 34—36. 38—41; Е. Емельянов 
(Москва} 43. 47; А. Ермолин (Петроза- 
водск) 36. 38: В. Жордочкин (Орск) 38; 
А. Жиравлев (Ленннград) 38—41; Э. Зер- 
ныш (п. Кузьмовка Ленинградской обл.) 
40. 41: Е. Зудин (Алексаняров) 34. 35. 
37, 40. 41--44. 46; С. Зуев (п. Черного- 
ловка Московской обл.\ 40; А. Новайта 


{Окончание ‘см. на с. 38) 
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Этот раздел ведется у иас 
нз номера в номер с момен- 
та основаиня журиала. Пуб- 
лнкуемые п ием задачи ие 
стаидартны, но для их ре- 
шения ие требуется зиаиий, 
выходящих за рамки нынеш- 
ней школьной программы. 
Наиболее трудиые задачи 
отмечаются звездочкой. Пос- 
ле формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто иам 
ее предложна. Разумеется, 
не все этн задачи пубянку- 
ются впервые. Решения за- 
дач из этого номера можно 
отправлять ие позднее 15 де- 
кабря 1979 года по адресу: 
3035, Москва, М-35, Б. Ор- 
дынка. 21/16. редакция жур- 
нала «Кваит». В графе «Ко- 
му» напишите: «Задачник 
«Кваита» № 10 — 79» н ио- 
мера задач, решення кото- 
рых вы посылаете, напри- 
мер, «М586, — №587» или 
«Ф598». Решения задач нз 
разных номеров журнала 
илн по разным предметам 
(математнке н физике) при- 
сылайте в разных конвер- 
тах. В пнсьмо вложнте кон- 
верт с написаниым на нем 
вашнм адресом. 

Условия каждой орнгнналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для публнкаиин (илн цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном коиверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашими 
решениями этих задач (на 
конверте пометьте: «Задач- 
инк «Кванта», новая задача 
по физнке» нли «..новая за- 
дача по математике»). В иа- 
чале каждого письма про- 
сим указывать ваше имя. 
фамнлию, номер школы н 
класс, в котором вы учи- 
тесь. Задачи этого номера 


предлагались на  Всерос- 
снйской олимпиаде школь- 
ников этого года. 

Числа в скобках обозначают 
класс, и котором предлага- 


лись эти задачн. 
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задачник 
пванта 


Задачи 
М586—М590; Ф598—Ф602 


№М586. В треугольннке АВС. у которого В-—=60?, 
провели биссектрисы АБ и СЕ. пересекающиеся 
в точке О. Докажите, что ОР |= 1ОЁ1. (8) 


ИИА: 
М587. Дана тройка чисел2, У?_, 72 ` Разреша- 


ется любые два из них заменить двумя такими: их 
суммой, деленной на У 2, пих разностью, также де- 


ленной на У 2. Можно ли, проделав эту процедуру 
несколько раз, получить тройку чисел 1, 


У 1+2? 9) 


М588. а) Через точку, взятую внутри пронзволь- 
ного тетраэдра, параллельно его ребрам проведены 
отрезки с концами на гранях тетраэдра. Докажите, 
что сумма всех шести отношений длин этих отрез- 
ков К длинам параллельных им ребер всегда равна 
трем. 

6) Сформулируйте и докажите аналогичное утверж- 
дение для треугольника (на плоскостн). (9) 


Э. Ясиновый 
М589. На плоскости дан набор из п векторов, длина 
каждого из которых не превосходит 1. Докажите, 
что, заменив некоторые векторы ‘этого набора на 


противоположные, можно получить такой набор п 
векторов, сумма которых нмеет длину 


а) не превосходящую Уп; 
6) не превосходящую У? . (9} 

П. Гусятников, А. Плоткин 
М590. а) Найдите наименьшее значение выражения 
[с0$ х |-+ [с0$ 2х |. Докажите. что для любого чнсла 


х н любого натурального числа п сумма 
0$ х |-{ [60$ 2х |-! |с0$ 4х |-{ ... - |с0$2их | 


6) не меньше <: 
В) * ие меньше --. (10) 
П. Гусятников 


Ф598. Сосуд глубины НЯ заполнен жидкостью, плот- 
ность которой линейно меняется от 65 ма поверх- 


Рис. 3. 


ности до р на дне сосуда. В сосуд погружают два 
маленьких шарика одинакового объема У, связан- 
ных тонкой невесомой нерастяжимой нитью длины 
1. Плотность одного шарика р,, плотность другого— 
р». Через некоторое время шарики устанавливают- 


ся так, как показано на рисунке 1. Найти силу на- 
тяжения нити. (8) 


О. Овчикников 


Ф599. Через блок, укрепленный в потолке, переки- 
нута веревка, на которой груз массы М уравнове- 
шен лестницей с человеком массы т. По какому 
закону должен двигаться человек относительно 
лестницы, чтобы реакция блока на потолок равня- 
лась нулю? Блок невесом, веревка абсолютно гиб- 
ка, нерастяжима и невесома. (8) 


А. Варгик 


$600. В схеме, приведенной на рисунке 2, ключ 
попеременно замыкают и размыкают в те моменты. 
когда напряжение на первом конденсаторе равно 
нулю. Нарисовать график зависимости напряжения 
на катушке индуктивности от времени. (10) 


Фб01. На Луне в вертикальном цилиндре, закрытом 
тяжелым поршнем, находится аргон при темпера- 
туре Т,. Поршень может перемещаться в цилиндре 
без трения. На поршень кладут осторожно второй 
такой же поршень. Определите температуру 7» 
газа при иовом равновесном положении порошня. 
Теплоемкость поршня и цилиндра, а также тепло- 
отдачу, не учитывать. Газ считается идеальным. (9) 


$602. К цепи. состоящей из резистора с сопротив- 
леннем Р и источника с ЭДС $ ивнутренним сопро- 
тивлением г=Ю.3, присоединяют конденсаторы с 
емкостямн С, н С., замыкая клеммы [—2, 3—9, 
5—6 (рис. 3). После замыкания напряжение на 
конденсаторе С, оказывается равным &/2, причем 
потенциал клеммы 3 выше потенциала клеммы 2. 
Определите, какой заряд ро был на конденсаторе С» 
до замыкания. (9). 
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М530. На прямоугольном 
листе бумаги в каетку ке- 
которые клетки закрашены 
в черный цвет. Затем про- 
исходит одноеременное пе- 
рекрашивакие всех клеток 
листа по следующеми пра- 
вилу: клетка, имевшая чет- 
ное число черных соседей, 
стоновится белой. п имев- 
шая нецетное число черных 
соседей — черкой. (Соседя- 
ми считаются клетки. име- 
ющие общую  сторонн.) 

а) Докажите, что если 
множество В черных клеток 
при перекрашивании не из- 
меняется (рис. 1. а). то 
в В— четное число клеток. 
6) Пусть при перекраиши- 
вании множество В, нерных 
клеток переходит п В,, 
В, —\, В. Бака 


7—1 — 


и В,. а В, — снова в В, 
(рис. 6). Докажите. что 
общее число черных клеток 
в0 множествах Ву. Ва. ... 
.... В; четно. 


Решения задач 


М530, М531, М533, М534, М536, М537; 
$537, $542 _Ф545 


Заменим наш лнст бумагн таблнией из нулей н единиц: 
если клетка черная, напишем на ее месте единицу, а если 
белая — ноль (рис. 2). Определим для каждой клетки 
сумму ее соседей «по модулю 2», то есть но следующему 
правилу: 

0-50=1-1==0; 
фо 1=1. 

Сумму соседей данной клетки назовем ее ореолом, 
а вместо слов «черная клетка» будем писать «|-клетка». 

Из условия задачи следует, что состояние клеткн 
(т. е. записанное в ней число} в некоторый момеит временн 
равно се ореолу в предыдущий момент. 

а) Если множество В «|-клеток» при перекрашизации 
ие нзменяется. то ореол любой «[-клетки» множества В 
равен 1. Сложим ореолы всех «[-клеток». Каждая сторона. 
общая для двух «|-клеток», вноснт н эту сумму (всех ореб- 
лок) две единицы: поэтому сумма всех ореолов равна сумме 
четного числа еднииц. то есть равна нулю. Но так как 
ореол каждой «|-клеткн» равен |. получаем. что клеток в 
В — четное число. 

6) Будем иисать А-*В. еслн ирн иперекрашивании 
таблица А переходит в таблицу В. Назовем суммой таб- 
лиц Ан В таблицу А-В. получающуюся поклеточным 
сложением чисел таблиц А н В (по указанным выше пра- 
внлам; см. рис. 3). 

Лемма. Если А>»А,. В» В:. то АВА, ТВ,. 

Это следует ил того. что прн сложенин ореолы клеток 
тоже складываются. 

Прнступим к решению задачи 6). Пусть 

В,— В № В,—8В.. 
Используя лемму. получаем: 
В.-В.-—- В. Ву. .— В; | В,—В, Е 
В. ВВ. В.Г В: -В >... В, В, В, РЕ 


в.- В.ГВз: .-- В,—В, +8, Г Ва" -.- В,. 

Ия последней строчки н задачи а} следует. что в таб- 
лице В,-В, ..1 В, — четное число «|-клеток?. Заме- 
тим теперь. что число «!-клеток» п таблице А-В равно 
сумме чисел «|-клеток» п таблнцах А н В мннус четное 
уиело (Получающееся из-за того, что Г! |” 0): поэтому 
четность чнсла «|-клеток» и таблице А— 8 п суммар- 
ного числа «1-клеток» и таблицах А н Водннакова. 
Поскольку в таблице В, `В,“... В; — четное число 
«1-клеток», получаем. что п общее число «[-клеток» и мно- 
жествах В,. В.. .... В; четио. 

Задача №530 решена. Но ь связн с ней возинкает много 
интересных вопросов. Например. чему может равияться 
г. то есть каким может быть периол  преврамений 
множества *|-клеток» данной таблицы? Как будет проис- 
ходить «эволюция» для таблни «непрямоугольного» вида? 
Прямоугольные таблниы поддаются исследованиям с 
трудом. Это объясняется «неравноправиостью»? них клеток: 
разные клетки нмеют разное чнсло (от двух до четырех) 
соседей. Но если из прямоугольной таблнцы склеить 
тор (бублик). то у каждой клетки будет уже по четыре 
соседа. Для тора уже удается кое-что доказать: например. 
установлено. что на торе. склеенном нз Квадрата (27-51) Хх 
Х (2711). длина пернода г обязательно равиа делителю 
числа 2—1. Но возникают новые вопросы: возможны лин 
для данного тора все такие периоды и? Например. 
на торе. склеенном из квадрата 65х65. существуют пе. 
риоды длнны 1 и 63. но неизвестно. существуют ли перно- 


Рис. 3. 


№531. Мз пунктов Ан 
В не одновременно — выеха- 
ли новстречу Эруг другу 
автомобилист и велоси- 
педист. Встретившись 
в точке С. они тотчас 
резвернились м поехали об- 
ратно (с теми же скоро- 
стями}. Доехпв 00 своих 
пунктов А и В. они опять 
развернулись и второй раз 
встретились в точке В: 


здесь они вновь развернулись 
н т. д. В какой точке от- 
резка ЛВ произошла их 
1978-я встречи? 


Рис. 4. 


№М533- Назовем выпуклый 
многоугольник особым. ес- 
ли некоторые три его диаго- 
нали пересекаются а одной 
внутренней точке. — Дока- 
жите, что у каждого 
06с2бого ссемиугольника най- 
дется вершина Л. обла- 
Осющая таким свойством: 
Эля любого > 0 вершину А 
можно сдвинуть на рас- 
стояние. меньшее Е (не 


меняя остальных вершин), 
так. что полученный семи- 
угольник будет  неособым. 


ды длины 3, 7. Эи 21. Продвниуться и решении задачи на 
торе помогает зналогичиая задача на окружности из п 
клеток (похожая задача М19 была разобрана в «Кваите», 
1970, № 4). 


Р. Измайлов 
Ф 


ТГучше всего решагь эту задачу е помощью графиков дви- 
жения. Постоянство скорости движущейся точки означает. 
что ее график движення образует одии ин тот же угол с осью 
времени г (рис. 4). Пусть момеиты встреч — 11, 15. #5. ... 
Ясио, что оба графика движения ва участках 11 < Ь 
и &5<#<(: идут симметрично относительно прямой #— 15, 
поэтому третья встреча произойдег в той же точке С, где 
и первая. Точно так же прямая {=1, является осью сим- 
уетрии графиков движения при (<; и #15; поэтому чет- 
вертая встреча произойдет в той же точке О, что и вторая, 
ит. д.: каждая нечетная встреча будет происхо- 
анть в точке С, каждая четная, а том числе н 1978-я.— 
н точке Д. 

Из нашего решения ясно также, что числа #1. (2. (5, .-- 
сбразуют арифметическую прогрессию: встречи происходят 
через равные промежутки зремени 4 {п+—(п, и вся кар- 
тина полпостью повторяется с периодом фа 24. 

Это наблюдение — частный случай такого полезного 
Факта: если график фучкции у = }{ (х) симметричен отно. 
сительно прямых ханх В (то есть [ (а-гх) = [{ (ах) 
н{ (6--х) = } (6—х)). то фучкция:/ — периодическая с пе- 
риодом 2[6—@| (в нашей задаче роль х играет время 1} 


Н. Васильев 


ь 


Назовем диагональ выпуклого шестиугольника 
главной, если по обе стороны от прямой. на которой лежит 
эта днагональ, расположены по две вершины шестиуголь- 
ника. Если МР — лобочная (ие главная) диагональ вы. 
пуклого шестиугольника и Л — вершииа, смежная с вер- 
шинами А! и Р (рис. 5). то во внутренних точках с днагс- 
налью МР пересекаются лишь диагонали, выходящие из 
№. Поэтому никакие другие две диагомали не пересе - 
каются ‹ [МР] в общей внутренней точке. Иначе говоря, 
единственной тройкой диагоналей выпуклого шестицуголь- 
ника, которая может иметь общую точку внутри шести- 
угольника. является тройка 2го главных диагоналей. 

Пусть теперь В,В› ... В: — пронзвольвый выпуклый 
семиугольник. Рассмотрим выпуклые ‘шестнугольники 
В, ... В.Вви В, ... В.В; (рис. 6). Днагонали [В.В] и 
[В.В| являются в них главнымн. Обозначим через Р точ- 
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М534. 


Три прямые. па- 
раллельные сторонам тре- 
игесльника АВС п проходя- 
щие через одну точку. от- 
секают от ААВС трапе- 
ции. Три диагонали этих 
трапеций. не имеющие 
общих концов, делят тре- 
угольник на семь настей, 
из которых четыре —- тре 
угольники (рис. 8). Дока- 
житг. что сумма паоща- 
9ей трех из зтих тре- 
угольников. прилежащих 
к сторонам ААВС. равна 
площади четвертого. 
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ку их пересечения. Хотя бы одна из прямых ВзВа, В.В ие 
проходит через точку Р. Пусть, для определенности, 
Р&ВзВв]. Это означает, что и выпуклом шестнугольнике 

.Ва -.. Вз Главные диагонали че пересекаются в одмой 
точке. Итак. в любом выпуклом семиугольнике можно вы- 
брать такие шесть вершин Ву. .... Ва, что образованный 
ими выпуклый шесииугольник В... Вз будет неособым. 
Выберем в нашем семнугольнике такой неособый шести- 
угольник В; ... Ве: седьмую вершииу семиугольника 0б03- 
начим через А и докажем, что она облядаст требуемым 
свойством. 

Пусть @. .... ©; — точки, в которых пересекаются 
какие-либо две из днагоналей выбранного шестнугольнн- 
ка. (Нх действитежьно иятналицать: каждые четыре зерши- 
вы шестнугольннка определяют одну точку пересечення 
пары диагоналей и пикакие трн диагонали не пересекаются 
в Одной точке, так что общее число точек пересечения 


= 15. На самом-то деле важно только то. что этих 


точек — конечное число.) Сдьннем теперь точку А п такое 
положение А” (рис. 7), чтобы было |[А А’ |< и п выпуклом 
семнугольннке В,В....ВзА’  днагоналн ВА’ и В.А’ 
не проходили ин через одну из точек О,. ..., Озз (очевидно, 
что это всегда можно сделать). В этом семиугольинке уже 
никакие тре диагонали не будут пересекаться п одной 
внутренней точке. поскольку две добавляющиеся диаго- 
нали В,А’и В.А’ в любом из шестнугольников. содержа- 
щнх вершнну А’, являясь побочными, не могут пересе- 
каться в общей внутренней точке ни с какими двумя дру- 
гими диагоналями нашего семиугольника. Таким обра- 
зом, семнугольник В,Вз ... ВзА’ — нессобый. 
заключение приведем задачу, решение которой 
(при яп>7) автору нензвестно: найти наименьшее число 
А=-# (п). обладающее следующим свойством: в любом вы- 
пуклом п-цгольнике можно так сбвннуть К вершин (на 
сколь угодно малые расстояния). чтобы в полученном после 
сдвига п-угольнике никакие три диагонали не пересекались 
в одной внутренней точке. 
В. Болтянский 


Ф 


Обозначим площади треугольников АЕК. ВОМ ин СЕРЫ, 
ирнлегающих к сторонам ААВС, через 5\, 5. и $, (рис. 8, 
а илощадь центрального треугольннка РЕР. образованно- 
го диагоналями трапеций, — через $0. Тогда 

$, = {ЗаАнс -5вьс-—-бамв-—Злкс) т $1 $27 $3. 


Пусть О — общая точка пересечения прямых, парал- 
лельных сторовам треугольника АВС. Ясно, что 
Звь.с” 5 вос. Злмн” Здон. Злкс-= ЗА0С 


(треугольники с общими оспвованиямн и конгруэитиыми 


высотамн). Но $ пос- $Здов- РЗ Аос= $ Анс: по- 
этому выражение, стоящее и скобках, равно нулю. Таким 
образом, мы получаем утверждение задачи: 


$ =`5$1-- 52-Е $3. 
Задачу М534 можно немного обобщить: не требовать, 


В 


№536. а) Докажите. что 
любой прямоугольник раз- 
мером тх 2п клеток (т> № 
можно замостить двумя 
слоями костяшек домино 
{пациток 1Х2 клетки) так. 
чтобы кождая плитка верх- 
него слоя олиралась на две 
разные плитки  кижнего 
слоя. 

6) Нрямоугольник — разме- 
ром 2ЕХ2п клеток уже 
замощен одним слоем ко- 
стяшек домино. Докажите, 
что го можно замостить 
вторым слоем так. чтобы 
выполнялось то же усло- 
вине (т. е. чтобы плитки 
разных слоев не совпадали). 


М537. Окрижность ка- 
сается внутренним об- 
разом окружности. опи- 
санной вокруг равнобед- 
ренного треугольника АВС, 
а также равных сторон АВ 
и АС этого треугольника 
в точках Р. О соответствен- 
но. Докажите, что сере- 
дима отрезка РО является 
центром окружности, впи- 
санной в треугольник АВС. 


чтобы три прямые, © которых Говорится в условии (парал- 
лельные сторонам треугольника АВС), проходили через 


одну точку. Пусть эти прямые образуют треугольиик 

А,В:С, (рис. 9) и пусть Ё — коэффишиент гомотетиин тре- 
р АС 

угольников 4,В;Сли АВС ( | = т . Выполнив по- 


строенне, описанное в задаче М534, получим треугольни- 
ки АЕК, ВОМ, СЕЁ, прилегающие к сторонам ДАВС, 
и центральный поль НиХ РЕРГ. Пусть. как и выше, их 
площади равны $,, 52. 53 и Зо соответственно. Докажите 
самостоятельно, что 


$—Е$Авс= $7 $. 5. 
Подумайте, как можно сформулнровать этот результат для 
случая любых гомотетнчных треугольников АВС н А, В,С,. 
Ф. Вайнштейн 


ь 


а) Разрежем прямоугольник размером тх2л клеток 
на полосы размером 2Х т клеток. Если т — нечетиое, то 
п каждой полосе устроим нашн два покрытия так, как 
показано на рисунке 10; еслн же т четное, — так, как на 
рисунке 11. 

6) Разрежем прямоугольник размером 24Х 2л клеток на 
квадраты размером 2Х2 клеток. Второе покрытие в каж- 
дом таком квадрате будем строить отдельно. 


1-е покрытие 1-е покрытие 


КЕБЕНЕЕЕЕНН  ЕБЕЗНЕЕНЕВ 


2-е покрытие 2-е покрытие 


ЕЕЕНЕЕЕВЕЕН НЕЕЕЕЕЕЕЕВ 


Рис. 10. Рис. 11. 


В квадрате 2х2 возможны три случая расположения 
костяшек первого покрытия: обе костяшки целиком ле- 
жат В квадрате, только одна костяшка целиком лежнт 
и квадрате, ни одна из костяшек целиком ие лежит в 
квадрате. В третьем случае две костяшки в квадрате во 
втором покрытии можно расположить произвольно. а в 
первых двух случаях костяшки второго слоя нужно рас- 
положить перпендикулярно к костяшке (нли костяшкам), 
целиком лежащей в квадрате в первом слое. 

В. Прасолов 


Ф 


Отметим на осн и треугольника ВАС точки 
навс], ке РО]. центр О данной окружности и точку Т 


ее касания с окружиостью. описанной вокруг треугольнн- 
ка ВАС (рис. 12). Поскольку отрезки ГВ и ОР оба перпен- 
днкулярны к прямой ВА (угол ГВА опирается иа днаметр 
[АТ], а [ОР] — радиус, ндущий и точку касания), а отрез- 
кн ВН и РК перпендикулярны к осн симметрии (АТ). 
получаем 


РАНЕ _ АК 
Тат = [7201-99 () 


^ 
ВАС 
ле я=-2 


Пусть В’и С’ — точки пересечения сторон угла ВАС 
с касательной. проведенной в точке Т. При гомотетни с 


2 \ 
В" ы С 
Рис. 12. 
Ф537. Полировкой ме- 


таллической пластины ее 
можно сделать — зеркалзь- 
ной. Оцекить, какова 
жожет быть  максимазь- 
ная высота  шероховатос- 
тей, оставшихся после 
полировки. чтобы пласти- 
на зеркально отражала 
пучок света с длиной вол- 
ны 2=5.Ю-8 м.  ладаю- 
щий на нее под углом © 
—=45`. 


= МЕрута — - 


с0$ ый 
= (а Яша) па — 
А 


га зш а — 
с05 м 
51? «— 1 


+ А = азт а — 
с0$ а 


— К с0$ 9. 


А = ат В — $та) -- 
-- Я (с0$ В -№ с0з @). 
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центром А и коэффициентом #==505° треугольник ВАС” 
перейдет в треугольник ВАС (при этом Г перейдет в Я), 
а центр О окружностн, вписанной в АВ'АС’. перейдет 
согласно (*) в точку К. Таким образом. мы доказалн, что 
центр окружности, вписанной в ААВС. — точка К. 


Н. Васильев 


. 


Ф 


Для того чтобы шероховатая поверхность отражала свет 
зеркально, необходнмо, чтобы не происходило уменьше- 
ния нитенсивностн отраженного света из-за интерфереи- 
ции волн, отраженных от разных точек поверхности. Для 
этого разность хода ДА лучей, отраженных под одинм и тем 
же углом от разных точек поверхиссти. должиа быть мно- 
го меньше длнны волны. 

Очевидно, нанбольшую разность хола имеют лучи. 
отраженные от зпадивы и от вершины шероховатости 
(точки А и Вна рисунке 13). Обозначим угол падения и 
В угол. под которым наблюдается отражение от повер- 
хиости. Проведя нэ точкн А перпендикуляр АС к падаю- 
щим лучам, найдем точку С на луче 2. в которой фаза вол- 
ны совпадает с фазой в точке А (АС — фронт падающей 
волны). Проведя из точки В перпендикуляр к отраженным 
лучам, иайдем точку О, в которой фаза отраженной волны 
совпадает г фазой п точке В (ВР — фронт отраженной воз- 
пы). Разность хода А лучей Г и 2 равна |АД|-—|СВ|. 
Проведя вычислення, найдем (см. рнс. 13): 


А = ацут 2—9 2) А (с0$ В -- соз @). (*) 


Отражение будет зеркальным, еслн А<^. Так как рас- 
стояния @ между впадинами и выступами на отражающей 
поверхности могут быть совершенно произвольными (как 
маленькнми, так и большими). то для выполнения усло- 
вия А<А первое слагаемое в (*) должно быть равным ну- 
лю. Это значит, что зеркальное отражение возможно Лишь 
в том случае, если «==В, то есть угол падения равен углу 
отражения - : 

В этом случае А = 21 с0$&, и отражение будет зер- 


кальным, если ЭН с05 «А, то есть ох -- (При- 


дл 
мечацие. Так хак при & — > с5а- 0, 


и 
д Г 
при больших Углах падения (аизких Е -37зеркозьной 


становится и грубая поверхность с большими шерохопва- 
тостями.). | | 
Прн ^=5- 10-8 м и «=45” л<3,6. 10- м. 


$542. Как изменится ско- 
рость истечения газа из 
баллона через небольшое 
отверстие. если темпера- 
пиру газа увеяичить в 4 ра- 
за. а давление — в 8 раз? 


Ф543. На плоскию поверх- 
ность стеклянного полу- 
цилиндра падают под 
углом 45° световые дучи. 
яежащие в плоскости. пгр- 
пендикузярной к оси полу- 
цилиндра. НЗ какой части 
боковой поверхности полу- 
цилиндра будут выходить 


лучи света? — Показатель 
преломления сшекда п. 
Рис. 14. 


Число 2 молекул, вылетающих из сосуда за время #. равио 
1 Е 
& == 5 п$ |9х|ё, 


где | ох | — среднее значение модуля проекции скорости мо- 
лекулы из ось Х. перпеидикулярную к стенке, в которой 
имеется отверстие, $ — площадь отверстия и п — концент- 
рация молекул газа в сосуде (число молекул а единице 
объема). Е 


Величина |о..| пропорциональна скорости и теплового 
ЗАТ 


движения молекул. Так как и = У (и — молярная 


масса Газа), |и.; | ^* Ил. Из основного уравнения молеку- 
. р 
лярно-кинетической теории р = пЁТ следует, что и = АТ: 


Такнм образом, 


Это означает, что прн увеличении температуры в 4 раза, 
а давления в 8 раз скорость истечения Газа увеличивает- 
ся в 4 раза. 


Ф 


Луч. Падающий на плоскую грань полуцилнидра в точке А 
под углом я = 45. преломляется н идег далее в стекле 


эт а 
под углом В (рис. 14) таким. что тв =” то есть В = 


‚яп а 
= агсут —— 


= агсз =. Этот луч попадает затем на 
п] м 
инаянндрическую поверхность в точке В под углом \’, кото- 
рый зависит от угла Ф. образуемого радиусом ОВ с плос- 
Ы 


кой граныю полуцилиидра: 7 =-5 --8 — $ {см. рис. 14). За- 


тем этот луч выходит из полуцилинкдра цод углом & таким, 


ту 1 „тб 
что 56 = п: то есть “ит = р . 


л 
Из полуцилиндра выходит те лучн, для которых д = = 


: К 
(см. рис. 14) и. следовательио. т ? = =. Это означает, что 


из стекла выходят те лучн, которые попадают на цилинд- 
рическую поверхность между точками В, и В, п для кото- 
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Рис. 15. 


Ф544. Оценить скорость 
ракеты с космонавтом при 
выходе из паотных слоев 
атмосферы. 


Рис. 1$ 


$545. Два воздушных пу- 
зырека радиусов гатегьт= 
—=$3 мм ва баке с водой саи- 
ваются в один. Найти ра- 
диус получившегося пузырь- 
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рых ф, = ф=ф.. Поскольку 
1 


я п а 
ф = — В. фа = 0-1, Е Ви\, = Т: = агсят >. 


окончательно находим 


ы . 1 ЗЫ рый 
—- ыы с — = = —— 
э_ - агсзт МУ агсут = <; фз агсыи-”- + 


1 а 
г агсзт ——=-+ — 
р ое 2’ 


Верхний предел, естественно. должен быть меньше д. 
Поэтому при таких п, при которых $э> п, сверху ф огра- 
ничено значением д. 

При некотором значенни м может оказаться, что зна- 
чение ф;, (нижний предел ф) соответствует области тени, 
в которую лучн вообще не попадают. Границу тени не- 
трудно навтн, рассмотрев ход луча, падающего на позу- 
цилиндр в точке О (рис. 15). Область тени — это, оче- 
видно, дуга РЕ 

Так как треугольник ОЕО — равнобедренный с угла- 


ми нри основанни РЕ, равнымн у’= = “= > В. 


1 
= 28 —=2 1 —. 
фт = 28 агс$1п у 


Нижияя граннца «светящейся» области равна фт при 
фто, то есть прн 


ь 1 п | вый 
Зуи —5_ + агсзт я уе — агсят —„— — 


| РИ | д 
=> атс ——— = см — > —. 
п у? п 2 


Ф 


Для оценки можно воспользоваться различными даиными. 
Известно, например, что макснмальная перегрузка, испы- 
тываемая космонавтом, равна 7,7—7,8. 

Перегрузка — это отнознение веса человека, движу- 
щегося с ускореннем, к весу того же человека, когда он 
находится в покое на Земле. На Земле вес равен силе тя- 


= > 
жести: |р|==т |941. Если перегрузка на корабле равна &, 
то вес космонавта, то есть сила, с которой он действует 


> > 
на сиденье корабля. равен Р’=Вшя. Эхо означает, что иа 


> = 
космонавта со стороны сиденья действует сила Мо —Атр 
(рис. 16). ро того, на космонавта действует сила тя- 
жести 2. Иод действием этих сил космонавт движется 
с ускорением 


_  - 
и № -- те 


> 
- =—(#— а. 


При &> 1 ускоренне направлено вверх. Считая, что А= 7,7, 


получаем |а|-=66 м/с?. Полагая для оценкн толшину илот- 
ных слоев атмосферы равной #=15 км, находим значение 
скоростн ракеты при выходе из илотных слоев: 


Ре 
= И 212 12.4.1089 ме. 
Ф 


Так как теплопроводность воды мала. можно считать, что 
процесс слияния нузырьков происходит адиабатно н, сле- 
довательно, нзменение А внутренней энергии системы 
равно работе А внешних сил давления. Если внешнее дав- 
ление равно Де. а измененне объема пузырьков — АУ, 


ка сразу же цосле его об- 
разования и через бозышое 
время после этого, если 
теплопроводность воды 
невелика, а ее тепалоем- 
кость очень большая. Счи- 
тать, что лузырьки на- 
ходятся вблизи  поверх- 
ности воды. 


то А = рьАИ. 

Изменение внутренией эпергни системы равно АИ - 
-:045-- Аи. Здесь 94$ — изменение поверхностной энер- 
гии за счет изменения площади поверхнсстн пузырьков 
на 45 (0 — поверхностное натяжение воды); Аи — изме- 
нение внутренней энергин воздуха. 

Внутренияя энергня воздуха в результате слияния 
пузырьков изменилась на величину 


3. рат 
4 =— и ® . 


где т — масса воздуха в пузырьках, АТ — изменение 
лемпературы воздуха. (Воздух состоит в основном. из 
двухатомных молекул азота и кислорода, поэтому его 
можно считать двухатомным газом. Внутренняя энергия 
одного моля двухатомиого газа равна 3/, ВТ.) 

Давление р воздуха в пузырьках в нашем случае 
остается практически постоянным. Действительно, дав- 
ление р отличается от давления в воде на уровне пузырь- 


20 
ков на величину -— {7 = Г: = 72} — в первоначальном 


20 
пузырьке н на величину р. = в новом пузырь- 
ке раднуса р (р>7. Поскольку слияние  происхо- 
дит у поверхности воды, можно считать, что  дав- 
ление в воде равио атмосферному. то есть равно 
20 2.1.3-10-* 


Роез 10 Н/м?. Так как = 80 =” 49 (Н/м?) ро. 


можно считать, что давление в пузырьках остается неиз- 
менным и равным ро. Поэтому. согласно уравиению 


т 
газового состояния, д АУ = в ВАТ, откуда АТ = ро АУр. 
Таким образом, С 
3 
А = ро АУ —= «4$ +75 2 ВИ, или 04$ = — 5 Ро АУ . 


Подставляя в это выражение АУ = : д (03 — 213) и А = 
— 4л (р? — 2/7), получим: 

Роб? -2 266? —- 2рог3 — 4072 =0, 
или, с учетом численных данных, 

108 (3 -[ 14,6- 10-2 р? = 5,4- 10-3. 


Поскольку заведомо р>3.10-3 м. второе 
левой части равенства мало по сравнению 
им можно првиебречь. Поэтому 


слагаемое в 
с первым н 


ря 5.4 10-8 ==3,8-10-3 (м). 


то есть р=>3,8 мм. 
И. Слободецкий 


35 


По страницам школьных учебныков 


М. Балк, Ю. Ломакин 


Доказательство 
неравенств 

с помощью 
производной 


В этой статье. основанной нз матерналах 
занятий с учениками 1Х—Х классов в 
аетнем лагере школьников «Матема- 
тик-79» (Вологодская область), покз- 
зано, как простые сведения со производ- 
ных могут быть использованы для про- 
веркн истинности неравенств. 


Для доказательств иеравенств осо- 
бенно полезна следующая теорема 
{«А лгебра и начала анализа 9», п. 54): 

Теорема 1. Если функция | 
имеет положительную производную а 
каждой точке интервала |а; Ь[, 
то эта функция возрастает на ]а; 61. 
Если фучкция } имеет отрицатель- 
ную производную в каждой точке 
интервала ]а; Ь[, то |[ убывает на 
]а: 6[. Если дополнительно известно, 
что | непрерывна в каждой точке 
полуинтервала |а; |, то возраста- 
ние (или, соответственно, убывание) 
имеет место на всем этом полуинтер- 
вале *). 

Начнем с двух примеров на при- 
менение этой теоремы: первый — про- 


стой, второй — посложнее. 
Пример 1. Докажите, что 
при х >! 
№ — 12 Шх. 


Сохриняется ли то же неравенство 
при 0<х< 

Решение. 
цию /(х) 


Рассмотрим функ- 
х— |1 — 2х. 


*) Аналогичное утверждение остается 
верным. ссли вместо полувнтервала [а; &| 
брагь полуинтервал ]а: 6] илн отрезок 

и: 6]. 
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Имеем 
Г = (=!) > 


при х>1. 


Поэтому [ возрастает на |1;-- оо|. 
Если мы учтем еще, что функция | 
непрерывна на [1; --о5[(т. е. в каж- 
дой точке этого промежутка), то воз- 
растание { имеет место на [1; оо [. 
Поэтому при 1<х< + — будет 
Ро) >РАа), т. е. м —1— 2х >0, 
2—1 >22 Шх. 

Рассуждая аналогично, можно 
убедиться, что [(х) < 0 на 10; И, 
так что } убывает на 10; 1[. Так как 
{| непрерывна на 19; 1], убывание 
имеет место на 10; 1]. Поэтому при 
0<х< 1 имеем [(х) >|), т. е. 
х — |1 — 2 шх >0. Итак, х2 — | > 
>2шх при 0<х< 1. 

Пример 2. Выясните, что боль- 
ше: 793/5 -- 19003/5 или 19793/5? 

Решенне. Решим более об- 
щую задачу: что болыие @Р -г ШР 
или (а — 6)Р, если О<а<ьи0< 
<р< 1? Рассмотрим на 10; +о9| 
функцию |[(х) - а Р— (аР + 
Е дР). 

Имеем: 
Гора хр, — рае = 


| "р | \1}-р 
м 2 
при О<х< 0. Значит, [ на 


10; --оо[ убывает. Поэтому из 0< 
<а<Ь следует, что {#(5) <[(а, 
т.е. (а + БР — (а? +?) < ат 
-- а)Р — (ар - ар) -= @я? РР — 2—0, 
аР г Р >(а -- ВР. В частности, 
79315 -- 1900325 >> 1979325. 

Для решения дальнейших приме- 
ров нам потребуется такое следствне 
из теоремы 

Теорема 2. Пусть каждая 
из функций [и # непрёрывна в каж- 
дой точке полуинтервала [а; В] и 
имеет производную в каждой точке 
интервала а; 61. Для того чтобы 
всюду на интервале }а; Ь\ было верно 
неравенство 

Г) <Е С), (1) 
достаточно, чтобы одновременно вы- 
полнялись` два условия: 

"РО < “О всюду на 
а; 61, (2) 


11. [@ = Е (9. (3) 

Доказательство. Функ- 
ция РЁ (х) = 8 (х) —{!() непрерывна 
на {[а; 6[, причем РЁ (а) =ОиР (х)> 
>>0 на }а; |. По теореме 1 функ- 
ция Ё возрастает на |[а; Ь[, так что 
при а < х< & имеем РЁ (х) >Е(а> 
220, т.е. { ХФ < Е) всюду на 
]а; 61 *). 

Применение теоремы 2 мы тоже 


проиллюстрируем на двух  приме- 
рах. 
Пример 3. Докажите, что 
при х>0 
Ш х < х. {4) 


Решение. Дифференцируя (4), 

получим 
| 
1х <1, 

что, очевидно, верно на 10; 09|. 
Кроме того, ш (1 - 0) = 0. Следова- 
тельно, согласно теореме 2 неравен- 
ство (4) верно при О<х< +. 

Пример 4. Проверьте, спра- 
ведливо ли при х, >х. >0 неравен- 
ство 


ж—х 1 
и <> (+ х.). (5) 
Ха 


Решение. Мы можем перейти 
от неравенства с двумя переменнымн 
к неравенству с одним переменным, 


если положим х == =*. Тогда (5) при- 
2 
нимает вид 


х— 1 
шх 


< (+1. (6) 


Из х; >х. >0 вытекает х >> 1. Диф- 
ференцировать дробь, у которой п х 
в знаменателе, неудобно. Перепишем 
поэтому неравенство (6) в такой рав- 
носильной форме: 


х— | 1 
а. 7 


*) Если дополнительно потребовать 
еще непрерывность функций Ён & в точ- 
ке 5, то (как ясно из доказательства) ие- 
равенство (1) будет верно в точке 6. Мож- 
но доказать, что теорема 2 остается верной 
вв том случае, -. когла строгое неравенство 
{2} нарушается (заменяется равеиством 
Гоф=в“4х)} в конечном числе точек ‘или 
даже в бесконечиом числе точек, если толь- 
ко такие точки не заполняют какой-либо 
промежуток вида ]а; с|, где а). 


Чтобы решить, верно ли это нера- 
венство, выясним, верно ли неравен- 
СТРО, Которое возникает при его по- 
членном дифференцировании. Таким 
образом, мы должны рассмотреть ие- 
равенство 


2 | 
<: < (8) 


или равносильное ему неравенство 

(х— 1 >0. 
Последнее при х >11 верно и, сле- 
довательно, при этих х верно (8). 
Далее, при х =: | обе части неравен- 
ства (7) принимают равные (нулевые) 
значения. Видим, что условия теоре- 
мы 2 соблюдены, так что неравенство 
(7) верно, а вместе с ним верны (6) 
и (5). 

Иногда при доказательстве нера- 
венства полезно применить почлен- 
ное дифференцирование не один, а не- 
сколько раз. Точнее говоря, иногда 
полезно воспользоваться следующим 
следствием из теоремы 2 *): 

Теорема 3. Пусть каждая 
из функций [ и Е непрерывна на полу- 
интервале [а; 6[ и имеет в каждой 
точке интервала }а; Ь| производную 
порядка п. Для того чтобы всюду 
было верно неравенство 

[< &() на вЫ, 0) 
достаточно, чтобы одновременно вы- 
полнялись такие условия: 

Г. Выполняется неравенство, по- 
лучающееся из неравенства 19] путем 
п-кратного дифференцирования, т. к. 
всюду на ]а; 6 

<=): 

п. } (а) < &(@), 

Ё (4) <=), ... 
„2 (а) за” —а); 
КВ (а) < “ча. 

Доказательство. Так как 
[и-Ь (хр < и -Ъ (Хх) на а; Ш 
(см. (10)) и К”-® (а) < 2-0 (@), со- 
гласно теореме 2: [^^ (х) < 8" Ъ (х) 
всюду на |а; 6{[. Но это значит, что 
17-5 (< 1-2 (ху всюду на 
а; 6[. Кроме того, по условию, 
К?) (а) = &"-*) (а). Поэтому по тео- 


(10) 


*) Пронзводная от производной функ- 
цин { называется ее второй ней 
и обозначается через Ё’; аиалогичио оп- 
ределяется третья, четвертая произзодные 
и вообще производная любого порядка л 
{обозиачение: /[“)). 
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реме 2: К"? (х) < 5"? (х) всюду 
на |а; 61. Повторяя аналогичные рас- 
суждения, мы после конечного числа 
шагов получнм, что всюду на |а; 61 
справедливы строгие неравенства 
ПП < ры, РГ 
<&"' (х), Г < < #=«х) и, наконец, 
[Г (<) < #(>), что и требуется дока- 
зать. 

Пример 5. Докажите, что 
при х-=0О справедливо неравенство 


е Нех >24 д. (11) 
Решение. Рассмотрим  сна- 
чала случай х >0. Будем — диф- 


ференцировать (11) почленно несколь- 
ко раз н посмотрим, не получим ли 
неравенство, справедливость  кото- 
рого не вызывает сомнения. Получаем 
последовательно: 

ех —ех > 2х; 

ех ем >22; 

ех —ех >0. 
Последнее неравенство при х > 0, 
очевидно, верно. Кроме того, при 
х = 0 верны равенства е° + г-° = 
= + 07, ее —= 2.0, + е°= 
= 2. В силу теоремы 3 неравенство 
(11} верно при х >0. Так как при 
замене х на —х обе части неравенства 
{11) не нзменятся, то это неравенство 
зерно и для всех х< 0. 


Упражнения 


Проверьте справедливость следующих 
неравенств: 


1. > -х при хз 0; 
2. (р 9) < 32 (р® -| 4%) при р>0. 
9>0, рэ9: 


: хз 
3. зтх> х— 9 прих>0; 


чь 


с 1 
. 2Ух>3 —-прнх> 1; 
хз л 
5. ЧЕ х>х 5 при 0<х<-—; 
2 1 л 
6. зпх< ох (м —х} при 0<х< >; 
|. 
7. 2а6 т — <6?— а? прио<а< 5; 
1 
в. и >1-+х- х? прих>0; 
х? хз 
9. шт (1 + <х—э +3 прих>0. 


Ю. В окружность радиуса Ю вписан 
празнльный  п-угольник с периметром 
рп и около нее описан правильный л-уголь- 
ник с периметром Ри. Докажите следующее 
неравенство (принадлежащее известному фи- 
зику п математику Христиану Гюйген- 
су):2р» + Ри >6дА. 
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гор ит 
для младших школьников 


Задачи 


1. Туристы купили в магазине 
сто предметов: спички (цена 1 копей- 
ка за коробку), пирожки (по 19 ко- 
пеек) и консервы (цена — 50 копеек 
за банку). За все уплатили 5 рублей. 
Сколько предметов каждого товара 
куплено? 


2. Попробуйте повернуть четыре 
кольца, нзображенные на рисунке, 
так, чтобы сумма любых четырех 
чисел, расположенных на одном ра- 
днусе, равнялась одному ин тому же 
числу. Какое это число? 


3. 15 шариков можно сложить в 
виде треугольника, но нельзя сло- 
жить в виде квадрата — одного ша- 
рика не хватает (см. рисунок). Из ка- 
кого количества шариков, не превос- 
ходящего 50, можно сложить как 
треугольник, так и квадрат? 


4. Можно ли в квадрат со сторо- 
ной длины 1 поместить несколько 
непересекающихся кругов, сумма ра- 
днусов которых равнялась бы 1979? 


5. В ряд расположено пять монет. 
Средняя лежит вверх орлом, осталь- 
ные — решкой. За один ход разре- 
шается перевернуть любые три рядом 
лежащие монеты. Можно ли до- 
биться, чтобы все монеты лежали 
вверх орлом? А если вверх орлом пер- 
воначально лежит только первая мо- 
нета? А если только вторая? 
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А. Дозоров 


Можно ли носить 
воду в решете? 


Один раз мы азяли с собой керосин- 
ку. но больше — никогда! Цезую не- 
делю мы как бидто жили в кероси- 
новой лавке. Керосин просачивался 
всюду. Я никогда не видел. чтобы 
что-нибудь просачивалось. как кс- 
росин. Мы держали ео ка носи 
лодки. ип отлида он просочилея до 
самого руля. пропитав лодки и все 
ее содержимое. Он растексч по всвй 
реке. зинолонил собой пейзаж п 
отривил воздих. 
{ жером К. 
и одной лодке. не 


Джером. «Грое 
считая собаки» 


Вы помните историю про муравьии- 
ку. который очень торопился домой? 
Многие помогали ему. Наиример, че- 
рез речку его перевез водомер. Это — 
пасекомюе, и вы, наверное, много раз 
видели его. Водомер совершенно сно- 
койно стоит на воде и не тонет 
(рис. 1). Правда, если виимательно 
приглядеться, вода под ним немного 
прогибается. 

Почему же это насекомое не тонет? 
И разве может вода прогибаться? 

Оказывается, все дело в поверх- 
ностном слое жидкости. Он обла- 


дает целым рядом необычных свойств. 
Вы легко можете убедиться в этом, 
проделав несколько довольно иро- 
СТЫХ ОПЫТОВ. 

1. Налейте в тарелку немного во- 
ды. Возьмите иголку, лучше потонь- 
ше, н аккуратно положите ее на по- 
верхность воды — иголка не тонет 
(рис. 2). Если опыт у вас не получил- 
ся, не отчанвайтесь. Потрите иголку 
пальцами (или слегка смажьте ее мас- 
лом, или, еще лучше, потрите о свеч- 
ку) ип новторите опыт снова. 

Посмотрите внимательно вдоль по- 
верхности воды. Видите, что около 
иголки поверхность изогнута? Вне- 


Рис. 1. 


чатление такое, 
лежит на пленке. 

Это сравнение довольно хорошее. 
Поверхностный Слой жидкости, 
и вправду, чем-то похож на растяну- 
тую упругую иленку (хотя происхож- 
дение особых свойств поверхностного 
слоя совсем иное, чем у растянутой 
пленки). Попробуем это пояснить. 

В глубине жидкости каждая мо- 
лекула со всех сторон окружена со- 
седями, которые тянут ее во все сто- 
роны одинаково. Молекулы же ио- 
верхностного слоя сверху соседей не 
имеют, поэтому они испытывают при- 
тяжение со стороны нижележаших 
молекул. Жидкость как бы стремит- 
ся К тому. чтобы на ее поверхности 
было минимальное количество моле- 
кул. В результате поверхностный 
слой жидкости находится как бы в 
патянутом состоянии подобно упру- 
гой пленке. Иногда мы будем по- 
верхность жидкости называть илен- 
кой, но слово это будем заключать 
в кавычки. 

Итак, не только водомер, но и бо- 
лее плотные тела, в нашем опыте — 
металлическая иголка, держатся 
на поверхности жидкостя, причем 
они именно не «плавают» в обычном 
понимании этого слова, а удержи- 
ваются поверхностным натяжением 
жидкости. 

Правда, если вы будете брать все 
более и более толстые иголки, то, 


как будто нголка 


начиная с некоторого момента, сила 


тяжести 
НОГО 


превысит силы 
натяжения. и иголки будут 
тонуть. (Интересно, что длииа игол- 
ки практически никакой роли не 
играет.) 

2. Оказывается, натяжение по- 
верхностной «пленки» зависит от вы- 
бранной жидкости. 

Положите иголку на поверхность 
воды. Возьмите спичку, отрежьте у 
нее головку (в основном — чтобы не 
перепзчкаться), иотрите кончик спич- 
ки о мыло и коснитесь им воды сбоку 
от иголки, на расстоянии примерно 
Г см от нее. Иголка немедленно отеко- 
чит от спички. Происходит это по- 
тому, что молекулы мыльного рас- 
твора слабее, чем молекулы чистой 
воды, притягивают к себе иголку. 
С разных сторон на иголку действуют 
разные силы, она движется в сто- 
рону действия большей силы. Прн- 
нято говорить, что поверхностное на- 
тяжение чистой воды больше, чем 
мыльной. 

Вы можете погонять иголку таким 
образом по всей тарелке. Обязатель- 
но подгоните ее к краю тарелки и 
повторите опыт. Как теперь ведет се- 
бя иголкаР 

Учтите. что мыло очень быстро 
распространяется ио поверхности во- 
ды. так что почаще меняйте воду в 
гарелке. 

Вуесто иголки можно на новерх- 
ность воды положить синчку и про- 
водить опыты с ней. (Иголка, 10 и 
дело топущая от цеосторожиых дзи- 
жений, сильно усложняет экспери- 
менты. } 

Возьмите две снички и аккуратпо 
ноложнте их на воду параллельно 
друг другу. Спички будут еближаться 
(рис. 3). Сиова раздвиньте их и кон- 
чиком третьей сицчки. предваритель- 


повер хност- 
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Рис. 4. Рис. 5- 


но 1ютерев им о мыло, дотроньтесь 
до воды с разных сторон от плаваю- 
щих спичек. Что с ними будет проис- 
ходить? } 

По такому же принципу можно 
сделать несколько нехитрых игрушек 
и показать их действие малышам. 

Расщепите немного конец спич- 
ки и вставьте туда кусочек бумаги 
(рис. 4). В мыльнице приготовьте из 
мыла кашицу и аккуратно обмокни- 
те в нее торец бумажки. Осторожно 
положите спичку на воду — спичка 
поплывет. Вы заметили, в какую 
сторону плывет спичка? 

Теперь в оба конца спички вставь- 
те кусочки бумаги так, как показано 
на рисунке 5, и обмокните их в мыль- 
ную кашину. Положите ` спичку на 
поверхность воды — спичка начнет 
вращаться. 

На рисунке 6 показана модель 
пушки, которую вы можете вырезать 
из плотной бумаги. Чтобы эта пушка 
«выстрелила», достаточно мыльным 
концом спички коснуться поверх- 
ности воды в точке А. 

Попробуйте вместо мыла брать 
другие вещества. Как-то в пионерском 


е А 


Рис. 6. 
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лагере можно было наблюдать такую 
картину. Группа ребят обступила не- 
большую лужу. У них в руках были 
маленькие щепки. Концы щепок ре- 
-бята мазали еловой смолой и устраи- 
вали гонки — шеночки быстро н 
замысловато скользили по воде. 

3. Поверхностное натяжение спо- 
собно поднимать жидкость на срав- 
интельно большую высоту. 

Возьмите стеклянную трубочку с 
очень маленьким внутренним днамет- 
ром (4<1 мм), так называемый ка- 
пилляр. Опустите один из концов 
капилляра сосуд с водой — вода 
поднимется выше уровня воды в со- 
суде. Чем тоныие канилляр, тем вы- 
ше поднимается вода по его стенкам. 
Если у вас когда-нибудь брали кровь 
из пальца, вы это уже видели — 
медсестра в капилляр собирает кг- 
пельку крови. 

Капиллярные явления можно на- 
блюдать повсюду. Это поднятие воды 
по мельчайшим отверстиям в куске 
сахара, поднятие керосина по фитн- 
лю в керосиновой лампе, всасывание 
влаги из почвы кориями различных 
растений и т. п. 

Более скромный опыт можно про- 
делать и с не очень тонкой трубоч- 
кой. Наберите в нее воду и пальцем 
закройте нижний конец  труб- 
ки (рис. 7). Вы увидите, что уровень 
воды в трубке изогнут. Это результат 
того, что молекулы воды сильнее при- 
тягиваются к молекулам стенок со- 
суда, чем друг к другу. В таком слу- 
чае говорят, что жидкость смачивает 
твердое тело. 

Сделайте еще один опыт. Вылив 
чай, оставьте на дне чашки немного 


Рис. 7. 


жидкости с чаинками. Чайной лож- 
кой или спичкой осторожно косни- 
тесь поверхности жидкости. Она тот- 
час же «поползет» вверх, увлекая за 
собой чаинки, 

4. Не все жидкости и не во вся- 
ких трубках «цепляются» за стенки. 
Бывает и так, что жидкость в капил- 
ляре опускается ниже уровня в ши- 
роком сосуде, при этом ее поверх- 
ность — выпуклая. Про такую жид- 
кость говорят, что она не смачивает 
поверхность твердого тела. Притя- 
жение молекул жидкости друг к дру- 
гу сильнее, чем к молекулам стенок 
сосуда. Так Ведет себя, например, 
ртуть в стеклянном капилляре (рис. 8). 

Наберите в пипетку немного воды. 
Осторожно капните одну капельку 
на чнстое стекло, а вторую — на 
хлеб, намазанный сливочным мас- 
лом. Первая капелька растечется по 
стеклу, а вторая (на сливочном мас- 
ле) — нет. Вывод — вода смачивает 
стекло, но не смачнвает масло. 

Как вы ответите на известный 
вопрос: можно ли носить воду в ре- 
шете? Возьмите решето, смажьте его 
маслом или лучше натрите свечкой. 
Влейте в решето немного воды — 
она ие вытекает! Оказывается, воду 
держит поверхностная «пленка», об- 
разовавшаяся из-за несмачивания во- 
дой ячеек решета. Если у вас нет ре- 
шета, вместо него можно взять, на- 
пример, терку или консервную бан- 
ку, в которой тонким гвоздиком про- 
биты маленькие дырочки. 

Вы уже видели, что несмачиваю- 
щая жидкость не растекается по 
поверхности, а собирается в каллю, 
причем чем меньше жндкости, тем 


Рис. 8.. 


форма капли ближе к сферической. 
Почему? Благодаря сильному при- 
тяжению молекул жидкости друг к 
другу жидкость принимает форму с 
нанменьшей поверхностью. А это, 
как правило, сферическая поверх- 
НОСТЬ. 

Последнее очень наглядно демон- 
стрируется н состоянин невесомости. 
Если космонавт выпустит воду из 
сосуда {в невесомости нельзя сказать 
«выльет» в том смысле, как это по- 
нимается на Земле), она примет фор- 
му шара. Кратковремеиное пребы- 
вание расплавленного металла в со- 
стоянии невесомости во время паде- 
ния с большой высоты издавна ис- 
пользуется для производства дроби. 
Капли жидкого металла, падая, при- 
обретают форму шарика и, остывая, 
сохраняют се. Так получаются дро- 
бинкн. 

Аналогичный опыт вы можете про- 
вести и в домашних условиях. По- 
капайте стеарин с горящей свечкн 
в таз с холодной водой — вы получи- 
те маленькие «дробинки». Свечку луч- 
ше держать как можно ближе к воде, 
тогда стеарин будет остывать именно 
на поверхности воды. 

5. Поверхностное натяжение иног- 
да оказывает столь сильное дейст- 
вие, что его можно ощутить (в бук- 
вальном смысле этого слова} руками. 

Возьмите две одинаковые стеклян- 
ные пластинки. Протрите их хоро- 
шенько и приложите друг к другу. 
Они легко разъединяются. Теперь од- 
ну из пластинок смочите водой и 
сложите пластинки. Разъединить их 
очень трудно (если только не переме- 
щать пластинки параллельно друг 
другу). Это результат действия по- 
верхностного натяжения. 

Итак, на простых опытах вы позна- 
комились с особенностями поверх- 
ностного слоя жидкости. Подобных 
экспериментов можно провести очень 
много. Но нмейте в виду, что всегда 
болыне всего нравится-тот опыт, ко- 
торый вы придумали сами. 


Практмкум абмтурмента 


( 


С. Овчинников 


Если 
промежуток 
не замкнут... 


При решении геометрических задач 
на отыскание наиболынего (или наи- 
меньшего) значения иногда забывают, 
что искомые величины обычно удов- 
летворяют определенным  ограниче- 
ниям, обусловленным их геометри- 
ческим смыслом. Во многих таких 
задачах исследование рассматривае- 
мой функции на границах ее области 
определения представляет собой су- 
щественную часть решения. 

Ниже приводятся примеры такого 
исследования. 

Задача 1. Найти наибольшее 
значение величины периметра прямо- 
угольника, вписанного в данный круго- 
вой сегмент так, что две его вершины 
лежат на хорде данного сегмента. 

Решение. Пусть 2а — длина 
хорды сегмента, а В — его высота 
(рис. 1). Легко видеть, что величина 
радиуса круга есть Ю-=-“ и 
Обозначив через х половину длины 
основания вписанного прямоугольни- 


и 


р 


Рис. 1. 
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ка, находим длину второй стороны: 
у= ТЕ ВА. 


Отсюда находим величину периметра 
Р прямоугольника как функцию пе- 
ременной х: 


Р(х) = 4х2 У В:—х —2Ю+ 98. 


При этом хЕ10; @[, если #<А, и 
х@]0; а], если В>Ю (проверьте!). 

Найдем критические точки функ- 
цин Ри исследуем их. Имеем 


Р’(х) = = 


Отсюда 


.Р’(х)=0е2У Е? ых. 
Решая последнее уравнение, находим 


критическую точку  х.= и № 
Функция является возрас- 
ИВ — 2 


тающей. Поэтому производная Р“(х) 
положительна при х<5хо и отрицатель- 
на при х>хо.` Таким образом, точка 
Хо является точкой максимума функ- 
ини Р. Осталось исследовать вопрос, 
когда эта точка дает наибольшее зна- 
чение периметра и что происходит, 
когда наибольшее значение в этой 
точке не достигается. В этом иссле- 
довании существенную роль играет 
интервал, на котором онределена функ- 
ция Р. Напомним, что для 1<Ю это 
есть интервал 0; о|, а для >В — 
полуоткрытый промежуток Ю; а|. 
И втом, и в другом случае, если кри- 
тическая точка хо принадлежит ин- 
тервалу 10; а[, то функция Р прини- 
мает в ней свое наибольшее значенне. 
Имеем 


2 
№ 10; а] в —=— Е Ю<а- 
У5 а-+и 
5 А о 
ы последнее неравенство, нахо- 
дим —— се ВЫ! [. 


Для всех таких значений аи Я зан- 
болыпее значение периметра равно 


Р(х) = о 


Рис. 2. Рис. 3. 


Пусть теперь критическая точка 
хо не принадлежит интервалу 10: а|, 
т.е. х› >а. В этом случае производ- 
ная Р’(х) положительна для всех х 
из |0; а[ и функция Р возрастает на 
интервале }0; а|. 


Пусть # < Ю. Совместно с услови- 


о 1 


ем х,—>а это дает нам — = — 


Так как при й = К ИИ Р онре- 
делена на интервале |0; а|, мы дела- 
ем вывод, что она не достигает свое- 
го наибольшего значення. 

Если же #й > К. то совместно с 
условием ^ х 22а получаем 

/5--1 

Е. Так как в этом случае 
функция Р определена на полуоткры- 
том промежутке }0; а], она достигает 


своего наибольшего значения при 

х-=а. Это змачение есть Р (а) - 4а - 
д? м 

+2: 


Дадим наглядную геомегрическую 
иллюстрацию полученным результа- 
там. Выделим в круге радиуса К две 
параллельные «критические» хорды, 


1/5 


5 


находящиеся на расстоянии 


от центра круга (рис. 2). и достроим 
их до прямоугольника. Мы будем рас- 
сматривать лишь «верхние» сегменты 
< хордами, параллельными выделен- 
ным. 


Если хорла данного сегмента на- 
ходится между выделенными хорда- 
И 
= 
сегмент прямоугольник наибольнюго 


периметра есть пересечение данного 
сегмента с прямоугольником, построен- 


мн, тоа В и вписанный в наи 


ным на выделенных хордах (см. рис. 2). 
Если хорда данного сегмента на- 
ходится выше обеих выделенных хорд. 


го < Юн не 


пернметры вписавяых ирямоугольии- 
ков не достигают наибольшего зна- 
чения (рис. 3). 

Наконек, если хорда данного сег- 
мента находится пиже обеих выделен- 


ных хорд, то #>Ю а=—— о 5 В; 


в этом случае вписанный а голь- 
ник нанбольшего периметра имеет 
свонм основанием эту хорду (рис. 4}. 


Ю;в этом случае 


= 


Рис. 5. 


Задача 2. Из  прямоцеоль- 
ника с отрезанным «уголком» (рис. 5} 
требуется вырезать прямоугольник 
наибольшей площади со сторонами, 
параллельными сторонам данного пря- 
моугольника. 

Решение. Введем систему ко- 
орлинат. как это показано ца рисун: 
ке 6, и продолжим линию «среза» до 
пересечения с осями координат. Пусть 
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Рис. 7. В `х 


точки пересечения ее с осями коорди- 
нат есть А (а, 0) и В (0, 6). Решим 
сначала следующую вспомогательную 
задачу: вписать в треугольник АОВ 
прямоугольник наибольшей площади, 
одна из вершин которого есть О. 
Пусть величина основания прямо- 
угольника есть х. Тогда его высота 


равна $ — > х. Отсюда площадь пря- 


моугольника, рассматриваемая как 
функция от х, есть 


бе 
$9 -=х(6-шх ). 
Очевидно, $ (х) принимает наиболь- 
шее значение при х=-5-. При этом 


функция $ возрастает на полуоткры- 
а 
том промежутке 0; $ и убывает 


на полуоткрытом 


[5:4]. 


Проведенное исследование функ- 
ции 5 позволяет дать следующее на- 
глядное решение исходной задачи. 
Если середина К отрезка [АВ| при- 
надлежит «срезу» [СО], то ее следует 
принять за вершину искомого прямо- 
угольника. Если точка К находится 
«выше» среза [СБ]. то за вершину ис- 
комого прямоугольника следует при- 
нять точку С. Если же она находится 
«ниже» среза [СБ], то за вершину 
нскомого прямоугольника принимает- 
ся точка О. 

Задача 3. В конус с углом 2а 
при вершине осевого сечения и величи- 
ной радиуса основания К вписать 
цилиндр с наибольшей площадью пол- 
ной поверхности. 

Решение. На рисунке 7 изо- 
бражено осевое сечение данного ко- 
нуса. Обозначая через х величину 


промежутке 
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радиуса основания вписанного ци- 
линдра, легко находим, что его вы- 
сота равна (Ю—х) с а. Отсюда пол- 
ная поверхность, как функция пере- 
менной х, есть 


$ (х)=2 л-сва (6 а—1) > + Юх|. 
Эта функция условиями задачи опре- 
делена на интервале Ю; Ю. При 
15 аэ=1 легко находим критическую 


ТОЧКУ Хе = тучка) ФУНКЦИИ 5. 


В зависимости от расположения крити- 
ческой точки относительно интервала 
0; Е[ возможны три случая: 

1) хе «1. 

В этом случае, очевидно, функция 
$ является возрастающей на интер- 
вале 10; КГ. Своего наибольшего зна- 
чения функция $ в этом случае не 
достигает. 

ь в 


2) хЕ 0; Ме а <#> 


в о. 


В этом случае критическая точка 
Хо является, очевидно, точкой мак- 
симума функцни $, причем на проме- 
жутке ]0; х| функция $ возрастает, 
на промежутке [хо; В! убывает; сле- 
довательно, наибольшее значение этой 


мы ‚_ дА*. св а 
функции есть 5 (х, Г —М о) . 


3) >В <не! .. 


В этом случае функция $ опять 
является возрастающей на интервале 
Ю: ЮГ и наиболышего значения не 
достигает. 

Наконец, при { о=1 функция $ 
является возрастающей на интервале 
Ю; Е. 

Подводя итог исследованию фуик- 
ции $, можно сказать, что для & < 


1 
< 79 в конус можно вписать цилиндр 


с наибольшей площадью полной по- 
Если же Ша>-, то 
множество значений функции & есть 
открытый промежуток 10; 2187 
(«Алгебра и начала анализа 10», п. 84) 
и функция $ наибольшего значения 
не достигает. 

Задача 4. Один из углов трец- 
угольника, вписанного в окружность 
радиуса Ю, равен «. Найти наиболь- 


верхности. 


Рис. 8. 


шее значение длины высоты 
угольника. 

Решение. Обозначим длины 
сторон треугольника через а, 6 ис 
(рис. 8) и пусть угол, лежащий против 
стороны а, равен х. 


Очевидно, хЕ ]0; л—«“[. Заметим, 
что в условии не указано, о какой 
из трех высот треугольника идет 
речь. Поэтому при решении «в лоб» 
необходимо найти наибольшее значе- 
ние длины каждой высоты, а затем 
уже из найденных значений опреде- 
лить наибольшее. 

Обозначив длины высот треуголь- 
ника, опущенных на стороны а, би 
с, соответственно, через А, В, и Й., 
вычислим их как функции угла х. 
Используя теорему синусов и форму- 
лу для площади треугольника, нахо- 
Дим 


тре- 


Ва (х) = ше уп х-=2А . $1 @ - 5 (Х - @), 


Йь (х) = > п (х-+ а)=2В -зта-$тх, 


й. (х) = т а=2В-зтх-зт (х- а). 


Па 
хе 0; л— а[. Очевидно, при «<>. 


Рассмотрим функцию при 


эта функция достнгает наибольшего 


зы ы 
значения 2А зта при х = > —а. 


Если же © >, то фуикция В. 


убывает на ннтервале 10; л—а[ и 
наибольшего значения не имеет. Ана- 
логично находим, что функция А, для 


л 
“<-> достигает нанбольшего зна- 


. д 
чения 2К зта при х, =->-, @& Аля 


л 
< > —- наибольшего значения не 


имеет. 
Рассмотрим, наконец, функнию й.. 


В: (х)=2В [с05х-5т (х-- @) + 

-+ Яп х-с0$ (х - а)] = 28 -зт (2х @). 

Очевидно, на интервале |0; х—а| 

Ве (х) = ОФ т (2х а) = 0% 
ь2х-а=л. 


_а-—а 
2 


Критическая точка есть х, 


На этот раз а Е |0; л— а 


прн лю- 
бом допустимом а. 


На интервале 


}0; л—а| слева от точки х, произ- 
водная положительна, а справа — от- 
рицательна. Поэтому в точке х, функ- 
ция Й, достигает своего наибольшего 


& 
значения, равного 2Есоз*-5-. 


Итак, нам осталось для каждого 
значения угла © найти наибольшее 
значение из найденных наибольших 
значений высот. 


28 д 
Рассмотрим сначала случай “<->. 


Прн таких © наибольшие значения 
высот достигаются и принимают два 
© 


значения: 2В зто и 2К со5? 5_- Пре- 


образуем разность 
2Ю зта—2Ю с05? -5. = 
= вое . ) 
= ЗК с0$ 7 ра: 5 1}. 
Отсюда можно сделать вывод: 


о | : 
а) при @ < Загс —- максималь- 


& 
ная высота равна 2К 05? -5-; 
1 л 
6) при агсёЕ —- <а< 5 мак- 
симальная высота равна 2К м <. 


® Пусть теперь а > -5-. Выше мы 


отметили, что наибольшее значение 
& 
высоты й, равио 2 с03°-5-. Легко 
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Рис. 9. Рис. 10. 


видеть, что значения функций Й, и 
#, заполняют интервал 10; 2 чп. 
В рассматриваемом случае 2К т? > 


& 


> 28 с05? =. Значит, при а > —- 


наибольшее 
достигается. 


значение высоты не 


Эту задачу можно решить изящ- 
нее, еслн привлечь геометрические 
соображения. Очевидно. Я, «с н 


м 
№, «с. Поэтому при «< —5- наиболь- 


шие значения #й и №, равны с 
(рис. 9). Значит, в этом случае нам 
нужно выбрать большее из чисел й, 
и с. При фиксированном « фиксиро- 
вано также и с=2Ю япа. Наиболь- 
шее значение ЙА, имеет, очевидно, в 
равнобедренном треугольнике (рис. 
10). Таким образом, в рассматри- 
ваемом случае нам, как и выше, нужно 


выбрать болышее из чисел 2А с052 -5- н 


2Юзта. Если же а> той, > 


ний, >й,, прячем И, и А, не достн- 
гают наибольшего значения, равного 
суп (я — 0) -- 2К мп?“ (рис. 11). 


Внимательный читатель, конеч- 
но, заметил, что во всех разобранных 
задачах мы не следовали правилу 
из п. 59 пособия «Алгебра и начала 
анализа 9. По существу, это правило 
применимо лишь к случаю замк- 
нутого промежутка. Если же 
промежуток открытый илн полуот- 
крытый, как это и было почти во всех 
наших задачах, поведение функции 
на этом промежутке требует специаль- 
ного анализа! 
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Рис. 11. 


Такая же проблема возникает в 
случа бесконечных проме- 
жутков. 


Упражнения 

1. В параболический сегмент. хорда 
которого перпендикулярна к оси симыет- 
рин параболы (рис. 12}. вписать прямо- 
угольннк наибольшего периметра. (Дли- 
на хорлы — 24. высота — #й.) 


Рис. 12. 


2. В треугольннк с основанием й н 
высотой Я вписать прямоугольник нанболь- 
шего периметра. две вершнны которого 
лежат на основании треугольннка. 


3. Найти наибольшую хорду эллии- 


х2 у 
са +; = №. проходящую через 
В (0; —5). 

4. Найти нанбольшее н наименьшее 


расстояния от точки. лежащей на диаметре 
полукруга, до точек полуокружности. огра- 
ничивающей его. Тот же вопрос для круго- 
вого сегмента. 

5 (ДГУ. биофак, 1978). Найтн нан- 
большее и нанменьшее значення функции 
у=зщ 2х —х на [0; д]. 

6 (ЛГУ. ф-т прикладной математики— 
процессов управления, 1977\. Для каких 
значений параметра р нанменьшее на про- 
межутке [0; 1] значение кубического трех- 
члена хз — 2 рх? -|- | достигается на пра- 
вом конце промежутка? 

7 (ХГУ. физфак, 1978). Найти нан- 

9? 
б—х 
на отрезке [2; 3] в зависимости от пара- 
метра 9. 


1 
«меньшее значение функции у = Е -- 


77. Асламазов 


Закон 
сохранения 
импульса. 
Реактивная сила 


Одна нз возможных формулировок 
второго закона Ньютона утверждает, 
что изменение импульса (количества 
движення) механической системы рав- 
но импульсу внешних сил: 


РЕ. ВА (1) 


тде Р=»Хт; и:— полный импульс 


системы, Ёонеш = © Ёуенеш-- Векторная 
сумма внешних сил, действующих 
на систему. 


Для замкнутой (изолнро- 
ванной) системы Ри =0О и, сле- 
довательно, 

Р=.сопз1 (2} 


—- суммарный импульс системы есть 
величина постоянная. Это — закон 
сохранения нмпульса. 
Он позволяет найти конечные скорости 
взаимодействуклщих тел, образующих 
изолироваиную систему, не вдаваясь 
в детали взанмолействня. 

Следует помнить, что уравнение 
(2) — векторное, н ответ может сху- 
щественно зависегь от направления 
начальных скоростей тел. 

Задача \}. По гладкой горизон- 
тальной поверхности движется те- 


лежка массой М со скоростью и 
(рис. Г). В нее стреляют из ружья, 
причем пуля массой т, летящая со 


скоростью У, застревает в тележке. 
Какой станет скорость тележки пос- 
ле попадания в нее пули в случае: 


а) когда скорость пули направлена 
горизонтально, так же как скорость 
тележки, 6) когда скорость пули на- 
правлена вертикально вниз? 
Воспользуемся законом сохране- 
ния импульса в проекции на направ- 
ление первоначального двнження те- 
лежки. 
В случае а} получим: 
тиИ-Ми=(т-М]} 
откуда конечная скорость тележки 
_ мМИ- Ми 
ти тм ° 


Как видно, после попадания пули 
скорость тележки увеличилась. 
В случае 6) начальный импульс 
пулн не дает проекции на горизон- 
тальное направление, следовательно, 
Мо=(т--М) и... 


Отсюда 
в Мо 
бк Ем 
— конечная скорость . тележки 


уменьшилась 


Векторный характер закона сохра- 
нения импульса в ряде случаев при- 
воднт к неожиданным результатам. 

Задача 2. Две одинаковые лод- 
ки, в которых находятся два одина- 
ковых спортсмена, движутся по инер- 
ции (почти без трения) с одинаковыми 
скоростями параллельно друг другу 
по поверхности озера (рис. 2). Начина- 
ет идти дождь. Спортсмен, сидящий 
в первой лодке, вычерпывает воду из 


6) 


Рис. 1. 
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лодки и выливает ее в сторону, а спорт- 
смен во второй лодке спит. Какая из 
лодок быстрее пройдет одно и то же 
расстояние? В направлении, перпен- 
дикулярном к киялю, лодки двигаться 
не могут. 

Как следует из решения задачи 1, 
при попадании в лодку воды массой 
т, начальная скорость которой на- 
правлена вертикально (дождь!), ско- 
рость лодки уменьшается и становится 
равной по модулю 


ие. М 
В Е ©, 


где М — масса лодки, и — модуль 
ее начальной скорости. Отсюда вилно, 
что изменение скорости лодки 


А. о 
ТН Мат 


ДАи=и— = 


тем меныне, чем больше отношение 
М/т. Поскольку масса дождя, по- 
павшего в лодки, одна и та же, умень- 
шение скорости будет большим у той 
лодки, из которой спортемен вычер- 
пывает воду. Заметим также, что прн 
выбросе воды в сторону скорость лод- 
кн не меняется, так как киль не дает 
ей двигаться в перпендикулярном низ- 
правленин. 

Таким образом, вторая лодка, в 
которой спортсмен спит, быстрее прой- 
дет заданное расстояние и первой 
окажется у финиша. 


Еслн система незамкнутая, 
изменение ее импульса всегда связа- 
но с действием внешних снл. 


ый 


, 


м 
т 


Н 


[Е 


Рис. 3. 


Задача 3. Пучок частиц, 


имеющих скорость и и массу т, па- 
дает на пластину площадью $; при 
этом он частично поглощается, а 
частично упруго отражается (рис. 3). 
Какая сила действует на пластину, 
если концентрация частиц в пучке 
равна п, а доля поглощенных частиц 
@? Рассмотреть также случай, когда 
пластина сама движется со скоростью 


и: а) навстречу пцчку, 6) в том же 
направлении, что и налетающие ча- 
стицы. 

Вначале рассмотрим случай не- 
подвижной пластины. Каждая ча- 
стица, поглощаемая пластиной, пере- 


дает ей импульс мо. За время А 
до пластины долетают те- частицы, 
которые находятся в объеме У= 
=0$ АЁ (у — модуль скорости частиц), 
то есть 
—по5 АЁ частиц. 

Из них поглощается 

№ погл==% М = по$ АЁ частини, 
н, следовательно, пластине передает- 
ся ИМПУЛЬС 


- 


Рарел 8 ное ЯВ: — = але ЗАтт 5. 


В соответствин с формулой (1) 


на нластину действует сила Р;, м0- 


дуль которой равен 


Ра = у 11АЁ = а п5ти?. 


Прн упругом отраженни частицы 
модуль ее скорости, а значит, и мо- 
дуль импульса частицы не меняются, 
однако направление вектора импуль- 
са меняется на противоположное. По- 
этому изменение импульса частицы 


АР — тия -2 ти. 
Число частиц, отраженных от пла- 


стины за время АЁ, равно 
М в= (1—9) М=(1-—@) поз А. 


отр 
едовательно, при отражении ча- 
стнц пластине передается импульс 


> 


Ролр= Мор. 2то= 


= (1 — а) поз & то, 
Рь 
мо- 


что приводит к появлению силы 
действующей на пластину. Ее 
ДУЛЬ 


Е = Ротр! АА =2 (1 —@) л$ти". 


Полная сила, действующая на ила- 
стину, равна по модулю 


Е=Е, + Е. = (2—9) п5ти". (3) 


Для того чтобы найтн силу, дей- 
ствуюшую на движущуюся 
пластину, перейдем в систему коор- 


дннат, движущуюся со скоростью и. 
В этой системе скорость частиц уве- 
личивается при движении пластины 
навстречу пучку: и=о-ри и умень- 
шается при движении пластины в 
обратном направлении: и ==#— и (здесь 
о, и мно, — модули соответствую- 
щих скоростей). В остальном все 
остается таким же, как в случае не- 
подвижной иластины. Следователь- 
но, сила, действующая на пластнну, 
находнтся по формуле (3), в которой 
следует и заменить на) или и: 


Еа = (2— ©) пЗт (и + и)?, 


Ес = (2 —@а) п5т (и — и). 


Рис. 4. 


В первом случае сила возраста - 
ет, во втором—у меньшается. 


Особый интерес представляет слу- 
чаи возникновения так называемой 


реактивной силы Ру, когда из систе- 


мы с некоторой скоростью и выбрасы- 
вается часть Ат ее массы. В соот- 
ветствии < формулой (2) 


4 Ат 
РВ == и о 


Величину и- Ат. А, равную массе 
вещества, выбрасываемого за едиии- 
цу времени, называют обычно рас- 
ходом вещества. 

Задача 4. В воздушном шари- 
ке, удберживаемом нитью, в том месте, 
где крепится ншть, появилось отвер- 
стие сечением $ (рис. 4). Как измени- 
лось натяжение нити, если скорость 
истечения газа из шарика равна 5? 
Плотность газа р. 


Изменение АТ натяжения питн 
равно по модулю реактивной силе, 
возникающей при вытеканин газа из 
шарнка (изменением выталкивающей 
силы и веса шарнка в начальный мо- 
мент, пока изменение объема шарика 
мало, можно пренебречь). За время 
А! вытекает объем газа У=зоАф его 
масса т-==рзо/Е. Следовательно, рас- 
ход газа и- п! АЁ=рзи и реактивная 
снла 

Ер = ВТ = 0507. 


Задача 5. Закрепленный воз- 
душный вентилятор потребляет мощ- 
ность №, его КПД равен у. Какая 
реактивная сила действует на вен- 
тилятор во время его работы? Диа- 
метр лопастей вентилятора О, плот- 
ность воздуха о. 

Обозначим через и модуль скорости 
воздушного потока, создаваемого вен- 
тилятором. Тогда масса воздуха, при- 
водимого в движение за время А, 
равиа т -=роЗАЁЬ где $=л 04 — 
площадь сечения воздушного °ното- 
ка (рис. 5}, а его кинетическая энер- 
гия — 


пи? р5М 
Е = я 
Следовательно, мощность вентилятора 
М Екин — р 5 
Ш 2 


Рис. 5. 


Отсюда. можно найти 
тока воздуха: 
29 1/3 
(+5) 
и реактивную силу, действующую на 
вентилятор: 


Ер = р$0' = (р$)'/* (21773 = 
= (м9)! /3 (ОМ) "3. 


Если механическая система дви- 
жется с постоянной скоростью, так 
что изменение ее импульса происходит 
только вследствие выброса массы, 
для нахождения реактивной силы 
удобнее перейти в систему отсчета, 
связанную с движущимся телом. 

Задача 6. На горизонтальной 
поверхности стоит с06уд с водой, 
закрытый легким подвижным порш- 
нем, на котором лежит тяжелый груз 
массой М (рис. 6). У дна сосуда имсет- 
ся отверстие сечением $, через которое 
вытекает вода. Какова установивиая- 
ся скорость движения сосуда, если 
сила трения между сосудом и поверх- 
ностью пропорциональна скорости со- 
суда, причем коэффициент пропор- 
циональности равен №. Площадь се- 
чения сосуда $. 


скорость по- 


Искомая скорость (точнее, ее мо- 
дуль 0) определяется нз условия ра- 
‚венства модулей силы трения н реак- 


—тнвной силы, действующей на сосуд: 


Етр=и=Ер. 
Чтобы найтн реактивную силу, 
перейдем в систему отсчета, движу- 


щуюся со скоростю и. В этом системе 
сосуд неподвижен. Для определения 
модуля м скоростн истечения воды 
воспользуемся законом сохранения 
энергин. 

При вытекании небольшого ко- 
личества воды массой Ат изменение 
кинетической энергии воды Ати?/2 
равно изменению потенциальной энер- 
гин воды Атий (в — высота уровня 
воды в сосуде) и груза МяАй (АЙ — 
перемещение груза, равное измененню 
уровня воды): 


Ати? 


—_^ = Атй- Мед. 


Изменение уровня воды в сосуде 
АА выражается через массу Ат выте- 
кающей воды: АН==Атир$. Подстав- 
ляя это выражение в закон сохраие- 
ния энергии и сокращая на Ат, для 
скорости и истечения воды получим 


и = УЗей- 2Ме/$._ 


Если груз достаточно тяжелый (то 
есть его масса много больше массы 
воды в сосуде: М»р58), первым сла- 
гаемым под корнем можно прене- 
бречь. В таком случае скорость исте- 
чения воды практически постоянна 
и равна 


и-- У2Ме/о5. 
Теперь можно найти реактивную си- 
лу, действующую на сосуд: 


РР т 


2 
> аи: Заба 


2.Мр5 
$ 


н скорость движения сосуда: 
_ 2Ми5 
« _ 25 


Задача?7й. Из ракеты массой М, 


Е 


движущейся со скоростью и, выбрасы- 
вается порция топлива т со скоростью 


и относительно ракеты. Какой станет 
скорость ракеты? Какую скорость 
будет иметь ракета после выброса 
двух таких порций, трех порций 
Е порций (рис. 7)? 


м 
> - — 
и, и, ик 
ч— < ч-- 
Пе 5% м 
шт т 
Рис. 7. 


Воспользуемся законом сохране- 
ния импульса. Удобнее написать его 
в системе отсчета, движущейся с пер- 


воначальной скоростью ракеты о (так 


как скорость выброса тоилива н за- 
дана относительно ракеты). В проек- 
ции на направление движення ракеты 
получим 
0:= (МЫ—т) и‚р—ти, 
откуда скорость ракеты 
ВЕ. ти 

Я им ` 
В неподвижной системе отсчета ско- 
рость ракеты после выброса первой 
порцин тонлива равна по модулю 


ти 


О р = - 


Выброс второй порции топлива 
будем рассматривать в системе, двн- 


жущейся со скоростью и; (на ри- 
сунке 7 выброс’ топлива показан в 
неподвижной системе отсчета). Из 
закона сохранениня нмпульса имеем 


а в неподвижной системе 
6 = и + бар = ИР а о, — 
ли ти 
МЕНЕ иг их ЕВ 
Легко видеть, что после А выбросов 
скорость ракеты будет равна 


ти ти 


ВЕ ее „М—т ь М — 2т т 
ти Г ти 
+... Зам 29 В Ша. 


= 


Для сравнения найдем также ско- 
рость ракеты и, при одноразовом 
выбросе топлива массой &т с той же 


скоростью и относительно ракеты. 
Для этого опять воспользуемся за- 
коном сохранения импульса, только 
запишем его сразу относительно не- 


подвижной системы отсчета: 


Мо = (М — т) в, + Ат (и— и), 


откуда 
о В Ети 
29 Мбит. 


Легко видеть, что 1,24. Та- 
кой результат связан с предположе- 
нием, что скорость выброса топлива 
из ракеты в неподвижной системе 
отсчета постоянна н равна и— и. В дей- 
ствительностн по мере ускорения ра- 
кеты скорость выброса топлива умень- 
шается (постоянна скорость выброса 
относительно ракеты). Поэтому пер. 
вая формула для и, более точно опн- 
сывает реальную ситуацию. 

Упражнения 


1. Нейтрон массой ть поглощается 
ядром неподвижного атома массой мт. 
Известно. что энергия возбужденного ато- 
ма может отличаться от энергни основного 
состояния толька из определеиное значе- 


ние Б.. какой скоростью двигался 
нейтрон? 
2. Ракета. запущенная вертикально 


вверх, взрывается в высшей точке своего 
подъема. Прн взрыве образуются три 
осколка равной массой. Одии осколок па- 
дает в месте старта ракеты. Два других 
падают на Землю в один и тот же момент. 
Показать, что эти осколки приземляются 
ина одиом и том же расстоянии от места 
старта ракеты. 

3. С какой силой давит на землю коб- 
ра, когда она, готовясь к прыжку, подни- 

-> 


мается вертикально со скоростью и? Масса 
змеи М. ее длина Ё 

4. Лестннца, на которой находится 
человек, уравновешена противовесом иа 
веревке. перекииутой через блок. Масса 
человека равна массе лестницы. а масса 
блока н трение пренебрежимо малы. Че- 
ловек., находящийся виачале на высоте А 
от пола. поднимается по лестиице иа п 
ступенек. На какой высоте от пола он 
окажется после этого, если расстояние 
между ступеньками равио {2 

5. На конце соломиики. лежащей на 
гладком столе, сидит кузиечик. С какой 
наименьшей скоростью он должен прыг- 
нуть. чтобы попасть на другой конец со- 
ломинки? Трение между столом и соломии- 
кой отсутствует. Масса соломиики М, ве 
длина {. Масса кузнечика т. 

6. Скорость истечения газов из сопла 
ракеты равна 300 м/с отяссительно раке- 
ты. Может ли такой двигатель разогнать 
ракету до скорости 600 м/с? 

1. При испытании реактивного сна- 
ряда. установленного в хвосте самолета 
для зашиты его от иападения сзади. был 
обиаружен удивительный факт: при пуске 
снаряд разворачивался и догоиял самолет. 
Как можно объяснить это явление? 


Искусство программирования 


Заочная школа 
программирования 


Урок 3: Работа с памятью. 
Имена и их значения. 


Процедуры 


При составлении программ на боль- 
шинстве языков программирования, 
в том числе на Робике, память вычис- 
лительной машины или робота удобно 
представлять себе как набор отдель- 
ных блоков (рис. 1), в каждом из 
которых можно хранить отдельную 
программу (или ее часть), число, стро- 
ку текста (вспомните задание 2.4 из 
предыдущего урока — «Квант», 1979, 
№9, с. 57) или что-нибудь еще. 


Имя блока памяти {для краткости 
его называют просто имя, при опн- 
сании некоторых языков в этом же 
смысле употребляют другое слово: 
идентификатор) можно описать сле- 
дующей синтактической днаграммой: 


‚значение, 


Расшифруем эту диаграмму: 

Имя начинается с буквы, за кото- 
рой следует произвольное количество 
букв и цифр, стоящих в произволь- 
ном порядке. Множество значений 
переменного поля Цифра описано в 
уроке 2; для поля Буква мы дадим 
словесное определение: значением это- 
го поля может быть любая буква рус- 
ского или латинского алфавита. 

Примеры имен: 

А15, КРОКОДИЛ, СКОРОСТЬ, 
В, 1, 900617, АЛЬФА 

Несколько иримеров типичных 
ошибок при попытке написать имена: 
6А12Б (начинается не с буквы). 

АВ-1 (дефис ‹->— это не буква и 
не цифра). 

ИМЯ БЛОКА (это не одно имя, а два) 

’А5’ (апостроф — это не буква). 

Если в блоке памяти с именем А 
размещено, например, чниело 15, то 
говорят, что имени А присвоено зна- 
чение 15. 

Читать значение какого-либо име- 
ни можно сколько угодно раз, но 
если мы присвоили этому имени новое 
то старое теряется без- 
возвратно. В языке Робик существует 
несколько предписаний, — позволяю- 
цих присваивать именам значения. 
Самое простое из них — предписание 
присваивания. Синтакснческая диа- 
грамма для этого предписания изо- 
бражена в сводной таблице на с. 56 
этого номера журнала. В переменном 
поле «выражение» может стоять либо 
число, либо текст, либо имя, как ука- 
зано в той же сводной таблице. 

Рассмотрим несколько примеров 
предписания присваивания: 
ЗНАЧЕНИЕ 5 ПРИСВОИТЬ 
ИМЕНИ А: 


Блоки памяти 


Имена 
блоков 


КРОКОДИЛ 


10 ОТКРОЙ ОКНО; 
20 НАМОЧИ ТРЯЙКУ, 
30 СОТРИ С ДОСКИ; 
60 СЯДЬ НА МЕСТО; 
30 ЗАКРОЙ ОКНО; 


Значение имен 
Рис. 1 


ЗНАЧЕНИЕ СТРОКА ПРИСВОИТЬ 
ИМЕНИ А; 
ЗНАЧЕНИЕ 9.81  ПРИСВОИТЬ 
ИМЕНИ УСКОРЕНИЕ; 
8 ПРИСВОИТЬ ИМЕНИ Аб; 
А ПРИСВОИТЬ Аб; 
ЗНАЧЕНИЕ А ПРИСВОИТЬ Аб; 
Проверьте, что все эти примеры 
охватываются диаграммой! 
Сокращенная запись, использован- 
ная в трех последних примерах, 
удобнее и компактнее, чем полная, 
но первое время мы рекомендовали 
бы пользоваться полной записью, что- 
бы запомнить смысл предписания. 


Если вы качестве значения 
переменного поля «выражение» в 
левой части предписания присваи- 


вания, т. е. левее слова ПРИСВОИТЬ, 
стоит число или текст, то именно это 
число или этот текст будут присвоены 
имени, указанному справа. Если же 
в качестве выражения используется 
имя, то присванваться будет зна - 
чение этого имени. 

Попробуем проследить, как изме- 
няется содержимое блоков памяти 
при последовательном выполнении пе- 
речисленных выше предписаний. Для 
этого нам целесообразно нарисовать 
таблицу значений имен. После вы- 
полнения первого присваивания эта 
таблица будет выглядеть так: 


Го нечене] 


Иначе говоря, имя А имеет в этот 
момент значение 5. После второго 
присваивания имя А получит но- 
вое значение. Старое при этом будет 
безвозвратно потеряно. В таблице мы 
нзобразим это так: 


Такие таблицы удобнее всего рн- 
совать мелом на доске, стирать ста- 
рые значения и вписывать новые. 
Выражения «стереть из памятн» и 
«записать в память» весьма наглядно 
передают суть происходящего. 


После выполнения следующих трех 
предписаний таблица станет такой: 


ИЕН 
Гея — 
Ги 


Проследим теперь за выполнением 
последнего предписания: 
ЗНАЧЕНИЕ А ПРИСВОИТЬ 45; 
В левой части предписания стоит 
имя, значит, нам нужно использо- 
вать его значение 


СТРОКА: 


ИМЯ 


/_^з \ 
р: < 


СТРОКА’ 


ЗНАЧЕНИЕ А 
ПРИСВОИТЬ А5 


значение 


Это значение будет присвоено имени 
А5 вместо старого текста '’А’. 

После этого присваивания таблица 
приобретает такой вид: 


мет | 891 


Точно так же «работает» значение 
поля «выражение» в предписании 
ОТПЕЧАТАТЬ, синтаксическая диа- 
грамма которого приведена в сводной 
таблице: если в качестве выражения 
стоит имя, то будет отпечатано 
значение этого имени. (Напом- 
ним, что имя, в отличие от текста, 
не может начинаться с апострофа.) 
Например, выполняя предписание 
ОТПЕЧАТАТЬ 5, А, А, А, 'А’, ”*, 
: А5’, '-', Аб, "ВСЕ", 
на терминале появнтся строка: 
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5СТРОКАСТРОКАСТРОКАА 
СТРОКАВСЕ 
Обратите внимание, что текст 
печатается без апострофов! 
Задание 3.1. Найдите, что 


А5- 


отпечатает ЭВМ по программе: 
5 ПРИСВОИТЬ А; 

‘А’ ПРИСВОИТЬ В; 

А ПРИСВОИТЬ С; 

ОТПЕЧАТАТЬ "В = ее 


Теперь настало время разобраться, 
как можно было бы запомнить в памя- 
тн ЭВМ программу или ее часть, что- 
бы не набирать каждый раз все пред- 
писания заново. 

Программа или часть программы, 
которая имеет имя, называется про- 
цедурой; процедуры предназначены 
для хранения в памяти ЭВМ. 

Чтобы ЭВМ запомнила процедуру 
(ты ее в память), нужно: 

. Набрать предписание ЗАПОМ- 
НИТЬ ПРОЦЕДУРУ и указать имя 
этой процедуры. 

2. Перечислить все предписания, 
входящие в состав процедуры, ука- 
зывая перед каждым из них поряд- 


3. Набрать предпясанне ЗАКОН- 
ЧИТЬ ОПИСАНИЕ ПРОЦЕДУРЫ. 

Синтаксическая диаграмма «Запо- 
минание процедуры» — изображена 
в сводной таблице (на участок 
этой днаграммы, выделенный синим 
цветом, пока не обращайте внимания). 

Например, составленную на пер- 
вом уроке программу для ‹робота- 
дежурного РД-1! можно запомнить 
под именем ПЕРЕМЕНА прн помощи 
такой последовательности предписа- 
НИЙ: 


ЗАПОМНИТЬ ПРОЦЕДУРУ ПЕРЕ- 
МЕНА: 

10 ОТКРОЙ ОКНО; 

20 НАМОЧИ ТРЯПКУ; 

30 СОТРИ С ДОСКИ; 

60 СЯДЬ НА МЕСТО; 

40 ЗАКРОЙ ОКНО; 

ЗАКОНЧИТЬ ОПИСАНИЕ ПРО- 
ЦЕДУРЫ; 


Для того чтобы хранящаяся в 
памяти процедура начала испол- 
няться, ее нужно вызвать 
при помощи предписания ВЫЗВАТЬ 


ковый номер (натуральное ПРОЦЕДУРУ, структура которого 
число). изображена в сводной таблнце. 
Присвзиваные: 


С ВЕЕНЕНИЕ = 


.- [ПРИСВОИТЬ] ГИМЕНИ- ОНИ Г; 


Запоминание — 


(н) ЗАПОМНИТЬ 


>| ЗАКОНЧИТЬ 


ить 2 


ОПИСАНИЕ 


Ё рот ‘ 
имя процедуры 
“, | $ д 


ПРОЦЕДУРЫ 


Вызов ны. 


Исправление процедуры: 


ИСПРАВИТЬ 
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| ПЕНН 


ам" 
3 
= --® ЕЕ 
Га п 
К имя_й 


Выражение: 
а 


Например, если набрать на терми- 
нале робота РД-! предписание 
ВЫЗВАТЬ ПРОЦЕДУРУ 

ПЕРЕМЕНА: 
то робот начнет исполнять в по- 
рядке номеров все предписа- 
ния, входящие в состав процедуры: 
откроет окно, увлажнит тряпку и 
так далее, 


Процедуру ПЕРЕМЕНА можно 
вызвать и короче: 
ВЫЗВАТЬ ПЕРЕМЕНА; 
нли просто: 
‚ПЕРЕМЕНА; 


Механизм работы с номерами, указан- 
ными перед каждым предписанием при 
описании процедур, позволяет исправлять 
ошибки и вставлять пропущенные части 
программы. 

Если вы заметили ошибку до того, как 
набрали слово ЗАКОНЧИТЬ, то для ее 
исправления достаточно заново набрать 
предписание, которое нужно исправить 
{вместе со старым номером). Номера реко- 
мендуется проставлять не подряд, а, на- 
пример, через 10. чтобы оставалось место 
для вставки пропущениых предписаний. 

Если ошибка замечена тогда, когда 
описание процедуры уже закончено, иеоб- 
ходимо набрать предписаине ИСПРАВИТЬ 
ПРОЦЕДУРУ, синтаксическая диаграм- 
ма которого ириведена п сводиой таблице. 


После этого можно вновь набирать исправ 
ления так, словио описание процедуры 
еще продолжается. Окончив работу г про- 
цедурой. нужно вновь набрать слово 
ЗАКОНЧИТЬ. 

Подробиее 06 исправлении текстов 
процедур мы поговорим иа следующих 
уроках нашей школы. 


Предписания, входящие в состав 
процедур, называют операторами. 
В отличие от директив, которые ис- 
полняются сразу ‘после набора на 
терминале, операторы не исполняются, 
а запоминаются после иа- 
бора. ЭВМ или робот начнут их ис- 
полнять только после того, как будет 
вызвана соответствующая процедура. 

Почти все предписания, в ТОМ 
числе вызовы проце- 
дур. можно использовать и как опе- 
раторы, и как директивы. Однако 
есть и исключения: директивы ЗА- 
КОНЧИТЬ, ЗАПОМНИТЬ, ИСПРА- 
ВИТЬ нельзя употреблять в качест- 
ве операторов. 

Задание 3.2. Придумайте си- 
стемы предписаний для роботов «по- 
вара» и «шофера», и напишите для них 
две—три программы с использованием 
процедур. 

Г. Звенигородский 


Задачи 
наших читателей 


1. Найдите иаименьшее 


(«+ 


значение суммы № 


151 


оценки: 


2 
+ — ‚ если известно, что 
В 


Е 
\' а; = $ иа: >0. При ка- 


2. Пусть а, а,..... ап — 
произвольные числа одного 
знака, среди которых есть 
различные. Докажите, что 


да 2 
2) 
{21 


3. Докажите следующие 


Е а 
<иИ!-а<1 + 20а, 


и 1 
< 1130 9а' где0<а<у- 


Пользуясь оценкой и вы- 
в | числите приближенно У 2. 


г ы — >13. С. Берколайко 
#= # 
{с. Котово Бел- 
Т. Райков городской обл.) 
(Болгария) 


4. Докажнте, что при 


л 
<< = 


зн" х.с05й х = 


ыы) < у тт д" 
=] Ай 
ких ау оно достнгается? где о<а< 1; (т--п)т+й 
В. Любимов а 3——_. Я. Суконник 
1+ же ки а< 
(Москва) ев За<* ый (Киев) 
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Информация 


Всероссийская 
олимпиада 
школьников 


С 24 по 28 марта 1979 года в городах Орле, 
Туле, Томске и Саратове проходил заклю- 
чительный этап \У Всероссийской олимпна- 
ды школьников по математике и физнке. 
В пем приняли участие школьники 8, 9. 
10 классов; 245 школьников — по физике 
и 240 — по математике. 

Для проведения Всероссийской олим- 
пизды был создан Оргкомитет, работой 
которого руководил академик В. С. Вла- 
димиров. В состав Оргкомитета вошли 
зидные ученые, работиникн Мииистерства 
просвещения РСФСР и представители об- 
щественных организаций. В составе Орг- 


комитета были и представнтелн нашего 
журнала. 
Всероссийская олимпнада проходит 


в четыре этапа: первый этап — школьные 
олимпиады. второй — райоиные (город- 
ские), третий — республиканские (АССР), 
краевые. областные, четвертый — зоиаль- 
ные олимпиады. 

В четвертом этаме приннмают участие 
по одной команде от АССР, края, области, 
специализироваиных школ-нитериатов при 
Московском. Ленинградском и Новосибир- 
ском университетах. (Команды Москвы 
и Ленинграда в четвертом этапе участия 
не принимают.) 

Кроме победителей третьего этапа, в 
зональных олимпиадах участвуют победи- 
тели заключительных этапоа предыдущих 
Всесоюзиой и Всероссийской олимпиад, 
получившне дипломы 1 н И степени, 
победители конкурса журнала «Квант» н 
команды городов, проводивших олимпиа- 
ды. 

На четвертом этапе по математике 
предлагалось 5 задач, по физике — 4 зз- 
дачи на теоретическом туре и 2 задачи на 
эксперимеитальном туре. 

Ниже приводятся задачи четвертого 
этапа и фамилии призеров. Часть задач 
была помещена п Задачнике «Кванта»*“). 


*) Решения задач по математике, не 
вошедших в Задачник «Кванта», будут 
опубликовань п журнале «Математика 


п школе», 1979. № 6 
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Некоторые задачи экслериментального ту- 
ра представлены п этом номере журнала 
в Лабораторин «Кванта» (см с. 20). 


Математика 
8 класс 


1. Доказать, что в последовательностн 

а) 22 1,42 1.62 +1, 82+ 1....; 

6) 4211, 14211, 24221, 34-1, ... 
бесконечно миого составных чисел. 

2. Разложнть из множители многочлеи 
хз | ах? -- ф. где а, 6, ЕВ. 

3. На стороизх АВ, ВС, СО. РА вы- 
пуклого четырехугольника АВСР площади 
5 выбраны соответствеино точки М, М. Р, 
О так. что |АМ|: [АВ| = ВМ]: |ВС]|== 
=1СР|: ©] =|9|:РА|. Найти сум- 
му площадей треугольников АРВ, ВОС. 

смо. ОМА. 

4. См. задачу М586. 

5. На плоскости расположеио 2 000 000 
точек. Существует ли окружность, внутри 
которой расположено ровио 1 000 000 то- 
чек? 

8 класс 

1. Найти все значеиня а и 6 такие. что 
для любого х из отрезка [—1; 1] будет 
выполняться неравенство 

12 - ах + 51| 1. 

2. Дан треугольник АВС площадн $. 
Точки М, № — середины его сторои АСи 
АВ соответственно. Точки Р п О делят 
сторону ВС на три равные отрезка так, что 
ВР= РО=0ОС. Найти площадь общей частн 
т АМРО и треугольника 


3. См. задачу М587. 
4. См. задачу М588. 
5. См. задачу М589. 


10 класс 
1. Используя неравенства 80<81, 
96 <100, 1000 < 1024, найти первые два 


знака после запятой в десятичном разложе- 
нии числа № 2. 

2. Натуральные числа от 1 до 1979 в 
порядке возрастаиня записаны по кругу 
в иаправлении обхожа часовой стрелки. 
Отправляясь от |, будем двигаться по ча- 
совой стрелке, зачеркивая каждое второе 
из чисел, не зачеркнутых раиее. Процесс 
вычеркиваиия будем продолжать до тех 
пор, пока ие останется одио число. Какое 
число останется? 

3. Объем параллелепнпеда 
АВСРА!В,С.0, равен У. На отрезках 
ВО и А;С расположены пары точек М. М 


и Р. О соответственно. тра этом 
1во |: |ММ| = 3, ]А,С|: |Р9| = 4. 
Найти объем тетраэдра ММРО. 


4. См. задачу №590. 

5. Найти все числа а, 6, с, @ такие, 
ЧТО: 

а) функция Их) = 4х3 — 4х при всех 
х из отрезка [—1; 1] удовлетворяет не- 
равенству |х)|= 1; 

6) функция я(х) = 4х3 -- ах? -ЁР 6х Р с 
прн всех х из отрезка [—1:; \] удовлетво- 
ряет неравеиству |8(х)| = 1. 


Физика 
Теоретический тур 
8 класс 


1. См. задачу Ф598. 

2. Коза может бежать по дороге со 
скоростью не больше и, а по полю — со 
скоростью не больше и. ирнчем и< и. 
Определнть область точек. в которые коза 
может добежать за время #, если дорога 
прямая. 


3. См. задачу Ф599. 

4. В схеме. прнведенной на рисунке, 
все вольтметры одинаковые. На клеммы 
подается постоянное напряженне (=9В. 


С. Кротов 


Левый вольтметр показывает иапряже- 
ние (1 = 2В. Что показывают остальные 
вольтметры? *) 


9 класс 


1. На блок радиуса К надето кольцо 
из гнбкой невесомой нерастяжимой нити. 
По нити скользит без трення маленькая 
бусннка массы т. Размер бусинки много 
меньше размера блока. Нить разрывается 
при натяжеини, превышающем Т. Опре- 
делить наибольшую угловую скорость, ко- 
торую может иметь бусинка н прн которой 
вить ие разрывается. При какой длине 
нити возможна нанбольшая угловая ско- 
рость? Ускорение свободного падення не 
учнтывать. 


2. См. задачу ФбО2. 

3. Металлическая гайка удерживается 
на гладком хрупком куполе, имеющем фор- 
му полусферы раднуса А, в вершине ко- 
торой сделано небольшое отверстне, в ко- 
торое гайка свободно проходит. Какую 
мниимальную скорость, направленную по 
касательной к куполу, нужно сообщить 
гайке, чтобы она попала в отверстие? Ра- 
днус, проведенный в точку нахождения 
гайки, составляет с вертикалью угол &. 

С. Кротов 


Д. Кузнецов 


4. См. задачу ФбО1. 
10 класс. 
1. См. задачу ФбОО. 


*} При таких 
протнвление в 
тельным 


числовых 
цепи 


данных сс- 
оказывается отрица- 


2. См. задачу Ф574 («Квант», 1979. 
№ 5). 
3- См. задачу Ф576 («Квант», 1979. 


№ 5). 

4. Человек массы т разбегается рав- 
ноускоренно от одного края плнты длнны 
{и массы М. резко останавливаясь на дру- 
гом краю. Коэффициент трения между плн- 
той и горизонтальной поверхностью р, 
з между человеком н плитой д’, причем 
и’»в. На какое минимальное расстояние 
Г в направленни разбега может человек 
таким образом передвннуть ллнту? 

А. Варгин 
Экспериментальный тур 
8 класс 

1 Определите плотность воздуха 
при атмосферном давлении. 

Оборудованне: шар для взве- 
щивания воздуха, весы и разновесы, на- 
сос Шннца нлн Комовского, сосуд емкостью 
1—1,5 л, измерительный цилнндр ем- 
костью 1 л. 

2. См. Лабораторию «Кванта» (с. 20, 
задача |). 

9 класс 


1. Определите ЭДС 
источника тока. 


Оборудование: источннк тока 
с неизвестной ЭДС. источннк тока с из- 
вестной ЭДС, два конденсатора одинако- 
вой емкостн, миллиамперметр. 

2. См. Лабораторию «Кванта» (с. 90, 
задача 23). 
10 класс 


1. См. 
задача 3). 

2. Определите экспериментальную зэв- 
висимость иидукции магнитного поля во- 
круг прямолинейного проводинка с током 
от силы тока и расстояния от проводника. 

Оборудованне: ВС-24. про- 
волочная рамка, амперметр. магнитная 
стрелка, линейка измерительная. 


неизвестного 


Лабораторию «Кванта» (с. 20. 


Призеры 
Всероссийской 
олимпиады школьников 


Математика 


Дипломы [1 степеин 


ло 8 классам получили 

Бургай Д. (Ленннград, ФМШ № 45), 
Евсиков М. (Брянск, с. ш. № 11), 
Пименов А. (Казань, с. ш. № 123}, 
Табак А. (Каменск, с. ш. № 2): 


по 9 классам— 


Беспамятных С. (Артемовский Свердлов- 
ской обл., с. ш. № 12}, 

Ижболдин О. (Ленинград. ФМШ № 45}, 
Кузьмин Ю. (Москва ФМШ № 18); 
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по 10 классам — 
Кожухин К. (Новосибирск, с. ш. № 130). 


Лазарев Ю. (Дзержинск Горьковской обл., 


с. ш. № 2), 
Надеждин Б. (Москва, ФМШ № 18), 
Фесенко ИН. (Ленинград. ФМШ № 45}. 


Дипаомы И степени 


по 8 классам получили 


Иванцов Р. (Южно-Сахалинск, с. ш. № 2), 
Коротков А. (Горький, с. ш. № 44), 
Овчинников П. (Вязникн, с. ш. № И), 
Унежев А. (Нальчнк, с. ш. № 19); 


по 9 классам — 


Зайцев Ю. (Видное, с. ш. № 9), 
Келарев А. (Свердловск, с. ш. № 141), 
Павлющик С. (Москва, ФМШ № 18), 
Трушин В. (Бийск, с. ш. № 18); 


по 10 классам — 


Забелин В. (Москва, ФМИТ № 18). 
Кузнецов С. (Ангарск, с. ш. № 10). 
Пикусов С. (Новочебоксарск, с. ш. № 2), 
Облаков И. {Лениитрад. ФМШ № 45}. 


Физика 


Дипломы 1 степени 


но В классам получили 


Баков П. (Базашиха, с. ш. № 10). 
Гутик А. (Клищы, с. ш. № 2), 


Наша обложка 


„Матвеев Л. (Ульяновск, с. ш. № 5} 
Осадаев А. (Иркутск, с. ш. № 34); 


по 9 классам — 

Барков С. (Новомосковск, с. ш. № 2), 
Криеско А. (Владивосток. с. ш. № 61), 
Павлов А. (Москва, ФМШ № 18). 
Сивинцев (Свердловск, с. ш. № М\; 


по 10 классам — 


Гречко В. (Новосибкрск, ФМШ № 165}, 
Зудин Е. {Алексапдров, с. ш. № 4), 
Надежин Д. (Курган, с. ш. № 47), 
Омельянчук А. (Москва, ФМШ № 18)... 


Дипаомы И степени 


по 8 классам получили 

Беспалов А. (Горькнй, с. ш. № 40). 
Воробьев А. (Тихвин, с. ш. № 8), 
Кудряацев С. (Магадан, с. ш. № |. 
Сафаралиев Р. (Астрахань, с. ш. № 32); 


по 9 классам — 

Иванов В. (Москва. ФМШ № 18). 
Ратников Ф. (Ленинград, ФМШ № 45), 
Светлов М. (Пермь, с. ш. № 9), 

Яшин А. (Братск. с. ш. № 26); 


по 10 классам — 

Кленин К. (Саратов, с. ш. № 13), 
Палотницеин А. (Архангельск. ©. м. № 4), 
Тлуишков А. (Йошкар-Ола. с. ш. № 8), 
Шедепов Ю. (Барнаул, с. ш. № 42). 


О. Овчинников, К. Шимбирева, 
Ю. Широков. Г. Яковлев 


Трансформируемый 
куб 


На второй странице облож 
ки вы видите каркас куба 
составленный из стержней. 
скрепленных нитками. и 
еще три фигуры. получен- 
ные «трансформацией» это- 
го куба. Для того чтобы из- 
готовить такой куб. нуж- 
но взять 12 деревянных 
стержней и прочную пить 
{вместо нее можно испоюль- 
зовать тонкую леску). На 
концах стержней следует 
просверлить отверстия дна- 
метром один миллиметр. За- 
тем эти стержни нужно свя- 
зать так, как показано на 
рисунке. В конце стержня 
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а завязывается нить. Затем 
она пропускается сквозь 


отверстне в стержне с и за- 
ввязывается на другом кон- 
це стержня а. Следующая 
иить пропускается через от- 


верстне в стержне п н за- 
вязывается на концах 
стержня 6.  Гретья нить 
пропускается через отвер- 
стие в стержне В и завязы- 
вается на концах стержия с. 
Завязывать нити удобно 
так: пропустить их п от- 
верстня на концах стержня 
н завязать на них узлы. 
Точио также следует свя- 
зать и остальные вершины 
куба. При этом нужно про- 
следнть за тем. чтобы все 
вершины былн связаны одн- 
наково (по часовой или 
против часовой стрелки). 
то есть чтобы при переме- 
щеииях куба между нимн 
не было разницы. Посколь- 
ку у каждого стержия два 
конца — вдоль иего «рытя- 
путся» две нити. Модель 
изготовлена! 

В. Колейчик 


Н. Васильев 


Задачи 
республиканских 
олимпиад 


Ряд задач, предлагавшнхся в этом году на 
республиканских олимпнадах по матема- 
тнке, включен в Задачинк «Кванта» (№556— 
№563, №М587—М590). Задачн, предлагав- 
шиеся на олимпиаде РСФСР, помещены на 
с. 58. Предлагаем читателям подумать так- 
же над следующимн задачамн, предла- 
гавшимися в другнх республиках (указа- 
ння н ответы к ним мы опубликуем в одном 
из следующнх номеров). 

После задачи указываются фамнлин 
математиков, предложивших эти задачи 
редакции «Кванта» или Методической 
комисснн Всесоюзной олимпиады. 


1. (8) Найтн нанменьшее натуральное 
число. которое при деленни на 4, 5, Эи 11 
дает остатки соответственно 3, 4, 8 н 10. 

Б. Агафонов 

2. (8) Доказать. что всякое число внда 
101010...101 (л нулей п + 1 единнц, при- 
чем п>!) является составным. 


Б. Агафонов 
3. (8—9) а., а3..... аъ — натураль- 
ные чнсла, сумма которых равна 1001. 


Какое наибольшее значение может принн- 
мать их НОД (наибольший общий делн- 
тель)? 


А. Толпыго 
4. (8—9) Пусть р — простое А-значное 
число, в записн которого нет нулей. До- 
казать, что все Ё чисел, полученных нз р 
цнклическими перестаковкамн цифр, раз- 
личны. (Пояснение: например. нз числа 
2317 цнклическимн перестановками цнфр 
получаются еще три числа 3172, 1723. 
7231.) 


А. Слинько 

$. (8—10) Множество М состоит из 

всех чисел вида ха-х, где х — всевозмож- 

ное натуральное чнсло. Доказать. что для 

любого > 2 в множестве М найдутся Ё 

разлнчных чисел. сумма которых также 
принадлежит М. 

В. Батырев 

6. (8—9) Выпуклый четырехугольник 

разрезан на пять треугольников. Докв- 


жите, что один из треугольников содержит 
целиком некоторую сторону Четырехуголь- 
ника. 

7. (8—9) Построенная по данной по- 
следовательности а„ последовательность 
$: = ап+1 — ау является убывающей, 
причем $; меньше а;. Доказать, что тогда 
н последовательность с» = ап/л является 
убывающей. 

3. Чантурия 


8. (8—10) Отрезки АЁ и СО — бис- 

сектрисы углов треугольника АВС. До- 
$}——юм`щ м 

кажите, что если ВРЕ/ЕРС = ВЕРЕС, 

то треугольник АВС — равнобедренный. 

А. Савин 


9. а) (8) Диагонали выпуклого четы- 
рехугольника взаимно перпендикулярны. 
Докажнте, что четыре проекцин точки их 
пересечения на стороны четырехугольника 
лежат на одной окружностн. 

6) (95—10) Дана четырехугольная пи- 
рамнда, У которой днагонали АС н ВО 
основания перпендикулярны, а основание 
Н высоты совпадает с точкой пересечения 
днагоналей. Доказать, что четыре проек- 
цни точкн Н на боковые-гранн лежат на 
одной окружности. 

В. Михайловский 


10. (9—10) Рассматрнваются все попар- 
но неконгруэнтные треугольники с верши- 
нами в точках, делящих окружность на № 
равных дуг (М > 3). Прн каких М: а) боль- 
ше половины, 6) ровно половина этих тре- 
угольников — равнобедренные? 

Н. Васильев 


11. (8—10) Во всех клетках прямо- 
угольной таблнцы тХх п записаны числа 
--! (м > л2 2). За однн шаг разреша- 
ется одновременно сменить знак у четырех 
чисел любого квадрата 2Ж2. При каких 
т нп нз первоначальной таблицы за не- 
сколько шагов можно получнть таблицу: 

а) с суммой всех чнсел 0? 

5) с расположением ЕЕ н —1 в шах- 
матном порядке? 

А. Егоров 


12. (8—10) Точка В лежит между точ- 
камн А и С. В полуплоскости с границей 
АС взяты такие точкн К н Н, что|АК |= 


— ыы 


г 2 
=|КВ|. |[ВН|=|НС|. АКВ=а, ВНС= 
=180°— «. Найдите углы треугольника 
КНМ, где М — середина отрезка АС. 

Л. Купцов 


13. (10) Доказать. что при хЕ [0; 1/4] 
выполнено неравенство х со$ х < 0.71. 


Л. Гоголадзе 
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Ответы, указания, решения 


Если промежуток ие замкнут 


а 
: Приз <! стороны — искомого 


рав вай 
угольника ий 


прямо- 


а 
‚ при; >= 1 наиболь- 


шее значение не достнгается. 
2. При А = а пернметр постоянен, прийза 
наибольшее значение не достигается. 


ВИ 


3. Приб < — наибольшая хорда равна 


„> 


а |“ 
я Ь2' при > 2 
да равна 26. 
4. Для полукруга это --- расстояння до кон- 
цов диаметра. Пусть теперь хорда сегмен- 
та длины 2а делится данной точкой на 
отрезки а-- А на—А (д >0). Если сегмент 
не содержит центра круга. то наибольшее 
расстояние равно а--А, а нанменьшее 
В —УР? 1 21—аё. Если сегмент содер- 


жит центр круга, то нанбольшее расстоянне 


нанбольшая хор- 


равно А+ Т В: 1 ?—а?, и наименьшее 
а —^А. 

УзЗ_ я. 13 _5л 
ее в 

А 

ы р 4 * ых 2. 

ый: (1+ 42 
7. 5 для |91610; П. —6 мя 


2 2 
91; 21 п с т для1 91 ©[2; -- ©91|. 


Закон сохранения импульса. 
Реактивная сила 


‚ [91 = И2Е ОСЬ -Е 1). 


2. Указание. Воспользуйтесь 
ном сохранения импульса. 


3. 1 = МЕ. 


зако- 


4. Н= В-| 3/4 №. 
—> 
5. [опт -= У Ме (М -- м). 


6. Может (реактивная сила определяет- 


ся значением скоростн истечения газов 
относительно ракеты) 
7. Непосредственно после вылета из 


ракеты снаряд движется в ту же сторону. 
что и ракета, то есть вперед. Через неко- 
торое время стабилизаторы разворачивают 


снарял. затем под действием реактивной 
силы он разгоняется и может догнать 
самолет. 
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Заочная школа программироваиня (урокн 
1 н 2) 
(см. «Квант», № 9) 
К заданию 1.1. 
Программы В н Д формально правильны. 

В программе А перед предписаниями 
поставлены номера, хотя это не предусмот- 
рено снстемой предписаний, поэтому робот 
не сможет исполнить эту программу, Если 
номера убрать. то исполнить программу 
робот сможет, но поведет себя при этом 
как очень глупый дежурный: сначала вы- 
трет доску сухой трянкой, а потом побе- 
жнт ее мочить, откроет окно и сразу же 
его закроет. 

В программе С трижды нарушен 
второй закон программирования: предпн- 
саннй ПОДМЕТИ ПОЛ, ВЫТРИ С ДОС- 
КИ. СЯДЬ ЗА ПАРТУ нет в СПР. 
Хотя программа Д формально правильна, 
то есть робот может ее исполнить, но после 
этого доска останется грязыой, а окно — 
незакрытым. 

ь В программе Е после предписаннй по- 
ставлены точки вместо точек с запятымн. 


Если исправить эту ошибку, получится 
правильная нрограмма. 
К заданню 1.2. См. рис. 1. 


ЦИФР 21500000055 СМОГ БМВ ЛИСТ? 
ДАТА 01.02.79 63 ВРЕМЯ 2111.59 


Рис. 1. 


К заданию 1.3. Например: 11313112 
121131311312212131212211212112211212112 
211212110. 

К заданию 2.1. В тексте справки 
шесть переменных полей. Соответствую» 
щая синтаксическая диаграмма могла бы 
выглядеть так: 


КЛАССЕ ШКОЛЫ № 


номер шкопы назааные района 


название города 


РАЙОНА ГОРОДА 
ДИРЕКТОР ШКОЛЫ 


Рис. 2. 


После подстановки значений перемен- 
ных полей это предложение превратится 
вутверждение. 


К заданию 2.2. См. рис. 3. 


(Н)—[2 ОО 432 -- бои -® 


Рис. 3. 


К заданню 2.3. Натуральное число 


не принято начннать с вуля. 
—52.01 0.00000 
рис. 4. 


К заданию 2.5. 5.3. 
К заданию 2.6. См. 


Рис. 5. 


К заданию 2.7. См. 

К заданию 2.8. 
варнантов про 
ПРОЕХАТЬ 300 
ОТПЕЧАТАТЬ 1 ПРИБЫЛ 
В ТОЧКУ В’; 
ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО; 
ПРОЕХАТЬ 500 М; 
ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО; 
ПРОЕХАТЬ 600 М; 
ОТПЕЧАТАТЬ 'Я В ТОЧКЕ С’; 
ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО; 
ПРОЕХАТЬ 625 М; 
ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО: 
ПРОЕХАТЬ 731 М; 
ОТПЕЧАТАТЬ 'Я В ТОЧКЕ Д'; 
ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО; 
ПОВЕРНУТЬ ВЛЕВО; 
ПРОЕХАТЬ 431 М; 


рнс. 5. 
Одик из возможных 


ПОВЕРНУТЬ ВПРАВО; 
ПРОЕХАТЬ 125 М; 


ОТПЕЧАТАТЬ `Я ПРИБЫЛ 

В ТОЧКУ ^`; 

Всероссийская олимпиада школьнн ков 
Физнка 

8 класс 


2. См. рисунок 6. 


Дорога 


Поле 
Рис. 6. ' 
9 класс 
т 
1. = ре фо ыр 
®тах ий ы (Е м 2) В. 


3. При со$ © >> 2/, гайка может поласть в от- 
верстие. двигаясь по поверхностн купола; 
при этом 

ити = Г 288 (1 --с05 а). 
Прн с0$ &<2/. гайка попадает в отверстие. 
летя по параболе; при этом 


о 1-Е со -}- 05 ©. 
и -Уе в 
т &К 2 со а 
10 класс 
4 т 1 
ет м+м ° 
«Квант» для младших школьников 


{См. «Квант» № 9) 
1. 2 часа 30 минут. 


2. Сумма 1-2--3-... 


Еслн она оканчнвается на 1979, то. в част- 
ности, р{р-— |} оканчивается на 8. Послед- 
няя цифра произведения определяется по- 
следними цифрами сомиожителей. поэтому, 
проверив. что произведення 1-2. 2-3,.... 8:9 
не оканчиваются на 8. заключаем, что рас- 
сматриваемая сумма не может оканчивать- 
ся на 1979. 

3. 10 ворон и 25 ворон. 


| ДРИ 
гр равна — 5 ——. 


ЕЕ 
4 1—4=-5 5225; 
1 3—1 3— Е 3-1 
тата ИЕ Ве 
2 4 
= 3. итд 


Поэтому 


-)8 >. 
а (п-т. 


5. Пусть абс — задуманное чнсло. Тогда 


абс — сба | = |а-10? + 6-10 + с — с. 108 — 
— 68.10 —а| = 99 [а—с]|. 


Поэтому если п = с, то есть последняя циф- 
ра разностн равна нулю, то м в ответе бу- 
дет нуль. 


При азс (0<%0=9. 0<%с=9}  полу- 
чаем, что у ответа цифра. стоящая в раз- 


ряде десятков, н сумма цифр. стоящих 
в разрядах сотен и единиц, всегда равна 
девяти. Поэтому. узнав. что последняя 


цифра ответа есть х, мы можем сразу наз- 


вать ответ: (9—х)9х (скажем, если х-5. 
то ответ будет 495). 


Задачн нащнх читателей 
{см. «Квант» № 9%, с. 14) 
Задача | 


ь 
5-поор@+и— 099" — 


— {а-+ па) 97" — а дата’ 
если ЕП 
2а- п— па 


$ == 8п р: ы 
если 9—=1. 
Задача 2 
п(п— 1} 


У -= лав -- р. (4,6 - 4.а) + 


п(л- 1) (21 — | 
Б . 


- 414 
| 
1. 59: ((2п — 1) 1007+1 — 2и 1007 — 
—"— 0 100+ 1]. 
2. оз Кл — 103 (п+0 — 2п 1038 — 
— (п — 1103 -- дл]. 


| 
3. п ("+ Им Е2). 
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4. п (4п? 4 121- 1. 


2п (п — 1} (21 —1!) 


5. 143и--24п(п-—1) + Е 


| р 
6. ЗП г п (0+8 п (п 1) (2—1. 
7. 399п - 1821 (п— ++ 


‚ 77 
т 1 (п 1) (2—1). 


Неочер готави ли. 
А Виленкин. И Клумова, 
А Сосинскии, В 
ханонич 


7 Петрова, 
Тихомирова. Ю Шя- 


Номер офориили 
Г Красников. Э Назаров, И Смирнова, 
В Чернов 
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Уголок коллекционера 


ЮБИЛЕЙ 
АТОМНОЙ ЭНЕРГЕТИКИ 


Исполнилось 15 лет со дня 

пуска первой в мире атом- 

ной электростанции. Это вы: 

дающееся . событие в исто- 

рим человечества произош- 

ло 27 июня 1954 года в го- 

роде Обнинске Капужской 

областм. 

Советский Союз осущест 

вляе’т грандиозную пр 

грамму стромтельства мощ 

ных атомных . эпектростан: 

ций < различными атомны- 

ми реакторами. Наша стра- 

на оказывает огромную по- | 

мощь другим соцналистиче- | - 2 
ским государствам в разви- чин 5 
тии атомной энергетики. 
Одновременно ведется 
большая работа по созда- 
нию атомных транспортных 
средств. Уже. вступили зв 
строй три мощных атомных 
ледокола — «Ленмн», › «Сн- 
бирь» и «Арктика». Они ко- 
ренным образом изменили 
условия навигацим в Север- 
ном Ледовмтом океане. 
17 августа 1977 сода пейо- 
кол «Арктика» впервые в 
историм мореплавания до- 
стиг. Северного полюса 
Земли. 

Успехи нашей страны в 
области мирного использо- 
вания этомной энергии наш- 
ли свое отражение в отече- 
ственной филателии. В янва- почтА СССР 1953 
ре 1956 года быпа выпущена 

сермя мз трех марок, посвя- 

щенных первой - атомной 
- электростанции. Две из них ледовый поход дя -Аритыма- 
воспроизведены в верхней МЫ о 
части нашей подборкм. В 

1958 м 1978 годах выпуска- 

лись марки < изображением . 

атомных педоколов. Ледо- еб ль 
кол «Ленин» мы видым и на я - 
воспроизведенной здесь ку- 

бинской марке. Любопытно, 

что рядом с ним изображе- 

зы пингвины, которых нет в 

северном полушарим. 

В 1958, 1962 м 1963 годах в 

почтовое обращение посту 

пали марки, посвященные = + 

борьбе народов за запре- ме . Сор 
щенме атомного оружия "’ ч 


м использование атомной Бивис соооотосооф оао ооо ооо оо Фепоос 
энергия только в мирных | = а 
целях. Трм из нмх приве 3 


дены в нашей подбор, | 
вмесхе < иомериым почто- 


вым блоком, выпущенным № 149570 


в честь рейда «Арктики» к 


Северному полюсу. 
В. Рудов 


Все эти фигуры получены преобразованием ‘ми. Автор этой модели В. Колейчук назвал 
одной и той же модели, составленной из ее трансформируемым кубом. О том, как 
двенадцати стержией, скреиленных нитка- изготовить такой куй. рассказано на с. 58. 


Цена 30 коп. 
Индекс 70465 


Можете лн вы выяснить, как расположены — ранственного объекта, нлн на нем нзобра- 
«черные дыры»: какне из них ближе к наб- жен невозможный объект? И, наконец, если 


людателю. а какне — дальше? Может лн это плоскнй лабиринт, то сколько у него 
этот рисунок служить изображением прост- входов? 
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Сюрреальные 
числа 


Понятие действительного числа — 
одно из основных в математике. Не 
удивительно поэтому, что в настоя-. 
щее время известно много способов 
построения строгой теории действн- 
тельных чисел. Среди них выделяется 
простотой и естественностью аксиома- 
тический метод. Он состоит в том, что 
мы отказываемся отвечать на вопрос 
«что такое число?», в определяем сразу 
все числа, описывая, какими свойст- 
вами они обладают. Свойства. эти 
формулируются в виде аксном.` Ока- 
зывается, для аксиоматического за- 
дания действительных чисел доста- 
точно 12 аксиом, приведенных на 
(8. 

Конечно, нет никакой гарантии, 
что найдутся объекты, удовлетворяю- 
щие этому набору требований. По- 
этому в дополнение к аксиомам жела- 
тельно иметь еще и модель — набор 
объектов, удовлетворяющих этим ак- 
сиомам. Одну такую модель действи- 
тельных чисел вы хороию знаете — 
это бесконечные лесягичные дроби. 

Сравнительно недавно английско- 
му математику Джону Кон- 
вею удалось «соорудить» очень ин- 
тересную модель, которая содержит 
не только все действительные числа, 
но еще и многие другие — с интерес- 
ными и необычными свойствами. Эти 


чнсла — мы будем называть их 
К-числами, а Конвей называет их 
сюрреальными {сверхвещественны- 


ми) — удовлетворяют 11 из 12 упомя- 
нутых аксиом. 

Кое-что об этих числах мы и рас- 
скажем в нашей статье. К сожале- 
нию, для ностроения всех К-чисел 
необходимо понятие трансфинитного 
числа, которое не изучается в школе. 
Но заглянуть в их арифметику можно 
уже на школьном уровне. 


Описание К-чисел 


В арифметике Конвея вместо привыч- 
ных нам цифр.0, 1, 2. ..., 9 исполь- 
зуются всего два знака: {| — ир 
(вверх — англ.) и | — Чо\т (вниз — 
англ.). Наборы из этих символов и 
являются К-числами. 

Набор может вообще ие содержать 
символов. Ниже мы увидим, что этот 
набор играет роль нуля, поэтому мы 


зарамее обозначим его через 0. На- 
бор может быть любым конечным, на- 
пример: {; 14}; ИН; может быть 
любым бесконечным: 111{1| ..., а мо- 
жет быть даже «более чем бесконеч- 
ным» (см. последиий раздел). Мы 
в основном будем оперировать с ко- 
нечными наборами. 

Если символы {и | рассматривать 
как указателн направления 
движения, то каждый набор «ир» 
н «4о\т» можно воспринимать как 
«протокол поиска» соответствующего 
К-числа. 

А именно, среди всех К-чисел 
есть простейшие — 0. Если интере- 
сующее нас К-число х болыше *), 
чем 0, мы делаем шаг вверх и запнсы- 
ваем знак {. Если х>], делаем еще 
один шаг вверх и пишем {4; если 
х« НМ, то следующий шаг делается 
вниз, и получается запись 14|. Этот 
процесс может быть конечным или 
бесконечным. Любой «протокол но- 
нска» соответствует некоторому К-чис- 
лу, причем разные «протоколы» соот- 
ветствуют разным К-числам. 

Сравним это с записью действитель- 
ного числа в виде бесконечиой десятичной 
дроби. Здесь тоже искомое число х стро-. 
ится путем последовательных приближе- 
ний. Но при обычиых последовательных 
десятичных приближениях числа мы под- 
бираемся к нему сиизу, анес двух 
сторон, каку К-чисел (рис. 1). Кроме 
того, десятичная запись (в отличие от за- 
писн К-чисел) неодиозначна: 0,99999... 
означает то же, что 1,0000... 

Объясним теперь, как сравнивать 
К-числа по величине. 


Отношение порядка 


Чтобы сравнить два К-числа, нужно 
написать их одно под другим и по 
очереди сравнивать символы, входя- 
щие в их запись (как при установле- 
нии порядка слов в словаре по алфа- 
виту; такой порядок математики на- 
зывают ° лексикографическим). Еслн 
первым из неодинаковых символов 
у чнсла х будет символ {, а у числа 
у — символ |, то х>у. Возможен еще 
случай, когда число х короче числа у 


*) Что такое «больше — меньше» 
‚для К-чисел ин почему 0 — прсстейшее 


К-число, мы объясинм в следующем разделе. 


Не 


Рис. 1. 


и составляет его начало. Тогда мы 

нишем х>иу, если первым «лишним» 

символом у у будет символ {, н 

х<5у, если этим символом будет { *). 

Наиример, справедливы неравенства 
т<0< <<. 

Забегая вперед, скажем, что иоло- 
жительными (то есть >>0) в К-ариф- 
метнке будут все числа, начинающиеся 
с ф, а отрицательными — все, начи- 
нающиеся с }. 

Для К-чисел, кроме отношения 
порядка (>>, =, <), имеется еше од- 
но важное отношение; Конвей назы- 
вает это отношение «раныше» и обоз- 
вачает значком =. Будем говорить, 
что К-число а раныше К-числа 6, 
еслн а встречается на пути к ЁЬ из 
числа 0 (см. рис. 1). Иными словами, 
аб, если а можно получить из 6 
«отрубанием хвоста» — части (с кон- 
ца) стрелочек { ин 1. Например, 
{ раньше, чем }{ или 4, а 0 по опре- 
делению считается самым ранним чис- 
лом. 

Заметим, что свойство «быть раМЬше» 
не совпадает со свойством «быть короче»: 
например, число ААА не раныншне числа 
АХААХ. Точно так же свойство «быть рань- 
ше» ие совпадает и со свойствами «быть 
больше» или «быть мельше»: например, 
оба числа А и Ау раньше числа А\А. ино 


первое из них больше АуА, в второе — 
меньше. 


*) В 


является 


часткости. 
началом 


«пустой набор» 0 
любого А-числа- 


-ИНМ 


={о, ниинини} 
и=фьин}: у=ои ии} 


Рис. 2. — Здесь {А: В} = 


Основная лемма 


Пусть у нас есть два множества К-чи- 
сел: А и В. Будем говорить, что мно- 
жество В лежит выше множества 
А, если каждое число из множества 
А меныйе каждого числа из множест- 
ва В: обозначим это так: А<В. Ска- 
жем, что число с разделяет множества 
А нВ, если а<5с<3В для любых аЕА 


н ЕВ. 
Основная лемма. Если 
А<В. то существует К-число с, 


разделяющее множества А и В. Среди 
всех таких разделяющих чисел есть 
самое раннее. (В дальнейшем самое 
раннее число, разделяющее множества 
А и В, будет обозначаться так: 
{А:В}.) 

Эту лемму мы назвали основиой 
потому, что она сыграет главную роль 
при определении правил действий на 
множестве К-чисел. Она верна для 
любых множеств К-чисел А и В. 
Но мы докажем ее только в предио- 
ложении, что А и В — конечные 
миожества конечных К-чисел. 

Будем искать элемент, разделяю- 
щий множества А и В, последователь- 


4 


но. Поскольку 0 — самое раннее чис- 
ло, начнем с него. 

Если 0 разделяет множества А 
м В, то все доказано. Если же иет, 
то но обе стороны (в смысле «боль- 
ше — меныше») от О найдутся либо 
элементы из А, либо элементы из 
В. Пусть это — элементы из А. Тог- 
да разделяющий элемент не может 
быть меньше 0, Т. е. он не можег 
начинаться с {; значит, он начинает- 
ся с $. Самое раннее ‘число, начинаю- 
щееся с {, — это {. Рассуждаем, как’ 
выше: если { разделяет А и В, то все 
доказано. Если же нет, то снова 
по обе стороны от него найдутся 
элементы из А или из В; доиустим 
теперь, что это — элементы из 
Тогда разделяющий элемент не может 
быть больше $; значит, он начинается 
с ||. Берем М и проделываем с ним 
ту же процедуру н т. д. (рис. 2). 

Мы предоставляем вам возможность 
убедиться в том, что этот процесс 
(в случае конечных множеств А и В, 
состоящих из конечных К-чисел) не 
может продолжаться бесконечно и, 
значит, приводит к разделяющему 
числу с. 

Для доказательства можно, например, 
выделить наименьшее число из В и нан- 
большее число из А — тем самым дока- 
зательство теоремы сводится к частному 


случаю. когда каждое из множеств А и 
В состоит из одного числа. 


Из самого способа построения вил- 
но, что с раныпе любого из разделяю- 
щих чисел. 

Этот же сиособ доказательства 
можно применить и в общем случае, 
но он приводит, вообще говоря, к бес- 
конечному разделяющему К-числу, 
и строгое доказательство того, что 
процесс «закончится» (что это такое 
для бесконечных процессов — еще на- 
до определить!), требует сведений из 
теории трансфинитных чисел. 


Определение сложения 


Конвей задает операции над К-чис- 
лами, руководствуясь принципом иче- 
редности и простоты. Он состоит 
в том, что правила действий опреде- 
ляются не сразу для всех чисел, а по- 
слененно: сначала для более ранних, 
а потом для более «поздних»; при 


этом в качестве результата выби- 
рается самое раннее возможное число. 

Определяя, например, сумму двух 
каких-нибудь К-чисел, мы считаем, 
что для всех более ранних слагаемых 
суммы уже определены. После этого 
вступает в силу вторая половина 
принципа. Чтобы показать, как этот 
принцип «работает», вычислим с его 
помощью несколько сумм. Разумеется, 
до тех пор, пока мы не придадим прин- 
ципу четкой математической формы, 
эти вычисления будут носить несколь- 
ко иестрогий характер. 

Поскольку 0 — самое раннее чис- 
ло, «вычислим» первым делом сумму 
0-0. Так как никаких результатов 
пока еще нет, ответом может быть 
любое К-число. Но из всех возможных 
ответов следует выбрать самый ран- 
ний. Это — 0. Мтак, мы «доказали» 
равенство 

0--0=0. (1) 


Попробуем теперь проверить, что 0 
действительно имеет свойства нуля, 
указанные в аксиоме СЗ (см. с. 9), 
то есть что 


О-х=х (2) 


для любого К-числа х. 

Введем для этого некоторые обоз- 
начения. Пусть х — некоторое К-чис- 
ло. Назовем срезом х (обозначение: 
х]) множество всех К-чисел и более 
ранних, чем х, то есть 


х] = {ух}. 
Срез х делится на нижний срез х 
н верхний срез х (обозначения: х н 
х соответственно). Нижний срез х— 
это множество всех у более ранних, 
чем х, и меньших д: 
Я={и ие, у<х}, 

а верхний срез — это множество всех 


у более ранних, чем х, но больших х 
(см. рис. 2): 


Я={шуея, у>х}. 
Например. срез АЙ4 состонт ил че- 
тырех чисел: 


АН = 0.6 4. 
причем нижний срез 4344| =1:0, фу, 4441. 
а верхний срез АМА = {4;. А вот | 
и у — это пустые множества; При этом 
= = ©}. 
Воспользуемся теперь очеред- 
ностью. будем считать, что для 


К-чисел более ранних, чем х, равен- 
ство (2) верно (очевидно, любое число, 
которое раньше х, принадлежит либо 
Х|, либо х|). Тогда сумма 0--х боль- 
ше любого числа из х]. С другой сто- 


роны, она меньше любого числа из 


х|. Таким образом, число 0-х раз- 
деляет множества х| и х| (нижний 


и верхний срезы х). Поскольку по 
принципу Конвея нужно выбрать 
самое раннее такое число, О-х = 
=: х}. Но 5: м}=х (подумайте, 
почему), то есть О х=х. 

Итак, мы почти обосновали обозна- 
чение 0 для пустого набора. Теперь 
оправдано сделанное выше утверж- 
дение о том, что в К-арифметике чис- 
ла, начинающиеся с {, играют роль 
положительных, а числа, начинаю- 
щиеся с |, — роль отрицательных. 

Найдем теперь сумму 1+1. По- 
скольку  4|={0}, {-+| больше | 
Самое раннее число, большее {, — 
это |+. Поэтому 


ТН (3) 
У нас есть теперь опыт решения прни- 
меров на сложение: мы понимаем, 
что суммой ху должно быть самое 
раннее число, которое  разде- 
ляет суммы с недостатком 
(то есть объединение множеств ху 
и х-+-У]) и суммы с избытком 


(объединение множеств х|-! уи Хх 


++). (Относительно сумм с недо- 
статком и сумм с избытком мы счи- 
таем, что уже умеем их определять.) 
Таким образом, принцин очередности 
и простоты приводит нас к такому 
определению суммы двух чисел: 
ху {У -у]: 


Учи} (4) 


(напомним, что элемент ({А:В}, где 
А<В, существует и определяется од- 
нозначно). 

Формула (4) является строгим вы- 
ражением принципа Конвея для сум- 
мы чисел. Для определения сложения 
к ней нужно еще присоединить ма- 
чальные условия — формулу (1). На 
самом деле доказать ее нельзя — она 
является частью определения. С по- 
мощью формул (4) и (1) можно вы- 
числить сумму любых К-чисел. 


Тенерь мы можем проверить, что 
в нашей модели выполняются аксио- 
мы сложения (см. с. 9). 

Проверим, напрнмер, что сложе- 
ние, определенное формулой (4), ком- 
мутативио. 

В самом деле, возьмем первые два 
числа, для которых сложение неком- 
мутативно *). Их ‘сумма — это самое 
раннее число, отделяющее суммы с 
недостатком от сумм с избытком. Сум- 
мы с недостатком и суммы с избытком 
были коммутативными (по предполо- 
жению). Значит, и самое раннее чис- 
ло, которое их разделяет, тоже не 
зависит от порядка слагаемых — мы 
разделяем один н тот же набор мно- 
жеств и в обоих случаях берем самое 
раннее число из разделяющих (а оно 
определяется единственным образом— 
см. основную лемму). Значит, и сум- 
ма наших двух чисел не зависнт от 
их порядка, вопрекн предположению. 
Значит, сложение коммутативно. 

В выполнении аксиомы СЗ мы 
фактически убедились раньше. Аксио- 
ма С! проверяется сложнее, чем ак- 
сиома С2; подумайте, как. 

Найдем теперь сумму 1-1]. За- 
метим, что {| и {| — пустые множест- 
ва. Поэтому ответом должно быть 
самое раннее число, болышее { (по- 
скольку _1|={0}) п меньшее { (по- 


скольку (= {0}). Таким числом яв- 
ляется 0. 

Итак, {1=0 и { является про- 
тивоположным (в смысле аксиомы 
С4) элементом для {- 

Обозначим через {" н через |” 
К-числа, состоящие из п подряд иду- 


щих соответствующих символов. 
Задачи 
1. Докажите, АЕ 4” = Апьм, 
}" у” = ут+т. 
2. Докажите, что 


что 


41-т, если п> т; 
мур о, 


у", если п < м. 


если п-т, 


Из этих задач следует, что число 
можно отождествить с обычным 


*) Напомним, что мы пока рассмат- 
рнваем конечные К-числа. Для бесконеч- 
иых К-чисел рассуждение более сложио. 


натуральным числом п *), а число 
“—с противоположным 
ему числом (—п). Таким образом, 
числа Конвея содержат все обычные 
целые числа! 

Задача 3. Докажите, что еслн 
у данного А-числа все А заменитьна {, 


а все у — на 4, оля ето ты 
противопсложное. (Например. ААА 
НИ 0. 

з задачи 3 вытекает, что в моделн 
Конвея выполняется аксиома С4. 


Есть ли дроби? 


Возьмем число {| Попробуем сло- 
жить его с самим собой. Что можно 
сказать о сумме {1|-+{4? Она должна 
быть меньше, чем сумма Ч-+, и 
больше, чем число {{. Но чему равна 
сумма 14-1, мы не знаем. Мы наруши- 
ли наш главный принцип: двигаться от 
более ранних чисел к более «позд- 
ним». Придется (никуда не денешь- 
ся!) сосчитать сначала сумму 41-1. 

Это число меныше, чем число 


{+ {= М (поскольку {|= {4}, и боль- 
ше, чем число |--0= { (поскольку += 


= {0}). причем оно — самое раннее 


`такое число. Самое раннее число, 


заключенное между {и ||, — это 
число 41{4{; поэтому ` 
ЕН. 


Вернемся к сумме 11-1}. Теперь 
мы знаем, что она заключена между 
числами {| и #4}. Самое раннее такое 
число — это 4+ (убедитесь в этом!). 

Итак, в К-арифметике число 4} иг- 
рает роль «половинки». Аналогично 
устанавливается, что {44 среди К-чи- 


Сел — то же самое, что обычное число 


3 
< среди действительных чисел. 


Задачн н+ + 

4. Найдите суммы Ау; 44} 
+н% РАНЫ Е АНТИ 

5. Какнм обычным числам  соответ- 
ствуют такне К-числа: 


А. А. АУ, ‚ м 
а о А ды Мы. МАЕ. 
в) вообще числа вида 
мА Н., 
п сир» тедо\т» 
№... у... М...444...1... М. АН... 


пт т п. т. п: т] 


*) Еслн прииять А за единицу; А дей- 
ствительис  выполияет роль едииицы в 
арифметике Коивея, однако мы не смо- 
жем в этом убеднться, поскольку ие даем 
в этой статье определения умноження. 


44...У 2^...^, 
п «до\п» т «ир» 


НУ АМА Ы № 


„оне Заир 
п ти п т п т: 
Мы подскажем ответв задаче 5: 
К-число 41| — это то же самое, что 


в В, К-число {{{— то же, что 


‚ НН эю 5, НИ — эю 


8 : 
ит. д. 

Задачи 4 и5 позволяют дога- 
даться, каким обычным действи- 
тельным числам соответствуют все 
вообще конечные наборы {и {. Это — 
так называемые двоично-рацио- 
нальные числа (то есть рациональные 
числа, знаменателем которых являет- 
ся степень двойки). Попробуйте до- 
казать это утверждение. 


4 
-9- 
4 


Что же дальше? 


Итак, мы выяснили, что среди К-чи- 
сел есть все обычные целые числа 
(это — либо конечные наборы одних 
только 1, либо одних только \{), 
а также все другие двоично-рацио- 
нальные числа (им соответствуют все- 
возможные конечные наборы, ` среди 
а имеются комбинации 1} или 
+). 

Если К-числа изобразить в виде 
«дерева» так, как на рисунке 3, то 
целые К-числа окажутся «по краям» 
этого дерева а — двоично-рацио- 
нальные — внутри него. 

А как же быть с остальными чис- 
лами? Ведь мы обещали, что среди 
К-чисел окажутся все действитель- 
ные числа, а пока неясно даже, как 
быть с рациональными числами, зна- 
менатели которых не есть степени 
двойки. Все дело здесь в том, что мы 
пока не видим множества К-чисел 
целиком: мы ведь ограничились рас- 
смотрением лишь конечных наборов 
«ир» — «оч», определили для них 
сложение и научились решать про- 
стые задачи (на уровне 2—3 класса 
школы). А надо бы еще определить 
умножение, а вместе с тем и выяснить 
вопрос о существовании обратного 
элемента для любого отличного от 
нуля А-числа (см. аксиому У4). И вот 
оказывается, что уже для определения 


ш=$ 
ии “ 
ыА 4 : 
т 3 
2 м 
1 
ии 
т 
н 
$ 
= 
[6 [9 — 
и! Ей 
и , 
1 | 
1 и 
3-1 ; 
и 
-2 
и -3 
4 : 
Рис. 3. НН ^ 0-7 


а! (еслн а не нуль и не степень двой- 
ки) конечных К-чисел не хватарт. 
Например, 


И, 
ТАНАНИНИЬ.. 


Поэтому нам придется научиться 
работать и с бесконечными К-числами. 
Из бесконечных К-чисел самые 
простые — периодические. Для их за- 
писи удобно ввести символ /^, озна- 
чающий бесконечное по- 


вторен ие Например, { означает 
ИН... а Н о ИИ}... ит. д 
Числа —5 Н — с помощью дужек за- 
писываются так: 


ч=Нй, 
т=НИЯ. 


Найдем, иапример, какому обычному 


—. 
числу соответствует К-число 44}. Мы уже 
знаем, что А — это обычное число |1, Ау — 


1 . ! 
это 9 Ауу — это <. Рас- 


суждая аиалогичиым образом, получим, 


7 


=, 
что числу #4} соответствует такой беско- 
нечный ряд: 
1 1 1 } 1 1 


2416 394118” 
Сокращенно его можно запнсать так: 


у 1 1 1 
= (==— ОЗЕ+1 —— 9ЗЕ+а )= 
&=0 


ео. 1 
а т 
> Э3Е 
#=0 
метрическая прогрессия со а 
1 1 


5; 


— это убывающая гео- 


сумма ее равна = = = 2 


—. 
Поэтому К-число Ауф соответствует обыч- 
1 8 
иому числу 4 --7°, то есть >. 


Задача 6. а) Запишите в виде К- 
р 
о Ро: ^^ 
6) Каким обычным числам соотьет- 
ствуют К-числа МАЙ? ИР 


Теперь мы можем сделать такой 
вывод: — бесконечным периодическим 
К-числам {за исключением тех слу- 


чисел дроби 


чаев, когда пернод состоит чисто из. 


{ или чисто из }, — эти случаи мы 
обсудим отдельно) — соответствуют 
обычные рациональные числа. 

А если рассмотреть бесконечные 
непериодические наборы {фи {, то по- 
лучатся уже иррациональные числа. 


Эти свойства А-чисел аналогичиы из- 
нестным свойствам бесконечиых десятич- 
ных дробей. 

Например: 


1 
> = 0,5; —8 = 0,125 — 
ные десятичные дробн; 


1 | 
> 0,(3); = 0,(142857) — беско- 


конеч- 


нечные пернодические десятичные дроби; 


а иррациональные числа, например 8 
н л, — это уже бесконечные непериодиче- 
ские десятичные дроби: 


2 --: 1.41421...; 
л=3.14159268979323648... 


Правда. есть существенные отличия А- 
арифметики от обычиой. Чнсла внда 
5, где { 52 0, переводятся и конеч- 
ные десятичные дробн, а соответствую- 
щие им К-числа оказываются беско- 
нечными  пернодическими наборами. 


Задача 7*. Воспользовавшись дво- 
нчной системой счислення, придумайте 
алгоритм «перевода» обычных рацио- 
нальных чисел в К-числа. 


При определении действий над 
бесконечными К-числами главным ос- 
тается все тот же принцип очередно- 
сти и простоты. Имеет место и аналог 
основной леммы — принцип разделе- 
ния множеств, одно из которых выше 
другого (при этом «самый ранний» 
разделяющий элемент оказывается, 
вообще говоря, уже бесконечным на- 
бором). 

Задача 8. 
И. 

Всевозможные конечные и беско- 
нечные наборы { и | дают нам уже 
все обычные действительные числа. 
Но (н это самое замечательное!) ока- 
зывается, что они дают не только 
действительные числа. 

Рассмотрим, например, 


К-число: =} — и еще более инте- 


ресное число =={}{. 

Очевидио, что число & больше 
любого «натурального» К-числа м, 
а число = положительно, но меньше 
любого «рационального» положитель- 
ного К-числа |1” (то есть @>лп, а 


0<=< т для любого натураль 
ного п). 


Действительных же чисел с такими 
свойствами нет! 


Вычислите ЙА - 


такое 


Дальше бесконечности 


В заключение поговорим о «более чем 
бесконечных» К-числах. 

Прежде всего заметим, что среди 
наших К-чисел (в том числе и беско- 
нечных) нет, например, числа ®-|-{: 
Подумав, можно сообразить, что эта 
сумма должна записываться в виде 


||: бесконечное число символов {| 
ни еще одии такой символ! Казалось 
бы, от того, что к бесконечному числу 
символов добавили еще один, ничего 


и +1=$4 
| | | ИИ 


Рис. 4. 


не изменилось. Однако это не так: 
новый символ 1 следусгза всеми пре- 
дыдущими (рис. 4)! 


— 


Н — разные К-числа, 


Поэтому Ри 


Задача 9. Что изображает за- 
пНСЬ 2? 

Ответ: &—А. Указание: вы- 
числите сумму Аут А. 

Среди чисел «более длинных, чем 
бесконечные», встречаются довольно 


замысловатые. Попробуйте, напри- 
мер, угадать, какая из записей в пра- 
вой половине круга на рисунке 5 со- 
ответствует К-числам, стоящим. в ле- 
вой половине. 

Если вас занитересовала арифме- 
тика К-чнсел п вы хотели бы узнать 
о ней побольше, наншпите нам. 


Приложение 


1. Акеночы сложения. 


Дам любых Чвух элементов чЕВ. 68 
определена симма ат ы=В. причем: 
СТ. («+ в)—с-та-+Н (Вс) (ассоциатив- 


ногть). 

С2. в в=ь- а (коммутативность). 

СЗ. Существует такой элемент 0, 
что для любых аеВ выполняется соотно- 
‚ шение а0=а (существование нуля). 

С4. Дач каждого элемента = су- 
ществует такой элемент (—а)ЕВ. что 
п--(—а)=0 (существование противопозож- 
ного элемента). 

Н. Аксвомы умножения. 

Для зюбых двух элементов ЧЕ В. 
$-ЕВ определено произведение о ` ЕВ. так 
что: 

У1. {(26)<= (с) (ассоциотивность). 

У2. аБ-- Ба (кошмутативность). 

УЗ. Существует такой элемент 1, 
‘что для любых ае-В имеет место равен- 
ство о 'Г=а (существование единицы). 


У4. Дая каждого заементи аеВ, от- 
зичного от нуля, существует такой эаемент 
ЕВ. что аа“ =1 (существование об- 
ратного элемента). 

ПЕ. Аксиома. 
вающая связь 
умцоженцем. 
С—У. а(6-- с) =аб-- ас (дистрибутивность). 

Множество с определенными на ием 
операцнями сложения и умножения, об. 
ладающими перечисленными свойствами, 
математики называют полем (см. «Квант». 
1977. № 5. с. 45). 

У. Аксиомы порядка. 

П!. Для каждого элемента «а=В иче- 
ет место ровно одно из соотношений 

а>0, а=0. 0>а. 

12. Если ва>0 ип >00. то а-+ьЪО 


устанавли - 
сложения к 


и 26>0. 
По определению полагают, что @>В 
тогда п только тогда, когда а—6>0. 


Поле. в котором выполнены аксиомы 
ПГ и П2 н отношение порядка > опреде- 
лено формулой а> 6=м— >20, называет- 
ся упорядоченным полем. 

Последняя группа аксиом. опреде- 
ляющих действительные числа, состоит 
всего из одной аксиомы совсем нной при- 
роды. 

У. Акснома нолноты. 

Непустое множество действительных 
чисел. ограниченное сверху. имеет наимено- 
шиую верхнюю гронь. ` 

Это означает. что если для непустого 
множества АСВ существует элемент, ко- 
торый больше (нли равен) всех элементов 
этого множества, то среди таких элементов 
есть наименьший. 

Упорядочениое поле. для которого 
выполияется аксиома полноты. называет- 
ся полным упорядоченным полем. 

Доказано, что перечисленные 12 ак- 
сиом определяют множество действитель- 
ных чисел однозначно. Таким образом, 
действительные числа — это единственное 
полное упорядоченное подле. К-числа не 
удовлетворяют последней аксиоме. 


Б. Новожилов 


Тепловой взрыв 


® 


В январе 1953 года в Красном море 
взорвался и затонул винтовой паро- 
ход «Тиррения» водоизмещеимем четы- 
ре тысячи тонн. В истории морского 
судоходства известны и более круп- 
ные катастрофы — взрывы и пожары 
на танкерах п судах, перевозящих 
боеприпасы. Но «Тиррения» шла, на 
первый взгляд, < безобидиым во взры- 
воопасном отношении грузом — ам- 
мначной селнитрой. Еслн бы это был 
единичный факт, то причину взрыва 
можно было бы искать среди случай- 
ных обстоятельств. Однако в Регистре 
судоходства Ллойда, фиксирующем 
все достаточно крупные морские ката- 
строфы, отмечено несколько десят- 
ков пожаров и взрывов, связанных 
с аммиачной селитрой. Участились 
они в сороковые — пятндесятые годы, 
когда темпы промышленного произ- 
водства этого вещества резко возрос- 
ли. Рекорднвым оказался 1947 год — 
в процессе погрузки судов в различ- 
ных портах произошло три мощных 
взрыва, что привело к большому 
числу человеческих жертв. 


Между тем аммиачная селитра 
(азотвокислый аммоний, или нитрат 
аммония, \УН,\ХО.) уже давно ис- 
пользуется в болыших количествах 
в технике и сельском хозяйстве. Еже- 
голное производство ее составляет 
десятки миллионов тойн. Достаточно 
посмотреть па химическую формулу 
этого соединения, чтобы сообразить, 
гле оно может применяться. Нитрат 
аммония содержит много азота, нри- 
чем связанного в два наиболее хорошо 
усваиваемых растениями иона— амми- 
ачный и нитратный. Поэтому аммиач- 
ная селитра — одно из наиболее цен- 
ных минеральных удобрений. А на- 
личне болышого количества кисло- 
рода обусловливает второе, не всегда 
мирное применение нитрата аммония 
в качестве окислителя при производ- 
стве порохов Н взрывчатых веществ. 
Без иримесей органики, металлов 
нитрат аммония не взрывается. Он 
часто используется в демонстрацион- 
ных химических опытах. Смесь же 
МН. ХО, с тротилом или алюминием— 
сильное взрывчатое вещество. 

Попробуем разобраться, почему 
совершенно безопасное минеральное 
удобрение — аммиачная селитра, ко- 
торое годами в больших количествах 
может храниться на складах или под 
открытым небом, послужило причиной 
трагедий на море. 


Взрывной процесс характеризует- 
ся очень быстрым выделением боль- 
шого количества энергин, что сопро- 
вождается резким измененнем состоя- 
ния вещества. Образовавшиеся при 
взрыве газы могут при своем расши- 
рении совершить значительную ме- 
ханическую работу. 

Такие понятия, как «быстрый» и 
«большой», конечно, относительны. Прн 
сгорании килограмма угля в воздухе 
выделяется около тридцати миллио- 
нов джоулей. Этого тепла достаточно 
для нагрева продуктов горения до 
температуры во много тысяч граду- 
сов. Таким температурам при обыч- 
ной плотности газа соответствуют дав- 
ления в сотни атмосфер. Таким обра- 
зом, с энергетической точки зрения 
система уголь — кислород обладает 
достаточным запасом энергии для 
возникновения взрыва. Однако уголь 
не взрывается, а спокойно горит. 

Дело в том, что в этом случае не 
выполняется второе условие взры- 
ва — быстрота выделения  эиергни. 
Действительно, горение угля начи- 
нается с поверхности, слои, лежащие 
глубже, начинают гореть лишь после 
того, как они прогреются за счет теп- 
ла, выделившегося при реакцни в по- 
верхиостном слое. Прогрев, а также 
подвод кислорода происходят на- 
столько медленно, что продукты го- 
рення успевают расшириться, и су- 
щественного увеличения давления не 
возникает. 

Однако есть такие вещества, химн- 
ческое превращение которых возмож- 
но н без подвода окислителя извне. 
Примерамн могут служить твердые 
ракетные топлива, дннамит н т. п. 

Одно из таких веществ — три- 
нитротолуол — С.Н, (МО.)з. Спе- 
циалисты называют его обычно тро- 
тилом или толом. Если тротнл под- 
жечь с поверхности, он легко воспла- 
меняется н горит. При этом внутрен- 
ность вещества медленно прогре- 
вается. И несмотря на то, что теплота 
сгорания этого вещества намиого мень- 
ше, чем у обычных топлив (всего 
4 МДж/кг), тротил может взорваться. 
Для этого нужно увеличить темпера- 
туру во всем объеме вещества. Сде- 
лать это можно разными способами, 
например, сжатием. При этом реакция 
идет во всем объеме п так быстро, 


„разрушению окружающей 


что образующиеся газообразные про- 
дукты за время протекания реакции 
не успевают существенно расши- 
риться. Занимая объем, примерно 
равный объему исходного заряда, и 
будучи нагретыми до высокой тем- 
пературы, ‘эти газообразные продук- 
ты создают давление в десятки и сот- 
ни тысяч атмосфер. Последующее бы- 
строе расширение газов приводит к 
среды — 
пронсходит взрыв. 

В этой статье мы хотим познако- 
мить чнтателя с тепловым взрывом — 
самопронзвольным взрывным процес- 
сом, связанным с освобождением хи- 
мической энергии. 

Прежде всего нужно напомнить 
основные факты из учения о скоро- 
стях химических реакций. 

Первое, что бросается в глаза при 
исследовании химического превра ще- 
ния, — его малая скорость. Действн- 
тельно, в газе, например, при нор- 
мальных условиях каждая молекула 
испытывает в среднем 10 столкнове- 
ний в секунду. Если бы каждое столк- 
новение приводило к реакции, ТО она 
пронзошла бы мгновенно. Опыт не 
подтверждает этого. Например, смесь 
водорода н кислорода (гремучий газ) 
при комнатной температуре можно 
хранить совершенно спокойно. Все 
дело в том, что лишь очень малая доля 
столкновений оказывается эффектив- 
ной, то есть приводит к реакцин. 

Химический акт — превращение 
одних молекул в другие. При этом 
разрушаются однн связи между ато- 
мамин и возникают новые. Если новые 
связи прочнее старых, то реакция 
идет с выделением тепла (экзотер- 
мический процесс). Это, однако, не 
означает, что реакция должна пойтн 
быстро. Ведь прежде чем образовать 
новые связи (пусть даже и более проч- 
ные), нужно разрушить старые, то 
есть затратить энергию. Прочность 
любой составной снстемы (атома, мо- 
лекулы, ядра) характеризуется энер- 
гней связи. Она равна той работе, 
которую нужно совери!ить, чтобы раз- 
ложить систему на составляющие ее 
части. Например, энергия связи мо- 
лекулы водорода составляет 7,2Х 
х10-® Дж. Такую энергию нужно 
затратить, чтобы получить два атома 
водорода, и, наоборот, ровно столько 


А+В—> С+0 


А+В — С+0 


Рис. 1. Змергия активации ЁЕ и тепловой эффект @ реакции ^3-В--С-+- 0 для экзотерми- 


ческой (а) н эндотермической (5) реакция. 


энергин выделится при образовании 
молекулы водорода из атомов. Раз- 
ность между энергиями связей про- 
дуктов и исходных веществ иазывает- 
ся тепловым эффектом реакции (чаще 
всего внутренняя энергия молекул 
в результате реакции переходит в 
тенло). Пересчитанный на единицу 
массы или объема вещества тепловой 
эффект представляет собой тенлоту 
сгорания. 

Если реакция сопровождается вы- 
делением тепла, это совсем не озна- 
чает, что она должна идти быстро. 
Это иллюстрируег рисунок 1. В про- 
цессе реакции Ач В-—С- О связи в 
молекулах А и В должны быть раз- 
’ рушены или но крайней мере сущест- 
венно ослаблены. Для этого необхо- 
дима некоторая (вполне определенная 
для каждой реакции) энергия ЕЁ. Она 
называется энергией активации реак- 
ции. Ясно, что по порядку величины 
энергия активации должна быть близ- 
ка к сумме Изв энергий связей мо- 
лекул А и В. Таким образом, ход хи- 
мического процесса в иачальной ста- 
дин энергетически затруднен. Всту- 
пающие в реакцию молекулы должны 
обладать достаточной тепловой энер- 
гней, ‘чтобы преодолеть барьер велн- 
чиной Ё. 


Разрушение или ослабление хи- 
мических связей может произойти 
под действием теплового  (поступа- 


тельного или колебательного) дви- 
жения атомов и молекул. Природа 
устроена так, что энергия теплового 
движения при умеренных температу- 
рах обычно много меньше энергии 
активации. Средняя эпергия теило- 
вого движения порядка ЕТ, то есть 
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—4.10-* Дж, в то время как энергия 
активации в сотни раз больше. В 
этом причина столь ничтожного числа 
эффективных соударений. Химическая 
реакция идет лиии» между теми моле- 
кулами, тепловая энергия которых 
намного превышает среднюю. А их 
очень мало. 

Число молекул, обладающих энер- 
гнией теплового движения Е ври тем- 
пературе Т, выражается простой фор- 
мулой: 

ущае ЕТ, 


(Читателям придется принять эту 
формулу на веру — более или менее 
последовательный вывод ее увел бы 
нас далеко в сторону.) Качественный 
вид зависимости величины $ от тем- 
пературы Т для различных значений 


Рис. 2. Доля активных молекул при рал- 
ных знерснях активации (ЕЕ. Ез ® 
зависимости от температуры. 


энергии активацин Е 
рисунке 2. 

Таким образом, скорость химиче- 
ской реакции, то есть количество ве- 
щества (в килограммах, молях, числе 
частиц), прореагировавшего за едн- 
ницу времени в единице объема, мо- 
жет быть записана в таком виде: 

ш=—2е-Е!Т, 
где величина г определяется либо 
числом столкновений (в газах), либо 
количеством молекуляриых связей, 
разрыв которых приводит к химиче- 
скому превращению (в конденсиро- 
ванных телах). (Размерность ши г 
одна и та же: кг/(м3-с), моль/(м?.с) 
или 1/(мз-с).) Для того чтобы вы могли 
«почувствовать», иасколько резка завн- 
симость скорости химической реакции 
от темнературы, мы предлагаем вам 
рассмотреть конкретный численный 
пример — решить задачу | (см. с. 16). 

Теперь мы подготовлены к тому, 
чтобы объяснить явление теплового 
взрыва. Прнчина, приводящая к теп- 
ловому самовоспламенению, очень про- 
ста. Если реакция идет с выделением 
тепла, то вещество нагревается. С на- 
гревом возрастает скорость химиче- 
ской реакции. Это, в свою очередь, 
должно привести к более интенсивно- 
му выделенню энергии. На возмож- 
ность такого прогрессивно самоуско- 
ряющегося протекания химической 
реакции указывал еще в конце прош- 
лого века знаменитый голландский 
химик Вант-Гофф. Количественная те- 
ория теплового взрыва была дана в 
1928 году академиком Н. Н. Семе- 
новым. Ее с полным правом можно 
отнести к классическим. Теория до- 
статочно проста, чтобы ее можно бы- 
ло объяснить «на пальцах». С другой 
стороны, н сейчас, спустя полстоле- 
тия после создання теорни, она оста- 
ется основой для исследования и ре- 
шения все новых и новых задач хи- 
мической физики — науки о физиче- 
ских основах химического процесса. 

Конечно, скороспелый вывод о 
том, что любая смесь, в которой про- 
исходит экзотермическая реакция, в 
конце концов взорвется, неверен. Ведь 
сосуд, в котором происходит реакция, 
ограничен н выделяющееся тепло мо- 
жет отводиться в окружающую среду. 
Конкуренция тепловыделения и от- 
вода тепла приводит к очень своеоб- 


приведен на 


разному поведению химически само- 
ускоряющихся систем. 

Перейдем к количественной сто- 
роне явления. Пусть в некотором 
объеме У идет реакция с теплотой 
сгорания @ Дж/кг. Количество теп- 
ла, выделяющегося ежесекундно во 
всем объеме, равно 


Р. = 2ОУе-Е**Т (Дж;с), 


где Т — температура реагирующего 
вещества в объеме У. 

Пусть температура окружающей 
среды постоянна н равна То. Потерн 
тепла из реагирующего объема про- 
порциональны разности Т—Т, и пло- 
щади $ поверхности, ограничиваю- 
щей объем У. Следовательно, ежесе- 
кундно реагирующее вещество отдает 
окружающей среде количество тепла 


Р_=а$ (Т-Тоу), 


где и — так называемый коэффициент 
теплоотвода. Естественно, эта вели- 
чина должна содержать в себе харак- 
теристику способности вещества про- 
водить тепло — коэффициент тепло- 
проводности А — и характерный раз- 
мер тела — г (для шара, например, 
его радиус). Таким образом, 


а=КА:г. 


Коэффициент К — некоторая кон- 
станта для даниого тела, которая ха- 
рактеризует влняние формы тела на 
величину теплоотдачи. Понятно, по- 
чему размер г попал в знаменатель: 
при одной н той же разности темпера- 
тур между двумя точкамн тела поток 
тепла (количество тепла, проходяще- 
го за единицу времени через единич- 
ную площадку) тем меньше, чем боль- 
ше расстояние между этими точками. 

На рисунке 3 изображена функция 
тепловыделения Р.‚(Т) и несколько 
прямых теплоотвода Р_ (Т), отвечаю- 
щих различным температурам ок- 
ружающей среды. Обратим внимание 
на число точек пересечения Р, и Р_, 
то есть на число корней уравнения 


РНЕ РТ (+) 


Из-за сильной нелинейности функции 
тепловыделения таких точек может 
быть несколько. Так, для достаточно 
низких и высоких температур 


(ет есть только 


тепловыделения 
от температуры. 


Рис. 3. Зависимость 
Р. вн те лоотвода Р_ 


один корень; при некоторых же тем- 
пературах окружающей среды (на- 
пример. Т”?) могут быть три точки 
нересечения. Равенство Р,(Т) и 
Р_ (Г) отвечает условию теплового 
равновесия (стационарности} — вся 
выделяющаяся энергия отводится из 
системы в окружающую среду. Про- 
стым рассуждением (задача 2) можно 
показать, что точки пересечения типа 
а (кривая теплоотвода круче кривой 
тенловылеления) устойчивы. а точ- 
ки типа ф неустойчивы. 

Рассмотрим теперь повеление рев- 
тгнрующей системы во времени. Пусть 
в начальный момент {=0 вещество 


имело температуру 74’, равную тем- 
пературе окружающей среды (точка 
А на рисунке 3). Так как в этой точке 
Р,>Р_, тело начиет нагреваться. 
На рисунке 4 этот процесс будет соот- 
ветствовать движению системы по 
кривой /. Видно, что рост температуры 
со временем замедляется. Это связано 
с уменьшением в процессе разогрева 
разности Р.—Р_, которая и опреде- 
ляет рост температуры. Процесс на- 
грева окончится в точке В (см. рис. 3). 
которая устойчива. Подобная же 
завнсимость (кривая 2 на рисунке 4) 
температуры от времени будет и для 
более высокой начальной температу- 


12} 
Ры То. Система нагреется до не- 
сколько большей, чем в первом слу- 


чае, конечной температуры и придет 
В устойчивое состоянне. 
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Рис. 4. Изменение температуры во вре- 
мени для подкритического (кривые / мн 2) 
и надкритического (крнвая 3) режимов. 


Повышая температуру окружаю- 
шей среды (и соответственно началь- 
НУЮ температуру вещества), мы при- 
дем к качественно совершенно иному 
режиму разогрева. Посмотрим, как 
протекает процесс нагрева при на- 
чальной температуре Т®” (кривая 3 
на рисунке 4). В начале процесса за- 
висимость 7() похожа на два пре- 
дыдущих случая: разиость Р,—Р_ 
с течением времени уменыпается, по- 
этому рост температуры замедляется. 
Снстема очень долго проходит через 
узкую щель между кривыми тепловы- 
деления н.теплоотвода — на темпе- 
ратурной зависимостн Т7Т(!) это соот- 
ветствует почти горизонтальному' уча- 
стку. После того как разность Р.—Р_ 
пройдет через мииимум, начнется рез- 
кий (быстрее экспоненциального) рост 
температуры. Возникнет самоускоря- 
ющийся процесс выделения энергин. 
Такое тепловое самоускорение экзо- 
термической химической реакции н 
называется тепловым взрывом. 

Наиболее эамехалельной сторо- 
ной этого явления следует считать 
существоваиие критического условия. 
Мы вндим, что плавное изменение То 
приводит к резкому качественному нз- 
мененню поведения системы. Темпе- 
ратурная зависимость Т(Й может 
быть только двух тннов — либо сла- 
бый разогрев, либо резкое (после 
некоторого плавного периода) возра- 
стание температуры — взрыв. 


Очевидно, что должна существо- 
вать некоторая критическая темпе- 


ратура Т®, которая отделяет эти 
два типа режимов. Конечно, чита- 
тель уже обратил внимание на пунк- 


тирную кривую Р® на рисунке 3, 
соответствующую температуре 7‘. 
Т;? н есть критическая начальная 


температура. Кривые Р, и Р“® 
имеют точку касания (точка С). Если 


начальная температура ниже Т®, 
то происходит медленный разогрев 
вещества. Малейшее увеличение Ть 
выше Т® приводит к взрыву. 

Прежде чем переходить к расчетам 
условий взрыва, отметим, что крити- 
ческое состояние системы может воз- 
никнуть не только за счет изменения 
начальной температуры. Функции Р. 
и Р_ содержат и другие параметры, 
изменение которых переводит систе- 
му из подкритического в надкритнче- 
ское состояние (этому вопросу по- 
священа задача 3). 

Перейдем теперь к математике, то 
есть получим количественный крите- 
рий взрыва. Он должен иметь харак- 
тер некоторого неравенства типа Ть> 


> ТТ, в которое входили бы все 
параметры задачи. Мы хотим найти 
условие касания двух кривых, соот- 
ветствующих функциям Р.(Т) и 
Р_(Г). Для старшеклассников, зна- 
комых с дифференциальным исчисле- 
нием, это подходящий случай про- 
верить свои знания. Те же, кто не 
умеет дифференцировать, должны по- 
верить в окончательный результат 
и понять его физический смысл. 

Для того чтобы графики функций 
касались в данной точке, необходимо 
выполнение двух условий: во-первых, 
значения функций в этой точке долж- 
ны быть равными, ин во-вторых, зна- 
чения производных функций в этой 
точке должны совпадать. 

Эти два условия определяют крн- 
тическую температуру, то есть ту 
температуру вещества, которая отве- 
чает точке касания графиков Р.(Г) 
н Р_(Т): 


ыг 
Т,= Го+ 


(значение Ту в этой а равно 
т) 


Значение Т„ определяет критерий 
теплового взрыва: 


20у _Е е-ЕТТь > № "). (++) 


&5 ЕТ е 


(Подстановка значения Т„ в равенст- 
во (+*) дает условие критического ре- 


жима; знак «больше» определяет 
взрыв.) 
Таким образом, зная форму н 


размеры объема, содержащего веще- 
ство с известными физико-химически- 
ми свойствами, мы можем предска- 
зать, произойдет взрыв или нет. 

Теперь мы можем перейти к рас- 
следованию дела о взрывах судов, 
груженных аммначной селитрой. Уже 
говорилось, что при ее разложенин 
выделяется тепло, а поскольку ско- 
рость химической реакции растет с 
температурой, то в принципе тепло- 
вой взрыв нитрата аммония возможен. 
Однако возможность — это не необ- 
ходимость. Только перейдя к числен- 
ным оценкам, можно установить, про- 
изошел ли тепловой взрыв или при- 
чины катастрофы следует искать в 
чем-то ииом. 

Перепишем формулу (+) в не- 
сколько ином виде. Очевидно, что 
отношение У/<$ пропорционально 
квадрату линейного размера тела г”. 
Поэтому критерий теплового взрыва 
можно записать в виде условня, опре- 
деляющего критический размер тела 
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ФЕТ 
‚ 


прн г >> гк — взрыв. 


(Постоянная С характеризует влия- 
ние формы тела.) 

Значения параметров, входящих в 
выражение для г, известны с раз- 
личной степенью” точности. Теплота 
сгорания нитрата аммония — равна 
| МДж/кг; коэффициент теплопровод- 


*) Тем, кто захочет самостоятельно 
получить значенне Тк и критерий теп- 
лового взрыва, мы хотим дать указаиие. 
Поскольку. как уже говорилось, #&7/Е«1, 
при вычислении Ти выражение /1 — 47. /Е 
можно заменить приближенно равным ему 
зиаченнем 1 — 227 Е — 2{2ТьЕ)?, 
а при нахождении критерия взрыва вы- 
ражение 1/(1-РАТьЕ) можно заменить 
приближенно равным ему значением 1— 


— ТЕ 


‚5 


ности ^=0,17 Дж:(м-с+град). А вот 
точные значения кинетических кон- 
стант 2 и Ё для нитрата аммония ‹ ка- 
зать нельзя. При современном со- 
стоянин науки о химических превра- 
щениях теоретически эти константы 
найти лельзя. Онн измеряются, и та- 
кие измерения достаточно трудны и 
всегда связаны с ошибками. Поэтому 
в таблицах кинетических констант 
дляги Е даны интервалы их вероят- 
ных значений: 2>(3--5)- 10'® кг (м3. с), 
Е=(2,4-2,7). 10-3 Дж. 


Таким образом, вопрос заключает- 
ся не в вычислении критического зна- 
чения г, размеров тела, а в определе- 
нии области значений х, при измене- 
нии кинетическлх параметров в тех 
пределах, которые указаны выше. 

Наиболее сильно влияют на кри- 
тический размер энергия активации 
н температура среды — они входят в 
показатель экспоненты. На их фоне 
влияние других парамегров несущест- 
венно. Изобразим ца графике зави- 
симость г„Г,) дяя различных значе- 
ний энергии активации (рис. 5}. Об- 
ласть выше кривой (большие г и вы- 
сокие температуры) соответствует 
взрыву. При уменьшении энергии 
активации критический размер па- 
дает. 


Из графика видно, что характер- 
ные размеры грузовых отсеков судов 
(порядка десятков метров) попадают 
в область г. в разумных пределах 
изменения энергии активации п на- 
чальной температуры. Как уже го- 
ворилось, серия взрывов началась 
в связи с ростом промышленного про- 
изводства нитрата аммония. Ускорил- 
ся технологический процесс, который 
включает в себя охлаждение селитры, 
нолучаемой при нейтрализации азот- 
пой кислоты аммнаком. Вполие воз- 
мюжно, что погрузка продукта велась 
при несколько повышенной гемпера- 
туре. Кроме того, для предогвраше- 
ння слёживания удобрений гранулы 
их покрывают воском, а упаковку 
пронзводят вн бумажные мешки. або- 
раторные исследования ноказалн, что 
добавка органики снижает энергию 
активации. Эти факторы способст- 
вуют возникновению взрыва. 


На этом мы и кончим с надеждой, 
что читатели почувствовали сенлу и 
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Рикс. 5. 


Зависимость 
мера г: от температуры Го для нитрата 


критического раз- 


аммония при различиых змачениях энер- 
гии активации: Е,=2,4-10—2 Дж; 
—2.5- 10-2" Дж: Ез=2,6-10—23 Дж; Е ‚= 
—2,3-10-—— Дж. 


= 


высокую цену теории, ибо нет ничего 
практичнее, чем хорошая теория. 

В заключение отметим, что мето- 
ды, развитые в теорни теплового взры- 
ва, находят широкое применение при 
исследовании аналогичных явлений 
в других областях науки. Ограни- 
чимся лишь перечнем некоторых про- 
цессов, в которых существенную роль 
играют нелинейные (по температуре) 
источники тепла: термоядерные реак- 
ции, тепловой пробой ` диэлектрн- 
ков, критические явления при движе- 
ини вязкой жидкости -— «гидродина- 
мический тепловой взрыв» и т. п. 
Это еще раз подтверждает жизненность 
и силу теорин теплового взрыва. 


Задачи 


1. Скорость газофазной реакции во- 
дорода с йодом Н.Е .=2Н/] выражается 
в виде 


> — ЕТ 
© = Пн, пу,е 


(то есть 2 =хин,пу,). где х==10-№ см8/с — 
некоторая характеристика рассматрявае- 
мой реакики. Е=2.69.10— Дж. Считая, 
что концентрации исходных веществ 
равны Ин, = п, = = 1.35.10 смз 
(пормальные условия). найти время, за 
которое прореагнруст 1% смеси при тем- 
пературах: а) 213 К. 6} 600 К. ъ} 800 К. 

2. Показать. что точкн пересечения 
кривых теплоотвода н тепловыделения со- 
ответствуют устойчивым состояниям, если 
кривая теплоотвода круче кривой тепло- 
выделения и наоборот. 

3. Изобразнть графически переход от 
водкритических условий к иадкритическим 
при изменении: а) тецлохы сторания ©, 
6) коэффициента теплоотвода ©. 


Лаборатория «Кванта» 


С. Шабанов, В. Шубин 


О вихревых 
кольцах 


Как можно получить водяные им воздущ- 
ные вихревые кольца в лабораторных ус- 
ловиях? Какими свойствами оин обла- 
дают? Возможно ли взанмодействие колец 
с преградами н между собой? На эти н 
многие другие аналогичные вопросы вы 


получите ответ, прочитав предлагаемую 
статью. 

Авторы статьи, еще будучн школьннка- 
мн, обнаружили много интересных эф- 


фектов и особенностей поведения вихре- 
вых колец. Почти все им удалось качест- 
венно объяснить. 


Образование вихревых колец 


Для получения в лабораторных усло- 
виях вихрей в воздухе мы поль- 
зовались анпаратом Тэта (рис. №). 
Он представляет собой цилиндр, один 
торец которого (мембрана) затянут 
каким-нибудь упругим матерналом(на- 
пример, кожей), а в другом имеется 
круглое отверстие (днафрагма). 
Внутри цилиндра находятся два 
сосуда; один — с соляной кислотой 
(НС), другой — с нашатырным снир- 
том (МН.ОН). В результате в цилин- 


Мембрана Диафрагма 


АССА 


м 
Рис. Г. 
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дре образуется густой туман (дым) из 
частичек хлористого аммония (иа- 
шатыря М№Н.С). 

Ударяя по мембране, мы сообщаем 
некоторую скорость прилегающему 
к мембране слою дыма. Придя в 
движение, этот слой вызовет уплот- 
нение соседнего слоя, тот — следую- 
щего и так далее. Когда уплотнение 
дойдет до диафрагмы, дым вырвется 
низ отверстия, приведет п движение 
ранее покоившийся воздух и, благо- 
даря снлам вязкого трения, сам за- 
крутится в дымовое кольцо. 

Может быть, вобразовании вихре- 
вых колец главную роль играют края 
отверстия? Проверим это. ‚‹ Вместо 
обычной диафрагмы поставим в ап- 
парате Тэта решето. Если наша гипо- 
теза верна, должно получиться много 
маленьких колец. Однако опыт пока- 
зывает, что это не так, — образуется 
одно большое вихревое кольцо (рис. 2). 

Очень важно. чтобы дым из аппа- 
рата выходил отдельными порция- 
ми, а не непрерывной струей. Если 
мембрану заменить поршнем и пере- 
мещать его, из отверстия вместо колец 
появится непрерывная струя дыма. 

Вихрн в воде можно получить 
гс помощью обыкновенной пипетки и 
чернил. Набрав в пипетку чернил, 
нужно их капать с высоты 2—3 см 
в акварнум с хоропю устоявшейся 
водой (в которой нет конвекционных 
потоков). В прозрачной воде хорошо 
заметны образующиеся чернильные 
кольца (рис. 3). 

Можно сделать немного пно-друго- 
му: выпустить струю чернил из пн- 
петки прямо в воду (рис. 4). В этом 
случае вихревые кольца получаются 
несколько больших размеров. 


Рис 2, 
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Природа образования вихревых ко- 
лец в воде — такая же, как в воздухе; 
поведение чернил в воде аналогично 
поведению дыма в воздухе. В обоих 
случаях главную роль играют силы 
вязкого трения. (Правда, опыты по- 
казывают, что полная аналогия имеет 
место лишь в первый момент после 
образования вихрей. В дальмейшем 
поведение вихрей в воде и воздухе ока- 
зывается различным.) 


Движение среды 
вокруг вихревых колец 


Что происходит с окружающей сре- 
дой после того, как образовался 
вихрь? Ответить на этот вопрос нам 
помогли соответствующие опыты. 
На расстоянии 2—3 м от апнарата 
Тэта поставим зажженную свечу. Ды- 
мовое кольцо пустим с такнм расчетом, 
чтобы оно не врезалось в пламя свечи, 
а прошло рядом. Пламя либо погаснет, 
либо будет очень сильно колыхаться. 
Это говорит о том, что движется не 
только видимая часть кольца, но и 
слои воздуха, прилегающие к кольцу. 
‚Как же они движутся? Возьмем 
две тряпочки, одну смочим соляной 
кислотой, другую — нашатырным 
спиртом и подвесим их на расстояния 


10—15 см друг от друга. Простран- 
ство между ними сразу же запол- 
нится дымом (парами нашатыря). Пу- 
стим в облако этого дыма дымовое 
кольцо из аппарата. После прохож- 
дения кольца через облако кольцо 
увеличивается в размерах, а облако 
приходит в круговое движение. Из 
этого можио заключить, что вокруг 
вихревого кольца воздух вра- 
щается (рис. 5). 

Аналогичный оныт можно нрове- 
сти и с водой. Медленно вращая воду 
в стакане, капнем в нее чернил и да- 
дим устояться. В стакане образуются 
чернильные нити. Теперь пустим чер- 
нильное колышо. Прин прохождении 
кольца вблизи нитей они закручи- 
ваются. 


Вихревые кольца в воде 


Рассмотрим некоторые особенности 
поведення водяных вихрей. 

В «Детской энциклопедии» при- 
водятся очень интересные и красивые 
фотографин, на которых изображено 
последовательное развитне упавшей 
в воду капли чернил. 

Мы заинтересовались этими фото- 
графиями и решили сделать такой же 
опыт. Как уже говорилось выше, если 
каплю чернил капнуть с высоты 2—3 
см в акварнум с водой, в воде обра- 
зуется чернильное вихревое кольцо. 
Как оно будет вести себя дальше? 

Оказывается, через некоторое вре- 
мя кольцо разделится на несколько 
новых колец, те в свою очередь тоже 


разделятся и т. д. В аквариуме по- 
явится красивый «замок» (рнс. 6). 

Мы заметили, что делению пер- 
вичного кольца предшествует образо- 
вание на нем утолщений, из которых 
потом рождаются вторичиые кольца. 
Как это можно объяснить? Из-за неод- 
нородностн среды, в которой движется 
чернильное кольцо, некоторые его 
участки несколько опережают осталь- 
ные, некоторые, наоборот, отстают. 
Чернила (более тяжелые, чем вода) 
стекают в те участки, которые двн- 
жутся впереди, и за счет сил поверх- 
ностного натяжения формируются 
утолщения. Затем из этих утолщений 
рождаются новые капли. Каждая кап- 
ля ведет себя независимо от исходного 
вихря, и через некоторое время из 
нее образуется новое внхревое коль- 
цо. Так повторяется несколько раз. 
Интересно, что нам не удалось уста- 
новить никакой закономерности — в 
десяти опытах коиечиое число колец 
четвертого «поколения» ни разу не 
совпало. 

Оказывается, для существования 
вихревого кольца необходим некото- 
рый «жизненный» объем. Мы убеди- 
лись в этом на таком опыте. На. пути 
движения водяного кольца мы стави- 
лн трубки различных днаметров. Ес- 
ли диаметр трубки был чуть-чуть 
больше днаметра кольца, влетевшее 
в трубку вихревое кольцо разруша- 
лось, а взамен возннкало новое коль- 


ый 


цо меньших размеров. Если же диа- 
метр трубки примерно в 4 раза превы- 
шал диаметр кольца, кольцо беспре- 
пятственно проходило через трубку. 
В таком случае вихрь практически не 
подвергался никаким внешним воз- 
действиям. 


Рассеяние дымовых колец 


Мы провели несколько опытов по 
взаимодействию дымовых колец с диа- 
фрагмами различных днаметров и с 
плоскостью. (Мы их назвали опытами 
по рассеянию вихревых ко- 
лец.) 

Представим себе, что кольцо нале- 
тает на днафрагму, днаметр которой 
меньше диаметра кольца. Рассмотрим 
два случая: центральное соударенне, 
когда скорость поступательного дви- 
жения кольца перпендикулярна пло- 
скостн днафрагмы, а центр кольца 
проходит через центр диафрагмы, н 
нецентральное соударение, когда 
центр кольца не проходит через центр 
днафрагмы. 

В первом случае происходит сле- 
дующее. Налетающее на диафрагму 
кольцо рассеивается, а по другую 
сторону днафрагмы возникает новое 
кольцо меньшего днаметра. Причина 
его возникновения — та же, что и в 
аппарате Тэта: воздух, движущийся 
вокруг первоначального кольца, 
устремляется в отверстие н увле- 
кает за собой дым от рассеянного 
вихря. 

Аналогично пронсходит централь- 
ное соударение в случае, когда диа- 
метр диафрагмы равен днаметру коль- 
ца или несколько болыше его. 

Гораздо более ннтересен резуль- 
тат нецентрального соударения: вновь 
образовавшийся вихрь вылетает под 
углом к начальному направлению 
движения (рис. 7). (Попробуйте объ- 
яснить, почему!) 

Теперь рассмотрим  взаимодейст- 
вие кольца с плоскостью. Опыты по- 
казывают, что, если плоскость пер- 
пендикулярна скоростн кольца, коль- 
цо только как бы расплывается, не 
теряя ирн этом своей формы. Объяс- 
нить это можно так: поток воздуха, 
движущегося внутрн кольца, образу- 
ет область повышенного давления, в 
результате чего и происходит равно- 
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Рис. 7. 


мерное расширение всего вихревого 
колька. 

Есяи же плоскость наклонить 
под некоторым углом к первоначалъ- 
ному положению, вихрь, налетая на 
плоскость, будет отталкиваться от 
нее (рис. 8). Этот факт тоже можно 
объяснить возникновением области 
повышенного давления в пространст- 
ве между кольцом и плоскостью. 


Взаимодействие колец 


Бесспорно, самыми интересными ока- 
зались опыты по изучению взаимодей- 
ствия вихревых колеи. Мы проводили 
эксперименты с кольпами и в воде, 
и в воздухе. 

Пустим каплю чернил с высоты 
1—2 см в сосуд с водой, а через се- 
кунлу нустим еще одну каплю, но 
уже с высоты 2—3 см. В сосуде об- 
разуются два вихря, движущиеся с 
разными скоростями: второй — быст- 
рее, чем первый (#.>4:). Когда коль- 
ца окажутся на одной высоте, они 


Рис. 8. 


начнут взанмодействовать друг с дру- 
гом. ь 

Оказывается, возможны три слу- 
чая. Первый случай — второе кольцо 
обгоняет первое, не задевая его 
(рис. 9, а). При этом происходит сле- 
дующее. Во-первых, потоки воды от 
обоих колец как бы отталкивают 
кольца друг от друга. Во-вторых, 
обнаруживается переток чернил с пер- 
вого кольца на второе: водяные по- 
токи второго кольца более нитенсив- 
ны, они и увлекают чернила за собой. 
Иногда часть элих чернил проходит 
через второе кольцо, что влечет за 
собой образование нового небольшю- 
го кольца. Затем кольца иачинают 
делиться, дальше ничего интересного 
нам заметить не удалось. 

Второй случай — кольцо 2 при 
обгоне задевает кольцо / (рис. 9, 6). 
В результате более интенсивные по- 
токи второго кольца разрушают пер- 
вое. Как правило, из оставшегося от 
первого кольца сгустка чернил об- 
разуются новые маленькие вихри. 


Рис. 


И илконец, 
кольца испытывают центральное со- 
ударение (рис. 9, в). При этом второе 


третий случай — 


кольцо проходит через первое и 
уменышается в размерах, первое, 
наоборот, расширяется. Как н в пре- 
дыдущих случаях, это происходит 
за счет взаимного действия водяных 
потоков одного кольца на другое. 
В дальнейшем кольца начинают де- 
литься. 

Взаимодействие дымовых колец 
в воздухе мы исследовали с помощью 
аппарата Тэта г двумя отверстиями. 
Оказалось, что результаты опытов 
сильно зависят от силы н продолжи- 
тельности удара по мембране. В на- 
шей установке удар проводился тя- 
желым маятником. 

Было обнаружено, что, если рас- 
стояние / между отверстнями меньше 
диаметра 4 каждого отверстия (< 4), 


Наша обложка 


два потока воздуха перемешиваются 
и образуется одно вихревое кольшо. 
При 4<1< 1,5 4 колыю, как правило, 
вообще не образуется. Во всех осталь- 
ных случаях возникают два кольца. 
При этом, если />44, кольца не взаи- 
модействуют друг с другом, а еслн 
1,54<1<44, кольца сначала сбли- 
жаются, в затем, в конце своей 
«жизни», иногда расходятся. 

Сближение можно объяснить тем, 
что в пространстве между кольцами 
образуется нечто подобное «мнимому» 
кольцу (рис. 10), которое движется 
в противоположную сторону. В ре- 
зультате плоскости настоящих колец 
поворачиваются друг к другу, н коль- 
ца начинают сближаться. 

Что происходит с кольцами в 
конце «жизни», нам объясиить не 
удалось. 


Как разбить 
квадрат тн 


28 попарно 


ных квадратов, причем это 


ро было уменьшено: в 1940 
году английские математн- 
ки А. Стон и У.Т 
установилн, 


рат можно разрезать на 


тридцати лет. В 1978 году 
голландский математик 
Дьювестин указал разбие- 
нне квадрата на 21 различ- 


ат - 
что квад- 


ный квадрат (см. Зонгпа} 
неконгруэнт- 0 СотЫтаюга] ТВеогу, 
1978. \25, р. 240—243). 


Разбиение Дьювестина изо- 


Можно лн квадрат разре- 
зать на некоторое чнсзо 
меньшнх попарно некон- 
труэнтных квадратов? Дол- 
гое время математики (сре- 
дн инх и Гуго Штейнгауз) 
предполагали, что нельзя. 
Возможность такого раз- 
биення впервые была уста- 
новлена немецким геомет- 
ром Р. Шпратгом в 
1939 году: ему удалось раз- 
бить квадрат на 55 попар- 
ио неконгруэнтных квад- 
ратов. Число 55 очень ско- 


можно сделать двумя раз- 
личнымн способами. Затем 
онн же совместно с 
К. Смитом н 
Р. Бруксом уменьшн- 
лн число 28 до 26. 
Разбненне на 26 квад- 
ратов долго счнталось «са- 
мым экономным» нз всех 
возможных разбнений. Од- 
нако в 1948 году англича- 
мин Ф. Вилькокс по- 
стронл разбиение квадра- 
та на 24 неповторяющихся 
квадрата. Этот «рекорда 
держался на протяжении 


бражено на нашей обложке 
(чнсламн отмечены длинны 
сторон квадратов разбне- 
ння, если длина стороны 
исходного квадрата — 112). 
Дьювестин доказал, что 
число 21 уже умемьшить 
нельзя (ранее было дока- 
зано только, что чнсло квад- 
ратов разбиения не мень- 
ше 14; см.. например, с. 29 
кннги И. М. Яглома 
«Как разрезать квадрат?», 
М., «Наука», ФМ, 1969). 

: 0. М. 
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Математический кружок 


ВА 


С. Агеев 


Регулярное 
полимино 


Имя С. В. Голомба — амернканского 
ученого, специалиста в области тео- 
рии ннформации н статистики — хо- 
рошо известно любителям занима- 
тельной математики. Голомб изобрел 
замечательную серию игр, которым он 
дал общее название «полимино». 
Этим играм посвящено множество 
публикаций в самых различных жур- 
налах. «Квант» также неоднократно 
обращался к этой теме, а в 1975 году 
в издательстве «Мир» вышла книга 
самого автора этого нзобретения, со- 
держащая много красивых ин занима- 
тельных математических задач *). 
Вот пример «полниминошной» за- 
дачи (она была помещена в одном из 
номеров «Кванта»): Докажите, что 
из трех уголков и девяти плиток 
(рис.1) нельзя сложить квадрат 6х 6. 
Оказывается, произвольный прямо- 
угольник сложить тоже нельзя из 
трех таких уголков н соответствую- 
щего числа плиток, но доказать это 
чрезвычайно трудно. Как правило, 


подобные задачн не могут исследовать ' 


методом перебора даже быстродейст- 
вующие ЭВМ. Поэтому для их ре- 


*) «Полимннов 


(М., 


«Мир». 1975) 


шения приходится придумывать весь- 
ма хитроумные методы. Об одном из 
них, основанном на раскрасках, рас- 
сказывалось в «Кванте»› № 1! за 
1972 год. В этой заметке мы расска- 
жем о совсем другом подходе, свя- 
занном с ... географией и игральной 
костью. 


География на  клетчатой 
и игральная кость 


Все дальнейшие события в нашен 
статье будут происходить на клетча- 
той бумаге, снабженной «географи- 
ческой ориентировкой» (рис. 2). По 
этой клетчатой бумаге мы будем пе- 
рекатывать по определенным прави- 
лам обыкновенную игральную кость— 
кубик с ребром единичной длины н 
пронумерованными гранями. Кубик 
всегда будет расположен на бумаге 
так, чтобы центр его нижней грани 
совпадал с узлом сетки, а боковые 
грани были параллельиы линиям сет- 
ки. Каждому положению кубнка на 
клетчатой бумаге поставим в соответ- 
ствие два числа — номера южной 
м верхней граней. Назовем эту пару 
чнсел ориентацией кубика. ._ 
Упражнение 1. Сколько су- 
ществует различных ориентаций кубика? 
Пусть задан путь Г, соединяю- 
щий узлы А и В сетки. Мы, разумеет- 
ся, будем рассматривать путн, иду- 
щие только по линиям сетки. Если 
кубик стоит на узле А, то его можно 


бумаге 


перекатить вдоль пути Г на узел В 
(рис. 3). При этом его начальная орн- 
ентация @ заменится на некоторую 
ориентацию В. Будем записывать это 
следующим образом: В== Г(а). 
Упражнение 2. Пусть зафик- 


сированы узлы А и В и начальная орнен- 
тация @&: Докажите, что. перекатывая ку- 
бнк по всевозможным путям из А в В, 
можно получить не больше половины орн- 
ентацнй кубнка. Убедитесь. что половнну 
орментаций получить всегда можно, 

Если конец пути Г, совпадает с на- 
чалом пути Та. то возникает путь 
Г»›Г,, составленный из этих двух 
путей (рис. 4). Кроме того, для каж- 
дого пути Г естественно определяется 
«обратный» путь Г-', получающий- 
ся заменой направления вдоль путн Г 
на обратное. Легко убедиться (сде- 
лайте это), что (Г»»Г,)(@) = Г( Г, (@)) 
н ГКРа))—а. 

Назовем путь Г регулярным, если 
Г(а)=а для некоторой ориентации с. 

Упражнение 3. Докажнте, что 

а) если Г — регулярный путь, то 
Г(В)=В для любой ориентацин В: 

6) еслн Г — регулярный путь, то ни 

Г- — регулярный путь; 

в) еслн Г. и Г, — регулярные пути 
"и путь Г, о Ё, определен, то ы 
Г.-Г, — регулярный путь. 

Упражнение 4. Докажнте. что 
всякнй регулярный путь имеет четную длн- 
ну. и приведите пример нерегулярного пу- 
ти четной длины. 


Регулярное полимино 


Теперь вернемся к полимино. На- 
помним, что полимино — это мно- 


гоугольник, составленный из 
одноклеточных квадратов, причем лю- 
бой квадрат примыкает хотя бы к од- 
ному соседнему по стороне (то есть 
шахматная ладья может пройти с лю- 
бой клетки полимино на любую дру- 
гую). Обычная задача из теории по- 
лимино формулируется так: можно ли 
из данного набора полимино сложить 
данную фигуру? Мы сумеем решить 
целый класс таких задач. Будем рас- 
сматривать полнмино как  многоу- 
гольник, нарисованный на нашей клет- 
чатой бумаге. Назовем полимино ре- 
гулярным в узле А, если регулярен 
путь, ндущий по его контуру г нача- 
лом и концом в узле А, лежащем на 
этом контуре. Оказывается, это опре- 
деление не зависнт от выбранного узла. 

У пражненне 5. Если полимино 
регулярно в некотором узле его контура, 


то оно регулярно и в любом другом его 
узле. Докажнте. 


Упражнение 5 дает нам возмож- 
ность говорить просто о регулярных 
полимино. Несколько таких полимино 
приведено на рисунке 5. 

Упражнение 6. Докажнте, 
эти полимино регулярны. 

Оказывается, из регулярных по- 
лимино нельзя сложить нерегулярное 
полимино. Чтобы убедиться в этом, 
достаточно доказать следующее ут- 
верждение: 

Теорема о сумме. Если 
полимино Р и Ч регулярны и полимино 
Т сложено из них, то оно тоже регу- 
лярно. 

Пояснения к доказательству этой 
теоремы даны на рисунке 6. 

Можно доказать и теорему о 
разности: если полимино Т, сло- 
женное из полимино Р и 0, регулярно 
и полимино Р регулярно, то и поли- 
мино @ регулярно. 


Упражнение 7. Докажнте тео- 
рему с разности полимино. 


что 


Упражнение 8. Докажите, что 
прямоугольное полимнно регулярно тог- 
да и только тогда, когда его площадь крат- 
на четырем. 

Из теоремы о сумме и упражнений 
6 и 8 сразу вытекает решение задачи, 
похожей на задачу про уголки, — до- 
казать, что из любого количества по- 
лимино, приведенных на рисунке 5, 
нельзя сложить прямоугольника с 
площадью, не кратной четырем. 


‚ ‘ 


Рис. 5. 


Регулярных полимино бесконечно 
много. Возникает вопрос, не склады- 
ваются ли они все из конечного чнсла 
простых полимино — регулярных по- 
лимино, не преставимых в виде объе- 
динения регулярных полимино. Поду- 
майте над этим. 

Упражнение В н теорема о раз- 
ностн подсказывают такой способ по- 
нска простых полимино: взять неко- 
торый прямоугольник 4ЁХт н вы- 
читать из него последовательно уже 
известные регулярные полимино, по- 
ка это возможно, а затем изучать по- 
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лимино, полученное в остатке. Этог 
прнем значительно ускоряет составле- 
ние каталога простых полимнино. 

Упражненне 9. Убедитесь, что 
все полнмино на рисунке 5 — простые. 
Найдите еше какие-нибудь простые по- 
ЛИМННоО. 


О других теориях регулярных 
полимино 


Наше разбиение всех полимино на ре- 
гулярные н нерегулярные оказалось 
полезным потому, что объединение 
н разность двух регулярных поли- 
мино вновь являются регулярными. 
Существует множество других полез- 
ных способов разбиения полимино на 
две группы. Например, можно было 
бы назвать полимино регулярным. ес- 
ли его площадь кратна пяти. Можно 
получить новую теорию, если зану- 
меровать грани кубика так, чтобы 
противоположные грани имели оди- 
наковые номера. В этой теорни оста- 
нутся регулярными Полимино «ста- 
рой» теории и появятся новые регу- 
лярные полимино. Некоторые из них 
приведены на рисунке 7. 

Можно разрабатывать теории н для 
фигур нз правнльных треугольников. Они 
называются пПолиамондами. По паркету 
из правнльных треугольннков можно ка- 
тать целых трн фигуры — тетраэдр. ок- 
таэдр н додекаэдр. Правда. катать их на- 
до более «хитрым» способом. Как катать 
тетраздр. показано на рнсунке $ (перева- 
лив тетраздр через ребро. пересекающее 
отрезок АВ. его нужно затем повернуть 
на 60° вокруг «неподвижной» вершины О,). 
Продумайте самостоятельно деталн полу- 
чающейся теорни. 


Этот раздел ведется у 
нас нз номера в номер с 
момента основання — жур- 
нала. Публнкуемые в нем 
задачи не стандартны, но 
для нх решения не тре- 
буется знаинй, выходя- 
щих за рамки нынешней 
школьной программы. Нан- 
более трудные задачн от- 
мечаются звездочкой. По- 
сле формулировки задачи 
мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 


зумеется. не все этн за- 
дачи публикуются виер- 
вые. Решення задач нз 
этого номера можно от- 


правлять не позднее 1 ян- 
варя 1980 года по адресу: 
113035, Москва, М-35, 
Б. Ордынка, 21/16, ре- 
дакция журнала «Квант». 
В графе «Кому»  напн- 
шите: «Задачник «Кван- 
та» № 11—79» н номера 
задач, решения которых 
вы посылаете, например 
«М591, М592» илн 
«$603». Решения задач 
низ разных номеров жур- 
нала или по разным пред- 
метам (математике н фн- 
зике}  прнсылайте в раз- 
ных конвертах В письмо 
вложнте конверт к напн- 
санным на нем вашнм 
адресом (в этом конверте 
вы получите результаты 
проверки решений). Ус- 
ловне каждой  орнгнналь- 
ной задачи, предлагаемой 
для публнкацин (нлн цнкла 
задач). присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с ва- 
шим решеннем этой задачн 
(на конверте пометьте` «За- 


дачник «Каанта», новая 
задача по физике» нлн 
«... новая задача по ма- 


гематнке» ). 


Задачн М591, М594 и М595 
предлагались на ХХ! Между- 
родной олимпнаде. 


задачник 


ибанта 


Задачи 

М591—М595; Ф603—Ф607 

М591. Пусть ри $ — натуральные числа такие. что 
р | 1 } | | 
и Е ЕВ 


Докажите, что число р делится на 1979. 


М592. Докажите, что для любого треугольника 
проекция диаметра описанной окружности, перпен- 
дикулярного одной стороне треугольника. на пря- 
мую, содержащую вторую сторону, равна по дли- 
не третьей стороне. 

С. Овчинников 


М593. Внутри окружности Г расположеноп кругов. 
Докажите, что длина границы объединения эгих 
кругов не превосходит длину окружности Г, если 

а) п-2; 

6) центры всех п кругов лежат на одном диа- 
метре окружностн Г; 

в) все п кругов содержат центр окружности Г. 


Ф. Кабдыкаиров, 
В. Произволов 


М594*. Найдите все действительные числа а, для 
которых существуют действительные — неотрица- 
тельные числа ху, Хо, Хз, Ха, Хз, УДдовлетворяющие 
соотношениям 


5 5 5 

х АХ, = а, вы АЗх = @*, ыы Аха = @3. 

К=1 >| к=\ 
М595. Пусть А и Е — две протнвоположные верши- 
ны правильного восьмиугольника. В вершине А 
находится лягушка. Из любой вершины восьми- 
угольника, кроме вершины Е, лягушка может прыг- 
нуть в любую из двух соседних вершин. Попав 
в вершину Е, лягушка останавливается н остается 
там. Пусть а„— колнчество способов, которыми 
лягушка может попасть из вершииы А ввершину Е 
ровно за п прыжков. Докажите, что 


@21—1= 0, @2я = = (1 у"-®, 


п=1,2,3. ..., где х=Э ИЗ; и=2—И2. 
Ф6б03. Студент ездит в институт на метро по коль- 
цевой линии. Станция, на которой он садится, 
и станиия, на которой он выходит, находятся на 
противоположных концах диаметра кольца, так 
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Рис. 


что студенту безразлично, в какую сторону ехать. 
Поэтому он садится в тот поезд, который подойдет 
раньше. Количество поездов, идущих по кольцу 
в разные стороны, одинаково. Однако студент за- 
метил, что он чаще ездит на поезде, идущем по 
часовой стрелке. Как это можно объяснить? 


Фб04. В условиях невесомости жидкость, поме- 
щенная в стеклянный цилиндрический сосуд с ра- 
днусом основания А,. приняла форму, показан- 
ную на рисунке 1. Свободная поверхность жидко- 
сти имела форму сферы с радиусом К „. Та же жид- 
кость, помещенная в стеклянный сферический сосуд 
раднуса Ю,, приняла форму, показанную на ри- 
сунке 2. Свободная поверхность жидкости была 
плоской. Определнть высоту уровня жидкости в 
сферическом сосуде. Какую форму будет иметь 
жидкость в сферическом сосуде, если радиус со- 
сосуда больше К,? меныше К.? 

В. Скороваров 


Фб05. Проволочный предохранитель перегорает, 
если напряжение на нем равно 10 В. При каком 
напряжении будет перегорать предохранитель, если 
его длину увеличить вдвое? 


$606. Шайба соскальзывает без начальной ско- 
рости по наклонной плоскости с углом а. Коэф- 
фициент трения между шайбой и поверхностью 
наклонной плоскости изменяется с расстоянием / 
от вершины по закону и= 1 (&=соп$). На каком 
расстоянин от вершины надо поставить упор, что- 
бы после одного упругого соударения с упором 
шайба остановилась как можно выше? 

В. Белонучкик 


$607. Самолет летит по замкнутому маршруту 
АВС. Пункты А, Ви С лежат в вершинах правиль- 
ного треугольника. В каком случае время, затра- 
ченное на перелет, будет _ меньше: если ветер дует 


в направленин вектора АВ нли еслн ветер дует 
— 


в направленин вектора ВА? 
Н. Кушнир, 
ученик 9 класса 


№538. Множество — всех 
натуральных чисел яв- 
ляется объединением двух 
непересекающихся под- 
множеств {{{1). [(2)...., 
(п). ...}. 
..:, 8 (м), ... }, 
2 ео... 
& (П< 8 (<... <Е пП< 

‚ ий (п) =/ ({(п))-т 1 для 
всех по Г. Определите 
{ (240). 


Таблица 1 


п [ (т) 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


8 (п) 


1 

З 

4 

6 

8 

3 

| 

12 

4 23 
16 2 
и 

19 
21 
22 


Таблнца 2 


2 3 2--3==5 
3] 5—1:=4; 3+4=7 
41 7—1-=6| 4-6=10 
6110—1.-9 | 6--9=15 
9115—1:=.14] 9--14-:23 


14 123—1:=22) 14--22:.-36 
22 |36—1=35] 22--35=57 
35 [57—1--56 35--56=-91 


56 90 146 
90 145 235 
145 234 379 
234 378 И: 


Решения задач 
М 538, МБЗ9; Ф547—Ф552 


Обозначим множества (] (п)} н (& {п}! через Ён С (по усло- 
вию 2(`16= © н РИС=М). Начав с первых натуральных 
чнсел 1, 2, 3,..., Легко последовательно выясннть, к ка- 
кому нз множеств Ё нлн С следует отнести очередное нату- 
ральное чнсло н какому номеру п оно соответствует в 
своем множестве: ясно, что 1=} (1), поэтому 2=} (} (1))-|- 
+1= (1); далее, 3= | (2), 4= 1 (3), 5={ 0 (2))+1 = & (2).... 
(Таблица 1). При этом мы пользуемся условнем в (п) = 
—= [( (п")) ЕЕ — очередное & (п} ставнм сразу после того, 
как поставлено | (7 (п). 

Таким образом, | {п) и & (п) определяются одно- 
значно, н в принцнпе можно решить задачу, просто 
доведя нашу таблицу до 240-й строкн. Однако это утомни- 
тельно н ненитересно. Можно сэкономнть время. подметнв 
появляющнеся закономерности: 

р’. разность | (п-Е 1) —{ (п) равна всегда 1 или 2. причем 


ГЕ, если пб, 
|2, если пЕЕ 


(если л=/ (&), то | (п)-+1==8 (®)); 
2. в (п) =- {(п)--п при любом п. В самом деле, средн 
(п) чисел 1, 2,..., Ё(\(п)), & (п) имеется Ё(п) чисел 
{1). (2). .-., ЁО (п)) нз Енл чисел п (1), & (2), ..., вп) 
нз С. Такнм образом, # (п) =Р (п) Ел. 

Свойства | н дают нам возможность составить 
«ускореннук» таблнцу 2. Тенерь остается, пользуясь свой- 
ством 1°, перейти от 234 к 240 (таблица 3). Еще проще, как 
догадался наш читатель А. Балинский, предусмотритель- 
но сделать лншний шаг раньше (используя равенство 
ЕЩЁ (т) = (п) 1—1: 

| (57) = 90-2 (56е=Р), / (92)=92--56-= 148, 
| (148) =148--91, 
[ (239)=239-{ 147==386, { (240) =386--2=388 (239ЕР). 

Итак, ответ на конкретный вопрос задачн М538 полу- 
чен: { (240)—=388. Однако оказывается, что здесь можно 
продвинуться существенно дальше — найти замечатель- 
ные простые формулы, сразу дающие ответ для любого п: 


низ |3 "|. = 3+8 "| 6) 


(здесь [х} — целая часть х). До формул (*) додумались 
песколько наших чнтателей. но не всем удалось их акку- 
ратно доказать. Алгебранческое доказательство довольно 
громоздко (хотя и не очень сложно); мы вместо него прн- 
ведем наглядную картннку, нз которой будут ясны и фор- 
мулы (+). и ход построення последовательностей (Ё (п)). 
{& (п)). Но прежде объясним «на пальцах», откуда в этой 
У5-1! 
>. 

Глядя на таблнцу 1, естественно предположнть, что 
носледовательнссть {{ (1)} растет примерно как лннейная 
функцня отп: [ (п)==уп. Тогда прн большнх п должно быть 
& (п)=! (пу (п) =у?п. Но согласно 2°, й (п)=} (п) п, 
так что уп--уп--п, а это возможно лншь прн \2=у-Е1, 
откуда (есля у>0)ф = {15 +1)/2. Из дальнейшего бу- 
дет вндно, что нашн множества Рон С нз первых п 
натуральных чисел действительно содержат примерно 
июл, ип у: чнсел соответственно (как говорят, онн нмеют 
плотности | т и 1%"). 


ГП -+ 0 — Ка) = 


задаче появляется иррацнональное чнсло 
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Таблица 3 


Е (96) = 236, 
7 (147) = 237, 
Е (148) = 239, 

| (235) = 380. 23566 
[ (236) = 381, 2366 Е 
й (237) = 383, 237 ЕЕ 
[ 
7 


146 С 
14ТЕЕ 


(238) = 385, 238 66 
(239) = 386, 239ЕЕ 
(240) = 388. 


У475-! 036 


—>М 


® 


& 


12.13} еее 
оеиН-ы; | 7 
27127. 
по а И) 


8 До иАГ 


м 12| 3 
ОО 
974000 
Е 
й 


ю ох оочъеофз 


Чнсло у н его ближайшие «родственинки» 


Ир = 1— 1-=- СУБ — 0, у=у-1= 
| = (5 + 3)/2, 19 = (3— У5)/2 


возникают и самых разнообразных задачах *?, в частностн, 
прн нсследованян чисел Фибоначчи 1, 2. 3, 5, 8, 13.. 
Фр+1 = Фи, -Р Фи, ... (любопытно, что эти числа на | 
меньше чнсел п из таблицы 2; подумайте, почему), в тео- 
рнн чнсел, в геометрин. В частностн, легко проверить. что 
при отрезаннн квадрата от прямугольннка с «золотым» 
отношеннем длин сторон ) остается прямоугольник, по- 
добнын первоначальному, — отсюда следует, что на рн- 
сунке 1, где такое отрезание проделано дважды, точки 
О. Кн М лежат на одной прямой. Это свойство чнсла у 
нам прнгоднтся. 

Прнведем теперь простой способ построения чнсел 
[{п) и 8 (”"). На клетчатой бумаге как на координатной 
плоскостн (рнс. 2) проведем прямую [, определяемую 
уравненнем уф х — с «золотым» угловим коэффицнен- 
том у == (У5 2. (Как это сделать с помощью 
циркуля и линейки?) Занумеруем подряд все те «красные» 
клеткн (рнс. 2), которые пересекает прямая {, начнная 
с пулевой клеткн, содержащей начало коордннат 0. 
Поскольку } иррационально, / не проходнт через узлы сет- 
хи, то есть входит в очередную клетку, пересекая либо 
прямую уп, лнбо прямую х- п (п 2). Заметнм, что но- 
мер клеткн {(х; у): В {/=П равен #--; (почему?). 
Мы утверждаем. что еслн номер клеткн т, то соответст 
венио либо т-!(”). либо т- в (7). Другими словамн, 
если занумеровать по порядку отрезкн коордннатных лу- 
чей Ох и Оу, тонад отрезком номер п оси х лежнт клет- 
ка номер # (п), а справа от отрезка номер п осн и 
лежит клетка номер { (п). Проверьте это по таблице фи 
рисунку 2! 

Доказательство, что построенные такнм образом, г по- 
мощью клетчатой бумаги, чнсла } (п) н В (п) в самом деле 
те. которые нам нужны, састоит в проверке того, что ио- 
мера клеток удовлетворяют всем свойствам посаедователь- 
постей [и # нз условия задачи. Тот факт, что мы получаем 
разбнение всего натурального ряда № на две непересе- 
кающиеся возрастающне последовательности, ясен. Осса- 
ется проверить, что & (#)=[( &))-+ 1. «Распространим» 
нумерацию красных клеток на всю плоскость: каждой 
клетке плсскостн { (х; и): [х]- г, [у] = 7 присвонм номер 
Е-Е/ (синие цифры на рнсунке 2}; прн этом номера от- 
резков на осях совнадают с вомерамн содержащих нх кле- 
ток. 

Для пронзвольного п отметим точкн К мт; п) и 
М (п; уп) пересечення прямой { г прямыми усл ни хп 
{рнс. 3). Тогда левая клетка, содержащая точку К, имеет 
помер / (п), а инжняя клетка, содержащая точку М. — 
номер & (п). Отметим проекинн К’н А” точек Ки М на 

— 


А 
осъ у. Заметим, что К'КМ’=45” Цвспомните рисунок 1), 
поэтому клетки, содержащие точки К н А", нмеют однн 
п тот же номер [ (п). В точке М, таким образом, прямая [ 
переходит нз клетки номер { ({ (п)} в клетку номер & (п), то 


есть } (пу)! #0). 


*)› Н. Н. Воробьев «Числа Фибоначчи» (М.. «Нау- 
ка». 1978); Г. С. М. Коксетер «Введение в геомет- 
ри» (М., «Наука». 1966). гл. «Золотое сечение и филло- 
таксис»: А. Д. Бендукидзе «Золотое сечение» 
(«Квант», 1973, №8, с. 22). 


№536. Пусть Р — дая- 
ная точка внутри дан- 
ной сферы и А, В, С— 
произвольные три точки 
этой сферы такие, что 
отрезки РА, РВ и РС 
взаимно перпендикулярны. 
Пусть р — вершина па- 
раллелепипеда, определен- 
ного отрезками РА, РВ 
ип РС, диагонально про- 
тивоположная к Р. Оп- 
ределите множество то- 
чек О. 


“Рис. 5. 


Заодно. нолсчигав номера клеток. содержащих А и 
М. мы получим п основные формулы (*): 


в (п) = п + [уп] -= п + | ВА | = [788 "| 


Заметим. что точно таким же образом можно дока- 
зать следующий интересный факт: среди чисел [ха-гц]. 
[В м-—ц)-Рц]. где х п В — иррациональные числа, связан- 
ные условием ив о-+В (и — любое фиксированное число, 
п н пробегает все множество целых чисел 2). встречается 
каждое целое число. причем ровно один раз *). (Для доказа- 
тельства рассмотрите прямую и = Ахфи с А=9—!= 

1 (В- Пи выпишите номера клеток. содержащих эту нря- 
мую.) То же соотношение между © и В можно записать н 
так: 1'2&-- ЕВ | -— глотности множеств 

{ин--и]. лей} и ПВ ш-р)+ в], лей 
п сумме, естественно, дают 1. 


Ёп) = [ши] + п = 


Ф 


Обсудим сначала амалогичиую задачу на илзоскости: 
найти множество четвертых вершин Р прямоугольников 
РАОС. одна вершина Р которых лежит в данной точке 
внутри данной оЕЕи радиуса г. и две соседние с 
ней вершины А и С — на окружности. У этой довольно 
популярной задачи **) запоминающийся. ответ: вершины О 
дежат на окружности, концентричной данной, квадрат 
радиуса которой равен 2г?— |КР |, где К — центр окруж- 
ности (рис. 4). Этот результат сразу вытекает из следую- 
щей полезн0йя леммы: 

к Для любого прямоугольника АВСО м любой точ- 


АК р-+- |СК [= 18К РОК ЕР. (1) 
Равенство (1) становится очевидным. если ввести ся- 


стему координат, как показано на рнсуике 5: п обеих 
частях (1) стоит сумма 

(ха-ха +9; 
здесь (х; и) — координаты точки К. 

Если |АК]= |СК |=г, |КР|=р, то из (1) вытекает 
(с заменой буквы В на Р): ОК }р=27—р*, что и утверж- 
далось выше. 

Результат плоского варианта задачи М539 наводит 
на мысль, что в простраиствеиной задаче от- 
ветом будет сфера, концеитричиая данной. Так оно 
п есть: 

2°. Все точки 0 лежат на сфере г центром в той же 
точке К, что у исходной сферы, и радиусом Уз — 8ре, 
где р= |КР |. г — радиус исходной сферы. 

Это доказали многие читатели, причем самыми раз- 
ными способами: вычисленнями в коордннатах. г векто- 
рами и скалярным произведеннем и др. Пожалуй, самое 
простое и наглядное решение получается г помощью той 
же леммы 1. 


ки 


*› Прин ц=0 этот факт доказан в кинте Д. О. !кляр- 
ского, Н. Н. Ченцова и И. М. Яглома «Из- 
бранные задачи и теоремы. Арифметика ни алгебра» 
(М., «Наука», 1976). в также в упомннавшейся книжке 
Н. Н. Воробьева. 

**) См.. например, кныу Н. Б. Васильева и 
В. Л. Гутенмахера «Прямые п кривые (М, 
«Наука», 1978). задача 2.13. 


р 


8 =, 


#22 


(© 


А, 
и о 
7 о. г, 


Рис. 6. К 


Заметим, что эта лемма верна п для любой точки К 
пространства: еслн точка К прнподнята над плос- 
костью рнсунка 5 иа расстояние 2. то есть имеет коорди- 
наты (х; у; 2). то к обеим частям (1) добавится по 227. 

Докажем теперь утверждение 2”. Согласно 1°, верши- 
ны А,. В, и С, параллелепипеда — четвертые вершины 
лрямоугольников РВА,С, РСВ},А и РАС,В (рнс. 6) — 


лежат на расстоянни 27? — р? отточки К. Сиова и 
емся 17: четвертая вершииа О прямоугольника А.СВ,О. 
у которого |2К]* = | В.К |? = 2/7? — р. СК]? = 1, 
находится от точки К на расстоянии 


Убери = ИЗ — 9р:. 

Итак, мы доказали, что вершнна О параллелеинпеда 
лежит на сфере с центром К и раднусом \/ 3:2 —_ 9ре.Но, 
как в любой задаче на отыскаине множества точек, нужно 
доказать н обратное: что любая точка этой сферы 
является вершиной некоторого  параллелепнпеда, удов- 
летворяющего условию задачи. Про это забыли многне нз 
читателей. прнславших нам решение задачи М539. Между 
тем здесь Дать аккуратное доказательство обратного. ут- 
верждения далеко не так просто, как в плоском случае 
(там по заданным точкам Ри О легко, построив окруж- 
ность с диаметром [РО], найти вершину А и с помощью | 
доказать, что четвертая вершниа С прямоугольника РАДС 
лежит на даниой окружности). Возможно, это связано ‹ 
тем. что в пространственной задаче больше свободы в вы- 
боре нужного параллелепипеда: для данных точек Рн О 
нх существует целое семейство. (Нам. конечно. достаточ- 
но построить один нз них.) 

В доказательстве обратного утверждения яекоторые 
читатели нспользовалн метод координат. другие — со- 
ображення непрерывностн. Мы же и здесь иачнем с гео- 
метрических паблюдений, которые были сделаны при по- 
пытках решнть эту задачу: 

3. Квадраты радиусов четырех сфер с центром К, 
на которых лежат точки Р; А, В и С; А,, В, и С; О, 
образуют арифметическию прогрессию: 

р, 7, 27 р, 3—9 р?, 

Аналогнчная закономерность есть н в нлоском варнан- 
те (правда. там в прогрессни всего три члена). В связи 
с этим укажем следующее легко доказываемое утвержде- 
ине: 

Ёсли несколько концентрических окружностей. квад- 
раты радиусов которых составляют арифметическую про- 


0% 


Рис. 11. 


пр м > =. 7 


грессию, пересекают некоторую окружность }., то общие 
{су) хорды этих окружностей параллельны и находятся 
на одинаковом расстоянии друг от друга (рис. 7). 

Нам поиадобится простраиственный вариант этого 
утверждения, где вместо окружностей фигурнруют сферы, 
вместо хорд — круги и т. п. (он получается из плоского 
рисунка 7 вращеннем вокруг оси симметрин). 

4°. Как легко доказать, плоскости АВС и А.В: С, 
пересекают диагональ РО параллелепипеда в таких точках 
М ы М,. которые делят ее на три одинаковых отрезка: 
]РМ |= ММ, |-== |М,О | — и являются точками пересе- 
чения медиан треугольников АВС и А,В:С; (рис. 8). Се- 
редина © днагонзли РО служит центром симметрнн па- 
раллелепипеда. 

5°. Чтобы получше объясиить пространственные ри- 
суикн би 8, укажем еще следующие факты: 

Проекция О’ на плоскость АВС центра © прямоуголь- 
ного параллелепипеда попадает в центр окружности, опи- 
санной вокруг Л АВС; проекция Р”’ вершины Р парал- 
лелепнпеда — в ортоцентр Л АВС (точку пересечения вы- 
сот). Отсюда и из 4” легко вывестн теорему ЭЙ- 
лера: МЕ О’Р’] и |МО’ |: |МР' |=2 (рис. 9) *). Те- 
перь уже все готово для окончания решения задачи М539. 

Пусть | КР] =рв| ОК | = У 37 — 2р2; Ч — середина 
отрезка [РО], у н у: — окружности, по которым сфера с 
днаметром [РО] пересекает сферы раднусов г н 13/2 — ра 
с центром К (см. рис. 8). Согласио 4°, плоскости этих 
А делят РБ на трн одинаковые части: [РМ], 
[ММ,]. [М,0]. Возьмем любую точку АЕ и обозначим 
через А, снмметричную ей относнтельно @ точку А, 21. 


^ ^ 

Ясно, что РАБ —= РА,О = 90°. Проведем через точки Р 
и р плоскости, перпеидикулярные отрезкам [РА] || [РА]. 
Точки пересечения этих плоскостей с окружностямн 1 
н |: дают нам вершнны нужного прямоугольного парал- 
лелепипеда (см. рис. 8): в самом деле. середины Е и Е, 
отрезков АД и А, Р (рис. Ю, И)лежат в плоскостях окруж- 
ностей у ну, н служат центрамн сечений сферы построен- 
нымн плоскостямн; следовательно, АСОВ, н А. СРВ — 
прямоугольники. 


в 


Рис. 8. 


к 


Н. Васильев 


*} Правда, таксе ее доказательство годится лишь для 
сстроугольного треугольника, потому что лишь такой 
треугольннк может служить сеченнем (АВС) для прямо- 
угольного параллелепипеда. Подумайте. нельзя лн пере- 
делать это доказательство для тупоугольного А АВС. 


$547. — Фотографии 
ровых сгустков светящей- 
ся плазмы, летящих рав- 
нозамедленно 90 остановки, 
имеют вид полос длины 1. 


ша- 


Максимальная ширина 
полос а«!. — Расстояние 
между плазмой и объек- 
тивом фотоаппарата (Г. 
фокусное расстояние 0бъ- 
ектива Минимальное 
время — «засветки», .необ- 
ходимое Оля того, чтобы 


на фотографии появилось 
изображение, равно т. Оп- 


ределить ускорение  сгц- 
стков. Объектив  фотоап- 
парата остается — откры- 


тым 90 полной остановки 
сгустков. 


Ф548В. Реактивная ‹те- 
лежка массы т описывает 
мертвую петлю по —вер- 
тикальной круговой до- 
рожке радиуса В с по- 
стоянной линейной — ско- 
ростью и. Какая работа 
совершается силой трения 
при перемещении тележки 
из самого нижнего положе- 
ния в самое верхнее? Ко- 
эффициент трения меж- 
ду тележкой п 
ровен и. 


дорожкой 


Рис. 12. 


Максимальная ширина полосы, очевидно, 


Если Г = 


определяется 


диаметром Ш  стустка. — увеличение 


1 


фотоаппарата, то О == т. Чтобы изображение появнлось 
- 


на пленке, необходимо, чтобы скорость ю сгустка была 
такой. что за время т сгусток пролетал бы расстояние не 
больше О. Если с момента появления изображения до 
полиой остановки сгустка проходнт время #. то в момент 


появления изображения скорость сгустка равиа [|= 


к: 
= |2 и удовлетворяет условию 


р [1 
> == =т. 1) 
в 1 Г [в 


До полиой остановкн сгусток проходит расстояние 


1 [а]? 
Из уравнений (1) и (2} находим ускорение сгустка: 
=> 4 42 1 ЕЫ—Ё 
91 = Эгцт = Эда | Р | 


В. Серецевич 


® 


Рассмотрим два снмметрнчных положения тележкн, прн 
которых раднус-векторы точек. в которых находится те- 
лежка. составляют к вертикалью один и тот же угол а 


о — 
(рис. 12). М, н М, — силы реакции дорожки в этнх поло- 
< _—= —® — 


жениях, Рт: м Рт: — силы тяги. Етра Н Ртр» — силы  тре- 
ння. Так как тележка скользнт по дорожке. Ртри = ИМ, и 


— —> 
Етра = Ма (здесь №, = [№, |. три = | Ртрь | НТ. п.). 
Тележка двнжется по окружности со скоростью и; 
следовательно. сумма проекций всех снл, действующих на 


тележку. на направление радиуса равна ло?/Ю. то есть 
(см. рис. 12} 
№, --- #5 05 @ = т9?/В, М, +- мл с0$ & == ти?{Ю. 


Отсюда 


М, = (то /В) 4+ та со“. М, = (ту?/ В) — т с0$ & 


Етра = в [(ту В) + ти с0$ @], 
Етр» == в [(тоз/ В) — ма с0$ а]. 


При повороте радиус-вектора на малый угойя Аа, то 
есть при малом перемешенин тележки на А = ® Аа —сн- 
— — 


лы ння Рура и Ртр» совершают работы АЛ, = Атр,В Ая 
я АДР © Аа. 


Сумма работ сил три и Ёирз на малых участках Д! равиа 
ЛА= (Рур1-г Рур +) Ю Ла = 2рто? да. 


Значение ДА не зависит от &%. Это означает, что при, пово- 
роте раднус-вектора тележки на малый угол < нз любых 
двух симметричных точек (аналогичных /{ н 2) сила трення 
совершает одну и ту же работу, пропорцнональную Аа. 
Перемещение тележки из нижней точкн дорожки в 
верхнюю соответствует нзмененню @ на 2/2. то 
есть Уда:=п/2. Следовательно. работа снлы трения при 
таком перемещенни равна 
А=ЗАА=З дли? $ а=пртия. 
О. Савченко 


Ф549. Два шарика с мас: 
сами т, и т. соединены 
пружинкой жесткости Е; 
пружинка расположена го- 
ризонтально и не дефор- 
мирована. Шарикам одно- 


временно сообщаются ско- 
— — 

рости и, п и,. как пока- 

зано на рисунке 13. при- 


- 
чем = 19а [=9. 

Найти максимазьную вы- 
еоту подъема системы и 


наибольшую деформацию 
пружинки. 
0, 


эл ®— 
т, т, 


Рис. 13. 


Центр масс системы (ц. м.} будет двигаться. как тело с 
массой М=т,--т.., брошениое под углом к горнзоиту с 
> 


начальным нмпульсом ро, равным сумме начальных им- 
пульсов шаров: 


— — мар — 

Ра = Ми. = то, + то, 
те — 
{ио — начальная скорость ц, м.). Проекция импульса ро 
на вертнкальную ось ОУ равна т.о, следовательно, про- 
екция начальной скорости ц. м. на ось ОУ равна иу= 
=1:/М. Это означает, что максимальная высота подъе- 
ма центра масс системы равна 


ь и: о? то 3 
—- 22 2 пи-т, ь 


Теперь найдем наибольшую деформацию пружннки. 
Очевидно, в тот момеит. когда деформация пружинкн 
максимальна, в системе коордннат. движущейся со ско- 
ростью центра масс системы. шарикн могут только вра- 
щаться вокруг центра масс. Это означает, что энергию 
снстемы можио представнть как сумму энергин Шс системы 
как целого н внутренней энергин, которая равиа сумме 
потеициальной энергии деформацин пружннки #х?!2 
(х — велнчнна деформации} н кинетической энергнн вра- 
щения шарнков Мн = 1/, [т) (613)? -!- то («1.)*], где ® — 
угловая скорость вращеиня, а Ши [, — расстояния от 
соответствующих шариков до центра масс. 

Обозначим через { длину пружинки. Тогда #, = т/М. 
, =1т)/М, так что 


5 
1 тать г тот? | тт, 
а | м йе. 
Е т И Л т 
Найдем ®. Мз закона сохранення момента нмпульса сле- 
дует, что 


т, (“1 ) 1 +, (1,) 1, = ти юоЙо + т.о, 


где Цой [.° — начальные расстояния от шариков до центр а 
масс, 5, — начальная угловая скорость. Очевидно, если 
начальная длина пружины равна {,, то 


по = бт М, 10 = итиМ. 


Поэтому мы можем записать 


уу 
- [287 +5 


Отсюда № —= в, (15/2. Для того чтобы найти м. необхо- 


димо найтн начальные скорости у; и 2. шарнков в системе 
центра масс. Так как скорость центра масс в начальный 


— — — 
момеит равна шо =- (то, + т.о»)! М. скорости шарнков п 
системе центра масс равны соответственно 


—> 


-- 
(-. бе >) , 
ШЗ 


(ив). 


Угловая скорость ®, шариков равна, напрнмер. проекции 


— — => т: 


бу == 0, -— Ша == 


М 


— — —> 
м 


9 = и. — Чо = 


скоростн 9 на ось ОУ, деленной на {.0 ‚ ТО есть 


от/М в 
В о 


33 


$550. На шероховатый мед- 
ный конус (покрытый мел 
кой насечкой, как мкапиль- 
ник} надеты дее шайбы: 
алюминиевая с отверстием 
радиуса г={ см и желез- 
ная с отверстием радиуса 
Ю-=8 см. Расстояние меж- 
ду шайбами а-—6 см. На 
сколько изменится это 
расстояние, если конус ц 
шайбы нагреть на &#—= 
—=200 К? Тепловые коэф- 
фициенты линейного рас- 
ширения меди, алюминия 
и железа равны  соответ- 
ственно В.=1,7-10-* К —*, 


В:=2,5-10—* Ки В:= 
=10-° К-. Конус  рас- 
положен вертикально, вер- 


шиной вверх. 


м. 


Таким образом, 


МЕТ: пит, 9" тть пит, 
2 00 


маме. 


Теперь воспользуемся законом сохранения энергни. 
Полная энергия системы равиа 


Ук = 


ти т.о Му? 
о 5 
Поэтому 
Ми Кх2 
Ф? = №. | р] + № к. 


Но. согласно закону сохранения энергии, для снстемы как 


целого 
Га => о 
Мы М [та Е т». 
—— А 


Так как векторы пи: и п.и. взанмно перпендикулярны. 


—>.> 


=” О 22. т. 
| -- тли: = тфор р тои — (та: т) у". 


Поэтому 
.’ > 
т = ть ь 
> и-. 
\"‹-— 2м 
и закон сохранення энергии можно переписать в виде 
Му? й т? | т2 Ех? тт 
м ом 
Отсюда 
ыы тать 
х=и —. 
ЕМ 
И. Слободецкий 
Ф 
Расстоянне В от центра алюминневой шайбы до вершины 
я-а 


Г. НЕ. (рнс. 14) ин 


конуса определяется уравнением Р- 


равно Ай = а в; =3 (см). 


При нагреваинн алюминиевая шайба расширяется боль- 
ше, чем участок конуса, с которым она соприкасается 
(В. >В). поэтому она соскальзывает вниз. Железная шай- 
ба «заклнинваетсяе на конусе (В, <В,;) и смещается вместе 
с участком конуса, на котором она держнтся. Прн нагре- 
вании угол при вершине конуса не нзменяется. Новое рас- 
стояние В” от цеитра ен шайбы до вершнны ко- 


Га 


нуса определяется уравненнем —;- =, и равио 


А" = 


И ВАЙ) =1 (1 + В.А!). 


Новое расстоянне от цеитра железной шайбы до вершины 
конуса равно 


Н’ = + да -- ВАЗ. 


Расстояине между шайбамн прн нагреванни увеличн- 
лось иа 


Аа= (НН — №) —-и= ав, АЕ — В (В, — В.) 81 ==0,16 (мм). 


Г. Коткик 


$551. Груз массы т 
подвешен к двум  пружи- 
нам с жесткостью & п 
№: с помощью нити и бло- 
ка (рис. 15). Найти пе- 
риод малых колебаний гру- 
за. Нить и блок считать 


невесомыми. 


Рис. 15. 
Ф552. Вольт-амперная 
характеристика — неоновой 


лампы показана на рисун- 
ке 16. При каком значе- 
нии Ю сопротивления ре- 
зистора, включенного в 
цепь, изображенную на ри- 
сунке 17, неоновая лампа 
т л.) не будет гаснуть 
после замыкания ключа К? 


Прн смещенин блока с грузом има величнну х суммарная 
деформация пружин равна 2х. то есть 


ж--х, = 2х, 


где х!, х, — деформация пружии с жесткостью №, и жест- 
костью #, соответственно. Снлы упругости, возникающие 
в пружинах, одниаковы — каждая нз них равна по абсо- 


РИ 
лютной величнне снле Т натяжения нити. Таким образом, 
х, = Т/В,, х = Т/Ва и 


Т т 
и Ве 


(здесь т=| 7). Отсюда находим 


— 
Сила РГ. действующая иа блок с грузом, равна по абсо- 
лютной величнне 2Т, то есть 


р 4 


Е А, 


(здесь Е= ГЕ]. Таким образом, колебания блока с гру- 

зом можно рассматривать как колебания груза массы шт 
4. А. 

на пружине с жесткостью #” Ее 


Пернод таких 


колебаний равен 
а и“ 211/ е-+ы. 
Е" Е 


Ф 


Прн замыкании ключа конденсатор начинает заряжаться. 
Когда напряженне на конденсаторе, а следовательно. н 
на лампе стаиет равным 110 В, лампа загорнтся. С этого 
момента ток, текущий через лампу. будет возрастать, а иа- 
пряженне на лампе и, следовательно, на конденсаторе бу- 
Дет падать — кондеисатор будет разряжаться. Еслн в 
процессе разрядкн напряженне на конденсаторе станет 
меньше 80 В, лампа погаснет — ток в цепи меньше номн- 
нального тока. текущего через лампу при напряженин 
— 80 В (см. рнс. 16). Следовательно, чтобы лампа не гас- 
ла, напряжение на конденсаторе не должно и процессе 


120В н. 


80 90 100 ПО 
Рис. 16. 


Рис. 17. 


разрядкн падать ннже 80 В. В предельном случае, когда 
Ис=80 В, напряженне на резисторе равно 40 В. ток, те- 
кущнй через резистор. равен току. текущему через лампу 
(1 мкА), и, следовательно, сопротивление резистора В= 
==40 Ом. Прн меньшем значенин сопротивлення (с< 80 В 


и лампа не горнт. 
И. Слободецкий 


вбант 
для младших ШКОЛЬНИКОВ 


Задачи 


1. Разрежьте бумажный прямо- 
угольник 1,5 ем х4см на две части 
так, чтобы ими можно было оклеить 
куб с ребром 1 см. 


2. Сумма всех натуральных чисел 
от } до любого числа, оканчивающего- 
ся на 5, сама делится на 5. Докажите. 


3. Восемьдесят спичек были раз- 
ложены на пять кучек. Из первой 
кучки взяли пятую часть бывших в 
ней спичек и переложили во вторую 
кучку. Затем из второй кучки пятую 
часть оказавшихся в ней после пере- 
кладывания спичек переложили в 
третью кучку и так далее. Наконец, 
из пятой кучкн переложили пятую 
часть оказавшихся в ней спичек в пер- 
вую кучку. После этого в каждой 
кучке спичек стало поровну. Сколько 
спичек было в каждой кучке до пе- 
рекладывания? 


4. Существует лн треугольник, дли- 
ны высот которого равны |, 2 и 3 
соответственно? 


5. Турист хочет приготовить себе 
на завтрак два яйца всмятку н еще 
четыре сварить вкрутую, чтобы взять 
их в дорогу. Яйца всмятку варятся 
2 минуты’ вкрутую — 4 минуты (яН- 
ца кладутся в кипящую воду). За ка- 
кое наименьшее время турист может 
сварить яйца, если у него есть каст- 
рюлька вместимостью четыре яйца? 
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Л. Канаев 


Опыты с водой 
на морозе 


Почему зимой часто лопаются водо- 
проводные трубы и разрываются бу- 
тылки с водой? Почему с приходом 
весны на крышах домов появляются 
сосульки, а летом иногда вместо дож- 
дя на землю падает град? Почему вода 
в глубоких реках и озерах не замер- 
зает до дна? 

Подобных вопросов можно сфор- 
мулировать очень много. потому что 
много особенностей таит в себе замер- 
зающая вода. С некоторыми из них 
вы сможете познакомиться на опытах 
с водой на морозе. 

Все предлагаемые вам опыты очень 
просты, они не требуют ннкакой спе- 
цнальной подготовки. Однако дадим 
несколько советов. Опыты луче про- 
водить прн температурах не выше 
—5°С. Помните, что цилиндрические 
стеклянные или пластмассовые сосуды 
с водой на морозе могут лопнуть, так 
что по возможности пользуйтесь со- 
судами конической формы. В неко- 


торых опытах вам понадобится ма- 
сыщенный раствор поваренной соли. 
Его лучше приготовить заранее, раст- 
ворив 30 г поваренной соли в 100 мл 
теплой воды. 

Проделав опыт, постарайтесь са- 
мостоятельно объяснить наблюдаемые 
явления и ответить на все возникаю- 
щяе вопросы. Если вы это сделать не 
сумеете, прочитайте ответы и объяс- 
мения в статье. 

Итак, вам предстоит провести сле- 
дующие эксперименты: 

1. В холодном неотаплнваемом по- 
мещении (например, в сарае. чулане, 
гараже) или на балконе на стол или 
другую ‘горизоитальиую поверхность 
положите стекляиную пластинку, но- 
ставьте рюмку, перевернув ее ножкой 
вверх, опрокинутое блюдие и, нако- 
нец, большой таз. С помощью узкой 
трубочки каините несколько капель 
воды на пластинку и заполните водой 
углубления в ножке рюмки и в блюд- 
це, в таз налейте 2—3 кружки воды. 

Когда вода замерзнет, вниматель- 
но посмотрите на поверхность льда. 
Вы увидите, что замерзшие капли за- 
острились, в середине углублений 
рюмки и блюдца образовались кону- 
сообразные бугорки (рис. 1). А в та- 
зу вырос настоящий ледяной бугор. 

Теперь замените воду слабым рас- 
твором поваренной соли или мыльным 
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раствором и повторите оныт (таз мож- 
но не использовать). Оказывается, при 
замерзанин водных растворов (а не 
просто воды!) никаких бугорков ине 
образуется. 

И еще один опыт, но уже не с во- 
дой, а с парафином или воском. На- 
лейте расплавленный парафин (или 
воск) в углубление основания рюмки 
и вынесите на мороз — после засты- 
вания парафина иа его поверхности 
вы обнаружите... виадину (рис. 2). 

Три опыта на одну и ту же тему 
дают разные результаты. 

Почему? 

При замерзании вода сильно рас- 
ширяется, поэтому на поверхности 
льда и образуется бугорок. Водные 
растворы при отвердевании расши- 
ряются очень незначительно, их по- 
верхяость остается гладкой. Парафин 
же при переходе из жидкого состояния 
в твердое сжимается, в результате по- 
является впадина. 

2. Для опыта вам потребуется тои- 
костенный стеклянный сосуд. Им мо- 
жет служить, например, баллон элект- 
рической лампочки накаливания без 
цоколя (цоколь можно удалить, если 
трехгранным надфилем аккуратно рас- 
пилить стекло на его границе с ме- 
таллом, при этом лампочку надо все 
время поворачивать). 

Налейте в баллон воды до высоты 
его максимального горизонтального 
диаметра и дайте ей замерзнуть. 

Вы увидите очень красивую кар- 
тину (рис. 3). Края образовавшегося 
ледяного слитка в основном прозрач- 
ны, лишь кое-где в лед вкраплены пу- 
зырьки воздуха различной формы н 
размерёв, а в середине слитка — не- 
прозрачный сгусток, напоминающий 
свернувшегося в клубок ежа. 

Предварительно подкрасьте воду 
«зеленкой» (ее можно купить в аптеке) 
и еще раз проведите тот же самый 
опыт. 

После замерзаиия подкрашенной 
воды картниа будет еще более краси- 
вой. По краям лед останется по-преж- 
нему прозрачным и неокрашенным, 
в то время как в средней частн окраска 
сильно сгустится, так что «еж» будет 
казаться зеленым. 

Как все это можно объяснить? 

Обычно вода начинает замерзать 
на своей поверхности и около стенок. 
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Затем замерзание постепенно распро- 
страняется к цемтру объема воды, где 
образуется множество различно на- 
правленных ледяных кристаллов. Так 


возникает непрозрачный = сгусток 
из сросшихся кристаллов, который 
рассеивает свет по всем направле- 


НИЯМ. 

Как мы уже говорили, при отвер- 
деванни воды ее объем увеличивается. 
Внутри льда возникают пустоты. 
Мельчайшие, невидимые глазом, ио 
всегда нмеющиеся в воде пузырьки 
воздуха сливаются и образуют более 
крупные. Они хороню видны там. где 
лед прозрачен. 

Подкрашенная вода ведет себя ана- 
логично чнстой воле. При переходе 
из жидкого состояния в твердое ее 


молекулы должны ‹ расположиться 
упорядоченно. В результате молекулы 
красящего вещества как бы вытес- 
няются от краев к середине объема 
жидкости. Вот почему лед остается 
прозрачным по краям и оказывается 
сильно окрашенным в середине. 

3. Возьмите стеклянную трубку 
диаметром 7—15 мм и один конец ее 
закупорьте резиновой пробкой. (Мож- 
но воспользоваться цилиндром от при- 
бора «Огниво», который нмеется в 
школьном физическом кабинете. Вин- 
товое дно нужно сиять, а отверстие 
закрыть пробкой.) Укрепите трубку 
в вертикальном положении пробкой 
вниз (например, зажмите в лапке шта- 
тива). Заполните полученный сосуд 
до краев водой, а отверстие прикрой- 
те кружочком плотной бумаги. 

При замерзанни воды образовав- 
шийся столбик льда будет поднимать- 
ся вместе с бумажным кружочком 
(рис. 4, а). 

Проделайте тот же опыт с перевер- 
нутым сосудом, то есть когда пробка 
находится вверху, а бумажный кру- 
жочек — ‘внизу. В этом случае стол- 
бик льда будет опускаться вместе с 
кружочком (рис. 4, 6). 

Теперь несколько видоизмените 
последний опыт. В сосуд налейте 
столько воды, чтобы уровень ее не 
доходил до края примерно на | см. 
Отверстие закройте кружочком и пе- 
реверните сосуд (рис. 4, в). После за- 
мерзания воды вы увидите, что ледя- 
ной столбик будет не опускаться, а 
подниматься, приблнжаясь к пробке. 

Какие можно сделать выводы? 

Вода при замерзании расширяет- 
ся, причем расширяется по всем на- 
правлениям. Но «дно» и стенки сосу- 
да препятствуют движению, поэтому 
ледяной столбик перемещается толь- 
ко в одном направлении — туда, где 
давление нанменьшее. 

4. Вынесите на мороз два стакан- 
чика. В один налейте чистую воду, 
а в другой — насыщенный раствор 
поваренной соли. Для опыта потре- 
буются две сосульки. (Их можно «вы- 
растить» искусственно. Например, так: 
заморозьте воду в узкой, закрытой 
с одиого конца стеклянной или ме- 
таллической трубке. Чтобы вытащить 
образовавшуюся сосульку, трубку 
слегка подогрейте.) 


6) в) 


Рис. 4. 


Одну сосульку опустите в замер- 
зающую воду (предварительно хоро- 
шенько перемешайте содержимое ста- 
канчика), а вторую — в раствор по- 
варенной соли. Уже через несколько 
минут днаметр первой сосулькн за- 
метно увеличится, а второй — наобо- 
рот. уменьшится. 

Почему? 

Известно, что кристаллики льда 
активнее всего образуются там, где 
есть какие-нибудь шероховатости, ще- 
ли, острия — одним словом, какие- 
либо неоднородности. Ледяная со- 
сулька в холодной воде как раз и вы- 
полняет роль такой «неоднородности». 
Вокруг нее происходит усиленная 
кристаллизация воды, н слой льда 
на сосульке постепенно увеличива- 
ется. 

Насыщенный раствор поваренной 
солн остается в жидком состоянин 
вплоть до температуры —21”С. При 
погружении в раствор сосульки мо- 
лекулы соли, как более подвижные, 
будут непрерывно бомбардировать со- 
сульку и тем самым разрушать ее. 

5. Возьмите две трубки: = одну 
стеклянную, другую металлическую, 
днаметром 10—12 мм и длиной 100— 
120 мм. Одно отверстие в каждой 
трубке плотио закупорьте резиновы- 
ми пробками. Наполнив трубки до 
краев водой. вынесите их на мороз 
и оставьте их там на иекоторое время 
в вертикальном положенни. 

Когда вода  замерзнет, внесите 
трубки в комнату и через несколько 
минут выньте образовавшиеся ледя- 
ные столбики (например. вытолкните 
нх из трубок тупым концом каран- 
даша). 

Оказываегся, столбик. образовав- 
шийся в стеклянной трубке, имеет од- 
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Рис. 5. 


ну или две поперечные сквозные тре- 
щины. Столбик же из металлической 
трубки — однородный, никаких тре- 
щин на нем нет. 

Чем это объясняется? 

Поскольку стекло плохо проводит 
тепло, отвердевание ‘воды в стеклян- 
ной трубке идет очень медленно и не- 
равномерно. За длительный промежу- 
ток времени успевают образоваться 
два или три столбика льда, которые 
стыкуются друг с другом. В местах 
стыковки и возникают трещнны. 

В металлической трубке, у которой 
теплопроводность стенок хорошая, 
вся масса воды замерзает быстро н 
равномерно. Ледяной столбик полу- 
чается монолитным. 

6. Заполните водой почти до кра- 
ев прямоугольную коробочку (пласт- 
массовую или металлическую) раз- 
мером 70Х50Х20 мм. Вырежьте из 
картона крышку для этой коробочки 
таких размеров, чтобы она чуть-чуть 
выходила за края. Из центра кар- 
тонки проведите окружность днамет- 
ром, немного меньшим ширины коро- 


бочки. По окружности на равном рас- 
стоянии друг от друга строго вертн- 
кально воткните три одннаковые игол- 
ки так, чтобы ушками они касались 
дна коробочки, а крышку прижмите 
к коробочке. 

Воду заморозьте. Осторожно снн- 
мите картонку с иголок, на их острия 
положите кусок льда с грузом и все 
это оставьте на морозе (рис. 5). Прн- 
мерно через сутки вы обнаружите, 
что лед опустился до коробочки. 

Почему же иголки не оказали льду 
никакого сопротивления? 

Оказывается, все дело в том, что 
под давлением лед плавится 
д н температуре существенно ниже 

0^С, ин поэтому иголки спокойно про- 
ходят сквозь лед. 


Задачи 
наших читателей 


1. Через точку К внутри 
треугольника с длинами сто- 
рон а. Ь. с проведены пря- 
мые. параллельные сторонам 
треугольника. Длины отрез- 
ков, заключенных между 
сторонами, равны, соотве- 
ственно, а:. В, с,. Докажи- 
те, что 


4 1 ь с 
6) чз еш Е 22. 
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2. Через точку К внут- 
ри тетраэдра АВСР с пло- 
щадями граней $а: Зь. $с 
и $а проведены четыре плос- 
кости. параллельные граиям 
тетраэдра. Площади полу- 
чениых сечений равны соот- 
ветственно 5,, $3. 53. За. 
Докажите. что 


2+ И=. 
а) 5+ 5 


3. Через точку А внут- 
ри тетраэдра проведены пря- 
мые. параллельные его И 


рам [ВС|1-—а, и 
1 АВ |=с. 1 АБ | =а, 1 ВО |= 
= 0;. |[СР|-: 43. Длины 


отрезков этих прямых, за- 
ключенных между гранями. - 
равиы соответственноа”. 6”, . 


с. 4, 4. 4.. Докажнте, 
что 


Э. Ясиновый 
(Куйбышев) 


Прантмкум эбитурмента 


© 


Г. Бевз 


Задачи 
можно решать 


проще 


Готовящиеся к поступлению в вузы 
нередко спрашивают: 

— Могут ли на вступительных эк- 
заменах по математике предлагать за- 
дачи, для решения которых необхо- 
димо знать теоремы, не предусмотрен- 
ные школьной программой? 

— Нет, не могут! 

Услыхав такой ответ, один мой де- 
сятиклассник возразил, показывая 
статью И. Габовича «Векторы 
помогают на экзамене» (« Квант», 1979, 


№ }): 
— Неправда. Ведь формул 
—+ п —+ т —+ 
ВО = т. ВА + я ВС, (*) 
РТ п п >> 
ММ = ди АС+ т л ВР {**) 


в школе не изучают, а задачн на при- 
менение этих формул предлагают и 
в МГУ, ив МФТИ, и в Киевском по- 
литехническом... 
К сожалению, так думают многие 
читатели «Кванта» и — ошибаются. 
Из того факта, что некоторые зада- 
чи можно решать с помощью каких-то 
формул, еще не следует, что без этих 
формул их решить нельзя. Для при- 
мера рассмотрим задачи из упомяну- 
той статьн. 
Задача 1 (МГУ, эконом. ф-т, 
1978). В треугольнике КЕМ на сто- 
не КЁ взята точка А так, что 
КА! : МЕ |=1:3; на стороне ЕМ 
взята точка В так, что |ШВ] : |ВМ |= 
=4:1. Пусть С — точка пересече- 
ния прямых КВ и МА. Известно, что 


площадь треугольника КЁС равна 2. 
Найти площадь треугольника КЕМ. 

Эту задачу можно решить, исполь- 
зуя только тот факт, что площади 
треугольников с одинаковыми высота- 
ми относятся, как их основания. 

Решение (рис. 1). Обозначим 
площади треугольников КЕМ, АКС 
и ВСМ. соответственно, через 5, р и 4. 
Тогда 


4 ь К 
Зкии = -5 5, Зам = — 


Зкаьс =4р, Засв = 44, 
Зкас— Зисв = 4р—449 = 4(р—9) = 
1 1 
=4 (5клн— бльм) = 4-50 5= Бо 


4 
кис + Эисв = Зкьв = —5 $. 


Из двух последних равенств $-—= 
=2$ к. с=4. 

Задача 2 (МФТИ, 1977). Сто- 
рона основания АВСЬ — правильной 
призмы АВСР А,В,С.О, имеет дли- 
ну 2а, боковое ребро — длину а. Рас- 
сматриваются отрезки с концами на 
диагонали АР, грани и диагонали 
РВ, призмы, параллельные плоскости 
АА,В:В. 

1) Один из этих отрезков прове- 
ден через точку М диагонали АО, 
такую, что М1: МО, |-=2 : 3. 
Найти его длину. 

2) Найти наименьшую длину всех 
рассматриваемых отрезков. 

Эту задачу проще решать коордн- 
натным методом. 

Решение. Данную призму рас- 
положим в прямоугольной системе ко- 
ордннат, как показано на рисунке 2. 
Через точку Х ребра АД, удаленную 
от Р на расстояние х, проведем плос- 
кость ХТТ,Х.:, параллельную грани 
АВВ.А,. Пусть Ю и $ — точки пе- 
ресечения этой плоскости с [АБ,] 
и [РВ,]. Абсциссы и ординаты точек 
К и $ можно определить устно, а ап- 
пликаты — используя свойства по- 
добных треугольников АБО, ин АХЮ, 


ОВВ, и 005$. Имеем: к(= 0: =”) | 
5 (5; х; >}; Значит, [Ю5 |= 
ИР. 
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> 


К М 


Рис. 4. 


1) Если В=М, то есть АА]: 
: МО. |=2 : 3, то х= 3-а и |5] = 


А 


2) |Ю$ | будет иметь наименьшее 
значение при нанменышем значении 
функции Ех) =х?--(а-—х) (хе ©; 3а}), 


то есть (производная!) при х= 


Ответ. пип| 5 | = -5- ИЗ. 


Задача 3 (МФТИ, 1978). Дли- 
на ребра правильного ^ тетраздра 
АВСР равна а. Точка Е — середина 
ребра СР. точка Е — середина вы- 
соты ВЁ грани АВР. Отрезок ММ 
с концами на прямых АО и ВС пере- 
секает прямую ЕЁ и перпендикуля- 
рен ей. Найти длину этого отрезка. 

Решение*). Соединим середины 
ребер АВ, АС. ВР и СР — получим 
квадрат (У казание. АР ВС), у 
которого Е — одна из вершин, ЁЫ— 
середина стороны (рнс. 3}. Прямые 
АР н ВС параллельны плоскости этого 
квадрата и «висят» над его средними 
линиями (рис. 4). Спроекткруем ММ 
на плоскость квадрата. Из ММ ЕЁ 
следует, что проекция Д1'МЕР 
(рис. 5}. Поскольку прямые АР и ВС 
находятся от плоскости квадрата на 
одинаковом расстоянин, точка [М'М№М']@ 
С(ЕЁЕЕ делит отрезок М’М№” попола м. 


Отсюда (рис. 5} ОМ’ |=--и | ОМ" | = 


| 
=. 


а 
=-5.При проектированни на плоскость 


квадрата середины Ё, Р отрезков АР 
и ВС попадают в точку О. Поэтому 


Ем ОМ! |= ИРМ=ЮМ =>. 
Из прямоугольного ЛАРЁ находим 
1 РЕ| = -5- У2. Отрезки МЁ, ЕРиРМ 
взаимно перпендикулярны. Поэтому 


($ 49  «Геометрии 1) 1ММ |= 
УМЕР ПРЕНРИЕя 5733. 


Замечанне. Многие факты, 
касающиеся правильного тетраэдра, 
становятся очевидными. если такой 
тетраэдр «вложить» в куб (рис. 6). 

Задача 4 (Киевский полнтех- 
нич. ин-т, 1978). Около равносторон- 
него треугольника, сторона которого 
равна а, описана окружность. Дока- 

*) Предложено Л. Г. Макар— Лимановым. 


Рис. 8. 


Рис. 9. 


зать. что сумма квадратов расстоя- 
ний от произвольной точки окруж- 
ности 90 вершин этого треугольника 
равна 2а?. 

Решение (рис. 7). Пусть М— 
произвольная точка окружности. Тог- 


— — — — — 
да МА-= МО | ОА, МВ = МО + 


+ ОВ, МС -- МО ++ 0С. Учитывая, 
что М0 |-=[0А|= ОВ | = 0С| = В. 
ОлУЧиИмМ 


[МА | + МВ МСГ = 68+ 


+ —> — — 
-- 2МО- (ОА + ОВ + ОС. 
Так как треугольник АВС —правиль- 


—х — —* - 

ный, ОА + ОВ ГОС =0,аК- из. 
Следовательно, — |МАЙ Г |МВ|- 
МСРа 6-5; = 24. 


Это решение не только проще 
имеющегося в статье И. Габовича, но 
и более общее. Его легко обобщить 
на случай правнльного л-угольника, 
н не обязательно вписанного в окруж- 
ность, можно и описанного, н не толь- 
ко для планиметрических задач. На- 
пример, предложенное выше доказа- 
тельство справедливо для следуюшей 
стереометрической задачн: около рав- 
ностороннего треугольника, сторона 
которого равна а, описана сфера, 
центр которой совпадает с центром 
данного треугольника; доказать, что 
сумма квадратов расстояний от про- 
извольной точки сферы до вершин это- 
го треугольника равна 2а?. 

Приведенные в конце статьи 
И. Габовича задачи тоже намного про- 
ще решать без соотношений (*), (**). 
Рассмотрим два примера. 


делит сторону 


Задача 5 (МФТИ, 1970). 
В треугольнике АВС биссектриса АР 
ВС в отношении 
1ВЬ |: СР] = 2: 1. В каком отно- 
шении медиана СЕ. делит эту бис- 


сектрису? 

Решение (рис. 8). Проведем 
ЕК] 1 ПАО]; А. СОБлСЕК, 
ЕК --5 ПАР. ^1ВК1=|КБ[= 

р р 
—|СВ]. Поэтому о = = 

1 Мер т 1 ! 

НЕ 2 оз - 

Значит, 20|: ЮА|= 1:3 


Задача 6 (МГУ. биофак, 
1973). Через середину М стороны ВС 
параллелограмма АВСО, площадь ко- 
торого равна |, и вершину А прове- 
дена прямая, пересекающая диогональ 
ВО в точке Ч. Найти площадь четы- 
рехугольника ОМСО. 

Решенне (рис. 9). Пусть К— 
середина [АО], тогда АМСК — па- 
раллелограмм. [МК] — средияя лн- 
ния ^. АО, а (МО } — средняя линия 
.-.ВСМ. Поэтому |ВО|] = ЮМ|] = 


= |№МБ!. Площадь треугольника 
\ 

ВСР равна ->-. Поэтому площадь 
1 

—ВМО равна -;. Итак. 5мсоа = 

ПиН 

р о 


Как видим, не такие уж трудные 
эти задачи. Для их решения нет на- 
добности применять формулы () н 
(**). не предусмотренные школьной 
программой. 
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Искусство программирования 


Заочная школа 
программирования 


Урок 4: Арифметические 
предписания языка Робик. 
Условные и циклические 
предписания. 

Процедуры с параметрами 


В языке Робик можно выполнять 
арифметические действия над числа- 
ми. Для этого предназначены предпи- 
сания СЛОЖИТЬ и ВЫЧЕСТЬ, 
синтаксические диаграммы которых 
приведены в сводной таблице (с. 47). 
Смысл этих предписаний настолько 
очевиден, что мы не будем подробно 
описывать их работу,  ограничив- 
шись одним небольшим примером: 

СЛОЖИТЬ 5 С 10 И ПРИСВОИТЬ ДА; 
ВЫЧЕСТЬ 3 ИЗ А И ПРИСВОИТЬ В; 
СЛОЖИТЬ А СВ И ПРИСВОИТЬ В; 

ОТПЕЧАТАТЬ 'А-', А, 'В-', В; 
По этой программе будет отпечатана 
строка: 

А=15В-=27 

Многих может удивить отсутствне 
операций умножения ин деления среди 
предписаний языка. Дело в том, что 
Робик — это учебный язык, 
а составление процедур для умноже- 
ння н деления чнсел — отличное учеб- 
ное упражнекие. 

Задание 4.1. Описать про. 
цедуру, которая увеличивает значение 
имени А в четыре раза и присваивает 
результат тому же имени. 

Одно из самых важных предписа- 
ний в любом языке программнрова- 
ния — это условное предписание, струк- 
тура которого изображена в сводной 
таблице. 

Встретив в тексте программы ус- 
ловное предписание, ЭВМ прежде все- 
го проверяет условие: истинно 
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оно или ложно. Если условие истин- 
но, будет исполнено только пред- 
писание, стоящее после слова ТО. 
Если условие ложно, будет испол- 
няться только то предписание, кото- 
рое стоит после слова ИНАЧЕ (если 
этого слова в предписании нет, то 
при ложном условии условное пред- 
писание в этом случае просто пропу- 
скается). 

Например, если значениями имен 
А и В являются какие-то числа, то 
предписание 
ЕСЛИ А БОЛЬШЕ В ТО ОТПЕЧА- 
ТАТЬ А ИНАЧЕ ОТПЕЧАТАТЬ В; 
отпечатает большее из этих чисел 
(если числа равны между собой, от- 
печатается второе число, которое, 
впрочем, совпадает тогда с первым). 


Задача о роботе-обходчнке 


Робот РО-1 должен проверить прочность 
стыков на новой железнодорожной ветке. 
Обнаружнв ненсправный стык, робот дол- 
жен сообщить об этом дежурному оперз- 
тору, находящемуся на станцин. 1 
умеет выполнять все предписання языка 
Робик. Кроме того. в его СПР входит пред- 


пнсанве: 
натуральное -м--® 
чиспо 


(Н}-— ПРОЕХАТЬ 
а список допустимых условий дополнен 
двумя: 


—=(етыкнеислелвен - —=® 
®—[ влеедитиик --—® 


Расстояние между стыками — 24 мет- 
ра. Ветка заканчивается тупиком. Перед 
началом работы робот установлен на пер- 
вом стыке проверяемой ветки. Составить 
программу. 

Решение. 

ЗАПОМНИТЬ ПРОЦЕДУРУ ПРО- 
ВЕРКА; 

10 ЕСЛИСТЫК НЕИСПРАВЕН ТО 
ОТПЕЧАТАТЬ ‘ОБНАРУЖЕН 
НЕИСПРАВНЫЙ СТЫК’; 

20 ПРОЕХАТЬ 24 М: 

30 ВЫЗВАТЬ ПРОЦЕДУРУ ПРО- 
ВЕРКА; 

ЗАКОНЧИТЬ ОПИСАНИЕ ПРО- 
ЦЕДУРЫ; 

ВЫЗВАТЬ ПРОЦЕДУРУ —ПРО- 
ВЕРКА; 

Проследим, как выполняется эта 
программа. Будем считать, что пер- 
вый и второй стыки исправны, а с 
третьим что-то не в порядке. Когда 


мы вызовем процедуру ПРОВЕРКА 
в первый раз, робот начнет выпол- 
нять оператор с номером 10. Это — 
условный оператор, поэтому РО-1 
в первую очередь проверит 
условие 


СТЫК НЕИСПРАВЕН 


Как мы договорились, первый стык 
исправен, так что это условие 
ложно. Слова ИНАЧЕ в операторе 
нет, поэтому при ложном условии 
роботу нечего исполиять н он пере- 
ходит к следующему предписанию: 

ПРОЕХАТЬ 24 М; 

Теперь РО-1 оказывается уже над 
вторым стыком. После этого он ис- 
полнит предписание с номером 30, 
то есть заново вызовет процедуру 
ПРОВЕРКА и начнет повторять все 
сначала. Для второго, исправного, 
стыка все повторится в точности, а 
вот на третьем стыке условие 
в десятом операторе окажется ис- 
тинным и на экране терминала, 
установленного на станции, появятся 
слова 
ОБНАРУЖЕН НЕИСПРАВНЫЙ 

СТЫК 


После этого робот вновь перейдет 

к двадцатому оператору, проедет еще 

24 метра н опять начнет все сначала. 

Кажется, все в порядке. Впрочем, 

один неясный вопрос остается: а до 

каких пор робот будет повторять 
выполненне этой процедуры? Судя 
по программе — до бесконечности. На 
самом деле, разумеется, ветка где-то 
кончится н робот налетит на тупик. 

Но это — ситуация аварийная. По- 

пробуем ее предотвратить: для этого, 

очевидно, нужно, чтобы операторы 20 

и 30 выполнялись только в том случае, 

когда впереди нет тупика. Если же 

тупнк обнаружен, можно, например, 
отпечатать такое сообщение дежурно- 
му оператору: 

ЛИНИЯ ПРОВЕРЕНА. РО-| РА- 

БОТУ ЗАКОНЧИЛ 

Ну, что ж, попробуем написать 

такую программу: 

ЗАПОМНИТЬ ПРОВЕРКА; 

10 ЕСЛИ СТЫК НЕИСПРАВЕН 
ТО ОТПЕЧАТАТЬ '’ОБНАРУ- 
ЖЕН НЕИСПРАВНЫЙ СТЫК'; 

20 ЕСЛИ ВПЕРЕДИ ТУПИК ТО 
ОТПЕЧАТАТЬ 'ЛИНИЯ 


ПРОВЕРЕНА. РО-1 РАБОТУ 
ЗАКОНЧИЛ'. ИНАЧЕ... 
СТОП! А что, собственно, ИНАЧЕ? 


Ведь если впереди нет тупика, нам 
нужно выполнить два оператора 
сразу: проехать 24 метра и вызвать 
процедуру ПРОВЕРКА, а, судя по 
днаграмме, после слов ТО и ИНАЧЕ 
может стоять только одно предпи- 
санние. 


Впрочем, выход есть: < опишем 
новую процедуру, состоя- 
щую из этих двух операторов, а пос- 
ле слов ИНАЧЕ поставим просто 
вызов этой процедуры: 


ЗАПОМНИТЬ РЕЛЬС; 

10 ПРОЕХАТЬ 24 М: 

20: ПРОВЕРКА; 

ЗАКОНЧИТЬ; 

ЗАПОМНИТЬ ПРОВЕРКА; 

10 ЕСЛИ СТЫК НЕИСПРАВЕН 
ТО ОТПЕЧАТАТЬ 
'ОБНАРУЖЕН НЕИСПРАВ- 
НЫЙ СТЫК’; 

20 ЕСЛИ ВПЕРЕДИ ТУПИК ТО 
ОТПЕЧАТАТЬ ‘ЛИНИЯ ПРО- 
ВЕРЕНА. РО-1 РАБОТУ ЗА- 
КОНЧИЛ’. ИНАЧЕ: РЕЛЬС; 

ЗАКОНЧИТЬ; 

ПРОВЕРКА; 


Усложним задание: предположим, 
что робот должен каждый раз печа- 
тать номер неисправного стыка. 
Проверьте, что для этого подойдет 
такая, например, программа: 


ЗНАЧЕНИЕ 1 ПРИСВОИТЬ ИМЕ- 
НИ Н; 

ЗАПОМНИТЬ РЕЛЬС; 

10 ПРОЕХАТЬ 24 М; 

20 СЛОЖИТЬ 1 СН И ПРИСВОИТЬ 


ИМЕНИ Н; 
30: ПРОВЕРКА; 
ЗАКОНЧИТЬ; 


ЗАПОМНИТЬ ПРОВЕРКА; 

10 ЕСЛИ СТЫК —НЕИСПРАВЕН 
ТО  ОТПЕЧАТАТЬ 'СТЫК 
НОМЕР’ ‚Н, "'НЕИСПРАВЕН.. 

20 ЕСЛИ ВПЕРЕДИ ТУПИК ТО 
ОТПЕЧАТАТЬ 'ЛИНИЯ ПРО- 


ВЕРЕНА. РО-! РАБОТУ ЗА- 
КОНЧИЛ’. ИНАЧЕ: РЕЛЬС; 
ЗАКОНЧИТЬ: 
ПРОВЕРКА: 
Задание 4.2. Робот РО-1 


должен проверить и сосчитать 
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все стыки на новой ветке. Обнаружив 
неисправный стык, робот должен от- 
печатать его номер и расстоя- 
ние до него (в метрах). После 
окончания проверки нужно отпеча- 
тать, сколько всего оказалось стыков 
на ветке и сколько из них неисправных. 
Составить программму. 


Используя условное предписание, 
можно построить, например, проце- 
дуру перемножения двух натуральных 
чисел в следующем виде: 
ЗАПОМНИТЬ СЧЕТ; 


10 СЛОЖИТЬ 1 ССЧ И ПРИС 
ВОИТЬ СЧ: 

20 СЛОЖИТЬ А СПР И ПРИС- 
ВОИТЬ ПР: 


30 ЕСЛИ СЧ РАВНО В ТО ОТПЕ- 

ЧАТАТЬ ПР: ИНАЧЕ СЧЕТ; 
ЗАКОНЧИТЬ; 

ЗАПОМНИТЬ УМНОЖ; 

}0 0 ПРИСВОИТЬ СЧ; 

20 0 ПРИСВОИТЬ ПР: 

30 ЕСЛИ СЧ РАВНО В ТО ОТПЕЧА- 
ТАТЬ ПР ИНАЧЕ СЧЕТ; 

ЗАКОНЧИТЬ; 

Эта процедура перемножает зна- 

чения имен А и В и печатает пронзве- 
дение. Проверьте это на конкретных 
примерах. 
Мы уже несколько раз  встре- 
чали программы, в которых нужно 
было многократно повторять выпол- 
нение одного или нескольких пред- 
писаний. Это не случайно: именно та- 
кие повторяющиеся действия целе- 
сообразно поручать автоматам, лоэто- 
му среди задач, решаемых на ЭВМ, 
повторение встречается очень 
часто. 

До сих пор мы организовали по- 
вторяющиеся действия при помощи 
условного оператора и вызова про- 
цедуры: многократно повторяющаяся 
процедура вызывала сама себя до 
тех пор, пока срабатывал условный 
оператор. Однако в Робике и в боль- 
шинстве других языков есть слециаль- 
ное предписание для организации 
повторений — Циклическое предписа- 
ние (посмотрите соответствующую 
днаграмму — с. 47). 

Работает эта конструкция так: 
предписание, стоящее после слова 
ПОВТОРЯТЬ, будет исполняться сно- 
ва и снова до тех пор, пока условие 
остается истинным. Иначе говоря, 
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машина работает с этим предписа- 
нием так: сначала, как и в условном 
предписании, проверяется усло- 
вие. Если оно ложно, то предписа- 
ние вообще не исполняется. 

Если условие истинно, то предпи- 
сание, стоящее после слова ПОВТО- 


РЯТЬ, исполняется, после чего 
снова проверяется ус- 
ловне. Если оно остается истин- 


ным, то предписание исполняется сно- 
ва — и так повторяется до тех пор, 
пока условие не окажется ложным. 
Еслн оно никогда не станет лож- 
ным (а такое случается при непра- 
внльно составленных программах), то 
машина будет виовь и вновь испол- 
нять предписание до выключения или 
аварии — возникает неприятная си- 
туация, называемая зацикливанием. 
С примерами мы столкнемся на сле- 
дующих уроках. 

С помощью циклического опера- 
тора процедуру умножения можно 
записать несколько изящнее: 


ЗАПОМНИТЬ СЧЕТ; 

10 СЛОЖИТЬ ГС СЧ И ПРИС- 
ВОИТЬ СЧ; 

20 СЛОЖИТЬ А С ПР И ПРИСВО- 
ИТЬ ' ПР; 

ЗАКОНЧИТЬ; 

ЗАПОМНИТЬ УМНОЖ; 

10 ПРИСВОИТЬ СЧ; 

20 ПРИСВОИТЬ ПР; 

30 ПОКА СЧ МЕНЬШЕ В ПОВТО- 

РЯТЬ СЧЕТ; 
40 ОТПЕЧАТАТЬ ПР: 
ЗАКОНЧИТЬ: 


Однако и у этой процедуры есть 
существенный недостаток: она пере- 
множает только значения имен А и В. 
Для того чтобы перемножить зна- 
чения других имен, или просто два 
числа, их необходимо прежде при- 
свонть именам А н В. 

Этого недостатка можно избежать, 
если использовать механизм парамет- 
ров. Параметры — это имена, кото- 
рые перечисляются в скобках после 
имени процедуры в директиве ЗАПОМ- 
НИТЬ (посмотрите на днаграмму 
Запоминание процедуры в № 10, с. 57). 
Значения этих имен перечисля- 
ются в таких же скобках при вызове 
процедуры. Например, если описа- 


Сложение: 


Циклическое предписание: 


[Пока ПОВТОРЯТЬ © 
Условие: 


выражение 


нне процедуры КРОЛИК начинать 
так: 


ЗАПОМНИТЬ КРОЛИК (А, В, ©); 


можем написать: 


ВЫЗВАТЬ ПРОЦЕДУРУ КРОЛИК 
(10, ХВОСТ’, НОМ}; 


В этом случае имя А получит зна- 
чение 10, имя В — значение 'ХВОСТ", 
а имени С будет присвоено такое же 
значение, какое было у имени НОМ. 

Попробуем снова описать процеду- 
ру УМНОЖ — на этот раз с нсполь- 
зоваинем параметров {процедура 
СЧЕТ остается без изменений): 


ЗАПОМНИТЬ УМНОЖ (А, В); 

10 0 ПРИСВОИТЬ СЧ; 

20 0 ПРИСВОИТЬ ПР; 

30 ПОКА СЧ МЕНЫШЕ В ПОВТО- 
РЯТЬ : СЧЕТ; 

40 ОТПЕЧАТАТЬ ПР; 

ЗАКОНЧИТЬ: 


Теперь для того чтобы перемно- 
жить 47 и 34, достаточно написать: 
:УМНОЖ (47, 34); 


А вызов этой же процедуры для пере- 


же БОЛЬШЕ ор 
[МЕНЬШЕ | 


и ив 


в РАВНО п 


выражение 


множения значений имен Т и К будет 
выглядеть так: 
:УМНОЖ (Т, К); 

Задание 4.3. Олисать про- 
цедуру ДЕЛ с двумя параметрами. 
Процедура должна печатать част - 
ное и остаток от деления 
первого параметра на второй, на- 
пример, при вызове 

‚ДЕЛ (28,5); 

ЭВМ должна отпечатать: 

ЧАСТНОЕ =5, ОСТАТОК =3 

Задание 4.4. Описать про- 
цедуру НОД с двумя параметрами 
Оля вычисления наибольшего общего 
делителя двух натуральных — чисел 
(см. «Квант», 1970, № 9, с. 48). 

Итак, мы познакомились с основ- 
ными конструкциями языка Робик. 
Разумеется, это учебный, упрошен- 
ный язык, большой программы на 
нем не напишешь, но такие понятия, 
как операторы н директивы, имена 
и значення, процедуры и параметры, 
условные операторы и циклы, пред- 
писания присваивания и печати очень 
пригодятся нам при изучении более 
серьезных н интересных языков. 

Г. Звенигородский 
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ХШ Всесоюзная 
олимпиада школьников 


Н. Розов, М. Смолянский 


Олимпиада 
по математике 


С 11 по 18 апреля в Тбилиси прово- 
дился заключительный этап Х1Ш Все- 
союзной олимпнады школьников по 
математике. В нем приняло участие 
152 школьника: 39 восьмиклассников, 
54 девятиклассника и 59 десятиклас- 
сннков. 

В столицу Грузии собрались ко- 
манды всех братских республик нашей 
Родины. В составе команд — побе- 
дители республиканских олимпиад, 
зональных олимпиад РСФСР, олим- 
пиад Москвы н Ленинграда, а также 
ребята, отмеченные на предыдущей 
олимпнаде (Ташкент, 1978) дипломами 
Ги И степени. В третий раз в заклю- 
чительном этапе Всесоюзной олимпиа- 
ды по математике выступала команда 
учащихся  профессионально-техниче- 
ских училищ — призеров олимпнады 
ПТУ Ленинграда. Отдельная коман- 
да тбилисских школьников представ- 
ляла город, принимавший олимпнаду. 

С первых же минут пребывания на 
грузииской земле все команды были 
окружены заботой и вннманием. Пред- 
ставители партийных н советских ор- 
ганов Грузни, члены — оргкомитета 
олимпиады и ученые-математики, ком- 
сомольцы и школьники Тбилиси сде- 
лали все возможное, чтобы праздник 
математики прошел успешно. И не бу- 
дет преувеличением сказать, что в ор- 
ганизационном отношении олимпиа- 
да в Тбилиси была одной из лучших. 

12 апреля участники олимпиады 
в торжественной обстановке возложн- 
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ли цветы к памятнику В. И. Ленина. 
Затем в республиканском дворце пио- 
неров и школьников имени Б. Дзне- 
ладзе состоялось официальное откры- 
тие заключительного этапа. Предсе- 
датель оргкомитета министр просве- 
щения ГССР профессор О. Д. Кинк- 
ладзе тепло приветствовал гостей Гру- 
зии и сердечно поздравил собравших- 
ся с началом соревнования. Больших 
успехов в олимпнаде и в дальнейших 
занятиях любимой наукой пожелали 
участникам заместитель председателя 
Совета Миннстров ГССР О. Е. Чер- 
кезния, президент АН ГССР академик 
Е. К. Хорадзе, секретарь ЦК ЛКСМ 
Грузии М. П. Циклаури и другие. 

Олимпиаде предшествовала кро- 
потливая работа по подготовке зада- 
ний для участников. Несколько меся- 
цев методическая комиссия централь- 
ного оргкомитета Всесоюзной олим- 
пиады школьников тщательно изуча- 
ла длинный список задач-«кандидатов», 
составленный по предложениям ма- 
тематиков из разных городов нашей 
страны, придирчиво отбирала из него 
наиболее орнгнинальные и нестандарт- 
ные задачи. 

Чтобы читатели журнала смогли 
составить целостное впечатление о ха- 
рактере задач, ниже полностью при- 
водятся их условия. Все эти задачи 
включены в Задачник «Кванта» — 
соответствующий номер, под которым 
там помещена задача, указан в скоб- 
ках после текста условия. В Задач- 
нике «Кванта» будут помещены и ре- 
шения всех задач. 

Как обычно, заключительный этап 
олимпиады проводился в два тура. 
Первый тур состоялся 13 апреля. 
Участникам олимпиады предложили 
по три задачи, на решение которых от- 
водилось четыре часа. 


Задачи первого тура 


8 класс 

1. Какое нанменьшее значенне может 
иметь отвошение площадей двух равно- 
бедренных прямоугольных треугольннков, 
трн вершнны одного нз которых лежат 
на трех разных сторонах другого? (№566) 

2. Кенгуру прыгает по углу х>20, 
у>0 координатной плоскости Оху следую- 
щим образом: нз точкн (х; и) кенгуру может 
прыгнуть в точку (х--1; у—1) илн в точку 
{х—5; #17), прнчем прыгать в точки, 
у которых одна из коордннат отрицатель- 
на. не разрешается. Из какнх начальных 
точек (х; у) кенгуру не может попасть в 
точку, находящуюся на расстоянни более 
1000 от начала координат? Нарнсуйте 
множество всех такнх точек (х; у) н най- 
днте его площадь. (№572) 

3. В парламенте у каждого его члена 
не более трех врагов. Докажите, что пар- 
ламент можно разбить на две палаты так, 
что у каждого парламентарня в одной с 
ним палате будег не более одного врага. 
(Счнтается, что еслн А — враг В, то В — 
враг А.) (М580) 


9 класс 


1. См. задачу № 1 для 8 класса. 

2. В тетради напнсано несколько чи- 
сел. Разрешается прилнсать к уже напн- 
санным чнслам любое чнсло, равное сред- 
нему арнфметнческому двух нли не- 
сколькнх из ннх, еслн только оно отлнчно 
от всех уже написанных. Докажнте, что, 
начиная с двух чисел Он 1, с помощью 
такнх приписок можно получнть: 

а) чнсло 1/5, 


6) любое рацнональное чнсло между 
Он 1. (№569) 
3. См. задачу № 3 для 8 класса. 


10 класс 


1. Убывающая последовательность 
{х„) положительных чнсел такова, что 
прн любом натуральном л 


х х. Хх. Хпвя 
а Ра! 


Докажнте, что прн любом натуральном п 
х 
+ <3. (М5 


2. См. задачу № 2 для 9 класса. 
3. См. задачу № 3 для В класса 

С задачами первого тура успеш- 
но справились многие участники. 
Как и ожидалось, наиболее трудной 
оказалась третья задача (общая для 
всех классов). 

Следующий день был свободным 
от соревнования. Утром состоялась 
встреча с редколлегией журнала 
«Квант». Заместитель главного ре- 
дактора журнела М. Л.,Смолянский 
познакомил участников встречи с 
творческими планами редакции, с 


содержанием ближайших номеров. 
Перед школьниками выступили чле- 
ны редколлегии В. Г. Болтянский, 
Л. Г. Макар-Лиманов, А. П. Савин; 
они рассказали об интересных ма- 
тематических вопросах и предло- 
жилн слушателям ряд задач для 
самостоятельного обдумывания. 

Затем десятиклассники прослу- 
шали лекцию Д. Б. Фукса о тополо- 
гин, а девятиклассники — лекцию 
А. Б. Сосинского о так называемых 
«сюрреальных числах» *). Н. Н. Кон- 
стантинов провел с восьмиклассни- 
камн занятие математического 
кружка, посвященное решению ло- 
гических задач. Кроме того, школь- 
иикн беседовали с математиками, 
приглашениыми Советом молодых 
ученых Грузни. | 

Члены жюри провели подробный 
разбор решений задач первого тура, 
ответили на многочисленные вопро- 
сы участников олимпнады. 

15 апреля состоялся второй тур. 
Задания второго тура состояли из 
четырех задач и были рассчитаны 
на пять часов. 


Задачи второго тура 


8 класс 
4. На плоскостн дано несколько то- 
чек. Для некоторых пар (А; В) этнх то- 


чек взяты векторы АВ, причем так, что 
в Каждой точке начниается столько же 
векторов, сколько в ней заканчивается. 
Докажнте, что сумма всех взятых векторов 


=> 
равна 0. (М576) 

5. Какое нанменьшее число фишек 
нужно поставить на поля шахматной доскн 
размерами 

а) 8Х8 клеток; 

6) пхп клеток 
для того, чтобы на каждой прямой, про- 
ходящей через центр пронзвольного поля 
и параллельной какой-либо стороне или 
днагоналн доскн, стояла хотя бы одна 
фншка? (Фншкн ставятся в центры полей.) 
(М577) 

6. Найдите х ну из системы уравненнй 


хуя 
уху мя 
Чаи = 


(ан В — данные числа). (№578) 


*) Статья о «сюрреальных числах» по- 
мещена на с. 2 
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Жюри заключительного этапа ХИ! Всесоюзной олимпнады школьников по математике. 


7. Имеется несколько квадратов, сум- 
ма площадей которых равна 4. Докажите, 
что такнмн квадратамн всегда можно по- 
крыть квадрат площадн [. (№570) 


9 класс 


4. Докажнте, что для любых чнсел 
хз, ...Хп, принадлежащих отрезку 


х1. 
10: 1], выполняется неравенство 
Ех К-ж + 03 
4 (м Р-Р. хи). (№579) 
5. Натуральные чнсла рн 4 взанмно 
просты. Отрезок [0; 1] разбит на р--9 
одннаковых отрезков. Докажнте, что в 


каждом нз’этих отрезков, кроме двух край- 
ннх, лежнт ровно одно нз р-|- 9—2 чисел 


о р—1 

р’ ря р , 

1 2 9—1 

Е, а . м 

9 4 . [*] ( 567) 


6. Через точку О в пространстве про- 
ведено 1979 прямых {1, [%, -.-, 1929. НИКа- 
кие две нз которых не взаимно перпендн- 
кулярны. На прямой {, взята произволь- 
ная точка А}, отлнчная от О. Докажнте, 
что можно выбрать точки Ал Е, А=2. 
Зи 1979,  такнм образом. чтобы 
следующие 1979 пар прямых былн взанмно 
пере иулериымн: 

(А, Аз) 115, (А, Аа) 1.13, ..., 


(Ах Алчя) Ш, .... (А 1072А 1929) лота, 
(№573) 
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7. Конечная последовательность а,, 
аз. -... @п из чисел 0 н 1 должиа удовлетво- 
рять следующему условню: для любого 
целого числа Ё от 0 до л—1 сумма 


аа: Газак+а-|- .-- пк @п 
является нечетным чнслом. 
а) Придумайте такую последователь- 
ность для п=25 
6) Докажнте, что такая последова- 
тельность существует длн некоторого п> 
>1000. (№574) 


10 класс 


4. См. задачу № 6 для 8 класса. 
5. См. задачу № 5 для 8 класса. 


6. Выпуклый четырехугольннк АВСО 
разрезан свонмн диагоналями на четыре 
треугольника. Докажите, что еслн радну- 
сы всех четырех окружностей, впнсанных 
н этн треугольникн, равны между собой, 
то четырехугольник АВСР — ромб. (М568) 

7. На прямой по порядку расположе- 
ны точкн Ао, Аз, Ау, ..., Ап так, что длн- 
ны отрезков |АоеА, |, [А.Аь|..... [Аи Ап| 
не превосходят 1. Требуется отметнть 
Е —1 из точек А,, Аз, ..., Ал—: красным 
цветом так, чтобы длнны любых двух Ё 
частей, на которые отрезок А, Ал разбн- 
вается красными точкамн, отличались не 
более чем на 1. Докажнте, что это всегда 
можно сделать 

а) прн #=3; 

6) для каждого натурального #«л. 
{М575} 


Задачн второго тура были доста- 
точно серьезны. (Кстати, в некоторых 
из них речь идет о содержательных 
математических результатах.) Одна- 
ко юным математикам они оказались 
по плечу. За исключением пункта 6) 
в задаче № 7 для 10 класса, не было 
ни одной задачи, которую бы не ре- 
шил никто из участников олимпиады. 
Для некоторых задач школьники 
предложили оригинальные решения, 
ранее не известные жюри. 

В приведенной таблице указано, 
сколько участников олимпиады реши- 
ло каждую задачу (полностью или 
с небольшими недочетами). Жюри ста- 
ралось расположить задачи по мере 
возрастания их трудности. Из таб- 
лицы видно, что во второй день «мне- 
ние» участников олимпиады о труд- 
ности задач совпало с мнением соста- 
вителей. 


Номера задач 


[2 
[— 
эт 


16 апреля школьникам были рас- 
сказаны решения задач второго тура, 
а потом начался индивидуальный раз- 
бор — каждый участник олимпиады 
получил возможность подробно обсу- 
дить свою работу с членами жюри 
(подать апелляцию). Такое обсужде- 
ние очень полезно, оно помогает ребя- 
там понять, что является исчерпываю- 
щим решением задачи, что такое стро- 
гое логическое рассуждение, как пра- 
вильно излагать свои мысли. 

17 апреля в актовом зале Тбилис- 
ского университета состоялось тор- 
жественное закрытие Х1Ш Всесоюз- 
ной олимпиады школьников по мате- 
матике. По итогам заключительного 
этапа присуждено 14 дипломов [ сте- 
пени, 31 диплом ПП степени и 36 дип- 
ломов ИП] степени. Кроме того, 8 
восьмиклассников, 15 девятиклассни- 


ков и 21 десятиклассник былн награж- 
дены грамотами. Остальным участни- 
кам олимпиады были вручены памят- 
ные дипломы участника (эти дипломы 
учреждены впервые)*). 

Некоторые участники олимпиады 
были отмечены специальными приза- 
ми, установленными государственны- 
ми учреждениями, общественными ор- 
ганизациями, коллективами  произ- 
водственных предприятий Грузии. За 
успехи в олимпиаде специальными 
призами журнала «Квант» награж- 
дены восьмиклассники Александр 
Бабак (с. ш. № 2 п. Каменка), Кон- 
стантин Левицкий (с. ш. № 16, Ка- 
ра-Балты), Чарияр Ашыралыев (с. ш. 
№ 5, Кара-Кала); девятиклассники 
Лола Сатафова (с. ш. № 1,,Душанбе), 
Бачук Месаблишвили  (школа-интер- 
нат им. Комарова, Тбилиси), Геор- 
гий Павлиашвили (школа-интернат им. 
Комарова, Тбилиси). 

За отличное проведение заключи- 
тельного этапа Х Ш Всесоюзной олин- 
пиады школьников по математике ред- 
коллегия нашего журнала наградила 
специальными призами председателя 
жюри олимпиады члена-корреспонден- 
та АН ГССР Т. Г. Гегелию, Респуб- 
ликанскую — физико-математическую 
школу-интернат им. Комарова (ди- 
ректор А. „/Т. Цхадая), с. ш. № 42 
Тбилиси (директор О. И. Гаганидзе). 

Научная программа заключитель- 
ного этапа была очень насыщенной. 
Но участники олимпиады, покидая 
землю Грузии, увозили не только на- 
грады и математические впечатления. 
В памяти ребят надолго останутся 
солнечный Тбилиси, поездка в древ- 
нюю Мцхету, теплые встречи с гру- 
зинскими сверстникамн, интересные 
театральные постановки, сеанс од- 
новременной игры чемпионки мира по 
шахматам среди женщин Майи Чи- 
бурданидзе. 

Олимпиада в Тбилиси в определен- 
иом смысле была юбилейной. В двад- 
цатый раз на математический турнир 
собрались школьники со всей стра- 
ны — эта традиция зародилась в 


*) Список участников олнмпнады, на- 
гражденных Днпломамн 1, 1 н ПИТ сте- 
пенн, прнведен на с. 59. 


1960 году, когда на 23-ю Московскую 
математическую олимпиаду школьни- 
ков впервые прибыли представители 
других республик и областей. А 12 лет 
назад здесь же, в Тбилиси, состоялась 
[ Всесоюзная олимпиада школьников 
по математике. 

В составе жюри нынешней олим- 
пнады было несколько «ветеранов», 
принимавших участие в проведении 
всех этих соревнований. И среди них 
прежде всего хочется назвать науч- 
ного сотрудника Московского универ- 
ситета, заместителя председателя ме- 
тодической комиссии по математике 
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Восьмиклассники,  награж- 
денные Днпломамн ! степе- 
ни (саева направо): Б. Руб- 
лев, Г. Барздинь. Ю. Чека- 
нов. 


А. Бабак,  награжденный 
спецнальным призом нашего 
журнала. 


Девятиклассннки,  награж- 
денные Днпломамн 1 сте- 
пенн {слева направо): 
Ю. Ткаченко, Ю. Кузьмин, 
А. Разборов, С. Беспамят- 
ных, М. Концевнч. 


при Министерстве просвещения СССР 
Н. Б. Васильева, одного из активней- 
ших зачинателей и энтузиастов все- 
союзных олимпиад. 

Министерство просвещения Грузии 
подготовило и выпустило к олимпна- 
де специальный сборник «Праздник 
юных математиков». Один из состави- 
телей этого сборника — заслуженный 
учитель ГОСР, директор с. ш. № 42 
Тбилиси О. И. Гаганидзе — был при- 
зером первой математической олимпиа- 
ды, проходившей в Грузии в 1933 го- 
ду. В этом сборнике собраны привет- 
ствня участннкам олнмпиады от вид- 


Десятнклассники,  награж- 
денные Днпломамн 1 степе- 
ни (слева направо): И. За- 
харевич, А. Ляховец, С. Хле- 
бутин, А. Дегтярев. И. Лы- 
сенок. 


Фото Г. Габунии 


Сеанс одновременной игры 
Е участннкамн олимпиады 
проводнт чемпнонка мнра по 
шахматам Майя Чибурла- 
нидзе. 


«Я рада приветствовать 
участников Всесоюзной 
олимпиады школьников по 


математике в моем родном 
городе Тбилиси и пожелать 
им больших успехов. 

Я хочу так же приветство- 
вать всех школьников Со- 
ветского Союза через их 
журнал «Квант» и надеюсь. 
что еце много школьных 
праздников будет проходить 
в нашем прекрасном горо- 


Ос». 
Майя Чибурданидзе 


ных деятелей науки н культуры Гру- 
зии, приведено много любопытных 
высказываний о математике, подроб- 
но рассказано, что делают ученые и 
учителя республики для юных лю- 
бителей математики. 

Один из материалов этого сборни- 
ка привлек особое внимание. Мы с 
удивлением узнали. что первая мате- 
матическая олимпиада в исторни со- 
ветской школы — «олимпиада пноне- 
ров-математиков» — состоялась в Тби- 
лиси в 1933 году (во всех материалах, 
посвященных истории олимпнад, ука- 
зывается, что впервые в нашей стране 


математическая олимпиада школьни- 
ков была проведена в 1934 году в Ле- 
нинграде). На с. 61 публикуется более 
подробная информация с Тбилисской 
олимпиаде 1933 года; она, несомненно, 


заинтересует всех любителей мате- 
матики. 

Существует поверие, что 13 —не- 
счастливое число. Но математики не 
верят в числовую магию. И хотя олим- 
пнада носила номер Х1П, а ее первый 
тур состоялся 13 апреля, она прошла 
успешно, доставив много радости 
участникам и принеся глубокое удов- 
летворение организаторам. 


5: 


Т. Петрова, /Т. Чернова 


Олимпиада 
по физике 


С 12 по 17 апреля во Львове состоялся 
заключительный тур ХИТ Всесоюз- 
ной олимпиады школьников по физи- 
ке. Его участвиками были победители 
республиканских олимпиад и призе- 
ры предыдущей Всесоюзной олимпиа- 
ды. Среди них — 49 восьмиклассни- 
ков, 47 девятиклассников, 52 десяти- 
классника. 

13 апреля школьники выполняли 
теоретическое задание. Восьмикласс- 
никам были предложены 4 задачи, 
девятиклассникам и десятикласснн- 
кам — по 5 задач. На решение задач 
восьмиклассникам отводилось 4 ча- 
са, девятиклассникам и десятикласс- 
никам — по 5 часов. 

Ниже мы приводим условия этих 
задач*). 


В класс 


1. Рисунох | сделан с фотографни 
шлейфов дыма, тянущихся от двух паро- 
возов, которые движутся по прямолиней- 
ному участку дороги со скоростями и, = 
—50 км/ч н и,=70 км/ч (вид сверху). 
Направлення движения поездов указаны 
стрелками. Найти скорость ветра. 

2. Наблюдатель движется п постоян- 
ной скоростью по некоторой наклонной 
прямой. Брошенное под углом к горнзон- 
ту тело пересекает траекторию наблю- 
дателя дважды с интервалом времени т. 
Оба раза тело находится впереди наблю- 
дателя на одном и том же расстояннн от 
него. Как будет выглядеть с точки зрения 
наблюдателя траектория тела? После вто- 


*) Почтн все задачи были включены в 
Задачник «Кванта» в 7-м и 8-м номерах на- 
шего журнала. 
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рого пересечения Наблюдатель нзмеряет 
пути, пройденные телом за последователь- 
ные промежутки временн по т секунд каж- 
дый. Найдите отношение этих путей. 

3. Имеются два теплоизолированных 
сосуда. В первом из них иаходнтся 5 л 
воды прн температуре {,==60 °С, во вто- 
ром — | л воды при температуре /„=20 °С. 
Вначале часть воды перелили из первого 
сосуда во второй. Затем, когда во втором 
сосуде установилось тепловое равновесне, 
из него в первый сосуд отлили столько 
воды, чтобы ее объемы в сосудах стали рав- 
ны первоначальным. После этнх операций 
температура воды в первом сосуде стала 
равной {= 59 °С. Сколько воды переливалн 
нз первого сосуда во второй и обратно? 

4. Четыре одннаковых амперметра 
н резистор включены так, как показано 
на рисунке 2. Амперметр А; показывает 
2А, амперметр А, показывает ЗА. Какие 
токи протекают через амперметры А,, 
Ади резистор? Найти отношение внутрен- 
него сопротивления амперметра к сопротнв- 
лению К резнстора. 

9 класс 


т. Рисунок 3 (внд сверху) сделан г 
фотографии шлейфов дыма, тянущнхся от 
трех паровозов, которые движутся по пря- 
молинейиому участку железнодорожного 
пути. Скорость первого паровоза  и,= 
=50 км/ч, а второго из=70 км/ч, направ- 
ления их движения указаны на рнсунке 
стрелкамн. Какова скорость третьего па- 
ровозаР 

2. Шар массой 2М бросают вертн- 
кально вверх со скоростью 9. К щару 


привязана легкая нить длиной { <95 1/28. 


на втором конце которой находится груз 
массой М. Через какое время и на каком 
расстояннн от точкн бросання шары столк- 
нутся? Нить абсолютно жесткая. 

3. В небольшую тонкостенную метал- 
лическую кастрюлю иалнли 0,5 л воды, 
поставили кастрюлю иа плиту и, измеряя 
температуру воды в разлнчные моменты 
временн, постронли графнк зависнмостн 
температуры от времени. Затем воду вы- 
лнли, в Ту же кастрюлю налили 0,7 кг 
спнрта н, поставив кастрюлю на ту же са- 
мую плиту, построили графнк завнсимости 
температуры спирта от времени. Эти гра- 
фикн приведены на рисунке 4. Пользуясь 
этимн графнками, определить удельную 
теплоемкость спирта н удельную теплоту 
его парообразования, если за 30 мин кн- 
пения количество спирта п кастрюле умень- 
шилось вдвое. Теплоемкость кастрюли 
равна 200 Дж/К. Испареннем с поверх- 
ностн жндкостей пренебречь. 

4. Теплонзолированный сосуд отка- 
чан до глубокого вакуума. Окружающий 
сосуд одноатомный идеальный газ нмеет 
температуру Т.. В некоторый момеит от- 
крывают кран, и пронсходит заполнение 
сосуда газом. Какую температуру Т будет 
нметь газ в сосуде после его заполнення? 

5. Четыре одинаковых  амперметра 
и резистор включены так, как показано 
на рисунке 2. Амперметр А, показывает 


Рис. 2. 
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Рис. 5. 


ЗА, амперметр А, показывает 5 А. Найти 
отношенне внутреннего сопротивлення ам- 
перметра к сопротнвлению резистора. 


10 класс 


1. В цилиндре объемом 10 л. закры- 
том поршнем и помещенном в термостат с 
температурой 40 °С, находится по 0,05 мо- 
ля двух веществ. Определить массу жнд- 


костн в цилиндре после изотер мнческого 
сжатия, вследствие которого объем под 
поршнем уменьшается в 3 раза. Давление 
насыщенных и первой жидкостн при 
Е 40 °С равно 0,7- 104 Па, вто- 
рой -—- 1,7-10% Па. Начертнть изотерму 
сжатия. Молярная масса первой жндкостн 
составляет 1,8. 10-* кг/моль, второй — 
4,6-10-® кг/моль. 

2. При движеннн трамвая по гори- 
зонтальному участку путн с некоторой 
скоростью его двнгатель потребляет ток 
19=100 А, прн этом КПД. двнгателя равен 
=0,9. Прн движении трамвая по наклон- 
ному участку путн вниз с той же скоростью 
ток в двигателе равен нулю. Какой ток 
будет потреблять двигатель при движе- 
нни трамвая по тому же участку путн 
вверх с той же скоростью? 

3. Два цилиндра различных раднусов 
вращаются в противоположные стороны 
вокруг горнзонтальных параллельных осей 
с угловой скоростью &,=0.= ®==2 рад/С. 
Расстояние по горизонтали между осямн 
1—4 м. В момент времени (—0 на цилиид- 
ры перпенднкулярно осям кладут балку 
так, что она находится в горизонтальном 
положении и одновременно касается обенх 
поверхностей вращення, а ее центр масс 
расположен точно над осью цилиндра мень- 
шего раднуса (7=90,25 м). как показано на 
рисунке 5. Рассчитать н пронллюстриро- 
вать графически завнснмость горизонталь- 
ного смещення балкн от временн, начиная 
с момента {—=0. Коэффициент трения и= 
— 0,05, ускорение СЫ падення прн- 
нять равным д=10,0 м/с?. 

4. Проводннк массой М и длиной [ 
подвешен за концы к диэлектрику с по- 
мощью двух одннаковых проводящнх не- 
весомых пружнн с общим коэффициентом 
жесткостн А. Перпендикулярно плоскости 
конструкции направлено однородное маг- 


= 
ннтное поле с нндукцией В. Проводннк 
сместили в вертикальной плоскостн из по- 
ложення равновесия и отпустили. Опре- 
делнть дальнейшее двнженне проводннка 
в вертикальной плоскости. Сопротнвле- 
ннем, собственной индуктнвностью и ем- 
костью проводников пренебречь. 

5. См. задачу Я для 9 класса. 


В тот же день жюри олимпиады 
проверило работы участников. Ре- 
зультаты проверки показали, что наи- 
более трудной для восьмиклассников 
была задача № 2. Ее решили правиль- 
но только 15% участников. Наиболее 
легкой оказалась задача № 3 — ее 
решили 65% восьмиклассников. У де- 
вятнклассииков наибольшие затруд- 
нения вызвала задача № 4. Справи- 
лись с ней лишь 13% участииков. За- 
дачу № 5 правильно решили 74% 
девятиклассников. В десятом классе 
сложной оказалась задача №2 — 
ее решили правильно 26% участни- 


Рис. 6. Запишем правнло моментов: 
пей — ть. (а) 
тё, = (тов — Ел). (6) 
Здесь пи н т, — массы металлических гру- 
зов, Рд — модуль архнмедовой силы. Ё== 
— рьёУ. (У. — объем груза ть, рь — плот- 
ность воды). Из (а) н (6) находнм 


. 
то — ВвИ. 7 = 
Аналогично определяем ти: 
бы 

В— 1 


Е 


т == ра 


ООО ЛЛАСЛСЛРИЬ, 


Рис. 7. 1, — известная (найдеиная ранее) 
масса металлического груза. Из условня 
тб [с = т,вЁ, получаем 


ков. А с задачей № 1 справились 
54% десятиклассников. 

15 апреля с 10 до 15 часов участ- 
никн олимпиады выполняли экспе- 
риментальное заданне. Восьмикласс- 
ннкам и десятиклассникам было 
предзожено по две задачи, девяти- 
классникам — одна. Вот их условия: 


8 класс 


1. Определить массы металлических 
грузов (т;. т.) и деревянного стержня 
{то). 
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Рнс. 8. а) Определим объем У образца: 
и=и, В И,, где И, и И. — объемы верх- 
ней (длины 11) и нижней (длинны /.) частей 


у 1 
образца. Так как та Е = (образец одно- 
родный) н ИУ. = АИ, иаходим 


В 
ИУ=АИ = — дУ--. 
г Е: 


6) Определнм плотность образца. За- 
пишем условне плавания: Ме —Е,;, сде 


М-= рун ГР; =р,ЕАУ”. Отсюда находим 
Лу’ 
у 


плотность р яороды образца: р == рв 


Рис. 9. Запишем условня равновесня об- 
разца в воде н в медном купоросе: Рд| = 
== р, АУ в м РА. == в, АУ, (Ру, р,. — плет- 
ность воды н медного купороса соответст- 
венно}. Поскольку Рд, == Ро Мр, нахо- 


АУ, 
дим рн — рву, . 


Пряменчание. Массу 
(то) определнть несколькими 
борудование: дерев янный 
стержень, металлическне грузы, опора, 
призма. нзмерительная лнненка, мензур- 
ка. стакан с водой. ннтки. 


стержня 
способами. 


2. Определнть породы деревянных об- 
разцон н плотность раствора медного ку- 
пороса. 

Оборудованне: образцы двух 
различных пород (№ 1 и № 2), мензурка. 
стакан с водой, стакан с раствором мед- 
ного купороса, крючок, таблица плот- 
ностей различных пород древеснны. 


ВИН 
и 
&г & г ® 
а) 6] 


Рне. 10. Запишем закон Ома для полной 

цепн (Ю„ — сопротивленне мнллнампермет- 
ра): 

1 (7-- Е-Р Ва) — (а) 

Та (г -- и (6) 

ВТА В. + Ва) =&, (8) 


(++ на в 
(К Ва) Вх 

„|, + Ю-В. ЕЮ, ) = (п) 
“Ва ЕЮ») В 

1,(, В В+ : Ва ел —) = (е) 


Рис. 11. а) Ид = Им/2; 6) Ид» =- Чы/ ИЗ. 


9 класс 


Определить. с нанменьшея  погреш- 
ностью. неизвестиое сопротивленне, внут- 
реннее сопротнвленне источника тока и его 
электродвижущую силу. 

Оборудование: источник по. 
стоянного тока. миллиамперметр, два со- 
противления (нзвестное н неизвестное}. 
ключ, соединнтельные провода. 


10 класс 


1. Дан выпрямнтель с пренебрежимо 
малым внутренним сопротивленнем, ие со- 
держащий фильтра сглаживания пульса- 
ций. Определить. по какой схеме собран 
выпрямнтель — однонолупернодной илн 
двухлолулернодной. 


Оборудование: два одинако- 
вых калориметра < одннаковыми электрн- 
ческими  нагревателямн, термометры. 
электролитический конденсатор больнюй 
емкости (падение напряжения на конден- 
саторе за время 0,02 © при разрядке через 
сопротивление нагревателя пренебрежимо 
мало) н диод. 


2. По возможностн точиее определить 
коэффициент преломления стекла, из ко- 
торого изготовлен полуцилиндр с полнро- 
ванной поверхностью. 

Оборудование: матовое стек- 
ло, угольннк, линейка, электрическая лам- 
почка (подсоединяется и клеммам выпря- 
мнтеля), белая и черная бумага. 


Разберем коротко. 
решения этнх задач. 


в общих чертах, 


8 класс 

Задача 1. Рисунок 6 иллюстри- 
рует способ определения масс металли- 
ческнх грузов. В качестве рычага нсполь- 
зуется деревянный стержень. Он уравно- 
вешивается сначала на опоре без грузов, 
так что точка опоры О определяет центр 
масс стержня. Объем груза, опущенного 
в воду, определяется по изменению уров- 
ня воды в мензурке (шкала мензуркн про- 
градунрована по объему). 

Для большей точности массу каждого 
груза следует онределить иезависнмо, не- 
посредственно из измерений. 

Один из способов измерения массы 
то стержня иллюстрирует рисупок 7. 
Точка О — центр масс стержня. Разные 
способы определения 75 основаны на ис- 
пользовании правила рычага с различными 
варнантамн уравновешивания грузов ту, 
тз Н То. 

Задача 2. Способ определения 
плотности образцов нллюстрируется рн- 
сунком 8. Найдя плотности, по таблицам 
определяем породы образцов. 

Из рнсунка 9 ясен способ определения 
плотности медного купороса. 


9 класс 

Возможные схемы соединения эле- 
ментов в цепь приведены на рнсунке 10. 
Очевидно, что из любых трех уравненнй 
(а) — (е) можно найти трн нензвестных — 
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ЭДС источника &. его внутреннее сопро- 
тивление г и неизвестное сопротивленне 
Р... 
ь Олинако требование максимальной точ- 
ности обязывает сравнить погрешностн 
значений $, гн В. определенных по расче- 
там различных схем. Точность значений 
нзвестного сопротивления № м сопротнвле- 
ния миллиамперметра Аа задана (указана 
на приборах). точность показаний милли- 
амперметра определяется шкалой прибора. 


10 класс 


Задача 1. В случае однополупе- 
риодной схемы напряжение на выходе вы- 
прямнтеля меняется со временем так, 
как показано на рисунке 11, а; ш случае 
двухполупериодиой схемы — как ина рн- 
сунке 11, 6. В первом случае действующее 
значенне напряження равио Ид!= Им: 2, 
во втором — {дз = Им/УЗ- 

Конденсатор, включенный соответст- 
вующим образом в цепь (рис. 12), может 
быть заряжен до напряжения Им. Еслн 
через один нагреватель пропускать ток 
непосредственно от выпрямителя, а через 
другой нагреватель разряжать коиденса- 
тор. то количество теплоты, выделившееся 
за время {, на первом нагревателе будет 


пропорционально 41/2, а на втором — 


9 (поскольку падение напряження на 
конденсаторе за время 0,02 с при разрядке 
через сопротнвленне нагревателя пренебре- 
> 2 
жнмо мало), то есть ©, — Иди 9. — Им. 
: 2 2 : 
Отношение (©, : О. равно Ид: :Цы = 1:4 
при однополупернодной схеме выпрямн- 
теля и (02:0 =1:2 при двухполупе- 
рнодной схеме. 
Установка, показанная на рисунке 12, 
позволяет найти отношение Ил:Ил. 


Задача 2. Нанболее удобный 
и простой метод определения показателя 
преломления основан на наблюдении яв- 
лення полного внутреннего отраження. 

На матовом стекле нарнсуем прямую 
лкиню н положнм полуцндиндр на стекло 
так, чтобы эта лниня проходила по его 
осн (рис. 13). Будем смотреть на боковую 


поверхность полуцилиидра. Прн некото-. 


ром угле эрення у дна полуцилнндра 
(по всей его длине) появляется полоса, 
сквозь которую матовое стекло не вндно 
(рнс. 14). Прн уменьшении угла зрения 
эта полоса перекрывает все большую 
часть полуинлиндра. Прин некотором угле 
зрення верхняя граннца этой полосы сов- 
падает с линией, проведенной на матовом 
стекле (см. рис. 14, в). Прн этом гранич- 
ные лучн (отражающиеся от оси} выходят 
из полуцилиндра, не преломляясь по ра- 
днусу (рнс. 15). 

Пользуясь соотношением $т «= Ил 
{см. рис. 15), найдем п. 
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Рис. 12. Прн одннаковых количествах 
воды в калориметрах н прн одной н той же 
начальной температуре воды {5х колнчества 
теплоты (©, и О., выделяющиеся на на- 


гревателях, относятся, как 0,:0.--(&— 
—1%):({,—19). где ин {. — температуры 
воды в калориметрах через некоторое 
время после включения выпрямнтеля 
в цепь. 

Если (11—0):(1,—#)==1:4, — выпрямитель 


собран по однополупернодиой схеме. 
Еслн (1—0): (15—160)2=1:2, выпрямитель 
собран по двухполупернодной схеме. 


Рнс. 15. АВ — область полного внутрен- 


него отраження. 


эта = уетм, 


ОА — граннчный луч; 


Проверка экспериментальных ра- 
бот показала, что 34% восьмикласс- 
инков полностью решили задачу № 1 
н 37% — задачу № 2 (с описанием 
выполнения эксперимента, с обоснова- 
нием выбора методики, с оценкой по- 
грешностей полученных результатов). 
В 9 классе с задачей полностью спра- 
вились 48% участников. С задачей 
№ 1 в 10 классе успешно справнлись 
51%, а с задачей № 2—28% участ- 
ников. 

17 апреля состоялось торжествен- 
ное закрытне олимпиады, на котором 
были объявлены имена призеров. 


Призеры 
ХШ Всесоюзной 
олимпиады школьников 


Математика 


Дипломы Г степени 


по 8 классам получили 


Барздинь Г. (Рига, с. ш. № !), 
Рублев Б. р ФМШ № 145), 
Чеканов . (Москва, с. ш. № 91}; 


ло Я классам — 


Беспамятных С. 
№ 12), 
Концевич 
Кузьмин 
Разборов 
Ткаченко 


(Артемовский, с. ш. 


. (Москва, с. ш. № 91), 
Ю, (Москва, ФМШ № 18), 
А. (Москва, с. ш. № 2), 
Ю. {Кнев› ФМШ № 145): 


ло 10 классам — 


А мброладзе М. (Тбилиси. ФМШ им. Ко- 
марова}, ы 

Дегтярев А. (Ленниград, с. ш № 30}, 
Захаревич И. (Ленинград, ФМШ № 45}, 
Лысенок И. (Москва, ФМШ № 18}, 
„Ляховец А. (Москва ФМШ № 18), 
Хлебутин С. (Москва, ФМШ № 18}. 


Дипломы Й степени 


по 8 классам получили 


Алания Л. (Тбилнси, ФМШ им. Комарова), 


Алексеев В. (Миасс, с. ш. № 9), 
Аралкин А. (Новокузнецк, 
Бураго Д. (Ленинград, ФМШ № 45), 
Гринберг Н. (Киев. ФМШ № 145}, 
Драмбян Р. (Ереваи. ФМШ № |. 
Малонюк Т. (Киев, ФМШ № 145}, 


с. ш. № 47), 


Список участников олимпиады, иа- 
гражденных днпломами Г, Пи [Ш сте- 
пени, приведен на с. 60. Специальный 
приз журнала «Квант» — подшивку 
за 1978 год с автографом главного ре- 
дактора журнала академика И. К. Ки- 
коина —- получил восьмиклассиик 
Юрий Хохлов (Эмба). Подпиской на 
журнал «Квант» на 1980 год награж- 
дены Валерий Айдагумов (Андижан), 
Сергей Кудрявцев (Магадан), Юрий Ос- 
талчук (Здолбунов), Константин 
Фефилов (Поставы), Сергей Шумко 
(Ладейное поле). 


Мелгалвис А. (Рига, с. ш. № |1), 
Минарский А. (Ленинград, с. ш. № 80), 


Овчинников П. (Вязники, с.ш. № 1), 
Огурцов А. (Светлогорск, с. ш. № 6}, 
Пименов А. (Казань, с. ш. № 123), 


Шулюпов В. (Тула, с. ш. 


28). 
Эликтетов М. (Алма-Ата. с.ш. № 15); 


по ЭВ классам — 


Артюшкин И. (Пенза, с. ш № 15) 
Балинский А. (Львов, сл ш. № 11}, 
Василовский С. (Ашхабад, с. ш. № 30), 
Зайце® Ю. (Видное, с. ш. № 6), 
Ижболдин 0. (Ленииградл, ФМШ № 45), 
Канепс Я. (Рнга, с'ш. № 1), 

Келарев А. (Свердловск, с. ш. № 141), 
Короткое —_А. (Воронеж, с. ш № 58), 
Лернер 7. (Вильиюс, с.ш. № 8), 
Набокое Р. (Саратов, ее щ. № 13), 


Радченко В. и ФМ 145), 


Сивацкий (Ленинград, мм) № 45), 
Стрелецкий а (Вильнюс. с. щ. № 8); 
по 10 классам — 

Ашкинази А. (Москва, с.ш. № 315), 
Надеждин Б. (Москва ФМШ № 18), 
Облаков И. (Ленинград. ФМШ № 45), 
Рудковский М. (Кнев‚ ФМШ № 145). 


Дипломы Ш степени 


по 8 классам получили 

Балашое —_ А. (Махачкала, с.ш. № 8), 
Грицаенко Л. (Губкин, с. ш № 2), 
Ибодинов М. (Душанбе, с.ш. № |, 
Иванцов Р. (Южно-Сахалинск, с. щ. 
№ 2). 

Коротков А. (Горький, с. ш. № 44), 
Кругляк А. (Киев, ФМШ № 145), 
Новиков Г. (Днмитровград, с.ш. № 5). 
Тимченко С. (Томск, с.ш. № 8); 

по 9 классам — 

Ардан Р. (Львов, с. ш. № 1|). 

Боричее А. (Ленинград, ФМШ № 45). 


(Киев› ФМШ № 145), 
с. ш. № 10), 


Головинская 0. 
Добров Б. (Ангарск, 


Каплан А. (Сумгаит, с.ш. № 1), 
Кукк Х. (Ныо, с. ш.), 
Лавров П. (Ленинград, с. ш. № 207). 


„Лацие С. (Стучки, с. ш. № 2), 

„Лучко Ю. (Москва. ФМШ № 18}, 
Павлющик С. (Москва, ФМШ № 18), 
Попелюхин А. (Киев, ФМШ М№ 145), 
Рухадзе К. (Москва_ ФМШ № 18); 


по 10 классам — 


Забелин В. (Москва, ФМШ № 18), 
Звирбулис Э. (Рига, с. ш. № 1), 
Измайлов Р. (Баку. с.ш. № 134), 
Карагулян Г. (Ереваи, ФМШ № 1. 
Кордюков Ю. (Москва_ ФМШ № 18), 


Кузьмин Е. (Череповец, с.ш. № 4). 
„Лимакаускас В. (Вильнюс, с. ш. № 40) 
Новосельцев —Т. (Москва, с. ш. № 7), 


(Поворнно, с. ш. № 22), 
ФМШ им. Кома- 


Панченко А. 
Патария Д. (Тбилиси, 


рова). 

Пикусов С. (Новочебоксарск, с. ш. 
№ 2), 

Сарчимелия А. (Тбилисн, ФМШ нм. Ко- 
марова), 

Сафонов С. (Кнев› ФМШ № 145}. 


Скрябин С. (Казань, с. ш. № 18}. 
Тартаковский А. (Москва, с. ш. № 2), 
Фесенко И. (Ленинград, ФМШ № 45). 


Физика 


Дипломы 1 степени 


по 8 классам получили 


Гутан А. (Клинцы, с.ш. № 2), 
Деревянко В. (Умань. с. ш. № 2), 
Матвеев А. (Ульяновск, с. ш. № 4), 
Харченко А. (Кременчуг, с. ш. № 21), 


по 9 классам — 

Китаев А. (Воронеж, с. ш. № 58), 
„Ляпин А. (Гомель, с. ш. № 33), 
Одинцов А. (Москва. с. ш. № 2); 


по 10 классам — 

Кривицкий В. (Харьков, с. ш. № 27), 
Цыпин М. (Москва, с. ш. № 2}, 

Юшук О. (Киев. ФМШ № 145). 


Дипломы И степени 


по 8 классам получили 


Байков П. (Балашиха, с.ш. № 10), 
Беспалов А. {Горькнй, с. ш. № 40), 
Григорьев Д. (Москва, с. ш. № 57), 
Дмитрук И. (Киев, ФМШ № 145}, 
Лийву МЮ. (Таллин, с. ш. № 1), 
Павлов Ю. (Ленинград, с. ш. 
Рябкин Е. {Гомель, с. ш. № 11), 
Слюняев В. (Обнинск, с. ш. № 8); 
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по Эклассам — 


Андрианов А. (Москва, с. ш. № 72). 
Голобоков А. (Москва_а ФМШ № 18), 
Коваленко А. (Львов, с. ш. № 69}, 
Ковтуненко В. (Киев, ФМШ № 145}, 
Красиков И. (Кнев› ФМШ № 145}, 
Кунингас О. (Таллин, с. ш. № |. 
„Лебедянцев С. (Куйбышев, с. ш. № 135), 
Перлов А. (Киев, ФМШ № 145), 
Пивоваров В. (Красноярск, с. ш. № 16}, 
Ратников Ф. (Ленинград, ФМШ № 45), 
Швец И. (Киев, ФМШ № 145), 
Юшкайтис —_Р. (Вильнюс. с.ш. № 9): 


по 10 классам — 


Васильев А. (Чебоксары, с.ш. № 2), 
Гордиенко С. (Смолевичи, с. ш. № 2), 
Шпилькин С. (Москва. ФМШ № 18). 
Ясонов И. (Москва_ ФМШ № 18). 


Дипломы Ш степени 


по В классам получилн 


Абаджев В. (Львов, с. ш. № 52), 
Бабий О. (Киев, ФМШ № 145). 
Грасмание М. (Рига, с. ш. № 1), 
Кузьмин М. (Орел, с. ш. № 727), 
Чуев И. (Тула, с. ш. № 21}; 


по 9 классам — 

Барков С. (Новомосковск Тульской обл., 
с.ш №2 

Бесарабский А. (п. Запрудня Московской 


обл., с. ш.), 

Вайникко Т. (Ныб, с. ш.)}, 

Жельвисе А. (Ленииград, с. ш. № 239), 
Заневский А. (Ленннград, с. ш. № 239), 
Козловский В. (Новолукомль, с. ш,)}, 
Крапивный К. (Запорожье, с. ш. № 28), 
Микулич А. (Минск, с. ш. № 19). 


Николаеве С. (Нальчик, с. ш. № 2), 
Пакалнс А. (Тукумс, с. ш. № 1), 
Сергейцев Т. (Челябинск, с. ш. № 112), 
Трощиее Ю. (Арзамас, с. ш. № 2), 


Яшин А. (Братск, с. ш. № 26}; 


по 10 классам — 


Гаврилов М. (п. Черноголовка Москов- 
ской обл., с. ш. № 82}, 


Кленин К. (Саратов, с. ш. № 13), 
Мирлин А. (Лейинград, ФМШ М№ 45), 
Надежин _Д. (Курган, с. ш. № 47), 


Николаев А. (Москва ФМШ № 18), 
Омельянчук А. (Москва ФМШ М№ 18), 
Севрюк М. (Москва, с. ш. № 2), 

Чикин Д. (Москва, ФМШ № 18). 


Информация 


С. Вашакмадзе 


У истоков 
олимпиадного 
движения 


Главное внимание уделить борьбе за 
овладение основами наук. ... ореани- 
зуя смотры. ... академические —дои 
групп и школ, конкурсы на лучших 
физиков, математиков. 


Нз поставовлений 
\И Всесоюзной коиференции 
ВЛКСМ (1932 год). 


28 ноября 1933 года в Тбилисском русском 
театре юного зрителя состоялась районная 
олимпнада пнонеров-математнков. На 
сцене — 42 ученика грузинских, русских, 
армянских школ; в зрительном зале — 
друзья «бойцов математического фрон- 
та», нх родители, учителя, представители 
партийных и комсомольских органнзаций 
района. 

Ученик \1 класса 26-й школы Ладо 
Цулукидзе за 17 минут решил 7 задач и при- 
меров; еще через 25 минут на «поле 
бнтвы » остались лишь пустые столы: 
все бойцы математического фронта, одер- 
жавшне быструю, но бескровную победу, 
смешались со зрителями. А пока члены 
жюрн подводиля ятоги ‚.боя’”, участники 
художественной самодеятельностя устрон- 
ли интересный концерт. 

«,,Бой‘’' окончен: двое „раненых“, 
‚убитых‘' мет ...», Под таким заголовком 
тбилисская газета ‚,, Молодой рабочий‘ ‘ 5 де- 
кабря опубликовала подробные сообщения 
о первой районной математической олим- 
пиаде и наградила победителей  почетны- 
ми грамотами. 

Бюро Организации коммуннстического 
воспитания детей при ЦК КП(б) Грузни 
одобрило почнн 26-Й школы н рекомендовало 
распространить опыт, а также проводить 
‚‚академические соревновання‘‘ по физике, 
хнмии, биологии н другим дисципаннам. 

В мае 1934 года в Тбилиси состоялась 
общегородская олямпнада — математиков, 
а в июне 30 учеников десятых классов — 
победители городской олимпиады — быля 
приглашены на математическую олимпна- 
ду в Тбилисский уннверснтет. 


За актнвную работу 


по подготовке н 
проведенню олнмпиад в школе и районе 
жюри выразило благодарность учителям 


математикя С. Вашакмадзе м Т. Петра- 
ковскоя. Няже мы публикуем воспомнна- 
ния заслуженного учителя республики 
персонального пенсионера Сергея Евстафь- 
евича Вашакмадзе о первых опытах про- 
ведения математических олимпяад в Гру- 
зин *). 


В начале 30-х годов, после исторических 
решений ЦК ВКП (6) и Правительства 
СССР о школе, практиковавшнеся не- 
сколько лет дальтон-план и .,бригадный 
метод`*’ былн вновь заменены  классно- 
урочной системой. В Грузии. как и во всей 
Советской стране. проходила реорганиза- 
цяя школы. В 1932/33 учебном году я был 
переведен в 26-ю опытно-показательную 
школу учителем математикн. 

Школа являлась одной из передовых. 
Заведовал учебной частью известный 
педагог, автор первого сборника арифме- 
тических задач на грузинском языке 
Л. Чямакадэе. В каждом классе было 
прочное ядро активных и старательных 
учащихся. Хорошне ученикн под моим 
руководством изготовлялн простейшие мо- 
дели н приборы, помогали подтягивать 


*) Литературизя 
лева. 


обработка А. Яков- 
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отстающих, поэтому я мог уделять время 
систематической проверке тетрадей, про- 
воднл много письменных работ по матема- 
тике. 

В конце первой четверти 1933/34 учеб- 
иого года яз лучшнх учеников сформиро- 
вались 3 математических кружка: для 
\—\1, для УИ-—УНЕ и для |Х-—Х клас- 
сов. В целях повышення интереса уча- 
щихся к изучению математики я вредло- 
жил провести, как тогда говорилн, .,ака- 
демическое соревиоваиие’° под названием 
„олимпиада юных пионеров-математиков‘*. 
Дирекция школы и райоиный отдел народ- 
иного образования далн согласие, н 3 нояб- 
ря состоялась внутришкольная олимпиа- 
да — отдельно по каждому классу. 

Опыт оказался удачным, и с самого 
начала второй четверти развернулась под- 
готовка к проведеиню районной матема- 
тической олимпиады. В состав жюри вош- 
ли Л. Чимакадзе (председатель), заведую- 
щий Тбилисскнм городским отделом на- 
родного образования К. Кацарава, пред- 
ставятель газеты ‚Молодой рабочий‘ `С. Аве- 
тисян, председатель районного бюро дет- 
ской коммунистической органязацин 
К. Ноников, профессор Тбнлисского уин- 
верситета М. Конкашвили м др. 

Каждый участник олимпиады — боец 
математического  фроита — получил от- 
дельный конверт с набором заданий. Самн 
по себе задания былин довольно простыми, 
нной раз попросту повторяли определения 
м формулировки из школьных учебииков. 
Однако торжественная обстановка, боль- 
шое количество зрителей н ‚болельщиков‘ 
за честь своей школы и класса, ответствеи- 
ное отношение участников олимпнады бы- 
ля иовинкой. Из 42 участннков олимпиады 
80 решили все или почти все задачи в 
примеры. 

17 участников, чьи решення призна- 
ли лучшими, были награждены. Профес- 
сор Коннашвили, подводя итоги олимпиа- 
ды, отметил, что подобные соревиования 
способствуют улучшенню учебного про- 
цесса, повышенню интереса к овладению 
математнческимн знаниями не только у са- 
мих участииков, но н у многих другнх 
школьников — их товарищей. Поэтому, за- 
явил он, следовало бы распространнть 
этот опыт за пределы одного района м од- 
ного предмета; следовало бы создать об- 
щества любителей математики, Любителей 
физики. любнтелей химни и т. п. От нме- 
ни математиков Тбилисского университе- 
та он обещал всемерную поддержку 
предполагаемому обществу любителей ма- 
тематики. 


В декабре 1933 года ЦК КИ(б) Гру- 
зни одобрнл почин школы м района. В ян- 
варе 1934 года мы пристулнли к подготов- 
ке городской олнмпигды, которзя состоя- 
лась в мае; число участииков ее составило 
весколько сотен. 


Таким образом, первые математиче- 
ские олимпиады в Тбилиси былн прове- 
дены уже п 1933 году. В дальнейшем Тбя- 
лисскнй дворец пионеров и Тбнлисская 
центральная станция юиых техников про- 
водили олимпиады по математике и дру- 


гим предметам под руководством 
компроса Республики. 
Ранее в «Кванте» сообщалось *), что 


Нар- 


первые математнческие олимпиады в 
СССР — состоялись в Ленияграде — вес- 
ной 1934 года, а в Москве — осенью 


1935 года. Однако нам, тбилисцам, удалось 

опереднть в этом отношенни  ленинград- 
цев и москвичей. 

После войны подготовку и проведенне 

ол импиад осуществляет у нас Миинстерст- 

во просвещения Республики. С 1956/57 


Учебиого года проводятся п ежегодные 
Республнканскяе олимпиады по матема- 
тике. Создан постоянно действующий 


оргкомитет, который ряд лет успешно воз- 
главлял проф. В. Челидзе, а после его 
смерти — член-корр. АН Грузинской ССР 
проф. Т. Гегелия. 

Необходимо отметить. что число участ- 
ников республиканских математических 
олимпиад из года в год растет, задачи по- 
степенно усложняются, причем включают- 
ся п задачи логического содержания. 

Для меня, одного из зачинателей ма- 
тематических олимпиад, особенно отрад- 
но, что многие мон бывшне ученики, ко- 
торые п 1933/34 году добились успехов 
на первых школьных, районных,  город- 
ских олимпнадах, стали замечательными 
учеными и педагогами. В их числе — 
В. Чавчаяндзе, академик АН Грузян- 
ской ССР, директор Инстнтута киберне- 
тики, Г. Хатиашвнли. профессор ГУ. 
О. Гаганидзе, заслужениый учитель рес- 
публики, директор 42-й средней школы. ка- 
валер многих орденов и медалей. 

Отар Гаганидзе сумел ° заннтересо- 
вать учащнхся своей школы — очень мно- 
гие из них участвуют в различных пред- 
метных олимпиадах в школе, районе, го- 
роде. Около 80 учеников 42-й школы прн- 
нимают участие ежегодно в республикан- 
скнх олимпиадах по различным предметам, 
м ежегодно среди них оказывается немало 
победителей. 


*} «Кваит». 1973. № 9. 


Ответы, указания, решения 
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Тепловой взрыв 


1. Так как рассматривается случай ма- 
лого изменения концентрацни исходиых 
веществ (малой глубины превращения}, 
можно считать скорость реакции постоян- 
ной во времени. Искомое время т опреде- 
ляется простым соотношением ит-=10-®п, 
„ ИЛИ 
10-2 
т= < ВЕ 101362127 (<). 


Подставляя значения энергии активации 
н Температуры, получаем: . 
Хз =7. Юс-—2.}012 лет — время, боль- 
шее чем возраст Вселенной! Естественно 
считать газовую смесь при такой темпера- 
туре инертной. 
Твоо = 7.10? с==1© мннут— медленное про- 
текание реакцни. 
Тя0=0,3 с — быстрая реакция, 
Таким образом, увеличение абсолют- 
ной температуры смеси всего лишь в два 
раза (273—600 К) изменяет скорость хи- 
мической реакции на семнадцать поряд- 
ков! 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


2. Если кривая теплоотвода круче кривой 
тепловыделення, то случайное увеличение 
температуры приведет к  иеравенству 
Р_>Р. и система начнет охлаждаться, 
то есть вернется в исходную точку. При 
случайном уменьшении температуры не- 
равенство будет обратным и система на- 
греется. Таким образом, рассматриваемая 
точка отвечает устойчивому состоянию. 
Наоборот, если иаклон кривой тепловыде- 
ления больше наклона прямой теплоот- 
вода, То случайное изменение температу- 
ры будет нарастать — точка равновесня 
неустойчива. 
3. а) Изменение теплоты сгорання (тепло- 
вого эффекта реакции) меняет фуикцию 
тепловыделення (ординаты умножаются на 
постоянное число), прямая теплоотвода не 
меняется. На рисунке 1 0,<0,<О0:. 

6} Изменение коэффициента теллоот- 
вода © меняет наклон прямой теплоотвода. 
На рисунке 2 @>аз> 0. 


Регуляриое полимино 


2, 4. Расставям п вершинах кубнка зиа- 
ки «--» и <=> так, как показано на рисун- 
ке 3. Назовем индексом кубика знак, стоя- 
щий в вершине, расположенной в пересе- 
чении южной, восточной и верхней граней. 

Заметим, что . 

\° еслн начальная ориентация © и ко- 
нечная ориеитацня Г (©) совпали, то ин- 
дексы одинаковы; 

2° при одном перекатывании через лю- 
бое ребро кубика {а также при нечетном 
числе перекатываний) индекс меняет знак. 

Из Ги? следуют утверждення упраж- 
нений 2 и 4. 


Заочная школа программнрования 
Урок 3 
(см. «Квант» № 10) 


3.1. На терминале будет отпечатана такая 
строка: 
В=АС= 5 


«Квант» для младших школьииков 


{см. «Квант» № Ю) 


1. 60 коробок спичек, 


39 пирожков п 
| банка консервов. 


Рис. 3. 


Рнс. 4. 


2. 21 — см. рисунок 4. 

3. 36 — см. рисунки 5, а, б. 

4. Можно. Указанне. Возьмнте 
любое целое число п> 4.1979 и разбейте 
квадрат на л* квадратиков со стороной дли- 


ны —_. В каждый квадратнк поместите 
п 


1979 
круг раднуса — „=. 


вая и последняя монеты лежат вверх реш- 
кой, каждая из них должна быть перевер- 
нута нечетное число раз, то есть «перево- 
ротов» как первого, так н третьего тнпов 
должно быть нечетное число. При этом 
средняя монета перевернется четное чис- 
ло раз. Но первоначально она лежила 
вверх решкой, поэтому переворотов вто- 
рото типа должно быть нечетное число. 
Однако ирн этом четвертая монета окажет- 
ся перевернутой четное число раз, то есть 
останется лежать вверх решкой. Поэтому 
п данном случае указанными переворачи- 
ваннями не удается перевернуть все мо- 
неты вверх орлом. 

Аналогично доказывается, что невоз- 
можно перевернуть все пять монет вверх 
орлом п в том случае, когда первоначально 
верх орлом лежит первая монета. 


+=“ - 
к % м чие! н 
и» № 
н н м 
` Рис. 6. 
5. Если  нервоначально вверх орлом 


лежит средняя монета. то достаточно пере- 
вернуть сначала первые три монеты, а по- 
том — последние трн. 

Если же первоначально вверх орлом 
лежит втораи моцета, то меревернуть все 
монеты вверх орлом невозможно. Дейст- 
вительио, существуют три способа пере- 
ворачивания трех рядом лежащих монет: 
нервые трн монеты, средние трн и послед- 
ние трн монеты (рнс. 6). Поскольку пер- 
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Чеховский нолнграфический. комбинат 
Союзполнграфирома р 
Государственного комнтета СССР 


13 делам издательств. полигрефки 
и кинжной торговли. 
г. Чехов Московской области 


На приведенной выше литографин «Рейти- 
дни». созданной п 1943 году, замечательный 
голландский хуложиик Эшер. дав во. 
своему воображению, нзобразнл иеобычай- 
ное событне. 

..На покннутом художннком столе в 6е- 
спорялке средн кактусов. книг, сигарет и 
спнчек. модели додеказдра. бутылки п ста- 
кана, угольиика лежит эскиз эзваменитого 


рисунка Эшера «Ящерицы» (см.. например, 


обложку «Кванта», 1977, № 3). И варуг 
поюские ящернцы-узоры начннают прнобре- 
тать объем, оживают, сосредоточенно н з.10- 
веще ползут по столу и даже нзвергают 
пламень. Но вскоре возвращаются ин вновь 
растворяются п своем двумерном изображе- 
нии, в спокойных п красивых закономер- 
ностях геометрин. 


ЭЛЕКТРОВОЗ 
ПЕРЕГОНЯЕТ ВАГОНЫ 


На рисунке изображен кольцевой участок 
железнодорожного пути г мостом М и ту- 
пиком А. На этом участке изходятся элек- 
тровоз Э и два вагона: товарный Т и ва- 
гон-цистсрна Ц, Через мост может проез- 
жать только электровоз (без вагонов). Ва- 
гоны можно перемещать только тогда, когда 
онн сцеплены с электровозом. В тупик раз- 
решается ставить только один из загонов. 
Как должен маневрировать электровоз, что- 
бы поменять местами товарный вагоп н ва- 
гон-цнстерну ин оказаться на первоначаль- 
ном месте? 


Ф. Баргенев 


На этом рисунке ноказано разбнение квад- 
рата на 21 нопарно конгруэнтных квадратов, 
придуманное голландским математиком 
Льювестином в 1978 голу. Цифры указы- 
зают длины сторон соответствующих квадра- 


Индекс 70465 
Цена 30 коп. 


тов, если длина нсходного — 112. Это по- 
строенне — своеобразный рекорд: п нем 
нанменьшее ипока число попарно некон- 
груэитных квадратов (21). Подробнее об 
этом см. на с. 21. 
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Первая 
научная работа 
Максвелла 


5 ноября 1979 года исполнилось 100 
лет со дня смерти великого англий- 
ского ученого Джеймса Клерка Мак- 
свелла. Разгадка природы колец Са- 
турна, теория цветового зрения, зна- 
меннтый закон распределения моле- 
кул газа по скоростям и, прежде 
всего, теория электромагнетизма вхо- 
дят сейчас в сокровищницу мировой 
науки. Имя Максвелла, как говорил 
Макс Плаик, «блещет на вратах клас- 
сической физики». 

Для молодежи особый интерес 
представляют ранние работы крун- 
ных ученых. И не потому, что этн 
работы более просты н понятны. чем 
фундаментальные открытня. принес- 
шне славу них авторам. А потому, что 
они учат труду, творчеству. раскры- 
вают красоту научного нонска. Сам 
Максвелл заметил, что «наука захва- 
тывает нас только тогда, когда, за- 
интересовавшись жизнью великих ис- 
следователей, мы начинаем следить 
за историей развитня их открытий». 

Свою первую научную работу Мак- 
свелл выполнил, когда ему было че- 
тырнадцать лет. Биографы Максвел- 
ла так описывают это событие. После 
ранней смерти матери (она умерла, 
когда Джеймсу было 8 лет) воспита- 
нием сына занимался его отец, глу- 


боко образованный человек. сам ув- 
лекавшийся научными и технически- 
ми вопросами. У Джеймса очень рано 
пробудился интерес к технике п раз- 
вились ирактическне навыки. В не- 
малой стенени этому способствовали 
постоянное общенне с отцом, чтение 
и, конечно, детские игры и первые 
«научные» игрушки. До десяти лет 
Джеймс жил в деревне, и это было 
для него счастливым временем. По- 
том отец отвез его п Эдинбург, и шко- 
лу, которая называлась академией. 

Поначалу в академии Джеймс чув- 
ствовал себя неважно. Он сразу на- 
толкнулся на отчужденный прием од- 
ноклассников, для которых он был 
простым деревенским парнем. Джеймсе 
прнехал в академию в середине учеб- 
ного года, ио одежде п по поведению 
он сильно отличался от сверстников. 
был необщительным. п в науках на 
первых порах не блистал. У него да- 
же появилось прозвище «дуралей». 
Мальчик скучал по дому, по отцу, по 
вольной жизни в деревне. Но потом 
Джеймс удивил одноклассников. Он 
увлекся геометрией и стал первым 
учеником в школе по математике. 
В 14 лет за блестящие успехи по это- 
му предмету он был награжден ме- 
далью. 


Отец Джеймса иногда посещал за- 
седания Эдинбургского королевского 
общества. Однажды он взял с собой 
сына. Тема заседания оказалась ин- 
тересной для Джеймса: ученые об- 
суждали замечательные  способностн 
древиих этрусков. Не владея высшей 
математикой, они знали сложные ма- 
тематические кривые: сечения этрус- 
ских погребальных урн являлись со- 
вершенными овалами! Каким обра- 
зом древние делали такие построения? 
Какова связь искусства и матема- 
тики? Никто из ученых мужей тол- 
ком не мог ответить на эти вопросы. 

Дискуссия ученых так взволнова- 
ла мальчика, что он целыми днями 
размышлял над загадкой древних ху- 
дожников. Джеймс загорелся идеей 
построения краснвых фигур при по- 
мощн законов геометрии н механи- 
ческих устройств. Несколько недель 
упорной работы (н увлекательнейшей 
игры) — и вот первое открытие: ова- 
лы можно чертить с помощью каран- 
даша и булавок с нитью! Так Мак- 
свелл, будучи знаком только с ос- 
новамн алгебры и геометрией Евкли- 
да, решил задачу о построении ова- 
лов. Задачу, для решения которой 
Ньютон н Декарт применялн гораздо 
более сложный математический аппа- 
рат. Причем Максвелл предложил дей- 
ствнтельно новый способ, ранее не- 
известный математикам. 

Значение этого способа оказалось 
большим, чем одно из возможных ре- 
шений загадкн древних этрусков. 
Действительно, геометрические по- 
строения юного Максвелла открывают 
перед нами удивительные оптическне 
свойства овалов и вводят нас в круг 
интереснейших задач геометрической 
оптики, над которымн трудилось не- 
мало замечательных ученых про- 
шлого. 

Профессор Форбс, покровитель- 
ствовавший молодым талантам, 6 ап- 
реля 1846 года доложил об исследо- 
ванин Максвелла на заседании Эдин- 
бургского королевского общества. 

Перевод изложения этого докла- 
да, напечатанного в Трудах общест- 
ва, помещен ниже. 


К описанию овалов 
и многофокусных 
овальных кривых 


(с замечаниями профессора Форбса) 


Мистер Клерк Максвелл остро- 
умно предлагает распространить 
обычную теорию фокусов конических 
сечений на более сложные кривые 
следующим образом: 

(1) По аналогин с эллипсом и ги- 
перболой, у которых постоянны со- 
ответственно сумма и разность рас- 
стояний от произвольной точки кри- 
вой до двух точек, называемых фоку- 
сами, автор приходит к выводу, что 
в некоторой степени похожие кривые 
могут быть определены и построены 
из условия равенства постоянной ве- 
личнне суммы расстояния от произ- 
вольной точки кривой до одного фоку- 
са и многократно повторенного рас- 
стояния от этой же точки до другого 
фокуса или же, в общем случае, 
т-кратное расстояние от одного фо- 
куса--л-кратное расстояние до дру- 
гого фокуса=сопз4. 

{2) Автор изобрел простой меха- 
нический способ построения таких 
кривых с помощью булавок и нити, 
которая петлей обертывает две бу- 
лавки, воткнутые в доску в точках 

и ЁР, как показано на рисунках 
Ги 2. Затем автору пришла мысль 
распространить этот принцип на дру- 
гие кривые, у которых сумма одно- 
кратных или многократных расстоя- 
ний от произвольной точки кривой до 
трех или более фокусов постоянная. 
И эти сложные кривые он предложил 
строить с помощью такого же просто- 
го механического приспособления, со- 
стоящего из нити заданной длины, 


Перевод, подготовка = публикацин и под- 
строчные примечания А Митрофанова 


Рис. 1. 


охватывающей три или более закреп- 
лениые булавки н ограничивающей 
подвижную точку Р, которая при 
своем движении вычерчивает искомую 
кривую. Смотри рисунок 3. Далее, 
автор рассматривает кривые с двумя 
фокусамн как частный случай клас- 
са кривых с многими фокусами, у ко- 
торых два или более фокусов совпа- 
дают; фокус, где две нити встречают- 
ся, рассматривается как двойной фо- 
кус, если три нити встречаются, то 
это тройной фокус, и т. д. 

Профессор Форбс заметил, что 
уравнение кривой с двумя фокусами 
легко приводится к виду 


Изну -ачьИ и сефи , 


т.е. такому же, как семейства крн- 
вых, известных как овалы Декарта 
первого рода *). Мистер Максвелл 


*) Овалами в широком смысле слова 
называют плоскяе кривые яйцеобразной 
формы: сам термин «овал» происходит от 
латинского слова «огит» (яйцо). Овалы 
Декарта первого н второго рода — неко- 
торый класс овалов (см. «Квант», 1977. 


№ 6. с. 43). 


Рис. 3. 


установил, что когда один из фокусов 
находится в бесконечности (или ког- 
да нить при построении кривой дви- 
жется почтн параллельно самой себе‘ 
и ограничивается только максималь- 
ным размером стола), вычерчивается 
кривая, похожая на эллипс, — факт, 
натолкнувший профессора Форбса на 
вывод о тождественности построенно- 
го овала и декартового овала, так как 
последний, как хорошо известно, име- 
ет такое же свойство. Но иаиболее 
отчетливо идентичность овалов вы- 
текает из принципа построения, т. е. 
нз равенства 
ти пг’ =сопЯ 

(гиг — расстояния от произвольной 
точки кривой до фокусов), на самом 
деле ясно выражающего оптическое 
свойство рассматриваемых  поверх- 
ностей *), вытекающее из волновой 
теории, а именно: свет, нспущенный 
из одного фокуса, расположенного в 
свободном пространстве, сходится 
точно в фокусе, находящемся в среде, 


. п 
и отношение -— равно коэффициенту 


преломления среды. 

Назовем степенью (нли порядком) 
фокуса количество отрезков нити, 
которые подходят к булавке, закреп- 
ленной в этом фокусе для построения 
кривой по схеме Максвелла. Если 
один из двух фокусов находится в 
бесконечности н если степени фокусов 
равны, то построенная кривая явля- 
ется параболой; если степень конеч- 


*) То есть поверхностей тел вращения 
овалов. 


ного фокуса больше, чем бесконеч- 
ного, то кривая — эллипс; если же 
степень удаленного в бесконечность 
фокуса больше, то кривая — гипер- 


бола. Очевидно. первый случай со-. 


ответствует отражению — параллель- 
ных лучей в фокус, когда при отраже- 
нин от поверхности скорость света не 
изменяется; второй случай — это 
преломление параллельных лучей в 
фокус тела. оптически более плот- 
ного, чем окружающее пространство; 
третий — это преломление парал- 
лельного пучка в оптически менее 
плотную среду. 

Декарт онисал свои овалы в «Гео- 
метрии», предзожив также  спо- 
соб их построения, но только в част- 
ном случае, и его метод оказался ме- 
нее простым, чем метод мистера Мак- 
свелла. Иллюстрация оптических 
свойств овалов была дана Ньютоном 
с помощью синусов и Гюйгенсом (в его 
«Трактате о свете»). Но вряд ли кто 
подозревал, что существует такой 
легкий н изящный снособ построения 
овалов с помощью булавок и нити в 
любом случае, когда порядки фокусов 
сонзмеримы. Например, на рисунке 2 


кривая с фокусамн второго и треть- 
его порядка задает форму сечения по- 
верхностн тела из стекла с коэффици- 
ентом преломления 1,5. подходящую 
для того, чтобы лучи, испущенные из 
точки [, собрались в точке Р. 

Что же касается сложных кривых 
с тремя и более фокусамн, то мы не 
в состояини на сегодняшний день дать 


им четкую физическую — интерпрета- 
цию, но такой метод  построенил 
кривых, удовлетворяющих уравне- 
нию 


тг пг’-Ерг”-г...==соп3, 
в силу своей простоты представляет 
самостоятельный интерес. ИМ если, 
следуя мистеру Максвеллу, считать 
овалы Декарта предельным случаем 
овальных кривых со многими фоку- 
сами, то мы имеем дальнейшее обоб- 
щение того же сорта, как у Мон- 
тюкла *), предлагавшего  рассмат- 
ривать конические сечения как част- 
ный случай овалов Декарта. 


*) Жан-Этьен Монтюкла — фрапцуз- 
ский ученый ХУПТ века. механик. автор 
миоготомной «Истории точных наук». 


Построим овал 


Максвелла: 


кнопками лист чертежной 
к доске, 


бумаги 


Для разминки начните 
с повторения конструкций 


Задача 1. Укажит 
способ построения точек 
лежащих на овале Декарта 
первого рода, с помощью 
только цнркуля н линейки. 


прикрепите 


воткинте 


Для тех, кого занитересо- 
вала работа Дж. Максвел- 
ла (с. 3), мы здесь приво- 
дим месколько  геометри- 
ческнх задач на ностроенне 
овалов различными чертеж- 
ными средствами. Для вы- 
полиення чертежей, кро- 
ые карандаша, циркуля и 
линейки, вам потребуется 
ровная доска, булавки илн 
тонкие гвозднкн, суровая 
нитка н тоикнй длинный 
металлический прутик 
(можно прямой кусок жест- 
кой проволоки) со свобод- 
но скользящим по нему 
колечком. А для решения 
задач — смекалка! (Впро- 
чем, нетерпеливые любите- 
ли черчения могут под- 
глядеть решения на с. 63.) 


в него две булавки, обмо- 
тайте нитку так. как пока- 
зано на рисунке 2 иа с. 4, 
и проведнте овал Декарта 
первого рода тнпа т: ля == 
=2:3. (Если у вас нитка 
будет соскальзывать с ка- 
рандаша, рекомеидуем на 


его кончике проделать кру- 
говую луику, по которой 
нить будет скользить не 
выскакивая.) 


Проверьте его экслеримен- 
тально, построив несколь- 
ко точек на нарисовзнном 
методом Максвелла овале 
и типа 2:3. 
адача 2. Укажи- 
те способ  вычерчивания 
профиля  плосковыпуклой 
лиизы (см. рис.) толщины @ 
(по осн), фокусирующей то- 
чечный нсточник А (фас- 
положенный по осн на рзс- 
стоянни {1 от выпуклой по- 
верхяостн) в точку В (нз 
расстоянни 25 от плоской 
поверхностн), если коэф- 
фицниент преломления ма- 
теризла, нз которого сдела- 
на линза. равен 1,5 илн 2. 
(Здесь. кроме интки н бу- 
лавок, вам пригодится стер- 
жень с колечком!) 
А. Митрофанов 


К 


4 
= = 


М. Цаленко 


Комбинаторные 
задачи 
информационного 
поиска 


Научно-техническая революция, про- 
исходящая сейчас в промышленно 
развитых странах, тесно связана с 
появлением и развитием электрон- 
ных вычислительных машин (ЭВМ). 
Современные ЭВМ могут выполнять 
миплионы арифметических действий 
в секунду. Однако ЭВМ вторгаются 
также в такие области человеческой 
деятельности, в которых нет больших 
и сложных вычислений и которые 
вроде бы далеки от математнки. По- 
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учительным примером служит биб- 
лиотечное дело. В настоящей статье 
рассказывается. почему ЭВМ начали 
широко применяться в библиотеках 
н какие интересные и трудные матема- 
тические задачи возникают при этом. 


1. Что такое ннформационный поиск? 


В крупных современных  библиоте- 
ках хранятся миллноны книг, журна- 
лов, газет и других печатных мате- 
риалов. Для того чтобы ие запутаться 
в этом огромном собрании лнитерату- 
ры, сотрудникн библиотек создают 
справочную систему из каталогов с ан- 
нотнрованными карточками. 

Теперь представим себе читате- 
ля, который пришел в библиотеку, 
чтобы прочесть какую-нибуль пону- 
лярную книгу о решении  уравне- 
ний в радикалах. Он может знать, что 
этой трудной задачей занимались мно- 
гие математики и что ее решение свя- 
зано с именами Абеля и Галуа, однако 
его математическое образование не- 
достаточно для чтения специальной 


литературы. Такнм образом, появле- 
ние нашего читателя в библиотеке 
приводит к так называемому инфор- 

нному запросу: «НАЙТИ ПО- 
ПУЛЯРНУЮ ЛИТЕРАТУРУО РЕ- 
ШЕНИИ УРАВНЕНИЙ В РАДИ- 
КАЛАХ», и прежде чем читатель 
удовлетворит свою  любознатель- 
ность, он должен решить задачу ин- 
формационного понска: средн всех 
хранящихся в библиотеке книг оты- 
скать ту, которая в наибольшей сте- 
пени его удовлетворит. Здесь на 
помощь ему прнходит система ката- 
логов. В тематическом каталоге он 
найдет раздел, содержащий перечень 
КНИГ ПО математике, а внутри не- 
го — часть, содержащую — перечис- 
ленне книг по алгебре. И вот среди 
каталожных карточек этой частн нуж- 
но выбрать те, которые, указывают 
на отыскиваемую литературу. 


Теперь проведем иесколько про- 
стых расчетов. Допустим, что на о3- 
накомление с карточкой, расходует- 
ся в среднем всего 20 секунд. Это 
значит, что читатель работает очень 
быстро: считается, что на выполнение 
одной арифметической операцин че- 
ловек тратит порядка 10 секунд. Ес- 
ли читатель должен просмотреть 
200 карточек, то он потратит около 
67 мннут только на отбор ннтересую- 
щей его литературы. Этот отбор со- 
ставляет непроизводительную часть 
общего процесса поиска интересую- 
щих читателя сведений. Сам процесс 
называют информационным поиском; 
проведенный расчет показывает, что 
при информационном поиске с по- 
мощью каталогов значительная часть 
времени тратится  непродуктивно. 
Так как читальные залы крупных 
библиотек в течение одного дня посе- 
щают сотни людей, а их информаци- 
онные запросы бывают гораздо более 
сложными, чем в прнведенном выше 
примере,  непроизводительные за- 
траты временн при информационном 
поиске выражаются сотнями и тыся- 
чами часов. 


Чтобы проиллюстрировать слож- 
ность информационного поиска, при- 
ведем еще одну цифру. Сейчас во всем 
мире издается свыше 750 журналов н 
других периодических изданий, по- 
священных только вычислительной 


технике. Это значит, что в течение 
года на различных языках публику- 
ются десятки тысяч статей. занимаю- 
щих сотни тысяч печатных страниц, 
которые относятся только к одной 
области человеческой деятельности. 
Однако эта область представляет 
интерес для специалистов самых раз- 
личных специальностей: инженеров- 
конструкторов, физиков, химиков, 
математиков, соцнологов, философов 
и многих других. Разобраться в на- 
Растающем потоке литературы, най- 
ти необходимые сведения, исполь- 
зовать их в своей работе и не повто- 
рять уже выполненные работы очень 
трудно. Системы каталогов — оказы- 
вается недостаточно, и во многих 
странах мира создаются  специаль- 
ные институты  информацин. 


2. ЭВМ и информационный поиск 


Замечательной особенностью ЭВМ 
является ее умение «читать» и срав- 
нивать слова, устанавливать, одина- 
ковы они или различны. Дело в том, 
что для написания любого слова рус- 
ского языка нужно уметь изображать 
всего 33 буквы. С другой стороны, 
ЭВМ легко распознать  последова- 
тельности из единиц и нулей. Рас- 
смотрим, как это принято, во многих 
современных вычислительных — ма- 
шинах, все последовательности из 
единиц и нулей, имеющие ровно во- 
семь членов. Например. сюда войдут 
такие последовательности: 

00000000, 01010101, 11110009 
(для краткости между членами по- 
следовательностей запятая не ста- 
вится). 

Так как в каждой последователь- 
ности ровно восемь членов, а любой 
член равен нулю или единице, общее 
число рассматриваемых  последова- 
тельностей равно 2*—=256. Услович- 
ся вместо первых букв а, 6, в, г, д. е 
русского алфавита писать  соответ- 
ственно  последовательности 


10000000, 11000000, 11100000, 
11110000, 10100000, 10010000 


Подчеркнем. что каждую — последо- 
вательность мы рассматриваем как 
один, а не восемь символов. Тенерь 
с помощью новой символики можно 
записывать слова так, Че их може 


«узнавать» ЭВМ. Например, слово 
беда будет выглядеть так: 


1100000 10010000 10100000 10000000 


Разумеется, подобный способ запи- 
си неудобен для человека, но он по- 
зволяет ЭВМ «читать». При этом ма- 
шина может читать тексты на мно- 
гих языках, поскольку с помощью 
256 последовательностей она может 
запомнить не только русские буквы, 
но и цифры, латинские буквы и мно- 
гие специальные знаки, например 
знаки арифметических действий. 
Наученная человеком читать, ма- 
шина немедленно обгоняет его по 
скорости чтения: если человеку нуж- 
но 67 минут на прочтение 200 ката- 
ложных карточек, то ЭВМ справляет- 
ся с этой работой за несколько се- 
кунд. При чтении машина может 
сравнивать два текста, устанавливать 
наличие в них общих слов или выра- 
жений, определять частоту появле- 
ния отдельных слов и т. д. 
Однако естественные языки (рус- 
ский. английский, немецкий или 
любой другой) машине «понимать» 
очень трудно: каждую мысль на них 
можно выразить многими  способа- 
ми. Поэтому лингвисты разрабаты- 
вают искусственные языки, называе- 
мые информационно-поисковыми, ко- 
торые свободны от этого недостатка. 
Основной частью информационно- 
поискового языка является совокуп- 
ность понятий, терминов, словосоче- 
таний, которые постоянно исполь- 
зуются в конкретной предметной об- 
ласти -—- в математике, химни, био- 
логии и т. д. Составляя аннотацию 
книги или реферат научной  статьн, 
можно вместо предложений естест- 
венного языка дать перечисление тех 
терминов, которые в наибольшей сте- 
пени отражают содержание книги 
или статьи. То же самое можно сде- 
лать и с информационными запроса- 
ми читателей. Например, в серин 
«Популярные лекцин по математике» 
была выпущена брошюра А. Г. Ку- 
роша «Алгебраические уравнения 
высших степеней». Ее аннотация мог- 
ла бы быть записана следующим об- 
разом: 
Комплексные числа, решение 
в радикалах уравнений второй п 
третьей степени, теорема Абе- 


ля о неразрешимости в радика- 
лах общего уравнения пятой 
степени, приближенное вычис- 
ление корней, группа, кольцо, 
поле. 

Аннотация статьи Б. Н. Делоне 
«Алгебра (теорня — алгебранческих 
уравнений)», помещенной в первом то- 
ме коллективного трехтомного труда 
«Математика, ее содержание, методы н 
значение», может выглядеть так: 


Решение в радикалах уравне- 
ний низших степеней, формула 
Кардано, теорема Абеля и не- 
разрешимости в радикалах об- 
щего уравнения пятой степени, 
теория Галуа, — расположение 
корней уравнения на комплекс- 
ной плоскости, основная теорема 
алгебры, приближенное — вычис- 
ление корней. 

Вспомним теперь о читателе, же- 
лавшем получить литературу о реше- 
нии уравнений в радикалах. Его 
запрос можно описать так: 


Решение в радикалах уравне- 
ний низших степеней, теорема 
Абеля о неразрешимости в ра- 
дикалах общего уравнения пятой 
степени. 


Сравиение запроса с двумя при- 
веденными выше аннотациями по- 
казывает, что почти все встречающие- 
ся в нем словосочетания входят в 
аннотации. Поэтому с большой ве- 
роятностью можно предположить, 
что брошюра А. Г. Куроша и статья 
Б. Н. Делоне содержат интересую- 
щие читателя сведения. 

Теперь становится ясным, ка- 
кую часть информационного поиска 
можно передать вычислительной ма- 
шине: машина должна проверять, 
содержатся ли термины и словосо- 
четания запроса в аннотациях книг 
или статей, хранящихся в библиоте- 
ке. Термины, понятия, словосочета- 
ния информационно-поискового язы- 
ка называются ключевыми словами. 


3. ЭВМ нужно использовать 
эффективно 


Теперь рассмотрим несколько под- 
робнее выполнение операций в ЭВМ. 
В каждой современной вычислитель- 
ной машине нмеются четыре глав- 


ные компоненты: центральный про- 


цессор, оператнвная память, внеш- 
няя память ин устройство ввода — 
вывода. Центральный — процессор 


управляет работой всей системы, н 
в нем совершаются арифметические 
и логические операции, причем на 
отдельную операцию расходуются 
миллионные доли секунды. Данные 
(числа, слова), с которыми оперирует 
процессор, находятся в оперативной 
памятн. Она имеет сравнительно не- 
большой объем, поскольку ее стои- 
мость очень высока. 

Напомним, что на запись отдель- 
ного символа (буквы, цифры, специ- 
ального знака} уходнт восьмичлен- 
ная последовательность единиц и 
нулей. В оперативной памяти совре- 
менных ЭВМ обычно можно запнсать 
256000 или 512000 таких последова- 
тельностей, или знаков. Много это 
или мало? Как показывает практика. 
библиографическая карточка вме- 
сте с аннотацией содержит 10909— 
1500 знаков. Следовательно, в опе- 
ративной памятн можно в лучшем слу- 
чае разместить около 500 карточек. 
Ясно, что это очень мало. 

Остальные карточки помещаются 
во внешней памяти, объем которой 
в сотни раз больше объема опера- 
тнвной памятн. Однако на передачу 
данных уходит временн в тысячу 
раз больше, чем на работу централь- 
ного процессора, который во время 
передачи попросту простаивает. Яс- 
но, что передача данных непосредст- 
венного отношения к информацион- 
ному поиску не имеет и является не- 
производительной тратой времени. 
Таким образом, возникает задача об 
уменьшенин числа обращений к внеш- 
ней памяти. Существуют различные 
подходы к ее решению. Один из них 
приводит к красивой и трудной мате- 
матической задаче, о которой н будет 
рассказано в заключение. 


4. Как уменышить «вес» 
множества слов? 


Пусть А — какое-то множество из 
п элементов. Элементы будем обо- 
значать малыми латинскими буква- 
ми а, 6, с, ... Произвольное подмно- 
жество элементов из А будем назы- 
вать словом и вместо традиционной 


записи {а, 6, с, 4} будем нисать про- 
сто абс4; разумеется, с одинаковым 
успехом можно написать 54ас или 
асаё и т. д. Слово, в котором нет букв. 


т. е. пустое слово, рассматриваться 
не будет. Поэтому имеется всего 
2"—1 слов. 


Для связи с предыдущими  рас- 
смотрениями укажем, что буквами мы 
стали обозначать ключевые слова 
ннформационно-поискового языка. 
т. е. термнны, понятия, словосочета- 
ния. Мх число может быть очень 
большим, например порядка 10000. 
Набор ключевых слов может быть 
аннотацией или ниформационным за- 
просом. 


Предположим, что некоторое мно 
жество слов А размещено во внеш- 
ней памяти ЭВМ и что необходимо 
найти все слова из М, в которых 
встречаются буквы а. 6 н с. Чтобы 
справиться с этой задачей, нужно по- 
очередно «прочесть» все слова из М, 
предварительно переписав их в опе- 
ративную память. Если М невелико, 
то можно сразу все множество М 
переместить туда. В общем же слу- 
чае такое перемещение осуществля- 
ется порциями, размер которых зара- 
нее определен. Следовательно, чис- 
ло обращений к внешней памяти 
определяется размером /М н размером 
передаваемой порции. Это число мож- 
но было бы уменьшить, если бы при 
помещении слов во внешнюю память 
слова с буквами а, В и с записывались 
отдельно. Одиако для задачи: найти 
все слова с буквами 6, си 4 — про- 
деланная работа бесполезна. 


Тем не менее предварительная 
сортировка слов при их записи во 
внешиюю память оказывается по- 
лезной, если иметь в виду не отдель- 
ный запрос, а все возможные запро- 
сы. Разобьем множество М на частн 
и поместим каждую часть в отдельный 
конверт, а на конверте перечислим 
все буквы, встретившиеся в поло- 
женных в конверт словах. Теперь 
при поиске слов с буквами а, бис 
сначала отбираются конверты, на 
которых надписаны эти буквы, а по- 
том прочитываются слова из этих кон- 
вертов. Слова по конвертам следует 
разместить такнм образом, чтобы об- 
щее число «вскрытий» конвертов для 


всех возможных запросов оказалось 
наименышим. 

Проиллюстрируем эту ндею на 
простом примере. Пусть множество 
М состоит всего. из трех слов аб, ас 
н 6, а запросы, которые мы будем 
делать, должны быть непустыми под- 
множествами множества {а, 6, с}. 
Тогда общее число запросов равно 
семи. Поместим сначала каждое слово 
в отдельный колверт. Тогда конверт 
со словом а откроется три раза: 
при поиске слов с а, слов с $ и слов 
сан. Так как все конверты равно- 
правны, то общее число вскрытий 
равно 9. Теперь поместим слова аб 
н ас в один конверт, а слово &с в дру- 
гой. В этом случае первый конверт 
придется открывать семь раз, а вто- 
рой по-прежнему три раза, н общее 
число вскрытий равно 10. 

Наконец, поместим все слова в 
один конверт. Тогда общее число 
вскрытий равно 7: при каждом запро- 
се надо открыть конверт, а всего за- 
просов 7. Таким образом, в нашем 
примере лучше всего держать М 
в одном конверте. (Изменится ли ре- 
‚зультат, если к М добавить слова а 
и абс или удалить нз М слово 66?) 

Теперь мы готовы к рассмотрению 
общей задачи. Пусть М — произволь- 
ное множество слов. Число А различ- 
ных букв, встречающихся в словах 
нз М, иазывается уровнем множест- 
ва М и обозначается (М). Напрн- 
мер, еслн 

М = {а6с, са, сае, ага, еаб}, (1!) 
то уровень М равен 5 

Весом множества М называется 
число 2\М)—}. В приведенном выше 
примере весе М равен 31. Ясно. 
что вес ЛМ равен числу слов, кото- 
рые можно составить нз КМ) букв. 

Задачу, которая возникает при 
попытках уменышить число обраще- 
ний к внешней памяти ЭВМ, можно 
сформулировать так: для любого мно- 
жества слов М указать метод его раз- 
биения на такне непересекающиеся 
подмножества $;. 5, ..., 5, что сум- 
ма весов 


Р= (21$ —1) +... (2 $м — 1) = 


Г 
г > (2152 —Ю 


является наименьшей. 


(2) 


10 


Разумеется, если М фнксирова- 
но, то теоретнческн можно пере- 
брать все его разбиения на непере- 
секающинеся подмножества, для каж- 
дого разбиення подсчитать сумму 
весов н выбрать разбнение с нанмень- 
шей суммой. Однако при болышом 
количестве слов такой перебор ста- 
новится  практическн неосуществи- 
мым (попробуйте оценить число воз- 
можных  разбнений!). Поэтому за- 
дача состоит в том, чтобы указать 
метод нахождения искомого разбне- 
ния, во много раз сокращающий пе- 
ребор всех варнантов. 

Сразу же отметим, что удовлетво- 
рительного решения задачн пока 
найтн не удалось, хотя общий под- 
ход к решению уже определился. 
Прежде всего, легко сообразить, что 
в искомом разбиенни не могут по- 
являться любые подмножества мно- 
жества М, а только подмножест- 
ва 5, для которых наименьшее зна- 
ченне суммы (2) равно весу $. Такие 
подмножества будем называть бло- 
ками. “Таким образом, блок — это 
такое множество слов, для которого 
нскомое разбиенне состоит нз само- 
го этого множества. 

Блоков внутрн множества М ока- 
зывается довольио много, но можно 
показать, что отыскивать надо сна- 
чала так называемые минимальные 
блоки: блок 5 называется минималь- 
ным. если он не содержит блоков 
того же уровня, что н $. Ниже будет 
показано, что множество (1) являет- 
ся минимальным блоком. 

Разыскание минимальных бло- 
ков связано с трудоемким перебором 
варнантов и конкретными  расчета- 
ми, однако эта работа должна быть 
проделана только один раз, а затем 
ее результаты можно использовать 
для любых множеств М. Чтобы понять 
причину этого явления, помимо мно- 
жества (1), рассмотрим также мно- 
жество 


М, ={хуг, уги, гии, них, иху}. 


Этн множества различны, однако при 
замене букв а, 6, с, 4, е на буквы 
х, и, #, и, и соответственно множество 
М переходит в множество М\. Зная, 
что М — блок, можно сразу сказать, 
что М, — блок. Поэтому естественно 
считать, что М и М, являются раз- 


Табл, 16 


ными экземплярами одного и того 
же минимального блока. В дальней- 
шем такие блоки для нас равноправ- 
ны. 

Докажем теперь одну из теорем, 
дающих представление об устройст- 
ве мннимальных блоков. 

Теорема. Минимальные бло- 
ки уровня 5, состоящие из трехбук- 
венных слов, с точностью до замены 
букв исчерпываются следующим 
списком: 


ое ьса, сае, 4еа, еаб}; 
$.={абс, аб, афе, ас4, асе, а4е}; 
$з={абс, аа, абе, ас4, асе, фае}. 


Доказательство. Каждое 
трехбуквенное слово имеет вес 
2°—1=7. Вес любого множества уров- 
ня 5 равен 31. Поэтому в любой блок 
уровня 5 входит не менее пяти слов: 
в противном случае сумма весов от- 
дельных слов была бы меньше 31. 

Далее, в любом блоке уровня 5 
каждая буква должна встречаться не 
менее трех раз. В самом деле, пусть 
буква п встречается менее трех раз. 
Тогда вес множества слов, в которых 
нет а, не превосходит 15, а сумма ве- 
сов слов с а не превосходит 14. Зна- 
чит, общая сумма весов меньше 29, 
что противоречит определению бло- 
ка. 

Теперь рассмотрим два случая. 

Случай 1. Минимальный блок 
$ содержит пять слов. Так как число 
всех букв в 5 равно 15, в силу пре- 
дыдущего замечания каждая буква 
встречается ровно три раза. Введем 
для наглядности рассуждений квад- 
ратную таблицу размера 5Х 5, в пер- 
вом столбце которой будет записы- 
ваться буква а, во втором — в инт. д. 
{см. таблицы 1а— 1}. 

Предположим, что какая-то пара 
букв, например а и 6. встречается 
только один раз. Тогда возникает 


ситуация, изображенная на табли- 
це |а. Обозначим через с ту букву, 
которая входит в первое слово. Эта 
буква обязана встретиться еще по 
разу саиф: если бы она еще два ра- 
за встретнлась с а, то в двух послед- 
них строках таблицы стояло бы одно 
и то же слово, что невозможно. По- 
этому от таблицы 1а мы переходим 
к таблице 16. 

Ясно, что в третью н пятую стро- 
ки таблииы нужно поставить слова 
а4е и Бае. Но тогда во вторую строку 
следует поместить 4 (или ег), а в чет- 
вертую —е (нлн 4); ввиду симмет- 
рин между ан 6 на таблице 16 обе 
возможности равноправны. Таблица 
1в дает возможного кандидата в ми- 
нимальный блок. Построенное мно- 
жество слов 5 действительно являет- 
ся минимальным блоком, поскольку 
любое его подмножество из трех слов 
имеет вес 31. Оно переходит в 5,, 
если 4 заменить на е, е на а на на 4. 

Никакая пара букв ие может 
встретиться три раза, так как не хва- 
тит букв для пятого слова; поэтому 
остается предположить, что каждая 
пара букв встречается дважды. Од- 
нако и этот варнант невозможен: 
буквы а, 6 н с можно разместить 
только так, как показано на табли- 
це 2, н для последнего слова недоста- 
точно букв. 

Случай 2. В минимальном 
блоке 5 шесть слов. Тогда в словах 


и СВ ] е | | 

а | | ВЕ 

а | ИЕ БЫ 

ЕВ Е НИИ 

ВЫ | | 
Табл. 2. 


из $ встречается всего 18 букв. Чьс- 
ло 18 можно следующими способами 
представить в виде суммы пяти сла- 
гаемых, каждое из которых равно 3, 
4, 5 или 6: 

а) 18=6--3--3--3-3; 

6) 18=5--а--3--3-+3; 

в) 18=4--4--4-+3-+3. 

При способе а) одна буква, напрн- 
мер а, встречается шесть раз. Поэто- 
му 5 совпадает с $»; предлагаем чи- 
тателю самостоятельно доказать, что 
$. — минимальный блок. 

Перейдем к способу 6). Пусть для 
определенности пять раз встречает- 
ся буква а, четыре раза—-буква 65. 
Тогда сразу получаем ‘таблнцу За. 
В четвертой н пятой строках какая-то 
из букв: с, 4 или е — появляется 
дважды; обозначим ее через с. В ше- 
стой строке может стоять только 
слово фае, и в результате мы прихо- 
днм к таблице 36. 


Г [ГТГ | 
а|6| |4] «|| [4] 
16| | |: а|ь | |е 
|| || а| |с|4| 
||| | «| || |е 
| [2 Р [4е 
Табл. За. Табл. 36. 

Для доказательства того, что по- 


строенное множество слов $, являет- 
ся блоком, достаточно заметить, что 
в $ любое подмножество уровня 4 
содержит не больше трех слов, а ос- 
тальные слова образуют подмножест- 
во уровня 5 и потому сумма весов не 
может быть меныше 36=15-7х3, 
а вес $ равен 31. Минимальность 
следует из того, что, какое бы слово 
ни удалить, в оставшихся словах 
буква а встречается не менее четырех 
раз, чего не может быть в блоках 
уровня 5 из пяти слов в силу первого 
случая. 

Переходим к способу в). Пусть 
буквы а, Ь и с встречаются по четыре 
раза. Тогда либо какая-то пара этнх 
букв встречается три раза, либо лю- 
бая пара встречается ровно два раза. 
В соответствин с этим мы приходим 
к таблицам 4а и 46 (с точностью до 
перенменовання букв). 


|5 || | 28| [а] 
а|16| |4| а|6| | |е 
«|| | |г| |в| [С [4] 
а | [< |4| а | в |е 
[6 <| [* [в [|4 | 
[ [|4] е И 
Табл. 4а Табл. 46 

Первое построенное — множество 


является блоком, но неминимальным: 
после удаления из него слова абс 
получится блок типа $,. Второе мно- 
жество вообще ие является блоком, 
так как оно является объединением 
своих подмножеств {аб4, ас4, са} 
н {абе, асе, 6се} уровня 4, и для этого 
разбиення сумма весов равна 30<31. 

Теперь остается доказать, что 
других минимальных блоков уровня 
5 из трехбуквенных слов не сущест- 
вует. Если в множестве $ девять или 
десять слов, то хотя бы одна буква 
встречается шесть раз, и потому в $ 
содержится блок типа 5.. Значит, 
$ — всегда неминимальный блок. 

Еслн в $ семь или восемь слов 
н ни одна буква не встречается шесть 
раз, то всегда найдется такая пара 
букв, скажем а и 6, что а встречает- 
ся пять раз, $ — не менее четырех 
раз, а пара а, Ь встречается трн раза 
(проверьте!). Поэтому можно счи- 
тать (убедитесь в этом!), что в $ вхо- 
дят следующие пять слов: абс, аба, 
афе, ас4, асе. К ним имадо добавить не 
менее двух слов из следующих четы- 
рех: &с4, ёсе, Б4е, с4е. Если добавит- 
ся одно из слов Ве или с4е, тов 5 
попадет минимальный блок типа $;. 
Еслн же добавятся слова фс4 и же, 
то в словах из 5 вообще не встретит- 
ся пара букв 4 ие, чего не может 
быть в блоке (см. ниже задачу 3). 

Задачи 

1. Описать все минимальные блоки 
уровня 5 из двухбуквенных слов. 

2. Множество 5’ получено нз слов 
множества 5 приписыванием к ним новой 
буквы. Доказать. что если $ — минималь- 
ный блок. то н $5’— минимальный блок. 

3. Если в словах блока $ встречаются 
буквы а и 6, то в $ найдется слово, со- 
держащее аи 65. 

4**. Описать все мниимальные блоки 
уровией 6 н 7 из трехбуквенных слов 


5*. Доказать, что не существует бло- 
ков уровня 8 нз трехбуквенных слов. 


Я. Смородинский 


Планеты 
движутся 
по эллипсам 


«Каждая планета обращается вокруг 
Солнца по эллинпсу, в одном из фоку- 
сов которого находится Солнце». 

Этот закон прнроды был открыт 
Кеплером в ХУ! веке. Как «первый 
закон Кеплера» он вошел во все учеб- 
ники, стал привычным и «само собой 
разумеющимся». И для нас нет ничего 
странного в поведении планет. 

А ведь на самом деле этот факт 


удивителен. Почему по эллипсу? Ко- 


нечно, по какой-то кривой планета 
должна двигаться. Но почему она 
движется по замкнутой кривой? 
Почему планета, сделав полный обо- 
рот вокруг Солица, возвращается в 
ту же точку? Как она эту точку за- 
поминает? Почему движение планеты 
в поле тяжести Солнца оказывается 
периодическим? Это свойство весьма 


необычно. Если бы сила притяже- 
ния планеты к Солнцу не была обрат- 
но пропорциональна квадрату рас- 
стояния, а изменялась бы, например, 
по закону 1/73 или даже 12,91, то 
орбита планеты не была бы замкну- 
той. 

"Отсюда, между прочим, следует, 
что в Солнечной системе планеты, 
вообще говоря, не могут двигаться 
по эллипсу. Притяжение других пла- 
нет, и особенио такого гиганта, как 
Юпитер, должно как-то сказываться 
на движении планеты. И оно сказы- 
вается: сделав полный оборот вокруг 
Солнца, планета не возвращается точ- 
но на старое место, а «проскакивает» 
его. Именно этнм объясняется  сме- 
щение перигелия Меркурия в направ- 
лении его движения примерно на 
1,2” за один оборот (на 5” за земной 
год). (К счастью, Кеплер об этом не 
знал — его наблюдения Марса, для 
которого он стронл свою теорию, бы- 
лн недостаточно точны, чтобы заме- 
тить столь маленькую «прецессию».) 

Нелегко было Кеплеру в ХУ! ве- 
ке освободиться от старого убежде- 
ння, что небесные тела — самые «нде- 
альные» тела в нашем мире — долж- 
ны и двигаться по самым идеальным 
кривым, то есть по окружностям. Да- 
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же Коперник, отбросивший представ- 
ление о покоящейся Земле и припи- 
савший ей такое же круговое движе- 
ние, какое совершают другие плане- 
ты, не смог отказаться от ндеальных 
кривых и нспользовал для точного 
опнсания движения планет систему 
катящихся окружностей. 

Но ни Коперник, ни его предшест- 
венннки не проводилн тщательного 
сравнення свонх моделей с наблю- 
дениями. А небольшие расхождения 
их не смущалн. Только Кеплер поста- 
внл перед собой дерзкую по тому вре- 
мени задачу: описать движение пла- 
нет точно, не примиряясь нн с какими 
расхожденнями наблюдений с тео- 
рией. Решить такую задачу ему по- 
могло сотрудничество с датским астро- 
номом Тихо Браге, который, изо 
дия в день наблюдая в течение почти 
25 лет положение планет, собрал не- 
обычайно полный по тому временн 
материал *). 

Кеплер задумался о том, почему 
планеты нскривляют свой путь во- 
круг Солнца. Он догадался, что Солн- 
це действует на планеты, несмотря 
на то, что планеты находятся на боль- 
ших расстояниях от него. Но устано- 
вить правильную зависимость силы 
этого действия на расстоянии Кеп- 
лер не смог — он думал, что эта сила 
обратно пропорциональна расстоя- 
нию. О выводе формулы орбиты Кеп- 
лер не мог даже подумать — у него 
не было уравнений движения. 

Только спустя более чем полвека 
Ньютон в своей замечательной книге 
«Начала натуральной — философни» 
(так тогда называли физнку) показал, 
как вывестн все законы двнжения пла- 
неты из уравнений **). Вывод Ньюто- 
на лежит в основе небесной механики 
н в наши дии. Только сейчас для 


*) Тихо Браге был последним великнм 
астрономом. у которого не было телескопа. 
Все иаблюдения ои проводил. просто смот- 
ря на небо и измеряя углы к помощью 
астролябин. 

**) Ньютон решил обратную задачу: 
какова должна быть зависимость действую - 
щей на планету снлы притяження к Соли- 
цу от расстояння между планетой и Салнцем 
чтобы планета двнгалась по эллипсу? 
Он показал. что сила должна быть обратно 
пропорциональна квадрату расстояния. 


вывода используют  дифференцналь- 
ные уравнения, а Ньютон в своем со- 
чнненин пользовался лншь простыми 
геометрическими  теоремами. Вывод 
Ньютона в принципе вполне элемен- 
тарен, но понять его ие очень легко. 
Может быть, поэтому сложилось 
убежденне, что для вывода первого 
закона Кеплера элементарных средств 
не хватает. На самом деле это невер- 
но. Если использовать закон сохра- 
нения энергии (который Ньютону 
был еще не известен) н закон сохра- 
нення момента импульса (углового 
момента), то вывод закона Кеплера 
можно снльно упростить. Это мы и 
сделаем. 

Что же нам нужно доказать? Во- 
первых, нам нужно доказать, что су- 
ществует некий вектор, связаниый 
с орбитой планеты, который остается 
при движенни планеты постоянным. 
Он определит нам неподвижную боль- 
шую полуось эллипса. Во-вторых, 
нам нужно доказать, что сумма рас- 
стояний от любой точки орбиты до 
двух заданных точек (фокусов эл- 
липса) остается постоянной. Если вос- 
пользоваться обозначениями, вве- 
денными на рисунке 1, то наша 
задача такова: нужно доказать, что 
разность двух переменных векторов 


г. И г равна постоянному вектору 


2с, а сумма г,-|-г длин векторов г, иг 
постоянна и равна 2а. 

Чем мы можем воспользоваться 
при доказательстве? Это мы уже ска- 
зали: законами сохранения энергии н 
момента импульса. И еще уравнением 
движения Ньютона. 
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Рис. 1. ит, п-+г=2а. 


Закон сохранения энергин 


При движении планеты её полная 

энергия Е остается постоянной: 
Е=‹соп$. 

Эта энергия равна сумме кинетнческой 


К= "5 и потенциальной 


энергни планеты в поле силы тяжести 
Солнца 


энергии 


(&«=1М)*) 


(т — масса планеты, М — масса 
Солнца, г — расстояние между ними 


н > — гравитационная постоянная). 
Итак, 
пи? ат 
Бе. (1) 
Для удобства вместо постоянной 5 


введем другую постоянную % такую, 
что 
ти 


2 


Мы поставили в этой формуле знак 
минус, потому что полная энергия 


2 
планеты отрицательна, а 1020. 


Формулу (1} мы теперь можем за- 
писать так, что масса «выпадет» из 
уравнения: 


О 
Руби ЗИ" 
илн 0? 2 
Е НН (1) 
2 2 г 
Разделнв обе части этого равенства 
на %/2г, получим 
2 2 
учи =. 


Постоянную 2&!и05 обозначим через 
2а, а отношение 9, — буквой и. 


*) Напомним, что потенцнальная энер- 
гия прннимается равной иулю при беско- 
нечно большом г. Поэтому в случае сил 
притяження потенцнальная энергия ока- 
зывается отрицательной. По абсолютной 
величине потенцнальная энергия больше 
кннетнческой — планета не может «отор- 
ваться» от Солнца, 


Рис. 2. 


Получим простую формулу 

[гиа--г = Эа]. [6] 
В таком винде закон сохранения энер- 
гин очень удобеи для наших целей. 


Момент нмпульса 


При движении планеты остается по- 
стоянной еще одна величина — мо- 
мент импульса: 

= тиг яп а, 
где а — угол между радиус-векто- 


- > 


ром г планеты и вектором и ее ско- 
рости (© моменте импульса рассказа- 
но в Приложенин ). 

Нам удобнее будет вместо [. вве- 
стн другую величину. которая тоже 
остается постоянной, — 

[о= Ут=го чт а. 
Из рисунка 2 видно, что изта — 


это проекция вектора х на направле- 
ние, перпенднкуляриое раднус-век- 


тору г. Это означает, что величина 
(о чт а)/" равна угловой скорости & 
нланеты в тот момент. когда ее поло- 
жение определяется  радиус-векто- 


ром 7. Таким образом, 
[6 = и", (2) 


Уравненне движення 


Согласно второму закону Ньютона 
под действием сияы притяжения к 


Солнцу Е = и планета движется, 


с ускорением 


Это уравнение движения планеты 
правильнее записывать в векторном 
виде. Чтобы сделать это, введем век- 


тор п такой, что 


Эта запись означает, что длина век- 


- 


тора п равна единице, а направлен 


этот вектор по радиус-вектору г. Та- 
ким образом, в векторном внде урав- 
нение движення планеты можно за- 
писать так: 


ш= мп. (3) 


Вектор Лапласа 


Теперь мы можем приступить непо- 
средственно к нашей задаче. Попы- 
таемся найти вектор, связанный с ор- 
битой планеты, который прн двнжении 
планеты остается постоянным н кото- 


рому мы можем сопоставить вектор 2с. 
Прн движении по круговой орбите 
угловля скорость постоянна и векто- 


> > 


ры гил все время остаются взанмно 
перпендикулярными. При движении 
же по некруговой орбите (например, 
по эллипсу} угловая скорость изме- 
няется со временем н угол между 


векторами ин пл не остается постоян- 
НЫМ. 


Найдем, по какому закону изме- 


няется вектор п. Для определенности 
будем считать, что движение по ор- 
бите происходит против часовой 
стрелкн. 

Пусть за малый промежуток вре- 
мени А{ планета переместилась по 
орбите из точкн В в точку С (рис. 3) 


так, что раднус-вектор ее г повернул- 
ся на угол ® А (время А мало на- 
столько, что угловую скорость в 
можно считать неизменной). Век- 
тор п в результате поворота перейдет 
в новый вектор л-- Ал, но длина этого 
нового вектора, разумеется, равна 

ыы а 


елинице. Изменение Ап вектора п 
найти нетрудно: Ап=о АЁл, а на- 
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> о 
правление Ал перпендикулярно п. 
Так что мы можем записать Ал так: 


Ап=о Аёл', 
где через п’ мы обозначили единич- 
ный вектор, направление которого 


перпенднкулярно л. Подставим в эту 
формулу ® = Ё,/г* (см. (2)): 


Ап= м Мл’. (4) 


(Сравним измененне вектора Ап с 
изменением вектора скорости 
> 7.2 —. 
Ди = — и Ат (5) 
(это выражение мы получили из (3), 


что ш-— ЛМ. И Ал, 
И; 


же Али Ао взаимно перпендикуляр- 
НЫ. 
В этом месте мы применим простую 


н № 
направления 


учтя, 
пропорциональны 


хитрость: повернем векторы и и п 
против часовой стрелки на 90°. Тогда 


вектор ыы перейдет в вектор п’, а век- 


тор о перейдет в новый вектор у, 
равный по длине о/я и перпендикуляр- 


ный о. Векторы и’и п’ связаны меж- 


- — 


ду собой так же, как векторы п и п. 
«Повернутое» уравнение (5) мы можем 
записать так: 


> 


Аи = — 2 Аи. (6) 


Дальше будем рассматривать фор- 
мулы (4) и (6). Из иих следуел, что 


— А-а ди = 0. 


Рис. 3. 


Это выражение, очевидно, можно за- 
писать так: 


А(— [.у’ — ап) == 0. 
Но это означает, что вектор 


А = —Ёу' —@п (7) 
при движении планеты остается по- 
стоянным. Как мы увидим дальше, 
это и есть тот вектор, который мы 
ищем. 

Преобразуем формулу (7). Преж- 
де всего нзбавимся от вектора у’. 
Сделаем мы это с помощью рисунка 4. 
Как видно из рисунка, 
>  с0$а - о - 
— эта “^ зла “` 


Уччтывая, что т а=1. о/го, а с0$а= 


—- 


7.0 
==>, выражение для и’мы можем за- 
писать так: 


1 > -- 
т. Кг — 02" ] 
м 


(поскольку т-=7). 


ив формулу (7), получим: 


Ао — (”- би — ат. (8) 
Этот вектор в механике называют 
вектором Лапласа. 

Выражение (8) мы еще преобра- 


— и 
о = 


Подставляя это 


зуем. Из формулы (Г) для закона 
сохранения энергии находим: 
2 
а _ 03-06 
о 


Подставим это выражение в (8), раз- 
делим обе стороны на 92/2, перейдем 


к новой перемениой и=о/и, и обо- 


Рис. 4. 


2 «Квант» № [2 


значим вектор А! через 2с: 


2= и 2° — 2(г- ци— 


(здесь и= оо, Если ввести ин еще 
одно обозначение: 


- -- 


[1 = ит —9 (г. -и)н, 


то последнее равенство запишется 
совсем просто: 


и —г:-2с 


. (*+) 


Уравнение эллипса 


Еслн читателю надоели преобразова- 
ния, то ему будет прнятно узнать. 
что задача уже решена. Траектория 
планеты заключена в двух формулах 
в рамках: в формуле (*), которую мы 
получили из закона сохранения энер- 
гии, 
и?г--г=2а 
ни в формуле (+*). 
Для того чтобы убедиться в этом, 
ри 
вычислим квадрат длины вектора г): 
>22 
= у 2—4 и? (. и)? +4(г. и)? и’ 
ИЕ, 
Отсюда ‚следует, что длина вектора г, 
равна иг, то есть как раз первому чле- 
ну в равенстве (»). 
Теперь это равенство (») выглядит 
как уравкенне эллипса 


-г-=2а. 
Итак, мы доказали, что три векто- 


ра г, г; и 2 образуют треугольннк, 
сумма двух сторон которого постоян- 
на и равна 2а. Но это и значит, что 
геометричёское место концов всевоз- 


- 


можных раднус-векторов г (при по- 


стоянном векторе с) есть эллипс. 

Теперь выясняется  геометриче- 
ский смысл введенных постоянных, 
а=а/ — это болышая полуось эл- 
липса. Она зависит только от полной 
энергии планеты и не зависит от мо- 


мента импульса. Вектор 2с соединяет 


два фокуса эллипса. Длина с равна 


фокусному расстоянню (половине 
расстояния между фокусами). —По- 
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" (а\\ А 
7:5 


Рис. 5. Е,. фокусы эллипса; г,--г. В точ- 
ке А 1.= г т а=ф. 


стоянная % — это значение скорости 


планеты в тот момент, когда планета 
находится на конце малой полуосн. 
Покажем это. На конце малой полу- 
оси, по определению, длины раднус- 


- 


векторов г н г’ равны. Следователь- 
но, и?=1 (так как г, =). Это и 03- 
начает, что #=\. Отсюда, в частно- 
ности, следует, что малая полуось 
эллипса 6 равна 
= Во 

(это равенство разъясняет рисунок 5). 

Итак, подведем итог. Мы показа- 
ли, что планета движется по эллип- 
су, в одном из фокусов которого на- 
ходится Солнце. Параметры этого 
эллипса таковы: 


болышная полуось: а=а/, 
малая полуось: 6= о, 
где «=уМ (М — масса Солнца), Ё№, 
 — константы для данной планеты. 


Последнее замечанне 


Мы получили практически все фор- 
мулы, которые описывают движение 
планеты по эллипсу. Все, кроме од- 
ной, — мы не знаем, как изменяется 
во времени положение планеты на ор- 
бните. Это — более сложная задача, 
н мы не станем ею заниматься. По 
крайней мере сейчас. 


18 


Приложение 
Закон. о котором пойдет речь, впервые 
был установлен И. Кеплером. Изучая 


движение планет вокруг Солица, Кеплер 
обнаружил, что площадь. «заметаемая» ра- 
днус-вектором планеты в единицу вре- 
мени, постоянна. Она не зависит от поло- 
жения планеты иа орбите. Обозначим че- 
— - 
рез г радиус-вектор планеты и через о ее 
скорость в момент временн { (рис. 6}. 
За маленький промежуток временн 4 


планета совершит перемещение и 4. При 
малых АЁ площадью сектора эллипса совпа- 
дает с площадью треугольника, построенного 


> > 


на вехторах г ии, то есть 
1 : 
А$ = —5 "9 АЕзта, 


> > 


где & — угол между векторамн гн и (см. 
рис. 6). Площадь, заметаемая за едиинцу 
времени (ее называют секториальной ско- 


ростью), очевидно, равна 
А5 | : 
АЕ == 2. гу п %. 


Следовательно, второй закон Кеплера сос- 
тонт в том. что при движенни планеты сек- 
торнальная скорость постоянна: 


—5_ го та == с0п$й. 


Этот закои можно доказать с помощью 
несложиой геометрии. Постронм па векто- 


рах ги и параллелограмм (рис. 7). Пло- 
щадь этого параллелограмма равна 
ги яп а. Вычислнм, какой будет площадь 
параллелограмма через маленькнй интервал 
времени Д{. За это время будут изменяться 
скоростн и углы. Так как время А мы вы- 
брали очень малым, будем считать, что 
оба вектора изменяются пропорционально 
А (иначе говоря, будем счнтать, что век- 
торы изменяются с постояннымн скорос- 
тями); ускореннями же, т. е. членамн, про- 
порциональными (41, мы будем прене- 
брегать. 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


Таким образом, мы будем счнтать, что 


АГ = О АЕ, 

— — 

Аи=шь А! *). 
Естественно, что при вычислении нзмене- 
ния площадн параллелограмма нас также 
будет интересовать только скорость нзме- 
нения площади, а ускорення (велнчины, 


пропорциональные (44?) мы будем от- 
брасывать. Ускоренне планеты  пропор- 


цнонально силе Ё, действующей на пла- 
нету. Снла же направлена к Солнцу, т. е. 
противоположна по направлению раднус- 


вектору. Следовательно. вектор Аи парал- 
лелен вектору г. Направлен же он противо- 
положно вектору г. Теперь иетрудно нарнсо- 
вать векторы Агни А, затем векторы а рт 
=. Аг и т = те в н построить на инх 
параллелограммы (рнс. 7). Площади этих 


параллелограммов равны соответственно 
$. =: и”г’ п В, где В— угол между векто- 


рамн ин Ре н $3 = АгАо эта. 
Нетрудно показать, что 
$.= $: + 53. 


Теперь мы заметим, что площадь 53 
пропорцнональна А, так как н Аг, и Аи 
‚ пропорцнональны А. Так как мы условн- 
лись величинами, пропорциональными 
(207, пренебрегать, мы можем выкинуть 
ин площадь 53. Мы получаем нужное нам 
утверждение 

$ — $, 


т. е. площадь параллелограмма не изменя- 
ется со временем. 


*) ш есть ускоренне для вектора 


м: 


но это — скорость изменення скорости г- 


2% 


Наше рассуждение, конечно, не очень 
строгое, но его можно сделать точным, осо- 
бенно если уметь днффереицнровать. 

Вернемся теперь к физике. Еслн А 
мало, то площадь маленького параллело- 
грамма можно считать очень маленькой. 
Так что прн движении планеты площадь 
параллелограмма, построенного на векто- 

- > 


рах г н и. остается постояиной: 
иг эт а = ’г т В = соп$. 


Остается только заметнть, что площадь 
треугольннка, построенного на тех же 
векторах. вдвое меньше площадн паралле- 
лограмма, н мы прнходим ко второму за- 


кону Кеплера: я Ут < == соп$. 


При доказательстве мы использовали 
только то обстоятельство. что сила, дейст- 
вующая на планету, направлена вдоль 
раднус-вектора. В таких случаях говорят, 
что тело двнжется под действием централь- 
ной силы, т. е. снлы, направленной всегда 
в одну точку (нли от нее). Поэтому дока- 
занное намн утверждение можно сформу- 
лнровать так: 

Для материальной точки, которая дви- 
жется под действием центральной силы. 
величина гут остается постоянной. 
Остается постоянной и величина тих ${п ©, 
где т — масса материальной точки. Но 


- - 
ту = р — это импульс частниы. Велнчн- 
на же Ё = рг яп а называется моментом 
импульса. Так мы пришлн к закону со- 
хранення момента импульса: 

При дзижении материальной точки 
8 поле центральной силы момент импульса 
остается постоянным. 

Этот Закон нграет для двнження в поле 
центральной силы роль. похожую на роль 
закона сохранения импульса для движення 
в отсутствие сил. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основвния журнала. Пуб- 
ликуемые в нем задачи не 
стандартны. ино для нх ре- 
шения не требуется знаний, 
выходящих за рамкн ны- 
нешней школьной програм- 
мы. Наиболее трудные за- 
хачн отмечаются звездоч- 
кой. После формулнровкн 
задачн мы обычно указы- 
ваем. кто нам ее предложил. 
Разумеется, не все эти за- 
дачн публикуются впервые. 
Решения закач из этого 
номера можно отправлять 
не позднее 1 февраля 1980 
года по адресу: 113035, 
Москва. М-35, Б. Ордынка, 
21/16, редакция журнала 
«Квант». В графе «Ко- 
му» напншите: «Задачинк 
«Кванта» № 12—79» и 
номера задач, решения ко- 
торых вы посылаете, на- 
пример «М596. №597» или 
«ФвВ07». Решення зедач нз 
разных номеров журнала 
нлн по разным предметам 
(математике н физике) прн- 
сылайте в разных конвер- 
тах. В письмо вложите кон- 
верт с написанным на нем 
вашнм адресом (а этом кон- 
верте вы получнте резуль- 
таты проверки решеннй). 
Условне каждой орнгнналь- 
ной задачн, предлагаемой 
для публнкацин (илн цикла 
задач), присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с ва- 
шим решением этой задачи 
(на конверте пометьте: «За- 
дачник «Кванта», новая 
задача по физике» илн 
«... новая задача по мате- 
матнке» ). В начале каж- 
АоГго письма просим ука- 
зыаать ваше нмя, фамнлию, 
номер школы н класс, в ко- 
ром вы учитесь. 


задачник 


пбанта 


Задачи 
№596 —М600; Ф608—Ф612 


М596. Дана пятнугольная призма с основаниями 
А. АзАзА.А; и В.В.ВзВаВз. Все ребра оснований 
н все отрезки А:В,;(1, |=1, 2, 3,4, 5) окрашены 
либо в красный, либо в зеленый цвет так, что в 
каждом треугольнике вершинами в вершинах 
призмы, стороны которого окрашены, есть две 
стороны разного цвета. Докажите, что все десять 


ребер оснований окрашены одинаково. 
ХХ! Международная олимпиеда 
по математике, 1979 г. 


№М597. Положим 


| -`1 
ть 
а) Докажите существование предела 
у = Нм (х, — пп). 
п-> 


6) Докажите, что для любых п, тЕМ 
< Ни хп. 
в) Найдите ф с точиостью до 0,1. 
В. Ясинский 


№М598. Даны плоскость л, точка Р на этой плоско- 
сти н точка © вне плоскости л. Найдите все точ- 
ки п в плоскости л, для которых отношение 
(1ОР|-+ РК] )/ [98| макса, 


{ Международная олимпиада 


‘по математике 1979 г. 
М599. а) Сколькими нулями оканчивается число*} 
45° 4 654? 
6)* Укажите наибольшую степень числа 
1979, на которую делится число 


1978197919380 + 1980197913978. 


П. Гусятников 


№М600. Два велосипедиста едут по двум пересекаю- 
щимся окружностям: Каждый едет по своей окруж- 
ностн с постоянной скоростью. Выехав одновре- 
менно из одной из точек их пересечения и сделав 
по одному обороту, велосипедисты вновь встрети- 
лись в этой точке. Докажите, что на плоскости, в 
которой лежат окружности, существует такая не- 
подвижная точка, расстояния от которой до вело- 
сипедистов все время одинаковы, если они едут: 
а) в одиом направлении (протнв часовой стрел- 
ки); 6) в разных направлениях. 

Н. Висильев, И. Шарыгин 


4) сё“ означает а? 


Фб08. Космнческий корабль массой М — 12 т дви- 
жется вокруг Луны по круговой орбите на высоте 
#—=100 км. Для перехода на орбиту прилунения на 
короткое время включается реактивный двигатель. 
Скорость вылетающих из сопла ракеты газов и= 
10* м/с. Радиус Луны Вл - 1,7.103 км, ускорение 
свободного падения у поверхности Луны вл = 
= Ё.7 м/С°. 
1) Какое количество топлива необходимо израсхо- 
довать для того, чтобы прн включении тормозного 
двигателя в точке А траектории корабля он опу- 
стился на Луну в точке В (рис. 1)? 
2) Во втором варнанте прилунения кораблю в точ- 
ке А сообщается импульс в направлении на центр 
Луны, чтобы перевести корабль на орбиту, касаю- 
щуюся Луны в точке С (рис. 2). Какое количество 
топлива необходимо израсходовать в этом случае? 
А! Международная олимпиада по физике, 
1979 г. 
Ф609. Деталь, изготовленная из алюминня, взве- 
щивается на аналитических весах с помощью ла- 
тунных гирь. При одном взвешивании воздух вну- 
три весов сухой, при другом — влажный, давле- 
ние водяных паров в котором равно р,--15,2 мм 
рт. ст.. Внешнее давление (р=760 мм рт. ст.) и 
температура ({-20 °С) воздуха в обоих случаях 
одинаковы. 
Прн какой массе детали можно заметить разницу 
в показаниях весов, если их чувствительность 7, = 
=—=0,1 мг? Плотность алюминия р; = 2,7 г/см®, ла- 
туни р. = 8,5 г/см 
Х! Международная олимпиада по физике, 
1979 г. 
Ф61О. В советско-французском эксперименте по оп- 
тической локации Луны импульсное излучение ру- 
бнинового лазера на длине волны А=0,69 мкм на- 
правлялось с помощью телескопа с диаметром зер- 
кала р=2,6 м на лунную поверхность. На Луне 
был установлен отражатель, который работал как 
идеальное зеркало диаметра 4=20 см, отражаю- 
щее свет точно в обратном направлении. Отражен- 
ный свет улавливался тем же телескопом и фоку- 
сировался на фотоприемник. 
1) С какой точностью должна быть установлена 
оптическая ось телескопа в этом эксперименте? 
2) Пренебрегая потерями света в атмосфере Зем- 
ли и в телескопе, оценить, какая доля световой 
энергин лазера будет после отражения от Луны 
зарегистрирована фотоприемником. 
3) Можно ли отраженный световой импульс заре- 
гистрировать невооруженным глазом, если порого- 
вую чувствительность глаза принять равной л= 100 
световых квантов, а энергия, излучаемая лазером 
в течение нмпульса, равна Е={ Дж? 
4) Оценить выигрыш, который дает применение от- 
ражателя. Считать, что поверхность Луны рассен- 
вает © ==10 % падающего света равномерно в телес- 
ный угол 2л стер. 


М540. Международное об- 
щество состоит из пред- 
ставителей шести раз- 
личных стран. Список чле- 
вов общества состоит из 
1978 фамилий, зануме- 
рованных числами 1, 2,... 
..,1978. 

Докажите, что су- 
ществует хотя бы один 
член общества, номер ко- 
торого равняется сумме 
номеров двух членов из 
его страны или удвоен- 
ному номеру некоторого 
члена из его страны. 


Рис. 1. 
2} 


Расстояние от Земли до Луны [380-10 км. 
Днаметр зрачка глаза принять равным 4=5 мм. 
Постоянная Планка #= 6,6: 10-34 Дж.с. 


Х! Международная олимпиада по физике, 
1979 г. 


Фб1!1. Акробат, находясь на боковой поверхности 
цилиндра, лежащего на очень шероховатом полу, 
перебирает ногами и движется с постоянной ско- 
ростью вправо. Считая коэффициент трения ботн- 
нок акробата о поверхность цилиндра равным ци, 
определить предельный угол &, который может со- 
ставить с вертикалью радиус цилиндра, проведен- 
ный в точку, в которой иаходится акробат. Чему 
будет равна при этом сила трения ботинок акро- 
бата о цилиндр? 


Фб12. Какое количество теплоты необходимо сооб- 
щить 0,] кг неона для его нагревания на 5°С, ес- 
ли при нагревании давление неона прямо пропор- 
ционально его объему? 


Решения задач 
М№М540—М544; Ф553—Ф557 


Предположим, что заключение задачн не выполняется. 
Заметим, что одна из стран представлена в обществе не 
менее чем 330 членами. Действительно, еслн бы каждая 
делегация состояла не более чем нз 329 членов, то всего 
в обществе было бы не больше чем 329х 6=1974 члена. 
Аналогичным рассуждением (нэвестным под названнем 
принципа Дирихле) мы будем пользоваться еще иесколько 
раз. не поясняя его специально. Расположим номера уче- 


ных этой страны в порядке возрастаиня: аа, ав. ..., @ззо,-.- 
В снлу нашего предположения ученые с номерами 
-@:—@1, а,—@1, ..., @зу— а; представляют оставшиеся пять 


стран. Среди них не менее 66 представляют одну страну; 
пусть это ученые с номерами 6, 6, ....бвв. Тогда ученые 
с номерами 6,.— 61. .... бав— В: представляют оставшнеся 
четыре страны. Средн них не меньше 17 ученых представ- 
ляют одну страну; пусть их номера ст, сз, .... бт. Тогда 
ученые к номерамн с3— сл, ..., с:— С: живут в оставшихся 
трех странах. Из ннх мы аналогичным образом найдем 
$ ученых, представляющих две страны. а затем двух пред- 
ставнтелей одной страны. разность номеров которых не 
может быть номером ученого ни одной из стран. Противо- 
речне! 
Задача решена. 


Если поставить теперь вопрос о том, сколько должно 
быть членов в обществе из представителей & стран, чтобы 
заключение задачи наверняка выполнялось. то приведен- 


ный выше метод решения дает ответ лк -- [А1е] = #1 |2-- 


} } 1 
+= + ЕТ > + н) (проверьте это самостоятельно). 


Однако эта оценка может быть улучшена уже для А=3. 
Как сообщил нам А. Ходулев, для трех стран достаточно 
не 16=[3!е], а 14 представителей. Для тринадцатн пред- 
ставителей трех стран заключение задачи не выполняется: 
соответствующий пример’ приведен на рисунке 1. А для 
четырех стран достаточно 45 представителей; для 44 же 
представнтелей четырех стран можно привести пример, 
когда заключенне задачн не выполняется. Оценка снизу 
для количества членов общества из # стран, для которых 


№541. В компании из № 
человек у каждого ровно 
трое друзей. 

а) Докажите, что № 
четно. 


6) Всегда ли такую 


компанию можно разбить 

на №2 пар так, чтобы 

люди в каждой паре были - 
друзьями? 


Рис. 2. 


М542. Дан прямоугольный 
треугольник ААА, с 
катетами |А.А.|=а ши 
|1 А. А.|=65. Муравей пол- 
зет по бесконечной —ло- 
маной А.А; А4Аь..., где 
Аз А+, — высота — треу- 
гольника Ап Ап —1Ал. 

а} Найдите — длину 
его пути (из бесконечного 
числа отрезков). 

6) Постройте пре- 
дельную точку 1, к кото- 
рой приближается мура- 
вей. На каких расстояниях 
ой катетов она находит- 
ся 


возможна такая нумерация, что заключение задачи М540 
будет неверио, очень далека от верхней оценки. Лучшей 
пока является оценка ть == (3 — Ц. у 

УТ. Лиманов 


© 


а) Подсчитаем число пар друзей. Поскольку каждый 
имеет трех друзей, то есть входит в 3 такие пары, то об- 
щее число пар равно 3№;2. Отсюда следует, что М четно. 

Если изображать людей точками — вершинами, а 
друзей соединять отрезкамн — ребрами, то конфигура- 
ция, удовлетворяющая условию задачи, будет однород- 
ным графом степени 3 (от каждой вершины отходит 3 реб- 
ра). На языке графов наше решение можно записать так: 
поскольку у каждого из М ребер графа два конца н‘каж- 
дая из М вершин служит коицом трех ребер, 2М=3М. 
откуда М=3М!2. 

6) Ответ. Не всегда. Простейший пример, который 
прнвели почтн все читатели. правильно решившие зада- 
чу, содержит 16 вершин ни, стало быть, 24 ребра (рис. 2). 
Еслн выбрать пару ОА,, то пятерки, содержащие А. 
ни Аз, уже нельзя разбить .иа пары. Как отметил десятн- 
хлассиик В. Губа из Вологды, такие примеры существуют 
при всех четных №16. 

Во всех контрпримерах, приведенных читателямн, 
на графе имеется перещеек — ребро, после выбрасыва- 
ния которого граф распадается на два куска (в нашем 
примере три перешейка; ОД,. ОА, н ОД,). Это не случай- 
но. Можно доказать — предлагаем это как задачу чита- 
телям, — что в однородном графе степени 3 без перешейков 
всегда существует совершенное паросочетание, то есть мно- 
жество ребер, содержащих все вершнны графа н ие имею- 
щих общих вершни. (См.. например, главу 18 кииги 
К. Бержа «Теория графов ни ее применения» (М.. 
ил, 1962) ) 

Задачи о паросочетаннях — достаточно продвинутый 
раздел теорни графов. О некоторых из этих задач расска- 
зывалось в «Кваите» (1970, № 4. с. 14: 1974, № 11. с. 23). 


Ф 


Рассмотрим преобразованне подобня П, переводящее тре- 
угольник Ас А. Аз в треугольник А.АзА.. Его коэффициент 
подобня 


Бо А 9% 
= ТЖдГ = а. 


Преобразование П, очевидно, отображает иитересующую 
нас красную ломаную Г, дополненную двумя начальными 
звеньями [АоА:] н [4,42]. в точности на Г. поскольк 
П (Ап)= Ала для п=0, 1,2, ... (рис. 3). Поскольку 
сокращает все расстояния в № раз, длина 2 ломаной Г 
определяется нз уравнения 

& ( |АМоА, |+ А.А: |+ 2)=2, 
откуда - 


узы (Увы 
т — аб ° 


{В этом рассуждении завуалирован обычный способ оты- 
скания суммы бесконечной геометрической прогрессни: 
(Уз + ити ю-:...) =2.) 

Заметнм, что каждый треугольник Ай Ал. 1Апуа с0- 
держнт следующий (л=0, [....), а пересечение всех этих 
треугольников—точка [., к которой в пределе стремится му- 
равей. Поскольку П (Л Ал Ап+:Ап+2) = ДАр+ Ап Апза. 
получаем П ({1.)=Г, то есть точка Г является неподвижной 
точкой преобразования П. 

Преобразование Г — центрально подобное вращение; 
его можно получить как компознцию поворота иа 90° 


# = 


23 


№543. Пусть 

г (х. и)-= |7 
* Уз Ут-Е 

Докажите, что ддя лю- 


бых действительных чи- 
сел а, 6, г выполнено не- 
равенство 

ра. бра. В --р 6.5). 


а>й, 


< 


Рис. 4. 


24 


н гомотетни (с коэффициентом Ё) с центром 2. Отсюда сле- 
а НИЕ в 


дует. что АЁА, = А.ЁА, = 90°; таким образом, точку [. 
можно построить как пересечение двух полуокружностей 
с днаметрами [АА] н [АзА4] или еще проще — опустить 
из А, перпендикуляр А.Ё на отрезок АА. А иайти рас- 
стояния х ну от точки [. до катетов длины а н 6 треуголь- 
ника ААА; можно, воспользовавшись либо тем, что 
ЕЕ (АДА и 1241 1 САс| = #3, либо тем, что перпенди- 
куляры, опущенные нз Г на отрезкн АсА:. А.А. Ад Ав. 
получаются друг из друга преобразоваинем ЛП. откуда 


— Ах. 
не 


(на рисунке 3 отрезок длины х голубой, отрезок длины 
—=Ах — зеленый, отрезок длины #у — снова голубой). 
аким образом, 


ка а?ь (п? -. 53) 
х=итт” изайти. 
За а36? 


Ут изв. 


В ряде пнсем эти ответы получены как суммы геомет- 
рической прогрессин со знаменателем #2 — коэффиниен- 
том гомотетин преобразования 


+ 


Формулу для «расстояния» р можно существенно упро- 
стить, установив взанмио однозначное соответствие и —= {6 @ 


Бе я: 
между числами уе К и числамн е|-#: |. Ес 


дн у: =: во, у, = Ша,. то, заменив & © на 5 9/с05 9. 
получим 


И [о — ща | ри 
Е УГЕыРа, УГ, = 
15% — ©) © 


Таким образом. нужное нам неравенство треугольника для 
расстояния р вытекает нэ следующего неравенства: 


|5 (©, — @,) | < | зт (@, — а.) | -- [т (@, — ©) |; (2) 


справедливость последнего неравенства (для всех 5,,. @.. 
а,} не вызываег сомнений: для любых Ви} 
151 (В --\) | == 81 В со$ % -Е $т ф со; В | = [$т В с0$у | -- 
+ | $17 у соз В | < | $т В[-- | п т|; 
положнв здесь В =, —@., \-= а, —@,. получим (2). 
Экн формальные тригопометрические выкладки. как за- 
метнли многие читатели. можно прояснить с помощью 
геометрической иитерпретании нашего расстояния р. На- 
чертим иа. плоскостн окружность. касающуюся координат- 
ной прямой Оу в точке О (у=0), с днаметром |ОР |==1 и 
каждой точке У’ (с коордннатой у) нашей прямой поставим 
в соответствие пересеченне Р=Р (у) отрезка РУ гс этой 
окружностью (рис. 4). Пусть ЁЕ,-=Р (1). ЁВа=Е (ца). 
Тогда р (и:. из) есть просто ОАина хоре [Р.В [= В. 


(Это сразу ясно нз (1), поскольку А.РЕу = |, — @,| =, 
но легко установнть н геометрически — например. заме- 
тив, что площадь треугольника на рисунке 4 с длиной 
основания |и/—иу.| н высотой длнны 1 равна половине 


произведения } 1+и И! -- уз тт В.) Теперь «неравен- 
ство треугольника» очевидно. 

Отображение и—Р (1) прямой на окружиость и ана- 
логичное отображение плоскостн на сферу — «стереогра- 


М544. Какое наибольшее 
число вершин, из которых 
нельзя провести ни одной 
диагонали (лежащей  це- 
ликом внутри  многоцголь- 
ника), может иметь вы- 
пуклый  п-угольник?  Ре- 
шите эту задачу сначала 
для п=4,5,6,7. 


|: 


Рис. 6. 


фическая проекция» — 

решения разнообразных геометрических задач *). 
Читатели, знакомые = комплекснымн числами, оценят 

н такое решение (которое указал десятиклассник В. Гу- 


очень важный ниструмент для 


ба нз Вологды). После преобразования ге {9) 
расстояние р переходнт в обычное расстояине между точ- 
камн на комплексной плоскости: 
1 

У: - 


этого отображення приводнт. по существу. к тому же 
рисунку 4. 


1 
п (и. = [тет 


.— 


; заметим, что геометрическая интерпретация 


Н. Васильев 


Ф 


п 
Докажем. что число таких вершин ине превосходит [3 . 


Это сразу вытекает нз следующей леммы: 

Лемма. Если А и В — соседние вершины невыпук- 
д0го многоугольника М. то из А или из В можно провести 
диагональ. 

Доказательство. ‘Пусть В и С — вершины 
многоугольника /, соседние с А. 

а 

Предположим сначала, что ВАС< 180°. Если в тре- 
угольннке АВС (включая его стороны) нет других вершнн 
многоугольника М, то искомая диагональ — [ВС]. Если 
же в треугольнике ДВС есть другие вершины многоуголь- 
ника М, то выберем среди них вершину О. находящуюся 
на минимальном расстоянии от прямой {. проходящей че- 
рез точку А параллельно [ВС]. Тогда [АД] — искомая 
днагональ, поскольку в противном случае отрезок АБ 
пересекала бы какая-то сторона ЕЁ многоугольннка М 
(рис. 5}. один нз коицов которой лежал бы ближе к пря- 
мой {, чем точка О, что противоречило бы выбору послед- 
ней. 


м 

Пусть теперь ВАС 180°. Покажем. что в этом случае 
всегда можно провести диагональ из вершины А. Для этого 
продолжим сторону ВА многоугольника М за вершину А 
до первого пересечения со стороиамн многоугольника Л 
в некоторой точке р. Если ) — вершина многоугольни- 
ка М, то [АО] — искомая днагональ. В противном слу- 
чае точка Д лежит ина стороне ЕЁ миогоугольннка. Пусть 
вершнна Е расположена по разные стороны от прямой ВА 
п вершиной С (рис. 6). Будем двигать переменную точку Р 
на стороне ЕЁ от точки 0 к точке Е. Тогда переменный 
отрезок АР заметет треугольник АДЕ. Есаи в треуголь- 
нике АДЕ мет вершин многоугольника М. то|1 АЕ] — иско- 
мая днагональ. Бели же таковые найдутся. то мы обяза- 
тельно наткнемся на одну нз них при повороте отрезка АР 
от положения [АД] до положения [АЕ]. Отрезок от вер- 
шины А до ближайшей к А вершине на отрезке АР. впер- 
вые «встретившем» вершины многоугольника М, будет 
нскомой днагональю. 

Лемма доказана. 


*) См.. например. кингу И. М. Яглома «Геомет- 
рические преобразования, 11. Линейные и круговые 
преобразования» (М.. ГТТИ. 1956): брошюру Б. А. Ро- 
зенфельда нН. Д. Сергеевой «Стереогра- 
фическая нпроекцня» («Популярные лекции по математн. 
ке». вып. 53. №.. «Наука», 1973): статьн из «Квантё»: 
1977. № ШО. с. 14; 1978, № 12. с. с: 1, 50 и 2-я с. обложки. 


Ф553. 


Тяжелая доска массы 
М лежит на Эацк танко- 
стенных катках радицсов г 


п Юн равкых масс. т. 
Расстояние между центри- 
ми катков 1. С каким цско- 
рением начнет двигаться 
доска. если ее отпустить? 
Трение между всеми поверх- 
ностями тшаксво. что прс- 
скаизыссния нет. 


Рис. 8. 


6) п=2к+1 


— 26-3 21 28 


На рисуиках Т.а и 7,6 приведены примеры невы- 
пуклых (2/)-угольннка ин (2А-Г1)-угольннка, для которых 


п 
оценка 757 достнгается. 


Таким образом. нанбольшее число вершин невыпук- 
лого п-угольннка. из которых нельзя провести нн одной 


п 


днагоналн, равно = . 


С. Бычков 
Ф 
Так как проскальзыванне между всеми поверхностямн 
отсутствует, прн двнженин доски и катков будут оста- 
ваться нензменными расстояние |АВ| между точками 
касания катков н горизоитальной плоскостью н равное 
ему расстояние |А’В’|] между точками касання катков н 
доски (рис. 8). ея не будет изменяться и рас- 
стояние 10,0.|={ между центрами катков. А это означает, 
что скорости центров обоих катков в любой момент вре 
менн одинаковы и направлены по прямой 0,0. 
Найдем направление скоростн центра масс доски 0. 


Пусть скорость центров катков равна 5. Тогда в системе 
отсчета, движущейся с этой скоростью, центры катков 
неподвижны, скорости же точек А’н В’. а значит, и ско- 


рость у центра масс доски равны по модулю | и мапраз- 
лены вдоль доски. В неподвижной относнтельно горнзон- 


тальной плоскостн системе отсчета скорость и Нентря ав 


доски равна векторной сумме, скоростей = нии. 


Из рисунка 8 видно, Что скорость Г направлена параллель- 
мо прямой 0,О,. Так же направлены перемещение доскн 
н ее ускоренне. 


Обозначнм через `$ перемещение ненгра масс доски в 
тот момент, когда его скорость равни и. _В этот момент 


модуль скорости центров катков | — 1. 2 с05 @ и кн- 
нетическая энергия всей системы равна 


ма в 


о 
де, Мы 


р {т со5? м -- 2 М). 


Ф554. Брусок массы ту 
лежит на доске массы т». 
которая находится на глад. 
кой горизонтальной поверх- 
ности. Коэффициент тре- 
ния между бриском и дос- 
кой равен р. На доску дей- 


ствует сила Е, изменяю- 
щаяся со временем по зако- 


> 
ни 1Ё]-Ы, где 


стоянния величина. 


В — лс- 
Нари- 


совать графики зависимости 
ускорений бруска и 
от времени [. 


доски 


Рис. 10. 


Изменение кинетической знергин системы происходит за 
счет изменения потенциальной энергин доски: 


> 
Е 
м (т с052 а -- 2 М) = МЕ, 


НР ы В —г 
где й = |5 яп. а $т@ = р 


Так как доска движется равноус коренно (действующие на 
систему силы постоянны}, справедливо равенство 


а > > 
ше = 21а] [5] 


— 
(а — ускорение доски). 
Используя полученные соотношения, найдем 


> 2(В- г) 

“= = 

{ (2 - —м .(1 — (В — 9/8) 
И. Слободецкий 


Ф 


На брусок в горизовхальном + направлении действует толь- 


ко одна сила — сила трения Ё, (рис. 9), 
‘жется с ускорением 


поэтому он дви- 


> 
> 
а: = Е 
т; ° 


> 
Так как [Е | зи т!%, то 
[2; |<ве. 


— 
На доску действуют две силы: сила Ё н сила трения, 
равная — Ё,. поэтому ускорение доски равно 


> > 
ее _ Е—Е, 
аз = —_—— 
то ы 


Вначале, _пока сила мала, брусок н доска движутся 
> 


вместе: а, == а, то есть 
о => 
Е _ Ё— Ва. 
т т. ^ 
Отсюда 
= > т 
ЕР ани 
} т, + т. 
и 
> 
Па ГЕ 
а = 14. | = = ий 
т фт: тт 


— модуль ускорения бруска и доски растет пропорцио- 
нально времени. 
В иекоторый момент времени {(; модуль этого. ускоре- 
> > 


ния оказывается равным | @1щах | — ца, а снла РЁ, стано- 
вится равной по модулю втай. После этого ускоренне 
бруска перестает растн н остается равным 


== 

[а, ] — ц&, 

п ускорение доскн растет п закону 
ы — тие, 


= 


— 
Найдем о. Так как в этот а | = ни. то 
тт. = ВЕ. 
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Ф555. о) „Легкий жесткий 
стержень длины { с грузом 
жассы т наверху закреплен 
шарнирно а нижней точке 
п удерживается в верти- 
кальном положении двумя 
горизонтальными пружина- 
ми жесткости №, скреп- 
яенными с его верхним кон- 
цом (рис. И). В направае- 
нии, перпендикулярном к 
пружинам, стержень дви- 
гаться не может. При ка- 
кой массе груза вертикаль- 
ное положение стержня пе- 
рестанет быть устойчи- 
вым? 

6) Стальная спица длины 
{ заделана в пол так. что 
стоит вертикально. Если 
к ге верхнему концу прило- 
жить небольшию горизон- 


тальную силу ГР. верхний 
конец спицы отклонится на 
величину а. Оценить, 
груз какой массы может 
выдержать. не согнувшись. 
спици ма своем верхнем кон- 
це. Рилличием формы. ко- 
торию принимает  спица 
. при действии ни нее гори- 
зонтальной или вертикиль- 
ной сил. пренебречь. 
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откуда 


ия 
= р (т. 


— 
Теперь нетрудно построить графики зависимости | а, 
> 
и [2 | от времени # (рис. 10). 


И. Слободецкий 


Ф 


а) Вертнкальное положение стержня становится неустой- 
чивым, если прн небольшом отклонеинн стержия от по- 
ложения равновесия момент силы тяжести груза относн- 
тельно оси, проходящей через точку О закреплення стерж- 
ня, будет больше момента сил упругости пружнн. 
Обозначим через х малое горизонтальное смещение 
груза (рнс. 12). Тогда момент снлы тяжести равен _ тах, 


а момеит снл упругостн равен прниблнзительно |Ё] {= 
= 2 Ех]. 


Таким образом, равновесне стержня неустойчиво при 
тих>2 В», 
то есть при 
2 


Ре рЬ 5 


6) В действительности форма спицы нзменяется в за- 


внснмости от того, горизонтальная или вертикальная сн- 
Ла удерживает ее в равновесии, однако для оцейки этим 


ь Е И 
А, ПАяЯ 


Рис. 11. Рис. 12. 


можно пренебречь. Тогда задача стамовнтся аналогичной 
задаче а), в которой величину 2А, характернзующую жест- 
кость пружин на растяжение (сжатие). нужно заменнть 
жесткостью #” спипы на изгиб, равной отношению модуля 


— 
силы упругости, уравновешивающей силу Г. к смещению 


ГЕ 
конца стержня, то есть ^^. 


Следовательно, максимальная масса груза, который 
может выдержать санца. равна приблизительно 


Е 
ре 14 


ай 
Г. Коткин 


Ф556. Если на ` ледяной 
брусок надеть проволочную 
петлю. к которой подвешен 
груз (рис. 13), проволока на- 
чинает резать лед. Это 
объясняется тем, что при 
повышении давления тем- 
пература плавления льда 
понижается, лед под про- 
волокой начинает таять, а 
над — проволокой — вновь 
смерзаться- 

Однако если петлю сделать 
не из проволоки, а из капро- 
новой нити такого же цли 
даже меньшего диаметра. 
зе9 практически не режет- 
ся. Почему? Попробуйте 
провести описанный опыт. 


Рис- 13. 


Ф557. В схеме, изображен- . 


ной на рисунке 14, ключ К 
замыкают. Найти макси- 
мальный ток в цепи и мак- 
симальное напряжение на 
конденсаторе. 


К Ь 


го 


Рис. 14. 


При повышении давления температура плавления льда 
действительно нпоинжается. Однако при илавленни льда 
поглощается теплота плавления, н температура льда под 
проволокой начинает падать. Это пронсходнт до тех пор, 
пока температура льла в области повышенного давления не 
упадет до температуры’ плавления при этом давлении. 
Дальнейшее плавление льда будет определяться теплом, 
которое вследствие теплопроводности будет приходить 
к области пониженной температуры. 

В случае проволоки это тепло будет проводиться за 
счет хорошей теплопроводностн металла от замерзающей 
сверху воды, ин процесс разрезання льда будет быстрым. 
В случае капроновой инти, обладающей малой теплопро- 
водностью, тепло будет подводиться главным образом за 
счет охлаждення всего бруска льда в целом, и процесс 
разрезания пойлет очень медленно. Я 

Н. Слободецкий 


Ф 


После замыкания ключа в цепи потечет ток. Из-за наличня 
индуктивности ток вырастн мгновенно не может; он будет 
увеличиваться постепенио, пока не достигнет максималь- 
ного значения. 

Ток, текущий через индуктивность, заряжает кон- 
денсатор. Согласно закону сохранения эпергин в любой 
момент времеии 

Ш? С? 

2 +2 1-00. (*) 
Здесь / — ток, текущий через нндуктивность в дапный 
момент, [21/2 — эпергия, запасенная к этому моменту 
в магинтном поле индуктивиости, {(/ — напряжение на 
конденсаторе, С(/?/2 — энергия конденсатора в данный 
момент, 9 = СИ — заряд, прошедший через батарею, 
9 & — работа, совершенная батареей. 

При некотором значении тока {» напряжение на коч- 
денсаторе становится равным &. С этого момента конден- 
сатор продолжает заряжаться за счет энергии магниит- 
ного поля индуктивности. Прин этом ток через нидуктив- 
ность начинает уменьшаться. 

Следовательно, [5 и есть максимальный ток в цепн. 
Из (*) при И— находим 


пю=& ИС. 
Зарядка конденсатора продолжается до тех пор, покг 


с цепи течет ток. Максимальное напряжение на коцден- 
саторе находим из (*) при условин / = 0: 


Отах = 2%. 
П. Зубков 


пвант а), двести 
для младших школьников т Т?ИетА 


пятьеот 


Задачи 


1. В обоих примерах, приведенных 
на рисунке, использованы все десять 
цифр. В первом примере буква 0 
является цифрой нуль, буква П рав- 
на букве И, а буква В — букве Я, 
остальные буквы имеют самостоя- 
тельные цифровые — значения. Во 
втором примере нет букв, имеющих 
одинаковые значения, зато известно, 
что ЧЕ=С, причем Е — нечетная 
цифра. 

Определите значення всех букв в 
каждом ‘примере. 


2. Мальчик купил на рубль почтовых 
марок. причем двухкопеечных марок 
он купил в 10 раз меньше, чем одно- 
конеечных. остальные же марки бы- 
ли пятикопеечными. Сколько марок 
каждого достоннства купил мальчик? 


3. На диаметре окружности с центром 
в точке О находятся центры А и В 
еще двух окружностей, касающихся 
первоначальной окружности и друг 
друга (см. рисунок). Еще одна ок- 
ружность, центр которой обозначим 
через С, касается всех трех рассмот- 
ренных ранее окружностей, как на 
рисунке. Докажите, что пернметры 
треугольников `АОС и ВОС равны 
длине диаметра первой окружности. 


4. Ученик 6 класса Петя Иванов прн- 
думал две новые теоремы: 

а) если натуральное число . делится 
на 27, то и сумма его цифр делится 
на 27; 

6) если сумма цифр натурального чис- 
ла делится на 27, то и само число де- 
лится на 27. 

Сможет ли Петя доказать эти тео- 
ремы? — 
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О. Оре 


Простые 
числа Ферма 


Вероятно, одним из первых свойств 
чисел, открытых людьмн, был тот 
факт, что некоторые числа раскла- 
дываются на два меньших множителя, 
например 

6=2-3, 9=3-3, 30=2-15=3- 10, 

в то время как другие, например 
3, 7, 13, 37, 

на множители подобным образом не 

раскладываются. 

Если число с является произведе- 
ннем двух чисел а н ЁЬ (с==а-5), мы 
называем числа а н Ь множителями 
или делителями числа с. Каждое чис- 
ло имеет тривиальное (простейшее) 
разложение на множители: 

с=1.6=6-1. 
Соответственно числа 1 н с.мы назы- 
ваем тривиальными делителями чис- 
ла с. 


Эта статья является отрывком из кин- 
гн О. О ре«Приглашенне в теорню чисел», 
выходящей в 1980 г. в Библиотечке «Квант» 
(перевод Л. Савиной под ред. А. Савина). 


Любое число с>1, у которого су- 
ществует нетринвиальное 
разложение на множители, называет- 
ся составным. Если число, болыцее 
единнцы, имеет только тривиальное 
разложение на множители. то оно 
называется простым. Среди первых 
ста чисел простыми являются следую- 
щие 25 чисел: 

235 21:13. 1, 9.2. 2081 
37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 

79, 83, 89, 97, 
а все остальные чнсла, кроме 1, яв- 
ляются составными. 

За последние 200 лет было издано 
много таблиц простых чисел. Наибо- 
лее обширной из ннх является таб- 
лица Д. Н. Лехмера, содержащая все 
простые числа до 10000000. 

Некоторые энтузнасты составили 
таблицы простых чисел, превосходя- 
щих 10000000, однако, по-видимому, 
нет большого смысла публиковать 
эти таблицы. Лишь в очень редких 
случаях математнку, даже специали- 
сту по теории чисел, приходится ре- 
шать вопрос, является ли какое-то 
большое число простым. Кроме того, 
большие числа, о которых математик 
хочет узнать, являются ли они про- 
стыми или составными, не возникают 
произвольно. Они обычно появляют- 
ся в специальных математических 
задачах и поэтому имеют очень спе- 


цифичную форму. 
и 


Расскажем об одном из типов про- 
стых чисел, имеющем большую и ин- 
тересную историю. Эти числа впервые 
были введены Пьером Ферма 
(1601—1665), французским юристом, 
который был одновременно и выдаю- 
имся математиком *). Первыми 
пятью простыми числами Ферма 
являются 


Ро 2+1 =3, Е, = 2" 15, 
21-17, 
Е, = 2 +1 = 257, Ру = 2-1 = 
= 65 537. 


В соответствин с этой последователь- 
ностью общая формула для простых 
чисел Ферма должна нметь вид 


Ро = 22" 4-1. 


Ферма был абсолютно уверен, что 
все числа такого вида являются про- 
стыми, хотя он не вычислял других 
чисел. кроме указанных пяти. Но 
после того, как Леонард Эйлер сделал 
еще один шаг, показав, что следую- 
щее число Ферма: 
Р,—4294967297 —641.6700417 

не является простым, это предполо- 
жение было сдано в архив неоправдав- 
шихся математических гипотез. Воз- 
можно, этим история чисел Ферма 
была бы закончена, если бы числа 
Ферма не появились в совсем другой 
задаче — задаче построения  пра- 
вильных многоугольников при по- 
мощи циркуля и лннейки. 

Правильным многоугольником на- 
зывается многоугольник, вершины 
которого лежат на некоторой окруж- 
ностн на одинаковых расстояниях 
друг от друга (см. рисунок). Если у 
правильного многоугольника п вер- 
шин, то мы называем его правильным 
п-угольником. Если мы проведем п 
раднусов, соединяющих центр окруж- 
иости с вершинами, то получим п 


Г 1 ^ 
центральных углов величиной — .360° 


каждый. Если можно построить угол, 
нмеющий эту величину, то можно 
построить и сам многоугольник. 
Древние греки очень хотели най- 
ти методы построения правильных 
многоугольников с помощью цирку- 


*) См. «Квант». 1976. № В (прим. ред.). 
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Леонард Эйлер (1707—1783). 


ля и линейки. Разумеется, они умели 
строить простейшие из них — равно- 
сторонний треугольник и квадрат. 
С помощью повторного деления по- 
полам центрального угла они могли 
также построить правильные много- 
угольники с 


8,. 16; 32... 

6, 12, 24, ... 
вершинамн. Кроме того, они умели 
стронть правильный пятиугольник 


н, следовательно, 
многоугольники с 
Ю, 20, 40, ... 
вершинамн. Был также получен еще 
один тип правильного многоуголь- 
ника. Центральный угол в правиль- 

ном 15-угольнике равен 


1 > с 
5.360 = 24°, 


также правильные 


Карл-Фридрих Гаусс (1777—1855). 


п он может быть получен с помощью 
угла в 727, соответствующего правиль- 
ному пятнугольнику, и угла в 120, 
соответствующего правильному тре- 
угольнику, если удвоить первый угол 
и вычесть из него второй. Следова- 
тельно, мы можем построить правниль- 
ные многоугольники с 15, 30, 60, 
120, ... сторонами. 

В таком состоянии проблема оста- 
валась до 1801 года. В том году 
молодой немецкий математик Карл- 
Фридрих Гаусс (1777—1855)  опуб- 
ликовал работу по теории чисел 
«Арифметические исследования». 
Эта работа открыла новую эпоху в 
математнке. В ‘ней Гаусс превзошел 
греческих геометров не только тем, 
что указал метод для построения 
циркулем и линейкой правильного 
17-угольника — он пошел гораздо 
дальше. Для всех чисел п он опреде- 
лил, какие л-угольникн могут быть 
построены таким образом, а какие 
нет. Сейчас мы опишем результаты, 
полученные Гауссом. 

Мы уже говорили. что, деля каж- 
дый центральный угол пополам, из 
правильного  л-угольника можно 
получить правильный 2п-угольник. 
С другой стороны, из 2п-угольника 


можно получить п-угольник, исполь- 
зуя лишь каждую вторую вершину. 
Это показывает, что достаточно про- 
вестн поиск многоугольников, ко- 
торые могут быть построены Е по- 
мощью циркуля и линейки, только 
среди многоугольников с нечетным 
числом вершин. Гаусс показал, что 
правильный многоугольник с нечет- 
ным числом вершин может быть по- 
строен с помощью циркуля и линейки 
тогда и только тогда, когда число п 
является проспиым нислом Ферма или 
произведением нескольких различных 
простых нисел Ферма. 

Что это нам дает для небольших 
значений п? Очевидно. треугольник 
н пятнугольник могут быть построе- 
ны, в то время как семиугольник не 
может быть построен, так как 7 не 
является простым числом Ферма. Не 
может быть построен и девятнуголь- 
ник, так как 9=—3-3 является произ- 
ведением двух равных простых чисел 
Ферма. Для п= 11 и п-13 соответст. 
вующий лп-угольник не может быть 
построен. но он может быть построем 
ДЛЯ П-=15=3.5 и п=1У. 

Открытие Гаусса, естественно, воз- 
родило интерес к числам Ферма. За 
последнее столетие были предприня- 
ты поистине героические — поивки 
«вручную», без помощи машин, но- 
вых простых чисел Ферма. В настоя- 
щее время эти вычисления ведутся со 
все возрастающей скоростью при по- 
мощи ЭВМ, однако до сих пор резуль- 
таты были отрицательными. Ни од- 
ного нового простого числа Ферма 
нока не найдено. И сейчас многие ма- 
тематики склонны считать, что их 
болыше нет. 


Задачи 


1. Найдите все нечетные числа л< 100. 
для которых можно построить правиль- 
ный л-угольник. 

2. Как построить правильный 51-уголь- 
ник, имея правильный 17-угольник? 

3. Если не существует простых чисел 
Ферма. кроме вышеуказанных пяти. то 
сколько существует правильных л-уголь- 
ников (л вечетно), которые мотут быть ио- 
строены циркулем н линейкой? Каково 
наибольшее нечетное л. для которого мо- 
жет быть построен правильный л-уголь- 
ник? 
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Практикум абитуриента 


В. Иванов 


Преобразование 
решений 
тригонометрического 
уравнения 


Очевидно, произвольное ^ натураль- 
вое число п представимо в виде либо 
п=2 либо п=2Е+|1. Кроме того, 
любое натуральное число п предста- 
вимо в виде либо п-3{, либо лп-== 
=3:-+1, либо п=3{+2. Далее, вся- 
кое натуральное число п представимо 
‚в виде либо п==4 либо п=АЁ|, 
либо п= 42-2, либо п=4!-+3. Ит. д. 
Эта серия утверждений является тео- 
ретической основой преобразования, 
которое приходится иногда делать с 
решениями трнгонометрического 
уравнения. 

Пример 1 (НГУ, мехмат, 1974). 
Решить уравнение 


У со52х— п4х =зту—сосх. (1) 


Напрашивающийся путь решения 
уравнения (1) — возведение обеих 
частей уравнения в квадрат: 

с0$ 2х—<т 4х= ($т х—с0$ х)?. (2) 
После легких равносильных 
преобразований получаем 

5 зтх (5щ х--с0$ 3х) =0. 

Таким образом, уравнение (2) имеет 
ответ: 


х, — ЛА (АЕ2). 
х, — --  л/ (167). (3) 
хз: — ут (тЕр). 


Но уравнение (2), вообще говоря. не 


равносильно уравнению (1); оно 
является лниь выводным из 
{1). Поэтому ипеобхолиме сделать 


проверку. 
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Наименьший общий пернод функ- 
ций с0$ 2х, п 4х, зтхи с0$ х— м. 
Значит, если число а является кор- 
нем уравнения (1), то и все числа 
а--2л1 (162) являются его корнями. 
Поэтому запишем решения (3) 
«с периодом 2л». 

Заменив в х, переменную А на 


= и Е=2Н-1, получим 
[хи = 2л, 
| х,=л +272. 3 
Аналогично из х, получим 
Хи = = - 2л&, 
(3„) 


Хао == > л +21. 


Заменив в х. переменную т на т=41, 


т=аЕ1, т=Ае? и т=4--3, 
получим 
Эа -= 25+ ЗЕ, 
Ха» = л-г ЭЛЬ, 
(35) 


Хза* 


= 


Из (3,), (3.). (33) видно, что, ввиду 
вышесказанного, достаточно  прове- 


л 5 л 
рить числа 0, л, —, ул, а 
3 7 Ц 
8 л, - м. Можно просто 


подставить эти 8 чисел в (1). Проще, 
однако, сообразить, что уравнение 


(1) равносильно «смешанной сис- 
теме» 


[с0$ 2х — эп 4х = (п — с0$ х)2, 
[$тх— с0$х = 0. 


Таким образом, достаточно посмот- 
реть (рис. 1), какие из выписанных 


чисел удовлетворяют  неравенству 

зтх >> созх. «Выдерживают» это не- 
л 7 

равенство л, -;-, я, ли -8л. 


Значит, в ответ уравнения (1) вхо- 
ДЯТ Хе, Хол, Хао, Ха И Ха. При же- 
лании хи хо можно объединить 


«обратно». 
Пример 2. Решить уравнение 
т 7х - с0$ 2х = —2. (4) 


Поскольку пит эт 7х == тип с0$ 2х = 


к ® 
=—1, уравнение (4) равносильно 
системе 


| зт7х— —Ё, 

| 0$ 2х = —1. 
Решение первого уравнения системы 
ЖЕ АА (#67), (5) 


решение второго уравнения 
(6) 


Чтобы найти пересечение мно- 
жеств (5), (6), запишем их «с перио- 
дом 2л». Заменив в (5) переменную 
Е на 71. ТЕНИ, 7-2, ТЕЗ, 7-4, 
Й- би 7-6, получим 


х, = -5- + 11 (167). 


ЗН я — 22, 


ха = + 21, 


11 
Хз = 14 л + 25Ь, 


Ха == в л- 211, (7) 


Хо + 2. 


Заменив в (6) переменную { на {1 = 21 
н {= 21-1, получим 


-- 2лЕ, 


ыы 
| у 


Из сравнения (7) и (8) видеи ответ: 
Хз. 

Пример 3 (МГУ, химфак. 1977) 
Найти решения уравнения 


(8) 


п-2лё. 


ва вн 


2— ИЗ с0$ 2х -1- $тХ =: 4 со5? 3х, 
удовлетворяющие неравенству 
сз (=«—4)>0. 


Уравнение (9) равносильно урав- 
ненню 


(9) 


` 


1 -— сз (2х: 8 |= 1 -- со$ бх. 


Поэтому его ответ: 
5 л 
[свт | $ Е, 
7 л 
[-шт+ 1 (Е). 


х 
Чтобы 2х—`4 имело период 2л, зэ- 


пишем этот ответ «с периодом л». 
Заменив в х, переменную А наё-— 
РАБА 4-1, А = 41 2и В = 4Ё-- 
-|- 3, получим 
5 
Х:1 = 187 ль 
И 


Хао = вл р, 


23 
Хз — Вл ЛЕ, 


41 
— дл -- лё. 
Отсюда 


{ ы 
2х, 1 — =: — 54 -^ 2лЕ, 


| 


Я 
4 
2 л | 
13 — 1 = 24 ЛЕ, 
ыы 
4 


у 23 
2х; — =54 п- 2лЕ, 


ля 35 
| 2х4 — пд 2. 


Видно, что нужному неравенству 
удовлетворяют х\\ И х,о. 

Аналогично, заменив в х, пере- 
менную [ на [=2ЁР и {=21--1, по- 
лучим 


Ха» - дал 21 
Отсюда 
2 Хз1 — +. =5 + Эл 


Нужному неравенству удовлетворя- 
ет хе. 

Упражнеиия 

Решить уравнения: 


| (МГУ, 


1974). "Эзтах + 
-- Эзтх=0 


мех мат, 


с05х с0$ 5х 
2 {МФТИ, 1974}. Е ое 

= 8шх-5т Зх. 
3 (МГУ, географич. ф-т, 1977). 


л ИЯ 
25т (= +%)- УЕ 8 т2х-соз2 2х - 


4(миэм, 1977). У! —Уй:шх-- 
-= 2505 х =0. 
5 (МГУ, химфак, 1976). Найти все ре- 


шения уравнения 
и д их й 
4 510? [ х+ орт НЗ (1 — созх — зтх) = 
=4— зшх — 3 со5х, 
которые являются и решением уравнеиня 


182 х (3 -- уз )севх = | — зтх. 


Список читателей, 
приславших правильные 
решения задач 

из Задачника «Кванта» 


В этом номере мы публикуем фамилни чи- 
тателей. прнславших правнльные решения 
задач Ф548—Ф557 (жирные цифры после 
фамилий — последние инфры номеров ре- 
шенных задач). 


Почти все чнтатели, прнславшие решения 
задач Ф548—Ф557, справились с задачами 
$548, $554 и Ф555. Остальные задачи пра- 
вильно решили: М. Агиштейн (Москва) 
56; М. Алексеев (Обнинск) 51; И. Аполон- 
ский (Жуковский) 50, 51; Р. Бабаев (Баку) 
51: Л. Бараз (Свердловск) 49, 50; С. Бар- 
гуев (Улан-Удэ) 49, 51, 53, 57; А. Барзыкин 
(п. Черноголовка Московской обл.) 49, 51, 
52; М. Башкин (Тула) 51; А. Браурман 
(Баку) 5Е; Е. Викторов (Москва) 51: С. Вла- 
енко (Бобруйск) 56; М. Гаврилов (п. Чер- 
ноголовка Московской обл.) 49, 51—53, 57; 
С. Глушко (Дрогобыч) 58; А. Глушков 
ОИощкар: Ола} 57; М. Гоганов (Караганда) 

М. Гольцман (Днепропетровск) 51. 52; 
Я: Гопич (Новосибирск) 51; В. Горшков 
{Среднеуральск) 57: д Григорьев (Москва) 
53: М. Данилин (Москва) 57; В. Дидих 
(Львов) 56, 57; В. Димантман (Баку) 
5Е; С. Довбыш: (Москва) 56; е И 
(Донецк) 50; Н. Житенев ий ноголов- 
ка Московской обл.) 51; Жорбонкии 
(Орск) 51, 56; С. Журавель ан 
56: Г. Заславский (Тбилиси) 51 53, 56; 
Е. Зудин (Александров) 49—52; Г. Ирисов 
(Донецк) 51: Я. Каминский (Тула) 53, 57; 
А. Канель (Москва) 50; В. Кельман (Моск- 
ва} 51; Л. Клейман (Москва) 51; Е. Коган 
{Днепропетровск) 50, 51, 53, 56; Г. Ко- 
жаридзе (Телави) 54; В. Комов {Александ- 
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ров} 53, 56, 57; В. Коробов (Кировоград) 
50; О. Кравец (Воронеж) 51; В. Кригер 
(Кайраккум) 51; Р. Крис (Кнев) 53, 56; 
В. Кирьян (Ростов-на-Дону) 5; А. Куш. 
неров (Москва) 50; А. Леонович (Лида) 50, 
5Е; С. Логунов (Москва) 50, 52; М. Локсин 
(Баку) 55 Д. Людмирский (Киев) 51, 52; 
«7. Ляпин (Гомель) 49—51, 56; А. Мазур- 
кевич (п. Лыткарино Московской обл.) 50, 
51; 3. Максумов (Ташкент) 53; А. Маслен- 
ников (п. Н-Тарьял Марийской АССР) 52; 
57; В. Матчищин (Целиноград) 50, 51; 
Е. Мельничук (с. Черные Воды Хмельниц* 
кой обл.) 56; А. Минаев (Саратов) 52; 
А. Могильнер (Свердловск) 51, 56. 57; 
Г. Молчанов (Саратов) 56; М. Морозов 
(Ашхабад) 51, 52; Ю. Морозов (Бугульма) 
50; И. Муромцев (Москва) БЕ, 52; А. Миха- 
чев (Салават) 56; А. Мыльников (п. Черно- 
головка Московской обл.} 56; М. Наймарк 
И ен, 53; В. Наталич (Ашхабад) 
всянников (Леиннград) 50, 51, 53; 

т нь {Кутанси) 56, 57: 
А. Одинцов {Москва) 53, 56, 57; И. Омелян 
(Львов) 51, 56, 57; А. Орлов (п. Черноголов- 
ка Московской обл.) 52, 568, 57; А. Паве- 
ние И Ногале ЛатвССР) 56; А. Павлы- 
м нга) 56; А. Перов (Москва) 51, 56; 
огодаев (Ангарск) 51; А. Подвязников 
(Мосальск) 51; В. Подольский (Тамбов) 51; 
А. Попович (Апатиты) 56; Прядкин 
(Кнев) 49—51; С. Равняго (Золочев Львов- 
ской обл.) 56: Ф. Ратников {Ленинград} 
50, 51, 53, 56; М. Рейтман (Москва) 50, 56; 
И’ Романовский (Лида) 50—52; И. Рузин 
(Ленинград} 49—51; И. Савенков (п. Лысые 
Горы Саратовской обл.) 49, 50; С. Сафро- 
нюк (Ровио) 56; В. Семенов (Киев) 56; 
В. Середа (Львов) 56; П. Сильвестров (Но- 
восибирск) 49, 51; С. Смирнов (Ташкент) 
53: Г. Солдак (Минск) 50; Д. Сорока (За- 
порожье) 56; А. Сромин (Ленииград) 49— 
51; С. Стешенко (с. Малоданиловское Харь- 


{Окончание см. на с. 57) 


Искусство программирования 


Л. Виленкина, Г. Звенигородский 


[У Всесоюзная 
летняя школа 
юных программистов 


В этой статье подробно рассказывается 
о работе школы юных программистов, 
проходившей в нюле — августе в Новоси- 
бирском академгородке. Наши читатели 
узнают, какне задачи могут порой решать 
совсем юные программисты. Для учащихся 
нашей Заочной школы программирования 
статья закрепит освоение языка Робик 
и подготовит к изученню языка Рапнра, 
которое начиется в «Кваите». 1980. № 1. 


С 26 июля по 10 августа 1979 года 
в Новосибирском академгородке про- 
ходила !\ Всесоюзная летняя шко- 
ла юных программистов, в работе 
которой участвовало более 120 
школьннков. Среди них были пред- 
ставнтелн Харькова и Находки, Кие- 


ва и Ангарска. Ленинграда и Москвы 
и многих других городов нашей 
страны. 

Торжественное открытне Школы 
состоялось в Малом зале Дома уче- 
ных Сибирского отделения АН 
СССР, где часто проходят научные 
съезды, симпознумы п конференцин. 
Перед участниками Школы высту- 
пили председатель Научного совета 
по проблемам образования ири Пре- 
зидиуме СО АН СССР, ректор Но- 
воснбирского университета академик 
В. А. Коптюг. заведующий отделом 
информатнки ВЦ СО АН СССР. на- 
учный руководитель Летней школы 
член-корреспондент АН СССР 
А. П. Ершов п другие ученые. 

На лекционных и семинарских 
занятиях. проходивших в Новоси- 
бирском университете, школьники 
познакомились с современными язы- 
ками и системами программирования 
(Ранира, Паскаль. Сетл, Поплан), 
с системой машинной графики Шпа- 
га. позволяющей выполнять на 
ЭВМ различные рисунки, схемы 
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чертежи, изготовлять диапозитивы, 
снимать мультипликационные филь- 
мы. Юным программистам  расска- 
зывалн о различных способах н 
прнемах программировання, их учили 
применять ЭВМ для решения самых 
разнообразных задач, работать на 
различных внешних устройствах, 
пользоваться архивиымн системами 
Краб и Хамелеон. 

Пожалуй, самыми интересными 
были практические занятия: в те- 
чение нескольких дней школьники 
получили возможность работать в 
ВЦ СО АН СССР — одном из луч- 
ших в стране вычислительных цент- 
ров. оборудованном самой современ- 
ной техникой. 

Во время работы Школы были про- 
ведены две конференции, на кото- 
рых школьники рассказали о своих 
работах и узналн об результатах ра- 
боты своих товарищей. ’Большин- 
ство представленных на конферен- 
ции работ выполнялось по заказам 
промышленных предприятий, науч- 
но-нсследовательских институтов, 
учебных заведений. Такие работы 
имеют не только учебное, но и боль- 
шое практическое значение. Резуль- 
Таты некоторых из них опубликованы 
в научной литературе или рекомен- 
дованы к публикации по итогам 
Школы. 

О некоторых работах, получив- 
ших дипломы первой, второй и 
третьей степени, мы расскажем в 
этой заметке. 


Как обучить ЭВМ языку? 


В Новосибирской школе юных про- 
граммистов. как и в Заочной школе 
программирования «Кванта», уча- 
щиеся, освоившие учебный язык Ро- 


бик, приступают к изучению более 
сложных языков программирова- 
ния, обладающих большими воз- 


можностями н позволяющих решать 
не только учебные, но и практически 
важные прикладные задачи. Один 
из таких языков — учебно-производ- 
ственный язык Рапира — будет опн- 
сан иа ближайших уроках Заочной 
школы программирования. 

Задача Анатолия Величко (Но- 
восибирск, 8 кл.) состояла в том, 
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чтобы научить этому языку вычис- 
лительную машину БЭСМ-6. Состав- 
ленная им программа переводит все 
конструкцин Рапиры в конструкции 
языка Поплан, который машина 
БЭСМ-6 понимает. Пожалуй, самая 
сложная часть работы заключалась 
в организации работы с памятью. 

На уроках Заочной школы уже 
рассказывалось о том, как работать 
с памятью на языке Робик. Имеюще- 
еся в этом языке предписание при- 
сванвания позволяет записать [2 
блок памяти одно число или одну 
строку текста. Для того чтобы запом- 
нить в памяти ЭВМ таблицу или спи- 
сок чисел (например, страницу 
школьного журнала с оценками), 
в Робике нужно выделять отдель- 
ный блок памяти для каждой клетки 
таблицы и придумывать для этого 
блока новое имя. 

Понятно, что гораздо удобнее 
было бы поместить всю таблицу в 
один и тот же блок памяти. Однако 
для работы с таблицей, хранящейся 
в таком блоке, нужно, очевидио, 
уметь заполнять и читать отдельные 
ее клетки, то есть работать ие толь- 
ко с блоком памятн в целом, но ис 
отдельнымн его частями. 

„В большинстве языков програм- 
мирования предусмотрена возмож- 
ность работы с таблицамн, в каждой 
клетке которых записано число. Но 
во многих программах нужно хра- 
нить вперемежку в одном блоке па- 
мятн разные объекты (числа, тексты, 
таблицы и т. д.). Например, инфор- 
мация о каждом химическом элемен- 


те в таблице Менделеева содержит 
атомный номер элемента (число), 
название (строка текста}, обозначе- 


ние (строка текста) н атомный вес 
(число) (рис. 1). Конечный набор объ- 


ектов, расположенных в определен- 
ном порядке, называется в мате- 
матике кортежем. Например, изо- 
браженную на рисунке клетку таб- 
лицы Менделеева можно — предста- 
вить таким  кортежем: 

<2, 'Гелий’, 'Не’, 4.00260 

Чтобы прочитать в памяти от- 
дельный элемент кортежа, нужно 


назвать имя блока и указать поряд- 
ковый номер нужного элемента. На- 
пример, если приведенный здесь 
кортеж записан в память под име- 
нем А, то его первый элемент (чис- 
ло 2) обозначается А [1], а запись 
А [3] обозначает третий элемент кор- 
тежа, то есть текст 'Не’. 

Один кортеж может быть элемен- 
том другого кортежа. Например, 
всю таблицу Менделеева удобно за- 
писать в-один блок памяти в виде 
большого кортежа, каждый элемент 
которого — это маленький кортеж. 
описывающий отдельную клетку: 

«1, ’Водород’, "Н’, 1.0079». 

<2. 'Гелий’, 'Не’, 4.0026%,... 

В памяти машины приходится 
хранить также и неупорядо- 
ченные наборы объектов, т. е. 
просто множества. Процеду- 
ры работы с памятью, разработанные 
Анатолием Величко при реализации 
языка Рапира, позволяют не только 
запнсывать множества и кортежи в 
памяти ЭВМ и выбирать из них от- 
дельные элементы, но п выполнять 
различные математические операции 
над ними, например, находить объ- 
единение и пересечение множеств 
н Т. п. 

Юрий Ширман (Харьков, 8 кл.) 
решал более частную задачу: как 
освободить блок памяти, если хра- 
нящаяся в нем информация болыше 
не нужна. Иметь такую возможность 
очень важно. Довольно часто слу- 
чается так, что вся память машины 
заполнена и новую информацию не- 
куда записать, хотя часть старой 
уже не нужна н ее можно стереть. 
В некоторых языках и системах сде- 
лать это довольно просто, но в сн- 
стеме ДОС ЕС, с которой работали 
харьковские школьники. Такая воз- 
можность не предусмотрена. Юрий 
написал на языке РЕ.-|1 серию про- 
цедур, позволяющих 


программисту - 


в любой момент запросить блок па- 


мяти нужного размера или освобо- 
дить занятый блок. 
Семиклассница Наталья Глаго- 


лева (Новосибирск) занималась усо- 
вершенствованием языка Поплан — 
одного из распространенных дналого- 
вых языков программирования. Су- 
щественный недостаток этого язы- 
ка состоит в том, что текст процеду- 
ры, записанной в память ЭВМ, не- 
возможно ни проверить, ни испра- 
вить: если в процедуре обнаружена 
ошибка, то всю процедуру нужно за- 
поминать заново. Разработанная На- 
ташей программа позволяет изме- 
нять и исправлять тексты процедур 
примерно так же. как это делается 
в Робике. 


Бельчонок ведет поиск 


Огромную помошь специалистам са- 
мых различных отраслей знания 
оказывают  дналоговые › информа- 
ционные — системы, — позволяющие 
быстро найти и проанализировать 
нужные сведения. При разработке 
таких систем важно уметь хранить 
информацню в форме, удобной для 
машины, а общение (диалог) с маши- 
ной организовать в форме. удобной 
для человека. Как правило, эти сн- 
стемы обслуживают — сиециалистов, 
хорошо знающих свою науку. но 
слабо знакомых с программированием, 
поэтому вопросы и ответы при рабо- 
тё системы должны формулировать- 
ся так, чтобы они былин понятны та- 
кому специалисту. Скажем, химик 
поймет вопрос «Чему равен атомный 
вес?», но формулировка «Назовите 
четвертый элемент такого-то корте- 
жа» его явно не устроит — ведь он не 
обязан помнить, в каком бзоке и 
под каким номером хранится инте- 
ресующая его информация. Мы рас- 
скажем о трех информационных си- 
стемах, представленных на конфе- 
ренцию. 

Бесспорно, наибольший интерес 
вызвала  дналоговая система для 
анализа структуры белковых сое- 
динений  «Бельчонок». 

Как известно, белки состоят из 
аминокислот, соединенных в пепоч- 
ки, порой очень длинные (от несколь- 
ких десятков до нескольких тысяч). 
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Различных же аминокислот  немно- 
го — около двадцати. Составы мно- 
гих белков известны: опи занесены в 
смециальные каталоги в виде корте- 
жен аминокислот. 

Задача системы «Бельчонок» со- 
стояла в том. чтобы по обнаруженно- 
му в ходе эксперимента «обрывку» 
белкорой цепочки выяснить, в 5с0- 
став каких белков она могла бы 
входить. Разумеется, это можно 
сделать «вручную» — перебрав все 
справочникя и каталоги, — но это 
займет много времени. и, главное, 
всегда сохраняется опасность, что 
что-то пропущено. 

По заказу Ииститута органиче- 
ской химии СО АН новосибирские 
восьмиклассникн Татьяна Вайн- 
итейн и Анатолий Величко разра- 
ботали систему «Бельчонок». которая 
выполняет эту работу гораздо быст- 
рее и качественнее. Если раньше на 
нее иногда уходило несколько дней, 
то теперь машина находит нужную 
информацию за несколько секунд. 

В памяти ЭВМ постоявно хра- 
нятся необходимые сведения с бел- 
ках: структура белка, название, 
физические и химические свойства 
и ссылка на литературу. в которой 
он подробно описан. 

Каждая аминокислота  обозна- 
чается буквой латинского алфавита, 
напрнмер А — аланин, У — валин 
и т. п; структура каждого белка 
превставлена в виде последователь- 
ности букв, то есть в виде строки 
текста. 

Под действием некоторых хими- 
ческих реактивов (ферментов) моле- 


пене реА 
Первый фермент ® Второй фермент ® 
О-АвА-Ы-Ы А 
Точки разрыва 
[наиб 


Условные обозначения: 


0 —оланин А - валин 


Рис. 2. 
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кулы белка разрываются в определен- 
ных местах. Для того чтобы запом- 
нить эту информацию, каждый рас- 
сматриваемый фермент обозначается 
цифрой, которая ставится в месте 
разрыва. Если бы существовал, иа- 
пример, белок Б|] всего из двух раз- 
личных аминокислот А и У и под 
действием ферментов | и 2 он разры- 
вался бы так, как это нзображено на 
рисунке 2, то его структура записы- 
валась бы в виде строки 
'АУ!И2АА!А2У ИУ’ 

Остальные сведения о белке также 
хранятся в виде строки, а ннформа- 
ция о каждом белке — как кортеж 
из строк. 

Для того чтобы сообщить системе, 
какая имеино информация  требует- 
ся в данный момент, предусмотрены 
несколько директив. Например, по 
директиве ПОИСК машина отпеча- 
тает список всех белков, в которых 
встречается заданный участок струк- 
туры. по директиве ЗНАК — пере- 
числнт участки, на которые распада- 
ется молекула белка под действием 
определенного фермента, а директи- 
ва СПРАВКА позволяет получить 
сведения о нужном белке: узнать его 
структуру, физические и химнческие 
свойства, найти ссылку на литера- 
туру, где этот белок описан подробно. 

Предположим, что информация о 
придуманном нами белке Б1, струк- 
тура которого изображена на ри- 
сунке 2, хранится в памяти ЭВМ. 
Тогда протокол диалога с машиной 
мог бы выглядеть так (настоящий 
протокол мы не приводим, так как он 
занял бы слишком много места из-за 


болыной длины — аминокислотных 
ценочек в настоящих белках) 
— ПОИСК 
— КАКАЯ КОНФИГУРА- 
ЦИЯ ВАС ИНТЕРЕСУЕТ? 
— АУ 
—-БЕЛОК ПОЗИЦИЯ 
БЕ И = ] 
БЕ. 6 
БИ... о... м 8 
| 197 
2) 


*) Далес машина печатает все белки, 


-содержащие коифигурацню АУ н ее позн- 


цию, По той же схеме. 


Член-корреспондент АН СССР А. П. Ершов н 


ЖДУ ВАШИХ УКАЗАНИЙ 
— ЗНАК 

— КАКОЙ БЕЛОК ВАС ИН- 
ТЕРЕСУЕТ? 

— Б! 

— ЗНАК РАЗРЫВА? 

ет. 

— ДИ, ИАА, АУА, УИ 
ЖДУ ВАШИХ УКАЗАНИЙ 


— СПРАВКА 

—- КАКОЙ БЕЛОК ВАС ИН- 
ТЕРЕСУЕТ? 

В 

— ЧТО ВАС ИНТЕРЕСУЕТ: 
СТРУКТУРА, ЛИТЕРАТУРА 
ИЛИ КОММЕНТАРИЙ? 

— ЛИТЕРАТУРА 

— ЖУРНАЛ КВАНТ № 12 
1979 Г | 
ЖДУ ВАШИХ УКАЗАНИЙ 
— КОНЕЦ 

— СИСТЕМА — БЕЛЬЧОНОК 


РАБОТУ ЗАКОНЧИЛА 
ДО СВИДАНИЯ! 


Две другие информационные си- 
стемы представили на конференцию 
харьковские школьники. ‘°Шести- 
классница Наталья ` Вольфовская 
разработала программу для работы 
с научной литературой п библиоте- 
ках. Программа позволяет быстро 
получить список всех книг и статей, 
относящихся к заданной теме. 


юные программисты 


А программа «Индекс», разрабо- 
танная Алексеем Карножицким 
и Игорем Розенбергом (8—9 кл.). 
предназначена для получения спра- 
вок о почтовых индексах. Иитерес- 
ная особенность программы состо- 
НТ в ТОМ, что ею можно пользоваться 
с любого домашнего телефона: до- 
статочно набрать номер — и телефон 
подключается к ЭВМ. После этого 
машине сообщается название нуж- 
ного города. Его приходится коди- 
ровать. поскольку телефонный диск 
не очень удобеи для набора текста. 
Можно, например, вместо каждой 
буквы набирать ее номер по алфави- 


ту, но это займет довольно много 
временн. 
Был предложен менее трудоем- 


кий способ: достаточно набрать но- 
мера первой и последней букв и на- 
званин города и общее число букв 
в названии. В ответ на такой запрос 
ЭВМ включает магнитофоиную плен- 
ку с того места, где записан почто- 
вый индекс нужного города. Эта 
система разработана по заказу харь- 
ковского почтамта. 


Второклассник обучает ЭВМ 


Несложную, но красивую  програм- 
му. позволяющую моделировать на 
ЭВМ простейшие ядерные реакции, 
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разработали самые юные участники 
конференции — второклассник ео- 
нид Рабинович и третьеклассник Сер- 
гей Гавриленко из Новосибирска. 

Известно, что в ядерных реакци- 
ях синтеза прн слиянии ядер двух 
атомов может получиться ядро нового 
химического элемента. Его атомный 
номер, то есть число протонов в ядре, 
будет равен сумме атомных номеров 
участвующих в реакции элементов. 
Это простое правило и положено в 
основу — программы. 

В памяти ЭВМ постоянно храннт- 
ся таблица Менделеева. Программа 
запрашивает в диалоговом режиме 
обозначения и атомные веса участ- 
вующих в реакции ядер, находит по 
таблнце их атомные номера, вычисля- 
ет атомный номер элемента, получаю- 
щегося в результате реакции, н по 
той же таблице находит его обозна- 
чение. Вот пример диалога с этой 
программой в процессе моделирова- 
ния реакции синтеза гелия (рис. 1): 

— ОБОЗНАЧЕНИЕ ПЕРВОГО 
ЭЛЕМЕНТА? 

—нН 

— АТОМНЫЙ ВЕС? 

— 1 

— ОБОЗНАЧЕНИЕ 
ЭЛЕМЕНТА? 

—Н 

— АТОМНЫЙ 

—3 

— РЕАКЦИЯ: 

Н-+-Н=Не 
РЕЗУЛЬТАТ РЕАКЦИИ: 
НАЗВАНИЕ — 'ГЕЛИЙ’, 
ОБОЗНАЧЕНИЕ — ‘Не’, 
АТОМНЫЙ ВЕС — 4 

После незначительных усовер- 
шенствований эту программу можно 
нспользовать на уроках физики при 
изучении ядерных реакций и строе- 
ния атома. 


ВТОРОГО 


ВЕС? 


Модель машины Тьюринга 


Программа Виталия Цикозы (Ново- 
сибирск, 7 кз.) предназначена в ос- 
новиом для студентов, изучающих 
теорию алгоритмов и теоретическое 
программирование. В этих дисиипли- 
нах широко используется представ- 
ление о так называемой — машине 
Тьюринга — универсальном логиче- 
ском устройстве с очень простой 
системой команд. 


В теоретических — исследованиях 
такая «машина» иногда оказывается 
удобнее настоящих ЭВМ. Виталий 
подготовил программу, моделирую- 
щую на ЭВМ БЭСМ-6 работу машины 
Тьюринга. На экране терминала мож- 
но увидеть всю «конструкцию» ма- 
шины: запомннающее устройство в 
виде движущейся ленты, головку за- 
писн н считывания и устройство ул- 
равления. Составив программу для 
машины Тьюринга, студент может 
проследить на экране за работой этой 
программы во всех деталях (раныше 
преверить такие программы прихо- 
дилось вручную). 


ЭВМ создает мультфильмы 


Пожалуй, наибольший интерес у 
всех участников и гостей конферен- 
ции вызвала секция машинной гра- 
фики. Семиклассница Асия Салихо- 
ва (Новоснбирск) рассказала о струк- 
туре учебной графической системы 
Шпага, разработанной ею вместе с 
восьмиклассницей Натальей Соколо- 
вой, и об особенностях работы с этой 
системой в разных языках програм- 
мирования *). 

Третьеклассница Анна Вайн- 
штейн (Новосибирск) рассказала о 
том, как с помощью систем Шпага 
и СМОГ можно составлять програм- 


*} Статья о системе Шпага, написан- 
ная ее разработчинцами, будет опублико- 
вана в одном из ближайших номеров жур- 
нала. 
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Рис. 3. 
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мы для изготовления на ЭВМ мульти- 
пликационных фильмов. После этого 
доклада был показан первый в СССР 
мультфильм, созданный — школьни- 
ками младших классов с помощью 
ЭВМ. На рисунке 3 показана застав- 
ка этого мультфильма (рыбка проплы- 
вает при показе вдоль всего кадра) 
и два кадра из мульфильма «Ракета 
поражает самолет». В составлении 
программ для отдельных кадров 
этого фильма принимали участие 
Сергей Гавриленко (3 кл.) и Володя 
Фишелев (2 кл.). 

Работа Светланы Урюпиной и Ан- 
ны Филатовой (Новосибирск, 3— 
4 кл.) выполнялась по заказу сотруд- 
ников Института химической кине- 
тики и горения СО АН СССР. Задача 
заключалась в том, чтобы построить 
серию графиков довольно сложных 
функций. 
` Школьницы успешно справились 
с заданием, удачно использовав 
при этом основные конструкции раз- 
личных языков программирования. 
Например, координатная сетка, ко- 
торая почти на всех графиках долж- 
на была выглядеть одинаково, изо- 
бражалась с помощью отдельной про- 
цедуры, внутри которой прнменя- 
лось несколько цнклических пред- 
писаний. 


Функции, зависящие от двух пе- 
ременных, для большей наглядности 
изображались двумя способами: во- 
первых, прин помощи аксонометри- 
ческой проекции (рис. 4), во-вторых, 
при помощи системы маркировки, по- 
зволяющей изобразить на одном 
рисунке несколько графиков, каж- 
дый из которых отмечен специальным 
значком (маркером) — рисунок 5. 
Для двух наиболее сложных функ- 
ций были созданы — мультфильмы, 
показывающие, как изменяется гра- 
фик при усилении магнитного поля. 


_РАСТ) НАФТАЛИН. Н1= 0.001 1.8 3.2 
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В общей сложности девочки соста- 
вили свыше сорока — промедур 
для построения восьмидесяти  гра- 
фиков. 

Борис Слуцкий (Новосибирск, 
7 кл.) разработал программу для изо- 
бражения пространственной струк- 
туры белковых молекул. Взаимное 
расположение различных — амино- 
кислот в белковых молекулах игра- 
ет большую роль в биохимни, и спе- 
цналистам часто бывает нужно на- 
глядно представлять строение той 
или иной молекулы. Борис не только 
«научил машину» рисовать отдель- 
ные молекулы на бумаге (рис. 6), но 
и разработал программу для съемки 
мультфильма, показывающего, как 
молекула поворачивается. 


ЭВМ классифицирует 
Болышое внимание на конференции 
было уделено проблеме распознава- 
ния образов. Основная трудность 
этой проблемы заключается в том, 
что расплывчатые понятия «близко», 
«похоже» и т. п. нужно сделать на- 
столько точными, чтобы можно было 
сформулировать и решить на машине 
соответствующие — задачи. 
Программа Михаила Дуна н 

Андрея Кагала (Харьков, 7 кл.) 
выполняет группирование деталей в 
технологически подобные группы. 
Каждая деталь имеет так называе- 
мую технологическую карту, в ко- 
торой описано, каким образом нуж- 
но выполнить каждую из операций 
обработки. Если пронумеровать спо- 
собы выполнения операции, то вмес- 
то карты можно написать «техноло- 
гическое число», в котором каждая 
цифра говорит, каким образом нуж- 
но выполнить соответствующую опе- 
рацию. Например: 

| — обработать фрезой № 1, 

2 — обработать фрезой № 2; 

|1 — покрасить в синий цвет, 

2 — покрасить в серый цвет. 
Тогда 1| означает, что деталь нужно 
обработать фрезой № | и покрасить 
н синий цвет. Задача состоит в том, 
чтобы выбрать технологически по- 
добные детали, то есть детали, для 
которых некоторые операцин обра- 
ботки совпадают. Программа позво- 
ляет решить эту задачу, выбирая де- 
тали, технологические числа кото- 
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Рис. 6. 


рых имеют в определенных 
циях одинаковые цифры. 
Более сложную задачу решали 
Галина Шварц.и Анна Беспрозванная 
(Москва, 9 кл.). Они разработали 
программу, классифицирующую объ- 
екты в многомерных пространствах. 
Общая формулировка задачи та- 
кова. Каждый из п объектов имеет № 
признаков, значение каждого при- 
знака — это число (например: объек- 
ты — различные заводы, а призна- 
ки — экономические показатели их 
работы). Тогда каждый объект мож- 
но представить себе как точку в мно- 
гомерном пространстве: значения 
признаков будут координатами этой 
точки. В этом случае близкими мож- 
но считать точки, расстояния между 
которыми не слишком велики. Про- 
грамма, составленная московскими 
школьницами, позволяет разделить 
заданный набор точек на несколько 
групп близких между собой точек, 
причем число таких групп задается 
заранее. Программа предназначена 
для применения в экономике промыш- 
ленности при разделении предприя- 
тий на группы по величине, объему и 
ассортименту продукции. 
Андрей Тартаковский (Харьков, 
8 кл.) разработал программу, кото- 
рая находит, с помощью какого аф- 
финного преобразования однн чер- 
теж можно перевести в другой. Эта 
программа применяется психологамн 
прн изучении зрительной функцин. 
Дмитрий Гершуни (Москва, 9 кл.) 
написал программу, вычисляющую 
количество различных систем голо- 
сования. Ему удалось так организо- 
вать работу машины, что перебор 
215 вариантов происходит меньше чем 
за минуту. 


ПОЗН- 


Спрашивайте — 
отвечаем 


Дорогая редакция! 

К Вам обращается быв- 
ший школьник. 

Я закончил школу два 
года назад. Это был первый 
год. когда школа выпускала 
ло новой программе. После 
школы я служил в рядах 
Советской Армии. п сейчас 
хочу продолжить свое 0б- 
разование. Конечно, я мно- 
гое забыл и саностоятель- 
но подготовиться в инсти- 
тут мне трудно. Многие 
мои сверстники занимают- 
ся с репетиторами, Но мне 
это не по карману. Есть 
ли какой-нибудь другой спо- 
с0б подготовиться в ин- 
ститут? 

Ваш читатель В. Доронин 


Вопрос о репетиторстве не 
нов. Эта проблема серьез- 
но и обстоятельно рассмат- 
ривалась ин рассматривает- 
ся на страницах газет и 
журналов, отражается в ра- 
дно- н телепередачах. Наш 
журнал также подннмал во- 
прос в репетиторстве. 

В этой статье мы хотим 
рассказать вам о снстеме 
подготовки абитурнентов в 
ииституты, осуществляемой 
государством, эффектнв- 
ность которой во много раз 
превышает эффективность 
занятий с репетиторами. 

1. С 1969 года при вы- 
сшнх учебных заведениях 
открыты лодготовительные 
отделения. 

На подготовительное 
отделение принимаются ли- 


ца с законченным средиим 
образованием из числа пе- 
редовых рабочих, колхоз- 
ников и демобилизованиых 
из рядов Вооруженных Сил 
СССР. Рабочие и колхоз- 
инки, направляемые на под- 
готовительное — отделение. 
должны нметь стаж рабо- 
ты не менее одного года, 
т. е. полных 12 месяцев ко 
дию начала занятий. На- 
правленные на подготови- 
тельное отделение представ- 
ляют заявление, каправ- 
ление с места работы (под- 
писанное руководителем 
предпрнятия илн команди- 
ром войсковой части), до- 
кумент о средием образо- 
ванин (в подлиннике), ха- 
рактеристику, 6 фотогра- 
фий (сиимок без головного 
убора, размером 3Х4) н 
медицинскую справку о со- 
стоянии здоровья (форма 
№ 286). 

Демобнлизованиный, не 
имеющий направления от 
командования вониской ча- 
сти и вернувшийся рабо- 
тать на то же предприятие, 
где он работал до призыва 
п армню, может поступить 
на подготовнтельное отде- 
ление по направлению этого 
предпрнятня, если общий 
стаж его работы (на данном 
предприятин) составляет не 
менее одиого года по со- 
вокупности — до службы в 
армии и после демобилиза- 
ЦИ. 

Прием на подготовн- 
тельное отделение произ- 
водится путем индивидуаль- 
ного устного  собеседова- 
ния, целью которого явля- 
ется не столько выяснение 
объема знаний поступаю- 
щего на отделение, сколько 
выявление его потенициаль- 
ных возможностей. обще- 
го уровня развития, опре- 
деление степени сознатель- 
иостн выбора им данного 
вуза. При этом особо це- 
ннтся более или менее близ- 
кое знакомство г выбранной 
им специальностью. Собе- 
седованне проводится по 
двум-трем предметам из 
числа нзучаемых на подго- 
товительном отделении дан- 
ного института (более под- 
робно © подготовительных 
отделениях вы можете про- 


читать в нашем журнале: 


«Квант», 1978. № 12, с. 47). 


2. По решению Минн- 
стерства высшего и среднего 
специального образования 
СССР практически при всех 
вузах страны организованы 
очные ш заочные курсы по 
подготовке в институты. 
Эти курсы, как правило, 
платные, но плата за обу- 
чение минимальная (35 р. 
за весь цикл). 

В качестве примера мы 
расскажем о работе под- 
готовительных курсов при 
МИСИ нм. Куйбышева 
{аналогично работают под- 
готовнтельные курсы н прн 
других институтах). 

Основная задача кур- 
сов — помочь  пронизводст- 
венникам и демобилизован- 
ным воинам, имеющим зна- 
чительный перерыв в уче- 
бе, повторить программу 
средней школы без отрыва 
от производства и подго- 
товиться к сдаче вступн- 
тельных экзаменов в вуз, 
а также помочь учащимся 
десятых классов более глу- 
боко усвоить наиболее труд- 
ные вопросы школьной про- 
граммы. 

Занятия на курсах ве- 
дутся как по новой. так и 
по старой программам. Ра- 
бота курсов проводится п 
несколько потоков с про- 
должительностью от 1 до 
10 месяцев. 

Занятия по математни- 
ке н физике на очных под- 
готовительных курсах про- 
ходят следующим образом. 
Абитуриентам читаются 
лекции по основным разде- 
лам курса; при этом основ- 
ное внимание уделяется во- 
просам, часто вызывающим 
затрудиения прин ответах 
на экзаменах. По каждой 
пройденной теме регуляр- 


но проводятся практиче- 
скне занятия, на которых 
рассматриваются типовые 


задачн по данному разделу. 
а затем учащиеся сдают 
«домашнее задание»,  со- 
стоящее из 20—25 задач н 
списка теоретическнх во- 
просов. Прнем «домашнего 
задаиия» по форме близок 
к вузовскому коллоквиуму. 

Два раза в год (в ян- 
варе — феврале и в мае) 
слушатели  подготовитель- 
ных курсов сдают письмен- 
ные н устные зачеты. Этн 
зачеты проходят в обста- 
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новке, близкой К экзаме- 
национной. Билеты зачетов 
составлены по типу экзаме- 
национных, прниимают за- 
четы члены предметных 
комиссий. Все это является 
хорошей психологической 
подготовкой будущих абн- 
турнентов, помогает им оце- 
инть уровень требований на 
вступительных экзаменах в 
вуз. выявить недостатки в 
своих знаниях и своевре- 
меино прииять меры для 
их устранения. 

Прием на очные подго- 
товительные курсы начи- 
нается 1 сентября н про- 
должается до 1 июля (на 
разные потоки). Поступаю- 
щне на курсы представля- 
ют докумеит о среднем об- 
разованни или справку с 
места учебы, справку с ме- 
ста работы (для работаю- 
щей молодежи}, одну фото- 
графию, квитанцию почто- 
вого отделения связи о пе- 
речнслении 35 р. на рас- 
четный счет института. 

Для поступления на 
заочные курсы необходимо 
выслать в адрес курсов 
заявление ина нмя ректора 
(113114. Москва, Шлюзо- 
вая Набережная 8, МИСИ, 
комн. 225а,`подготовитель- 
ные курсы). 

Поступившим на заоч- 
ные курсы ннститут высы- 
лает методические пособия 
по математнке, физике, рус- 
скому языку н литературе, 
а также контрольные ра- 
боты. Контрольная работа 
состонт из теоретических 
вопросов н задач. Изуче- 
име каждой темы заканчи- 
вается контрольной рабо- 
той, которую слушатель 
должен выслать в указан- 
иые графиком сроки в ин- 
ститут. 

В процессе выполне- 
ния контрольной работы 
слушатель может обращать- 
ся и преподавателям с во- 
просами теоретического и 
практического характера, а 
также посещать раз в ме- 
сяц консультации. 

Учащиеся заочных кур- 
сов, выполиившие — кон- 
трольные работы. прнгла- 
шаются перед экзаменамн 
на очные курсы. Занятия 
проводятся ежедневно, кро- 


ме воскресенья, с 1 по 
31 июля  (абнтурнеиты 
обеспечиваются общежи- 
тнем). 


3. Вот уже в течение 
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девятн лет работают Мос- 
ковские телевизионные кур- 
сы по подготовке молодежи 
в вузы, организованные со- 
вместно Центральным те- 
левиденнем н Мннистерст- 
вом высшего и среднего 
специального образования 
СССР. 

Подготовку  телепере- 
дач и организацню занятий 
совместно с Главной редак- 
цией научно-популярных и 
учебных программ Цеит- 
рального телевидеиня осу- 
ществляют: на отделениях 
математики н физики — 
Московский ииженерио-фи- 
зическяй институт, на от- 
делении русского языка — 
Московский  государствен- 
ный университет им. М. В. 
Ломоносова. Курирует ра- 
боту телекурсов Совет рек- 
торов высших учебных заве- 
дений г. Москвы. 

На телекурсах в ос- 
новном принята лекцион- 
ная форма занятий, однако 
значнтельная часть теле- 
уроков отводится под прак- 
тические занятня, консуль- 
тации и обзорные передачи. 
Телезанятия проводят ве- 
дущие ученые и препода- 
ватели московскнх вузов. 
Учебные передачи сопро- 
вождаются демонстрациями 
экспериментов. физических 
прнборов, показом фраг- 
ментов нз кннофнльмов, фо- 
тографий ни т. п. 

Для закрепления зна- 
ний слушателям регуляр- 
но предлагаются домашние 
задання, состоящие из за- 
дач. примеров и текстов 
различной трудностн. Как 
правило, задання соответ- 
ствуют тематике лекций; 
выполнение некоторых за- 
даниий требует использова- 
ния знаний, полученных в 
течение всего предщшествую- 
щего пернода занятнй. До- 
машние задання публику- 
ются в еженедельном обо- 
зреини программ Централь- 
ного телевндення и радио- 
вещання «Говорнт н пока- 
зывает Москва». 

Ответы слушателей на 
домашиие задания прове- 
ряются — преподавателямн 
курсов. Результаты провер- 
ки заносятся в картотеку, 
после чего почтовые кар- 
точкн г ответамн возвра- 
щаются адресатам. Кроме 
того, в теченне года регу- 
лярно публикуются  кон- 
трольные работы по прой- 


денным темам и проводятся 
контрольные опросы во вре- 
мя телепередач. 

На телекурсах прово- 
дятся очиные зачеты: зи- 
мой (примерно в январе — 
феврале) и весной (в кон- 
це апреля — п мае). Наря- 
ду с приемом зачетов про- 
водятся периоднческие оч- 
ные консультацин. 

На очные зачеты и кон- 
сультация вызываются слу- 
шатели, активно и систе- 
матически занимающиеся 
на телекурсах. Успешно 
сдавшие зачеты получают в 
конце учебного года Свиде- 
тельство 06 — окончании 
Московских подготовитель- 
ных телекурсов. у 

В 1979/80 учебном году 


слушателям еженедельно 
предлагаются передачи: 
в понедельник — по ма- 


тематике ин по фнизнке, во 
вторник — по русскому 
языку; в среду — по мате- 
матике пн по физике. 

Передачн «Для посту- 
пающих в вузы» могут смот- 
реть жители примерио 150 
областных и районных 
центров Европейской части 
СССР, краины, Бело- 
руссни. Прибалтнки, Мол- 
давнн, автономных респуб- 
лик Поволжья, районов Се- 
верного Кавказа и Север. 
ного Казахстана. 

На подготовительные 
курсы принимаются все же. 
лающие. Прием на телеку- 
рсы проводится без конкур- 
са; обучение — бесплатное. 

Для поступления на 
телекурсы иужно прислать 
на телевидение заявление, 
иаписанное в произволь- 
ной форме, м указать — 
работает поступающнй нлн 
учится. Кроме того, иеоб- 
ходимо прислать кон- 
верт с маркой н обратным 
адресом; в этом конверте 
слушателю будет отослана 
регистрационная карточка с 
присвоенным ему шифром. 

Слушателям курсов бу- 
дут регулярнс высылаться 
календарно - тематические 
планы н методнческие ука- 
зания. 

Адрес телекурсов: 
113162, Москва, Шаболов- 
ка 37. Главная редакция 
научно-популярных н учеб- 
ных программ, Московскне 
подготовительные теле- 
курсы. 


М. Смолянский 


Рецензмм, библиография 


Новые книги 


В этом номере мы публи- 
куем краткне аннотацин на 
книгн по математике и фн- 
зике, вышедшие в [\У кзар- 
тале 1979 года. 


Магематнка 


Издательство «Наукаъ 


1. Успенский 

В. А. Машика Поста. 
Объем 4 л., тнраж 
50 000 экз., цена 15 к. 
Машина Поста — это 
очень простая чабстракт- 
ная» (т.е. воображаемая) 


вычислительная машнна. 
На машине Поста можно 
запрограммировать — в нз- 
вестиом смысле — любые 
алгоритмы. Изучение ма- 
шнны Поста можно рас- 
сматривать как начальный 
этап обучения теорни ал- 
горитмов и программнро- 
ваиию. 

Брошюра доступна и 
ученикам младших классов. 

2. Арлазаров 
В. Л.. Донской М. В., 
А дельсон - Вель- 
ский Г. М. Машины иг- 
рают в шахматы. Объем 
10 л., тираж 30 000 экз., 
цена 65 к. 

Работа посвящена од- 
ной нз проблем так назы- 
ваемого нискусствениого нн- 
теллекта — создаиию про- 
грамм для машин, нграю- 
щнх в шахматы. Основной 
принцип такнх программ — 
перебор позиций — явля- 
ется частным случаем обще- 
го метода перебора, широко 
применяемого при решенин 
задач дискретной матема- 
тнкн. В книге рассказыва- 
ется о достигиутых успе- 
хах в этой области но 
дальнейших перспективах. 

3. Симонов Р. А. 
Кирик  Новгородец — уче- 


ный ХИ в. Объем 6 л., 
тираж 30 000 экз., цеиз40 к. 

В 1136 году 26-летинй 
новгородец Кирик напнсал 
научный трактат, посвя- 
щенный единицам счета вре- 
мени, основным понятиям 
календаря и использоваиию 
этнх сведений в хроноло- 
гии. Попутно древнерус- 
ский автор демонстрирует 
высокое уменье счета. про- 
изводя точные вычисления 
к числамн порядка десятков 
миллионов. В книге исполь- 
зуются новые документаль- 
ные данные о Кнрике. 

4. Стеклов В. А. 
я Кнейзер А. Пере- 
писка. Объем 7 л., тираж 
15 000 экз., цеиа 50 к. 

В книге рассказывает- 
ся п жнзни и деятельности 
двух известных ученых кон- 
ца ХГХ — вачала ХХ ве- 
ка: русского математика н 
мехаинка В. А. Стеклова 
(1864—1924) м иемецкого 
математнка А. Кнейзера 
(1862-—1930). Их обшнрная 
перелиска интересна как 
свонм научным содержа- 
нием, так в заключенным 
в ней исторнческим мате- 
рналом. 


5. Никияфоров- 
ский В. А. Из истории 
алгебры ХУ/-ХУГ! сто- 
летий. Объем 10 л., тираж 
40 000 экз., цена 65 к. 

ХУЕ н ХУИ столетия 
являются важным рубежом 
в развитии алгебры — был 
найден метод решения урав- 
неиий третьей и четвертой 
степеней н в основном за- 
вершена разработка алгеб- 
раической символики. Ос- 
новной вклад в алгебру это- 
го времеин вмесли Карда- 
но, Виет, Декарт, Ньютон, 
Лейбниц. Анализу нх твор- 
чества н посвящена настоя- 
щая работа. 


6. Доброволь- 
скнй В. А. Василий Пет- 
рович Ермаков. Объем 5 л., 
тираж 15000 экз., цена 
35 к. 

Научно-педагогичес- 
кая н общественная дея- 
тельность В. П. Ермакова 
(1845—1922) оставила за- 
метный след в истории ма- 
тематики и ее преподава- 
ння. Он был ие только 
крупным ученым, но и ав- 
тором многих нитересных 
работ по методике матема- 


тики, Организатором и нз- 
дателем «Журнала  эле- 
ментарной математики». В 
предлагаемой книге расска- 
зывается о жнзиенном пу- 
ти ученого н о его вкладе в 
различные отделы матема- 


тики. 
7. Гутер Р. С, 
Полунов Ю. Л. Джон 


Непер (1550—1617). Объем 
12 л., тираж 15 000 экз., 
цена 90 к. 

Книга содержит бно- 
графию и анализ творчест- 
ва Джона Непера — одно- 
го из крупнейших матема- 
тиков ХУ1-— ХУИ столетий, 
изобретателя логарифмов. 


Издательство 
«Просвещение» 


8. ФридманЛ. М., 
Турецкнй Е. Н., 
Стеценко В. Я. Как 
научиться решать задачи, 
Объем 10 л.,‚тираж 100 000 
экз., мена 30 к. 

этой кинге авторы 
пытаются научить читателя 
решать не Какие-то кон- 
кретные задачи, а зада- 
чи вообще. Они при- 
водят способы решения на- 
иболее часто встречающих- 
ся школьных математиче- 
ских задач и некоторых за- 
дач повышенной трудиости. 


Издательство «Мир» 

9. Фрид Э. Элемен- 
тарное введение в абстракт- 
ную алгебру. Перевод с 
венг. Объем 20 л., тираж 
75 000 экз., цена 1 р. 40 к. 

Кинга крупиого вен- 
герского математнка по- 
сящена одному из наиболее 
важных ин бурно развиваю- 
щихся разделов современ- 
ной математикн — абст- 
рактной алгебре. Написан- 
ная простым языком, она 
позволяет овладеть основ- 
ными понятнями современ- 
ной алгебры. 


Физнка 


Издательство «Наука» 


1. Бутиков Е. И., 
Быков А. А., Кон- 
дратьев А. С. Физика 
в примерах и задачах. Для 
поступающих в вузы. Объем 
20 л., тираж 300 000 экз., 
цена 80 к. 
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Киига занимает про- 
межуточное положение 
между учебником п сбор- 
ннком задач мн является 
логнческнм продолжением 
книги «Физика» тех же 
авторов, вышедшей в 1978 
году. 


В книге содержнтся в 


основном весь матернал, 
входящий в программу 
вступнтельных экзаменов. 


Большое количество задач 
способствует лучшему по- 
ннманию материала. 


2. Маковецкий 
П. В. Смотри в ‘корень. 
Сборннк любопытных задач 
и вопросов. Объем 18 л., 
тираж 300000 экз., це- 
на 80 к. 


Эта книга выходит уже 
четвертым изданнем, и по- 
пулярность ее растет от из- 
дання к изданию. В книге 
собрано большое количест- 
во оригинальных задач. 
Почти в каждой задаче 
можно встретиться с ие- 
которыми иеожнданностя- 
ми, чаще всего в ответе. 
Иногда неожиданность со- 
держнтся в постановке во- 
проса нлн в подсказке его 
решения. Парадоксаль- 
ность задач подчеркивает- 
ся их юмористическим ос- 
вещеннем н шуточными эпя- 
графами к ним. 


3. Цесевнч В. П. 
Что и как наблюдать на не- 
бе. Издание 5-е, перера- 
ботанное. Объем 20 л., ти- 
раж 80 000 экз., цена 1 р. 

Кннга является хоро- 
шим пособием для органи- 
зацин любительских на- 
блюденнй иад небесными 
светиламн. Она содержит 
опнсвиие звездного неба, 
основных понятнй астроно- 
мии и астрофизикн, осве- 
щает современные даиные 
о телах Солиечиой систе- 
мы — Луне и плаиетах, о 
Солице и звездах. 

В кинге излагаются 
различные способы наблю- 
деиий, доступных любите- 
лю астроиомин, ин обработ- 
ки этих наблюдений. 


Издательство 
«Просвещенне» 


4. Космодемь - 


янский А. А. К, 5. 

Циолковский. Объем 8 л., 

ре 80 000 экз.. цена 
к. 


В книге рассказано о 
жизни и деятельности за- 
мечательного русского уче- 
ного Коистантина Эдуар- 
довича Циолковского. При- 
ведены интересные сведе- 
ния о работах Циолков- 
ского по аэронавтике. 


Издательство «Мнр» 


5. Девнс П. Про- 
странство и время в совре- 
менной картине Вселен- 
ной. Перевод с аиглнйско- 
го. Объем 14 л., тираж 
30 000 экз., цена 72 к. 

В книге английского 
астрофнзика П. Девнса в 
популярной форме расска- 
зывается об истории раз- 
вития и современном со- 
стоянии теорни относитель- 
ностн, космологии, астро- 
физнкн высоких энергий. 

6. Уокер Дж. Фи- 
зический фейерверк. —Пе- 
ревод с английского. Объем 
22 л.. тираж 50 000 экз., 
цена Гр. 50 к. 

Эта книга — первый 
сборник задач по физике, 
включенный в серию «Зада- 
чн и олимпиады», которую 
нздательство «Мир» выпу- 
скает с 1975 года. В книге 
собрано свыше 600 ориги- 
нальных задач-вопросов 
на самые различные темы 
и ответы на них. Большни- 
ство задач связано с раз- 
личными явлениями при- 
роды, встречающимися 
практически на каждом ша- 
гу. Правда, порой нх или 
не замечают, или ие думают 
о том, насколько оии ин- 
тересны. 

И. Клумова, 
М. Смолянский 


Пятиконечная 
звезда 


(см. 2-ю с. обложки) 


Геометрическую фигуру 
«пятиконечная звезда» 
очень легко нарисовать, ес- 
лн уже построен правиль- 
ный пятнугольннк АВСОЕ 
(рис. 1}. Можно, иапример, 
просто продолжить его сто- 
роны. У пятиконечной звез- 
ды А;8В:С:2.Е1, как иу 
всякого звездчатого мно- 
гоугольника, сторонами 
принято счнтать отрезки 
ре |+ [8,01] ин т.д. (а не 
А!В) В] ит. д.), верши- 
намн — только точки А,, 
Ва, С, Ра, Ба. Пятнконеч- 
иая звезда имеет пять кои- 
грузитных углов: 


^^ ^^ 
А.Р18,, В. ЕзС:,... 
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Е 
Рис. 1. 


о 2: 


—------” 


Исходный — пятнуголь- 
ник АВСРЕ является пе- 
есечеиием ° этих углов. 
яткконечиую звезд. нз 
пятиугольника АВСРЕ 
можно, конечно, получить, 
и соединяя отрезками пря- 
мых его вершины, 

Мы строили пятико- 
нечную звезду, исходя нз 
правильного пятнугольин- 
ка. А нельзя ли обойтись 
без него? На рисуике 2 


Рис. 2. 


приведено такое построе- 
ние с помощью циркуля нп 
лниейки. 


В. Тихонов 


Информация 


И. Слободецкий 


Х! Международная 
физическая олимпиада 
школьников 


В начале июля Москва приннмала 
участников и гостей ХТ Международ- 
ной физической олимпиады школь- 
ннков. В нашей стране такая олим- 
пнада проводилась во второй раз. 
впервые Советский Союз был органи- 
затором Международной физической 
олимпнады в 1971! году. 

На олимпиаду в Москву приехали 
школьники, точнее — выпускннки 
школ, нз десяти европейских стран: 
Болгарии, Венгрии, ГДР, Польши, 
Румынин, СССР. Финляндни, ФРГ, 
Чехословакин и Швецин. Команда 
каждой страны состояла мз пяти 
участников и двух руководителей. 

В состав команды СССР вошлн 
призеры ХИТ Всесоюзной олимпиа- 
ды школьннков по физике: 


Сергей Гордиенко 
школы № 2 г. Смолевнчи, 

Максим Цыпин — выпускник шко- 
лы № 2 г. Москвы, 

Сергей Шпилькин выпускник 
школы-интерната № 18 при МГУ, 

Олег Ющиук — выпускник школы 
№ 145 г. Киева, 

Игорь Ясонов —- выпускник шко- 
лы-интерната № 18 при МГУ. 

Руководителями команды были 
старший научный сотрудник Науч- 
но-нсследовательского инстнтута со- 
держания и методов обучения Ака- 
демии педагогических наук СССР 
В. А. Орлов и младший научный со- 
трудник этого же института С. М. Ка- 
бардина: 

Проведение Международной 
олимпнады — дело довольно трул- 
ное. Достаточно сказать, что было 
необходимо подобрать задачи, обес- 


выпускник 


печнть перевод задач на трн языка 
(официальных языков олимпиады 
было четыре -- русский, англий-. 
ский, немецкий н французский), 
организовать проверку работ. на- 
ннсанных на различных языках, со- 
ставить интересную программу 


встреч и экскурсий. Поэтому задол- 
го до начала олимпиады был создан 
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Оргкомнтет олимпнады н началась 
ее подготовка. Председателем Орг- 
комитета была заместитель минн- 
стра просвещения СССР М. И. Жу- 
равлева. Большую помощь в под- 
боре задач оказали члены методн- 
ческой комиссии Центрального 
оргкомитета Всесоюзной олимпиады 
ШКОЛЬНИКОВ. 

Непосредственным — проведением 
соревноваиий олимпиады руководи- 
ла Международная комиссия, в ко- 
торую входили руководители всех 
команд. Возглавлял комиссию за- 


ведующий кафедрой физики Мос- 
ковского — физико-технического нн- 
ститута вице-презндент Европейско- 


го физического общества (ЕФО} 


профессор Сергей Петрович Ка- 
пица. 
Соревнования олимпиады  про- 


ходили в два этапа. 6 июля участникн 
олимпиады решали три теоретиче- 
ские задачн (на их решение давалось 
пять часов), а 8 июля — выполняли 
экспериментальную работу (в тече- 
ние четырех часов). Приводим их 
условия. 


Теоретические задачи 


1. Космический корабль массой М= 
=—12 т двнжется вокруг Луны по круговой 
орбите на высоте #=100 км. Для перехода 
на орбиту прилунения на короткое время 
включается реактивный двигатель. Ско- 
рость вылетающих из сопла ракеты газов 
и=10* м/с. Радиус Луны Вл --: 1,7. 103 км, 
ускорение свободного падення у поверхно- 
стн Луны &л = 1,7 м/са. 

1) Какое количество топлива необхо- 
лимо израсходовать для того, чтобы при 
включении тормозного двигателя в точке 
А траекторин корабля он опустнлся на 
Луну в точке В (рис. 1)? 

2) Во втором варианте прилунения 
кораблю в точке А сообщается импульс в 
направлении на центр Луны, чтобы пере- 
вестн корабль на орбиту, касающуюся у. 


Рис. 1. 
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ны в точке С. Какое количество топлива 
необходимо нзрасходовать в этом случае? 

2. Деталь, изготовленная из алюми- 
ния, взвешивается на аналитических ве- 
сах с помощью латуниых гнрь. Один раз 
взвешивание производится в сухом возду- 
хе, второй раэ — во влажном при давле- 
ини паров воды рь= 15,2 мм рт. ст. Общее 
давление (р=760 мм рт. ст.) и температу- 
ра (1=20 °С) воздуха в обоих случаях одн- 
наковы. При какой массе детали можно 
заметить разинцу в показаниях весов, ес- 
ли их точность ть= 0,1 мг? Плотность алю- 
мииия Е г/см?, латуни рз.=8,5 г/см?. 

$. советско-французском — эксперн- 
менте по оптической локации Луны им- 
пульсное излучение рубинового лазера на 
длине волны А=0,69 мкм направлялось с 
помощью телескопа с диаметром зеркала 
р=2,6 м на лунную поверхность. На Лу- 
не был установлен отражатель, который 
работал как идеальное зеркало днаметром 
4=0.2 м, отражающее свет точно в обрат- 
ном направленин. Отраженный свет улав- 
ливался тем же телескопом и фокусиро- 
вался иа фотоприемннк. 

1) С какой точностью должна быть 
установлена в этом эксперименте оптиче- 
ская ось телескопа? 

2) ее потерямн света в ат- 
мосфере Земли и в телескопе, оценить, Ка- 
кая доля световой энергии лазера будет 
после отражения от Луны зафиксирована 
фотоприемником. 

3) Можно ли отраженный световой 
импульс зарегистрнровать невооруженным 
глазом, если пороговую чувствительность 
глаза принять равной п--100 световых 


- квантов, а энергня, излучаемая лазером в 


течение нмпульса, равиа Е=1! Дж? 

4) Оценить выигрыш, который дает 
применение отражателя. Считать, что по- 
верхность Луны рассенвает х=10 % па- 
дающего света равномерно в телесный угол 
2х стераднан. 

Расстояние от Земли до Луны Ё-= 
= 3,8- 108 м. днаметр зрачка принять рав- 
иым 4;р=5 мм. Постояниая Планка й= 
=6.6- 10—\ Дж-с. 


Экспериментвльная задача 


Перед вами «черный ящик». Определить 
его электрические параметры. 

В вашем распоряжеини источник по- 
стоянного тока с напряжением около 5 В, 
источник переменного тока с частотой 50 Ги 
и напряженнем иа выходе около 30 В, два 
универсальных прибора для измерения 
силы тока и иапряжения постоянного и 
переменного токов (однн нз приборов мо- 
жет быть нспользован как омметр). перемен- 
ный резистор, соединительные прозсда. 


Мы не будем приводить здесь 
решения теоретических задач, так 
как все они вошли в Задачник 
«Кванта» (Ф608—Ф61!0). Остано- 
внмся лишь на экспериментальной 
задаче. 


„черный 
ящик” 


Рис. 4. 


Прежде всего нужно было определить 
содержимое «черного ящика». Естественно 
было начать с измерення сопротнвлений К 
между всемн парами выводов прн по- 
стоянном токе. Это позволило со- 
ставить схему, показанную на рисунке 2, 
н предположить, что элементы 6 н 4 — кон- 
денсаторы, а элементы а ин с — резисторы 
или какие-то комбинации резисторов и ка- 
тушек индуктивности (поскольку лишь со- 
протнвлення К,; и Кз. оказались отлнч- 
нымн от нуля). 

Сопротивления можно было нзмерять 
омметром, но лучше было собрать цепь, 
нзображенную на рисунке 3, н, меняя на- 
пряжение на входе с помощью перемеино- 
го резистора, постронть график зависимо- 
сти тока / от напряжения И. По этому 
графику можно было иайти сопротнвление 
между соответствующимн выводамн, а так- 
же убеднться в том, что внутри «черного 
ящика». нет ии источников тока (график 
зависимости / от { проходит через начало 
коордннат), нн днодов (для этого надо бы- 
ло измеинть полярность подключення нс- 
точиика). 

От участннков олимпиады требовалось 
также оценнть погрешность нзмерення со- 
противлеинй К;. и Кза и оценить миннмаль- 
но возможные значения сопротнвлений 
между другимн парамн выводов. 

торым этапом работы было нзмере- 
ине импедансое 2, то есть сопротивлений 


прн неремеином токе. Для этого 
опять следовало воспользоваться схемой, 
приведенной на рисунке 3, и построить 
графики зависимости тока от напряжения. 
Измерения показалн, что и в этом случае 
лишь на участках /—2 и 3—4 импедансы 
ие равны нулю, прнчем 2,2> Юз и 7:> 
> Из. Это позволило сделать иной вывод 
о содержнмом «черного ящика» (рис. 4)— 
внутри него находится трансформатор, к 


обмоткам которого последова- 
тельио подключены резисторы (прн 
параллельном соеднненнн катушки ин- 


дуктивности н резнстора 2<Ю). 

Затем нужно было определить различ- 
ные параметры «черного ящика». Так как 
сопротивления А,, н Ю;з уже были опре- 
делены, а частота переменного тока зада» 
на, то по нмпедансам 7; и 7:3. нетрудно 
было найтн индуктивности катушек м о6- 
наружнть их зависимость от напряжения 
(последнее связано с измененнем магнит- 
ной проницаемости сердечиика траисфор- 
матора). Потом надо было проверить. нет 
лн индуктивной связи между катушками, 
найтн коэффициент трансформации (#= 
== М,» за) и указать максимальное рабо- 
чее напряжение трансформатора (прн ко- 
тором еще несущественно насыщеине сер- 
дечинка трансформатора}. 

Нужно было оценнть также макси- 
мально возможные значення емкостей меж- 
ду клеммами 2н 4$, Ги 3. 

Интересно заметить, что по даниым 
опытов можно было определнть, как намо- 
таны обмотки трансформатора — в одну 
сторону или нет. Для этого достаточно бы- 
ло сравиить направлення отброса стрелок 
вольтметров, подсоединенных к обмоткам 
трансформатора. прн подключенин к одной 
из обмоток нсточника постоянного тока. 
К сожалению, этого не сделал ии одии уча- 
стник олимпиады. 


Как обычно, решение каждой 
теоретической задачи оценивалось 
10 баллами, а экспериментальной — 
20 баллами. Проверка показала, что 
участники олимпиады хорошо спра- 
вились с первой и второй теорети- 
ческими задачами: первую задачу 
решилн половнна участников, вто- 
рую - 44 из 50. Гораздо более труд- 
ной оказалась третья задача: ее 
решили лишь 9 человек. С экспе- 
риментальной задачей успешно спра- 
внлись половина участников. Мак- 
симальное количество баллов (43 
из 50) получил Макснм Цыпин (ко- 
манда СССР). 


Торжественным было закрытие 
олимпнады, на котором  председа- 
тель Международной комиссии 


С. П. Капица вручил награды при- 
зерам олимпиады. От Академии наук 


Участники и руководителн советской команды (слева направо): С. Гордиенко, В. А. Эр- 
лов. М. Цыпин. С. М. Кабарлина, О. Ющук, И. Ясонов, С. Шпилькин. 


СССР тепло — поздравил 
академнк И. К. Кикоин. 

Дипломами | степени было от- 
мечено восемь участников олимпна- 


призеров 


ды: Иван Ганышев (НРБ), Калиной 
Павол (ЧССР), Анджей Прашмо 
(ПНР), Золтан Кауфман (ВНР). 
Максим Цыпин (СССР), Сергей 


Шпилькин (СССР), Олег Юшиук (СССР). 
Игорь Ясонов (СССР). Все они полу- 
чили Также специальные призы. 
Четырем участникам  олиминады 
были вручены дипломы И степени 


н призы, четырнадцати участни- 
кам — днпломы И] степени и призы. 
Средн награжденных дипломом 
Ш степени — Сергей Гордиенко. 
Пятнадцати участникам  олимпна- 
ды были вручены похвальные гра- 
МОТЫ. 


Олег Ющук получил специаль- 
ный приз — самому юному участнику 
олимпиады -— от журнала «Совет- 
ская женщина». За лучшее решение 
второй теоретической задачи спе- 
циальным призом журнала «Техни- 
ка — молодежи» отмечен /Гарс Улан- 
дер (Швеция). Тимо Туулиниеми 
(Финляндия) н Микс Хартмут (ГДР) 
получили специальные призы жур- 
нала «Техника — молодежи» за луч- 


у: 


шее выполнение экспериментальной 

задачн. 
Большой 

проявнло 


ннтерес к ояимпиаде 
Европейское физическое 
общество. Лучшие из каждой ко- 
манды получили книгу о будущем 
физнкн, выпущенную ЕФО, и при- 
глашение приехать на молодежный 
научный семинар, который прово- 
дит в Италии это общество. 

Участники олимпиады осмотрели 
Москву, побывали на экскурсиях в 
Кремле, Горках Ленинских, ВДНХ. 

В заключение отметнм, что меж- 
дународные олимпнады школьннков, 
без сомнения, приносят огромную 
пользу и участникам, и организаторам. 
Они дают возможность будущим 
физнкам познакомиться со своими 
сверстниками из других стран. По- 
могают  устронтелям олимпиад из 
разных стран обменяться опытом со 
своими коллегами. увидеть свои ус- 
пехи и недостатки, выявить уровень 
образовання, к которому нужно 
стремиться, наладить творческие кон- 
Такты. А главное — международные 
олимпиады школьников, как и все 
международные форумы,  способст- 
вуют укреплению взанмопонимания 
и дружбы. 


В. Мишин, А. Савин 


ХХ! Международная 
математическая 
олимпиада школьников 


ХХ! Международная — математиче- 
ская олимпиада, проходившая с 
28 июня по 9 нюля 1978 года в Вели- 
кобритании, была одной из самых 
представительных олимпиад. В ней 
приняли участие команды 22 стран: 
Австрии, Бельгии, Болгарии, Бра- 
зилии,  Великобритаини, Венгрии, 
Вьетнама, ГДР, Греции, Израиля, 
Кубы, Нидерландов, Польши, Румы- 
нии, СССР, США, Финляндии, Фран- 
ции, ФРГ, Чехословакии, Швеции и 
Югославии. В команде Бельгии был 
дополнительный участник от Люк- 
сембурга. В качестве наблюдателя 
присутствовал представитель Авст- 
ралии. 

По традиции команда каждой стра- 
ны состояла из 8 школьников и 2 ру- 
ководителей. Исключение  состави- 
ли команды Бразилии — 5 школьни- 
ков, Вьетнама н Кубы — по 4 школь- 
ника. В команду СССР вошли побе- 
дители Всесоюзной математической 
олимпиады: десятиклассники Мурман 
Амброладзе (ФМ им. Комарова, Тби- 
лиси), Александр Дегтярев н Илья За- 
харевич (оба из школы-интерната при 
ЛГУ), Игорь Лысенок, Андрей Ляхо- 
вец, Сергей Хлебутин (все из школы- 
интерната при МГУ), Михаил Рудков- 
ский (школа-интернат при КГУ) и 
девятиклассник из Москвы Александр 
Разборов (школа № 2). - 

Поездке предшествовал  месяч- 
ный тренировочный сбор на базе 
экспериментальной школы АПН 
СССР’ в поселке Черноголовка Мос- 
ковской области. Поскольку состав 
команды был определен заранее 


(в команду вошли все 6 школьников, 
получивших на Всесоюзиой олим- 
пиаде первые лремии по 10 классам, 
а также школьник, получивший луч- 
шую первую премию по 9 классам, 
и школьник, получивший лучшую 
вторую премию по 10 классам), сбор 
носил лишь тренировочный харак- 
тер, что избавило его участииков от 
лишних волнений, связанных с даль- 
нейшим отбором команды. На сборе 
изучались вопросы как  теоретиче- 
ского, так и практического харак- 
тера, в частностн разбирались задачи 
предыдущих олимпиад. По традиции 
на сборах проводилась весьма содер- 
жательная культурно-воспитатель- 
ная ‘работа и интересные спортивные 
соревнования. 

Еше до приезда школьников в 
Великобританию, 28 июня в г. Бри- 
столе жюри олимпиады, состоящее из 
научных руководителей команд, 
начало работу по отбору задач. До 
1 июля жюри отобрало 6 задач для 
соревнований из числа задач, при- 
слаиных странами-участницами олим- 
пнады. Задачи, сформулированиые 
вначале иа официальных — языках 
олимпиады: русском, немецком, фран- 
цузском и английском, затем были 
переведены на языки  стран-участ- 
ниц олимпиады, с тем чтобы каждый 
школьник писал работу на родном 
языке. 

Школьники вместе с педагогиче- 


скими руководителями прибыли в 
Лондон 30 июня. Команды разме- 
стились в общежитиях — Вестфилд- 


колледжа Лондонского университета. 
В аудиториях этого же колледжа 
2 и 3 июля проходили и сами соревно- 
вания. В каждый из этих двух дней 
участникам предлагалось по 3 задачи. 

Публикуем условия задач (в кон- 
це каждой задачи указывается стра- 
на, предложившая задачу, и коли- 
чество очков за ее пслнсе решение). 


Первый день 


1. Пусть р н 9 — натуральиые числа 
такие, что 


р } 1 1 ь 
и 


ЕЕ. 
1318 1319. 


Доказать, что число р делится на 1979. 
(ФРГ, 6 очков). 

2. Дана пятнугольная призма с осно- 
ваннями Аз Аз Аз А4Аь и 8,8,В.В4В.. Все 
ребра оснований н все отрезки А: В) (г, }—= 
=1, 2, 3, 4, 5) окрашены либо в красный, 
либо в зеленый цвет так, что в каждом 
треугольннке с вершинами в вершинах 
призмы, все стороны которого окрашены, 
есть две стороны разного цвета. Доказать, 
что все десять ребер оснований окрашены 
одинаково. (Болгария, 7 очков). 

3. На плоскости даны две пересекаю- 
щиеся окружности С; н С:. Пусть точка 
А — одна из точек их пересечения. Из 
точки А по окружностям С; и С, соответ- 
ственно одновременно Начинают двнгать- 
ся точкн М, н М,. Точки движутся с по- 
стоянными скоростями в одном н том же 
иаправлении. После одиого оборота обе 
точки одновременно возвращаются в точ- 
ку А. 

ы Доказать, что на плоскости существу- 
ет неподвижная точка Р такая, что расстоя- 
ния от точкн Р до точек М, и М, равны 
в течение всего временн движения. (СССР, 
7 очков). 


Второй день 

4. Дана плоскость д, точка Р иа этой 
плоскости и точка © вне плоскости д. 
Найти все точки В в плоскостн л, для ко- 
торых  отношенне (| ОР [+ 1РЕ]И ОР | 
максимально. (США, 6 очков). 

$. Найтн все вещественные чнсла а, 
для которых существуют вещественные не- 
отрицательные числа х:, хз. Хз, Х.. Х., 
удовлетворяющие соотношенням 


5 5 5 
ыы АхА -— а, У АЗхА = а? , № АВхь — аз. 
=1 &=1 2—1 


(Израиль, 7 очков). 
6. Пусть Ан Е — две противополож- 
ные ны правиЗьного восьмиуголь- 
инка. вершине А находнтся кеигуру- 
Из любой вершины восьмнугольннка. кро- 
ме вершины Е, кеигуру может прыгнуть 
в любую из двух соседннх вершин. Попав 
в вершину Е, кенгуру останавливается н 
остается там. Пусть ап— количество спо- 
собов, которымн кенгуру может попасть 
нз вершины А в вершнну Е ровно за л 
прыжков. Доказать, что 


@:п-1= 0, @2и ее ЕВ 


"|, п |, 2, 3... 
ге х-2-4 У. уе2— 19. 


(Способом попадання нз вершины А в вер- 
шину Ё за и прыжков называется последо- 
вательность вершин (Ро, ..., Ри). удовлет- 
воряющая следующим условням: 
Р.-А, 

2) Рь=Е, 

3) для любого #, 05 5-1, Р.Е. 

4) для любого {, 0515 п—1.Р:иР;..— 
соседние вершины многоугольника.) (ФРГ, 
7 очков). 


$4 


В каждый из дией иа решение пред- 
ложенных задач давалось по 4 часа. 

4, 5 и 6 июля проходнла проверка 
работ и координация оценок за рабо- 
ты. Проверку работ проводили руко- 
воднтели команд, а окончательная 
оценка выставлялась совместно с ко- 
ординаторами — английскими ма- 
тематиками. Школьники в это время 
знакомились с достопримечательно- 
стями Лоидона. 


После подведения итогов оказа- 
лось, что команда СССР набрала в 
сумме 267 очков и заняла первое ме- 
сто. На втором месте — команда Ру- 
мынии (240 очков), на третьем — 
команда ФРГ (235 очков), на четвер. 
том — Великобритания (218 очков), 
на пятом — США (199 очков). 


В личном первенстве четверо 
участников набрали полное коли- 
чество очков: А. Разборов и И. За- 
харевич (СССР), а также по одному 
участнику от команд Вьетнама нк 
Чехословакни. Они н участники, на- 
бравшие более чем по 36 очков, всего 
8 человек, получили первые премин. 
Вторыми премиями был награжден 
2] участник — те, кто набрал от 29 
до 36 очков, в том числе 4 участника 
команды СССР: И. Лысенок и М. Руд- 
ковский (по 36 очков), С. Хлебутин 
(35 очков) и А. Ляховец (34 очка). 
Третьими премиямн были награж- 
дены участники олимпиады, набрав- 
шие от 20 до 28 очков, в том числе 
А. Дегтярев (27 очков); М. Амбролад- 
зе набрал 19 очков. 

Следует отметить, что среди луч- 
ших десяти работ четыре были на- 
писаны советскими школьниками. 

Анализ результатов — команды 
СССР по задачам показывает, что на- 
ца команда ровно выступила по всем 
задачам, набрав от 73 до 100 процен- 
тов от возможиого количества очков 
по отдельным задачам. 

После закрытия олимпиады ее 
участиики в течение двух дней были 
гостями Оксфордского университе- 
та. Они знакомились с многочислен- 
ными колледжами этого университе- 
та, одного из старейших в Англии, 
а также выезжали на экскурсию в 
Стратфорд — на родину В. Шекспи- 
ра. Поздно вечером 9 июля команда 
СССР вылетела на Родину. 


№0 лет 
ФМШ МИИТа 


Первого апреля 1979 го- 
да  фнизико-математнческой 
школе при МИИТе нспол- 
ннлось десять лет. Некото- 
рая информацня о ФМШ в 
«Кванте» уже публнкова- 
лась (1972, № Гн 1974, 
№ 8). Напомним. что шко- 
ла возникла по нинциатнве 
Кировского РК КПСС. в 
связн с которой математн- 
ческий кружок при район- 
ном Доме пионеров. ру- 
ководнмый В. И. Корови- 
ным. при активном участии 
В. И. Малахова был преоб- 
разован в вечернюю физи- 
ко-математнческую школу. 

ФМШ работает на об- 
щественных началах. Об- 
щая учебная нагрузка шко- 
лы достнгает 5 тыс. часов 
в год. что потребовало бы 
7 штатных единнц. Заня- 
тия проводятся дважды в 
неделю по 4 часа в 20— 
22 группах, по 15—25 че- 
ловек в группе. Школу 
ежегодио закаичивают 70— 
100 человек. примерно 80% 
нэ них поступают в МИИТ. 
Работой школы руководит 
Совет ФМШ во главе -: пред- 
седателем Совета проректо- 
ром МИИТа по учебной ра- 
боте профессором А. М. Мз- 
карочкиным. Совет ФМШ 
работает в контакте к коми- 
тегом ВЛКСМ инстнтута, 
при котором имеется ин- 


структор по вопросам 
ФМШ. 
Основными задачамн 


школы являются поиск и 
привлечение к занятням 
наукой ианболее способных 
школьников, новышение 
уровня их математической 
культуры. привитне им на- 
выков математического 
мышлення. расшнренне нх 
общего кругозора. оказание 
помощн абитуриентам при 
подготовке к конкурсным 


Лекцию по физике читает 
А. Белов. 


экзаменам в вузы (в част- 
ности, в МИИТ), прнеле- 
ченне к организационной 
и преподавательской рабо- 
те студентов и аспирантов 
инстнтута. Формы обуче- 
ния в ФМШ разнообразны: 
онн включают  лекцин, 
практические занятия, до- 
полияемые текущими до- 
машннын заданнями, спе- 
циальные задання по неко- 
торым разделам курса (рас- 
считанные на длительный 
срок). самостоятельную ра- 
боту учащнхся. факульта- 
тивные семннары. 

Для учащихся 8—10 
классов читаются обзорные 
лекцнн, в которых расска- 
зывается с различных фа- 
культетах и специальио- 
стях. МИИТа. В числе ‘лек- 


торов профессора Е. С. 
Вентцель, А. Д. Мышкис. 
А. А. Юшкевич, доценты 


Т. А. Шульман. Э. Б. 
Кикодзе, Э. 3. Шувалова. 
М. Н. Аршинов, 3. С. Лип- 


кнна, А. С. Дробот, 
В. Д. Козлов. ассистенты 
А. Белов. М. Штнльман 


и другие. Школа работает 
в тесном контакте с кафел- 
рой прнкладной математи- 
ки и опирается на коллек- 
тнв студентов факультета 
«Автоматика н — вычнсли- 
тельнзя техника». ФМШ 
МИИТа приннмает актнв- 
ное участне я подготовке 
и проведении институтских 
олимпнад для школьников 
по математике н физнке 
{в 1979 году прдводилась 
13-я олнмпиада), а также в 
проведенни Московскнх го- 
родскнх математнческих 


олиминад н предолныпнад- 
ных консультаций. В 1979 
году в МИИТе проводилась 
42-я Московская математн- 
тическая олнмвиада для 
9 классов. Жюри этой олим- 
пиады отмечает. что МИИТ 
превратился в один низ ос- 
новных центров работы со 
школьниками в Москве. 
Десятнлетне ФМШ бы- 
ло отмечено днем математн- 
ческих развлечений, орга- 
низованным для учеников 
ФМШ активом студентов— 
преподавателей школы п 
кафедрой прнкладной ма- 
тематнкн. Импровизирован- 
ную «торжественную часть» 
велн бывшие — студенты 
МИИТа В. Кзплун н Л. Са- 
довскнй. С краткими пер- 
воапрельскнми речами вы- 
стуннлн  лектоэры ФМШ 
Е. С. Вентцель. Л. Е. Са- 
довский, Э. 3. Шувалова, 
В. Д. Козлов н гостн — 
зам. главного редзктора 
журнала «Квант» М. Л. 
Смолянский. представитель 
комитета ВЛКСМ МИИТа 
Е. Зябрев. вручнвший сту- 
дентам — активнстим Шко- 
лы грамоты комнтета. пред- 
ставнтели ФМШ других ву- 
зов, бывшне воспитаниики 
школы. Преподавателям 
ФМШ были вручены изго- 
товленные к юбилею знач- 
кн школы. В фойе Дома 
культуры ММИТа работа- 
ло «патентное бюро». при- 
нныающее заявки на новые 
проекты вечного двигателя, 
столы, за которыми пред- 
лагались старннные зада- 
чи. головоломкн, представ- 
лялась возможность сыг- 


Сеанс 
А. Моисеев. 


одновременной —нгры 


рать в различные нгры. в 
том чнсле и шашки с ма- 
стером спорта — студен- 
том А. Моисеевым (в сеан- 
се одновременной игры). С 
эстрады зрительного зала 
предлагались занятные за- 
дачи на сообразительносты 


была органнзована  мате- 
матическая эстафета. Каж- 
дый успех награждался 


«мудрикамн». на которые в 
ШУМе («школьном уннвер- 
сальиом магазине») можио 
было приобрести математи- 
ческую литературу с зв- 
тографами звторов. Средн 
участников юбнлейного дня 
было много бывших уче- 
ников ФМШ. ставших п 


проводит мастер спорта 


последующем — студентами 
МИИТа и преподавателямн 
школы. а в настоящее вре- 
мя — ассистентами.  науч- 
ными работннкамн, инже- 
нерамн разлнчных учреж- 
деннй. До сих пор они пом- 
нят о ФМШ МИНТа. лю- 
бимой ими особенио потому, 
что работа Е ней. как сказал 
однн из ветеранов, «была 
делом. которые мы велн са- 
мостоятельно. с полной от- 
ветственностью ий без пре- 
пятствий к проявленню на- 
шего энтузиазмах. 


„7. Садовский 


Энциклопедия 
микромира 


В первом квартале 1980 г. 
издательство «Советская 
энцнклопедня» выпустит в 
свет книгу «Физика микро- 
мнра». Эта киига — малень- 
кая энциклопедия, посвя- 
щенная основам квантовой 
физнки. Кннга охватывает 
обширный материал — от 
фундаментальных — законов 
природы, управляющих лви- 
жением и взаимодействием 
микрообъектов (элемеитар- 
ных частиц, атомов н т. д.)} 
до законов поведення мак- 
роскопнческнх тел, свойства 
которых определяются кван- 
товым характером поведе- 
ння слагающих их частиц. 
Трн большие статьи в 
начале книги — «Квантовая 
механика», «Квантовая сТа- 
тнстика» н «Квантовая тео- 
рия поля» — знакомят чн- 
тателя с общей картиной 
физнческнх законов микро- 
мнра. Далее следуют в ал- 
фавитном порядке около 
трехсот статей. рассказы- 
вающих об отдельных поня- 
тиях, явленнях, физических 
объектах, в некоторых нз- 
правлеииях развития кваи- 
товой теорин. Кинга допол- 
нена статьямн «Ускоритс- 
ли», «Детекторы», «Слект- 
роскопия», в которых опи- 
сываются — эксперименталь- 
ныс методы получения час- 
тиц высоких энергий, их ре- 
гнстрацни, определення не- 
которых характернстик. 
Книга написана попу- 
лярно. но достаточно строго 
в научном отношенни. ее 
составлении принимали уча- 
стне известные физикн — 
популяризаторы науки. 
«Физнка мнкромира» 
рассчитаиа на шнрокий круг 
чнтателей — студентов, учн- 


телей средней школы н 
ПТУ. преподавателей технн- 
кумов и вузов.  Многне 
статьи этой энциклопедии 


с большой пользой для себя 
прочтут учашнеся старших 
классов, интересующнеся 
физнкой. 

Г. Мякишев 


Олимпиада в Омске 


В апреле 1979 года состоя- 
лось заседанне математи- 
ческой секцни Омского го- 
родского научного общест- 
ва учащихся. На заседа- 
нин были подведены нто- 
ги И командной олимпнады 
школ города. Олимпиады 
такого тнпа проводятся в 
Омске с 1978 года сидами 
студенческого научного об- 
щества Омского нолнтехни- 
ческого института и унн- 
верснтета*). Командная 
форма ее проведення спо- 
собствует развитню навы- 
ков коллектнвного творче- 
ского труда. 

В ныиешней олнмпнаде 
участвовало 123 команды 
(по 5 учащихся 9—1© клас- 
сов) из 95 школ города. а 
также гостн из Братска и 
Ангарска. Жюрн учитыва- 
ло трудность задачи. за- 
конченность ин количество 
способов решения, а также 
количество команд, решнв- 
шнх задачу. поэтому зада- 
ча. решенная полностью, 
давала команде больше оч- 
ков, чём несколько задач, 
в решениях которых были 
пробелы. 

Лучшая работа оказа- 
лась у команды школы 
г. Аигарска: ненамного от- 
стала первая команда шко- 
лы № 88 г. Омска. 

Прнглашаем всех же- 
лающих на И! комаидную 

*) См. «Квант». 1978, 
№11. с. 60. 


олимпиаду. которая со- 
стонтся в 1980 году. 


Задачи олимпиады 


1, Найти сумму  пер- 
вых ста чисел. встречаю- 
щихся в обеих арифмети- 
ческих прогресснях 17, 21, 
25. ...н 16. 21. 26. ... (3 оч- 
ка). 

2. Решить  уравненне 
=1—5 (1—5?) (2 очка). 

3. Дан квадратный 
трехчлен у=:ах?-- 6х с. 
Найти все значения а, 6. 
с. прн которых если х> а, 
то у=а, если х-=Ь, то 
у=ф, ин если х=с, то 
у:=с (3 очка}. 

4. На плоскости зада- 
ны 4 точкн. Все они соедине- 
ны  отрезкамн прямых. 
Доказать. что отношение 
длины наибольшего отрез- 
ка к длине иаименьшего 
отрезка ие меньше У2 
{6 очков). 

5. Даны 
тельности 


нослелова- 
2 
+ г 


а, --6 
ни и » 


@л+1 = 


Чт 


где @‹>0. Б.>0. Доказать, 
что онн имеют общий пре- 


дел. равный У аоб. (4 очка). 

6. Найти все тройкн 
разлнчных целых положи- 
тельных чисел. сумма 
любых двух из которых де- 
лнтся на третье (6 очков). 

7. Доказать. что если 
хотя бы одна нз координат 
центра окружностн нрра- 
цнональна, то на этой ок- 
ружностн найдется не бо- 
лее двух точек, обе коор- 
динаты которых рациональ- 
ны (5 очков). 

8. Двое пншут 20-знач- 


ное число. употребляя толь- 
ко цифры 1. 2. 3, 4, 5. Пер- 
вую цифру пишет первый, 
вторую — второй, третью— 
первый н т. д. Может лн 
второй добнться того. что- 
бы полученное число разде- 
лилось на 9. если пер- 
вый стремнтся ему поме- 
шать? (5 очков). 

9- При каких четных п 
существует многогранчнк, 
нмеющий ровно п ребер? 
{2 очка). Тот же вопрос для 
ненетных п (4 очка). 

10. Из цифр 1.2, .... 9 
выбираются 4 инфры н из 
них составляются два на- 
нболее близких друг к дру- 
гу двузначиых числа. Ка- 
кое наибольшее значение 
может иметь модуль нх раз: 
ности? (6 очков). 

11. На сторонах АВ н 
ВС треугольника АВС по- 
строены наружу квадраты 
АВВА: н СВВ.С.- Найти 
длину отрезка В.В.‚. еслн 
длнна медиаяы ВЕ равна т 
(3 очка). 

12. Известен одни из 
углов треугольника и дли- 
на высоты, выходящей из 
вершнны этого угла. Как 
провести третью сторону. 
чтобы площадь треуголь- 
ника была наименьшей? 
(3 очка). 

13. Доказать, что урав- 
нение ах = сх--а, где 
числа а, 6. г положитель- 
ны и не равны едннице. име- 
ет не более трех различных 
решений (5 очков). 

14. Решить уравнение 
5713 х*с05 х—с0$3 хх 

хп х-№. (1 очко). 

15. В треугольннке 
АВС дано: _ МС| =, 
[А8|-=с. “А=28. - Най- 
тн |ВС| (2 очка). 


А. Криворучко. 
М. Немиченицер 


Спнсок читателей, приславших празвнльные 
решения задач нз Задачинка «Кванта» 


(Ночало см. нас. 86) 


ковской обл.) 51, 52; А. Стоешинский (До- 
нецк) 56; А. Стыркас (п. Черноголовка 
Московской обл.) 63, 56; С. Суров (Орен- 
(Новосибирск) 51: 
М. Томашпольский (Москва) 56; О. Тру- 
шин (Кострома) 51; Л. Уткин (Вологда) 
айнгауз (Ленинград) 49—51, 56; 
А. Фарбер (Баку) 56; Н. Федин (Омск) 50. 
51, 56: А. Федюкович (Пннск) 49; И. Фомен 


бург) 51; А. Тагаев 


51, 56; Д. 


В. Целиков (Череповец) 49, 56, 57; А. Чер- 
ныш (ст. Лысогорская Ставропольского кр.) 


53, 56, 57; А. Чечель (Москва) 56; И. Швец 


49, 51, 57. 


ко (Днепропетровск) 51, 52; О. Хоружий 
{Череповец) 51; С. Хосид (Алма-Ата) 51; 


(Желтые Воды) 49, 56: А. Шершнев (Крас- 
ро 56, 57; П. Шибаев (Москва) 49, 52; 
А. Ширяев (с. Рожествено МордАССР)} 51; 
[2 Шичакин (Невинномысск) 50, 51; 
С. Шишков (Москва) 56, 57: А. Шостачен- 
ко (Кншинев) 56; Н. Штрешень (Москва) 
50; А. Эзериньш (п. Кузьмолово Леинн- 
градской обл.) 57; М. Эфроимский (Лении- 
град) 49, 51, 57; В. Яровой (Ленинград) 


57 


Новый прием 
во Всесоюзную заочную 
математическую школу 


Во Всесоюзную заочную математическую школу Академии педагогических наук 
СССР прн Московском университете (ВЗМШ) прииимаются учашиеся седьмых клас- 
сов н ПТУ. Школьники, прожнвающие = Москве, Ленниграде и нх ближайших прн- 
городах, в школу не принимаются. 

Занятня начнутся с | сентября 1980 г. Обученне п школе бесплатное. 

Учащиеся, принятые в школу, будут регулярно получать задания, Е ко- 
торых содержатся объяснеиия теоретических вопросов н задачи для решения. Про- 
грамма ВЗМШ тесно связана со школьной программой н направлена на углубленное 
изучение ссновных вопросов школьного курса математнки. Срок обучения — трн го- 
да. Все, успешио выполнившне задання. получают удостоверения 06 окоича- 
нин ВЗМШ. 

Ниже публнкуются задачи вступнтельной контрольной работы. Желающие по- 
ступить в ВЗМШ должны выслать решення этнх задач не поздиее 1 февраля 1980 г. Лос- 
ле проверки работ (примерно в июде 1980 г.) ВЗМШ сообщит всем принявшим участие 
в конкурсе результаты выполнения работы. Преимуществом прн поступленни поль- 
зуются школьинкн, прожнвающие в сельской местностн н рабочнх поселках. 

Хотя некоторые из вступительных задач. отлнчаются по внешнему виду от обыч- 
ных школьных, для нх решения не требуется дополнительных знаннй по математнке. 
Для поступления в школу не обязательно решнть все задачи без нсключення. При 
оценке работы будет учнтываться не только колнчество решенных задач, но и качество 
решения. Решение каждой задачи должио быть обосновзио. Ответ без обссиований 
может быть не засчитан. Если и задаче возможны несколько ответов, то надо указать 
нх все. 

Работа должна быть выполнена на русском языке н ученической тетради п клетку. 
Вступнтельная работа обратно ие высылается, рецензня на нее не выдается. 

В конверт вместе с тетрадью надо вложнть лнсток бумаги размером 14 см Х 6 см 
с полным почтовым адресом (этот лнсток будет наклеен на конверт с извещением При- 
емной комиссин ВЗМШ о результатах проверки вступительной работы). 

На обложку тетрадн надо наклеить листок клетчатой бумагн, разграфив и запол- 
ннв его по следующему образну (нначе работа проверяться не будет): 


Область Московская 
Фзмилия, нмя Иванов Петр 
Год рождения 1966 г. 
Класс. школа 7 класс «А» школы № 2 гор. Клнна 
Фамнлия, нмя, отчество 

чителя математики Никаноров Владнмир Алексеевич 
есто работы и должность Отец — шофер автобазы № 1 
однтелей Мать — домашняя хозяйка 

олный почтовый адрес 123456. Клин Московской обл., 


ул. Ленниа 1, кв. 1. 


Результаты проверкн 


На территории СССР расположено 37 филиалов ВЗМШ. Учащнеся, прожнваю- 
щие на территории филиалов, должны прнсылать свон работы в соответствующие 
универснтеты нли педниституты (адреса см. в «Кванте». 1979, № 2, с. 59). 

Остальные школьники должны присылать работы по адресу: 117234. Москва. 
В-234., МГУ. ВЗМШ, на конкурс. 

ЩШкольиики, не прошедшие по конкурсу в ВЗМЩ. имеют возможность заииматься 
в групиах «Коллектнвный ученнк ВЗМШ». 
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«Коллективный ученик ВЗМШ»— это школьный математический кружок, рабо- 
тающий под руководством учителя математики ло программе ВЗМШ. Прием в группы 
проводится до 20 сентября 1980 года на два потока: для тех, кто с сеитября 1980 года 
будет обучаться в 8 классе, и для тех, кто начиет учиться в 9 классе. 

Группы «Коллективный ученик» приннмаются в ВЗМШ без контрольной работы. 
Для организации группы достаточно заявления учителя математики, руководящего 
кружком, с указанием списка учащихся, заверенного директором школы и печатью. 


Работа руководителей групп «Коллективиый учеинк 


ЗМШ»ь может оплачиваться 


школами по представлеиню ВЗМШ как факультативные занятия. Заявления следует 
направлять по адресу: 117234, Москва, В-234, МГУ, ВЗМШ, зав. сектором групп 


«Коллективный ученик ВЗМШ». 


Задачи вступительной 
контрольной работы 
в ВЗМШ в 1980 году 


1. В кружке, где Аня изучает мате- 
матнку. занимается более 94 % мальчиков. 
Какое изименьшее число школьников мо- 
жет быть в этом кружке? 

2. Можио ли из цифр 0, 1, 2, 3, ..., 9 
составить десятизиачиое число так, чтобы 
все его цифры были различны н чтобы оно 
делилось на 19802 

3. Пешеход, велосипедист н мотоцик- 
лист движутся по шоссе в одиу сторону с 
постояннымн скоростями. В тот момеит, 
когда велоснпедист н мотоциклист нахо- 
дились в одной точке, пешеход был иа рас- 
стоянни 10 км впереди них. В тот момеит, 
когда мотоциклнст догиал пешехода, ве- 
лоснпедист отставал от иих на 5 км. На 
сколько километров мотоциклист будет 
обгонять пешехода п тот момент, когда 
пешехода настигнет велосипедист? 

4. Найдите три числа, если каждое нз 
ннх равно квадрату суммы двух других. 

5. В каждой вершине правильного 
восьмиугольника и в его центре поставлено 
одно нз девяти чисел 1,2, 3, ..., 9 так, 
что все этн числа нспользованы. Обозна- 
чнм через с иаибольший общий делитель 
четырех сумм троек чисел, поставленных 
по каждой из четырех днагоналей, прохо- 
дящих через центр. Укажите все значения, 
которые может принимать с. 


6. Можио лн расположить на плоско- 
сти пять кругов одчнакового радиуса Х\, 
К», Кз, Ка. Кь так, что пересечения К, \Х.. 
К.К н К.К пусты, а все прочне по- 
парные пересечения этих кругов иепусты 
и коигруэитны между собой? 

7. Существует ли тысяча различных 
целых положительных чисел таких, что 
каждые два из инх нмеют общий делитель, 
больший единицы, а все числа в совокуп- 
ности ие нмеют общего делителя, отличио- 
го от единицы? 


8. На стороне АО квадрата АВСО 
взята произвольная точка М в проведена 
биссектрнса угла МВС до пересечения со 
стороной СВ а точке К. Докажите, что 
разиость длин треков МВ н АМ равиа 
длиие отрезка СК. 


9. Существуют ли такие десять поло- 
жительных чисел, что сумма квадратов 
этих чисел равиа |, а сумма всех их лопар- 
ных произведений меньше, чем 0,01? 

10. а) Пара чисел (п; п:), где пи5п,, 
называется осуществимой, если квадрат 
можно разрезать прямой, проходящей че- 
рез его виутрениюю точку, на п;-угольник 
и п:-угольиик. Сколько таких пар? 

6) Четверка Чисел (пл; Лз; Ла; Пз), где 
пл па, называется осуществимой, 
еслн квадрат можно разрезать парой пря- 
мых, проходящих через его внутреннюю 
точку, на л:-угольник, лз-угольинк, 7з- 
угольинк н л.-угольник. Сколько таких 


четверок? 
Ж. Раббот 


Новый прием 
на малый мехмат 


Для учеников седьмых классов, проживаю- 
щих на территории европейской части 
РСФСР (за исключением северных обла- 
стей) и Белоруссии, объявляется прием иа 
малый механнко-математический факультет 
(МММФ) — заочную математическую шко- 
лу прн механнко-математическом те 
те МГУ. являющуюся отделением ВЗМШ. 
Программа МММФ, направленная на 
углубление знаннй по важнейшим разделам 
школьной программы ин учитывающая осо- 
бенности вступительных экзаменов по ма- 
тематнке на механико-математический фа- 


культет МГУ и в другие вузы, составлена 
под руководством профессоров факультета. 

анятня начиутся с | сентября 1980 го- 
да. Обучение на малом мехмате бесплатное. 
Срок обучения — 3 года. 

Желающие поступить на малый мехмат 
должиы выслать решение вступительной 
контрольной работы ВЗМШ ие позднее 
1 марта 1980 г. по адресу: 117234, 
Москва, В-234, МГУ, мех.-мат. ф-т, МММФ. 
Требования к оформлению раеоты ие отли- 
чаются от требований ВЗМШ. 

Участники областных олимпиад по ма- 
тематике могут быть прнияты на малый 
мехмат на осиовании заявления и докумен- 
та, подтверждающего участне а олямпнаде. 

Для московских школьников работают 
Вечерияя математическая (7—9 кл.) н Во- 
скресная подготовнтельная (10 кл.) школы. 
Справки о них по тел. 139-35-29. 

И. Сергее 
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Напечатано в 1979 году 


Обращение в защиту 
Алексей Иванович 
вич (некролог) 

Праздиик твоего учителя 


мнра 
Маркуше- 


* * з 


Иванов Ю. Школа творчества 
Смолянский М. — Междуиарод- 
ные космические экипажи 


Статьн по математике 


Балк Г.. Балк М., Болтян- 
ский В. Метод малых шевеле: 
ний 

Берколайко С. Интеграл помо- 
гает доказать неравенство Коши 
Блехер П., Кельберт М. Алзго- 
ритмы класснфикации 
Вирский А., Звонкин А. Овал, 
восьмерка, два овала ... 
Голубов Б. Что такое ряд Тей- 
лора? 

Земляков А. Биллнарды и по- 
верхности 

Кириллов А.. Клумова Н., Со- 
синский А. Сюрреальные числа 
Кузьмин Е.. Ширшов А. О чис- 
ле 2 

Михайлов О. Одиннадцать пра- 
вильных паркетов 

Садовский Л., Аршинов М. 
Двоичное кодирование 
Сорокин Г. Вычислим число е 
Фукс Д. Лента Мёбиуса. Ва- 
риацин -иа старую тему 
Цаленко М. омбниаторные 
задачи информационного поиска 
Ширшов А., Никитин А. Обоб- 
щенная сумма углов многогран- 
ника 


Статьн по физике 


Белкин И. О Ньютоновских 
законах движения 

Масса 

Сила 
Винокур Р. Домовой, колдуи 
н... резонатор Гельмгольца 
Дагаев М. Исчезиовенне коль- 
ца Сатурна 
Коткин Г. Почему плохо кри- 
чать против ветра? 
Леваиюв А. Опыты Франка н 
Герца 
„Лещковцев В., Прошин М. На 
пути к энергетике будущего 


аюо © >ю 


о ь м оььь 


Мандельштам Л. Почему фи- 
зика нужна ниженеру? 
Мигдал А. Вычисления без вы- 
числений 
Михайлов А. 
полдень? 
Новожилов Б. Тепловой взрыв 
Смородинский Я. Альберт Эйн- 
штейн (1879—1979) 
Смородинский Я. Планеты дви- 
жутся по эллипсам 
Соколовский Ю. Сожжем эчер- 
гию! 

Тарасов Л. Открытне нейтрона 
Урусовский И. Бег, ходьба и 
физика 

Фабрикант В. Исаак Ньютон 
и яблоко г 
Фабрикант В. Леонид Исзако- 
вич Мандельштам 


Когда наступает 


Черногор Т. После захода 
Солнца 
Эйнштейн А. — Автобиографи- 


ческие заметки 

Эйнштейн А. Е==тс%: настоя- 
тельная проблема изшего вре- 
мени 
Эйнштейн 
ников 
Эйнштейн писал 

Первая научная работа Мак- 
свелла 


глазамн  современ- 


Лаборатория «Каанта» 
Грабовский М. Сложение взаим- 
мио перпенднкулярных коле- 
баний 


Кабардин О., Шефер Н. Зоиные 
пластннки 
Кабардин 0., Шефер Н. Само- 


дельные дифракционные  ре- 
шетки 
Майер В. Опыты г ложкой 
бульона 


Майер В. Модели смерча 
Шабанов С., Шубин В. О вих- 
евых кольцах 
лимпнада дома 


Математический кружок 


Агеев С. Регулярное полимнио 


Ащеулов С., Барышев В. По- 
гоня, столкновеине, поимка 
Беккер Б., Востоков С., 
Ионин Ю. 2-здические числа 
Вагутен Н. Арифметические 
препятствия 

опшиц А. Векторное реше- 
ние аффинных задач 
Поздняков С. «Теория вероят- 


ностей» без теории 
Севрюк М. Вариации ина тему 
классических неравенств 
Шестопая Г. Как обнаружить 
оивую моиету 

иршов А. Об одной комбина- 
торной задаче 
Янтаров И.  Коммутнирующие 
миогочлены 


Искусство программировання 
Представляем новый раздел 
Ершов А., Звенигородский Г. 
Зачем иадо уметь программи- 
ровать? 

Виленкина ., Звенигород- 
ский Г. 1У Всесоюзиая летияя 
школа юных программистов 
Зеенигородский Г. Заочная 
школа программирования 
Урок 1 

Урок 2 

Урок 3 

Урок 4 


Задачинк «Кванта» 


Задачн 

№М541—М600; Ф553—Фб12 
Решения задач 
№М420, №455. №494. М№М496— 
№519, М521—М531, М533, М534, 


М№М536— М544; Ф502. $504, 
$Ф508—Ф545, Ф547—Ф557 
э з э 


Курдюмов Г. Консервативность 
бесконечиого строя 

зв 
Фамилии решивших 
Победители конкурса «Кваита» 
Премин «Кванта» 


«Квант» для младшнх школьников 


Задачи 

фо 
Гиндикин С. Арифметнка на 
клетчатой бумаге 
Михайлова Емкостн 
Оре 0. Простые числа Ферма 
Сазин А. Кое-что о выпуклости 


Савин А. Число — буква — 
число 
Савин А. Веселая викторина 


Животные ина ... плоскости 


Новые картинки к калейло- 
скопу 

оз 
Дозоров А. Шарик, который ие 
сдувается 
Дозоров А. Можно ли носить 
воду в решете? 
Канаев Опыты с водой на 
морозе 
Майер В. Электричество и ... 
температура 
Тихонов В. Опыты с воздуш- 


ными шарнками 


Наша обложка 


Березин В. Филлотаксис и 
последовательность Фибоначчи 


Березин В. Окружность девя- 
тн точек 

Гамаюнов В. Пересекающиеся 
додекаэдры 

Дубрреский В. Не только иг- 
рушка 

Колейчук В. Как построить 
дом? 


9 44 
9 47 
2 37 
9 52 
9 55 
10 54 
11 44 
1—12 
1—12 
7 33 
4,7, 10, 12 
3 31 
9 21 
1—12 
4 38 
9 34 
12 31 
1 42 
3 43 
8 50 
в 28 
8 52. 
5 33 
10 40 
11 37 
2 46 
5 32 
5 53 
8 36 
5 54 
7 
5 54 


Колейчуик В. — Трансформируе- 
мый куб 
Медяник А. Модель миого- 


граииика Конелли 

ихонов В. Пятиконечная звезда 
Однополостный  гиперболоид 
Сложный многогранинк 
Невозможиые объекты 
Постройте миогогранник 
Памятник нулю 

Как разбить квадрат? 


ра 
© мые = 


По страннцам школьных учебников 


Балк М., Ломакин Ю. Дока- 
зательство неравенств с помо- 
щью производной 
Вавилов В. Сечеиня многогран- 
ников 

Григоренко В- Когда крити- 
ческих точек слишком миого 
Гутенмахер В. Неравенства с 
фиксированной суммой 
Дубровский В. Площадь по- 
верхиостн по Минковскому 
Земляков А. Проверь себя 
Рыжик В. Как быть? 

Рыжик В. Где ошибка? 
Чернявский М. Задачи на гео- 
метрический смысл производ- 
ной 

Практнкум абитурнента 

Бевз Г. Задачн можио решать 
проще 

Габович И. Векторы помогают 
на экзамене 

Иванов В. Преобразование ре- 
шений тригонометрического 
уравиения 

райзман М. Заменим фигуру 
Овчинников С. Если промежу- 
ток не замкиут ... 
Овчинников С., Шарыгинк И. 
Решение неравенств с модулем 
Овчинников С.. Шарыгин И. 
Нестаидартные задачи по сте- 


реометрин 
Розов Н. Читатели советуют 
Сефибеков С. — Доказательство 


геометрических неравенств 
Суконник Я., Горнштейн П. 
Геометрические решения гео. 
метрнческнх задач 

а 
Асламазов Л. Работа и мощ- 
иость электрического тока 
Асламазов Л. Закои сохранения 
импульса. Реактивная сила 
Баканина Л. КПД тепловых н 
холодильных машин 
Берюлева Н. Построенне изоб- 
раженнй ш лнизах и сфериче- 
ских зеркалах 
Зайчиков Ю. Сила Лореица и 
ее работа 
Кузнецов Е. Глаз иа вступитель- 
иых экзаменах 
Меледин Г. Можно ли прове- 
рить ответ? 
Можаев В. Движение заряжен- 
ных частиц в электрическом и 
магнитном полях 


10 
1 


© > Ф => 
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Варианты вступительных экзаменов в вузы 


в 1978 году 
Дальневосточный государст- 
вениый университет - (физиче- 


ский факультет) 

Казанский авиационный  ин- 
ститут им. А: Н. Туполева 
Казанский государственный 
университет им. В.И. Улья- 
нова-Ленина 

Ленинградское высшее ордена 
Ленииа Краснознамеиное учи- 
лище железнодорожных войск 
и военных сообщений 
нм. М. В. Фруизе 
Лекинградский _ гидрометеоро- 
логический институт 
Леиннградский  кораблестрон- 
тельный ииституг 
'Ленииградский государствен- 
ный педагогический институт 
им. А. И. Герцена 
Ленииградский политех ниче- 
ский институт им. М.И. Ка- 
линниа 

Ленииградский нистизут  точ- 
ной механики и оптики 
Ленинградский государствен- 
ный университет им. А. А. Жда- 
нова 

Леиниградский — электротехни- 
ческий институт им. В. И. Улья- 
иова (Леннна) 

Московский авиациоиный ин- 
ститут нм. Серго Орджоникидзе 
Московский авнациониый тех- 
иологический институт 

им. К. Э. Циолковского 
Московский ^ автомобильно-до- 
рожный ниститут 

Московский архитектурный нн- 
ститут 

Московский геологоразведочный 
ннститут им. Серго Орджони- 
кидзе 

Московский ‘ниженерио-строн- 
ительный ниститут 

нм. В. В. Куйбышева 
Московский ииженерно-физиче- 
ский институт 

Московский институт инжене- 
ров геодезии. аэрофотосъемки и 
картографнн 

Московский областиой педаго- 


гический — институт 

им, Н. К. Крупской 
Московский государственный 
педагогический  ииститут им. 
В. И. Ленина (математический 
факультет) 


Московский институт стали в 
сплавов 


Московский государственный 
университет им. М. В. Ломо- 
носова 

Московский физико-техниче- 


ский ииститут 

Московский институт химиче- 
ского машиностроения 
Московский = эконочико-стати- 
стический нистнтут 


аъ юая 


52 


52 


48 


50 


46 
49 


Московский ииститут электрон- 
ного машнностроения 
Московский институт электрои- 
ной техники 

Московский энергетический ни- 
ститут 
Новосибирский 
ный университет 
Саратовский — политехинческий 
ниститут 

Томский институт автоматизи- 
рованиых снстем управления н 


государствен- 


радноэлектроиики 
Ярославский государственный 
университет 


Спрашивайте — отвечаем 


Рецензин, библнографня 


Болтянский В., Смолянский М. 
По страинцам новой книги 
Левитан Е. Путеводитель по 
звездным лабиринтам 
„Лешковцев В. У истоков атом- 
ной энергетикн 

Луканкин Г.. Смолянский М. 
Подарок учителю н школьиику 
Петраков И. Прекрасное соб- 
рание первоисточников по ма- 
тематике 

Розов Н. < учетом специаль- 
ности 

Слободецкий Н. Новая иаучно- 
популярная серия издательства 
«Наука»— Библиотечка «Кваит» 


В 
Новые кийги 


Информация 


УГ Всероссийский слет юных 
рацнонализаторов н конструк- 
торов 

зоз 


Новый прием во Всесоюзную 
заочную математическую школу 


Приглашаем на 
Новый прием на малый мехмат 
Заочная физико-техинческая 
школа 

Заочная школа при НГУ 
Вечерияя физическая школа 
Заочная физическая школа 


ФМШ при МГУ — 15 лет 
10 лет ФМШ МИИТа 


Большаков В. Старейший тех- 

нический вуз страны 

Вашакмадзе С истоков 

олимпиадного движения 

Встреча с читателями «Кваита» 
и 81 


Полное луниое зат- 
сентября 1979 года 


Дагаев М. 
мение 6 


малый мехмат 


7 47 
6 41 
6 45 
$5 47 
}7 5 
8 54 
4 53 
5 5 
12 45 
8 54 
8 58 
4 59 
5 55 
9 63 
8 53 
9 62 
4,6,9,12 
26 
1 58 
2 59 
12 58 
2 58 
12 59 
1 5 
8 62 
8 62 
9 58 
1 55 
12 55 
8 59 
1 61 
в 38 
8 35 


Хроника НОУ 


15 лет Челябинскому НОУ 9:08 
Олныпинады 
Международные олимпиады 
ХХ! олнмпнада по ‘математике 12 53 
ХГ олимпиада по физике 12 49 
ХИ Всесоюзная олимпиада 
Олимпиада по математнке 11 48 
Олимпиада по физике и 5 
Призеры олимпиады и 59 
эозо 
Всероссийская олимпнада 
школьников 10 58 
Задачи республикаиских олим- 
пиад 10 61 
Олимпнада в Омске 12 57 
Смесь 
Винокур Р. Дешевый ящик 52 


Дмитриев Н.. Ивлев В. Элек- 
трическая цепь извлекает квад- 


ратные корни 9 16 
Епифанов А. Миогоугольниики 
и точки 8 37 


Ответы, указания, решения 


Колмыков В. Где ошибка? 8 37 
Митрофанов А. Построим овал 12 5 
Михайленко Н. ...и фокус не 

удался 2 47 
Михайленко Н. Где ошибка? 5 38 
Мочалов «Л. Домиио-насьяис 8 37 
Мочалов Л. Ожерелье для ша- 

риков в 37 
Мочалов Л., Толкач П. Доми- 

но-пасьяис 4 56 


Савин А. Геометрическое дока- 
зательство тождества 


а? — 6? — а (@-—в 


Сефибеков С. Где ошибка? 
Слукин Л. Знаю ли я неравен- 
ства? 
Еше одно доказательство тео- 
емы о средних 

ро светопровод 
Заполним плоскость кривыми 


фо я ФФ 
ь 
> 


Есть еще решеиня! 36 
Энциклопедия микромира 12 56 
Сонетуем купить! 4, 7, $ 


ч, 
® 


Преобразование решений 
тригомометрнческого уравиення 


5 
1. х.-- ЛА. Х, = щим (1 Е 2). 
л тп 
2. х; -- ЛЁ. Хх. = + Е 2). 3. х, — 
дл ий 
= 15 -- 27, хо -= 15^- 251(#.1Е 2). 
5 д 
4.х— дл 204 (А Е 2}.5.х, = 5 + 22А, 
л 
х: = — 3 +211 (4,162). 


Постронм овал 


1. На отрезке АВ (рис. 1) между фо- 
кусами иайдите точку С, для которой 
1АС|: |СВ|=т:л (для этого сначала поде- 
лите [АВ] на п-т равных частей). Пусть 
для определенности п>т. На отрезке СВ 
возьмите произвольную точку М н построй- 
те № так, чтобы |СМ]: |СМ| =т:л. Точки 
пересечения О и 0” окружностей с центра- 
мн 4, Ви радвусвми 1 ВМ! должны 
находиться на овале Декарта типа т:л. 
Меняя М, можно получить любое число то- 
чек иа нем. Этот способ построения при- 
надлежит Декарту. - 

2. Метод построения показан на рис. 2. 


Рис. 2. | 


«Квант» для младших школьннков 


(см. «Квант» № 11) 

1. Даниый прямоугольник можио раз- 
резать двумя способами (красные линии 
на рисуиках 3, ан 4, а; иа рисуиках 3, 6 
и 4. б показано, как этими двумя частямн 
оклеивается поверхность единичного ку- 
ба). 

3. В первой кучке было 15, во вто- 
рой — 17, в остальных кучках — по 16 
спичек. 

4. Длины сторон треугольника обратно 
пропорниональны длинам опущенных иа 


них высот (поскольку $ -= -2_@-Во): сле- 


довательно, в искомом т еугольнике длниы 
сторон равны а, а/2 и а/3 при некотором а. 
Однако а;2-|-а/3== 54/6, что меньше а. Зна- 
чит, искомого треугольинка не существу- 
ет. 
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“, 


6) 
12) С 
А а) В ах 
Рис. 4. 


5. Сначала турист должен положить 
в кипящую воду четыре яйца. Через ми- 
нуту вынуть два яйца и заменить их остав- 
шимися двумя. Спустя еще три минуты 
вынуть два яйца, сваренных вкрутую (1 
--3+=4), а на их место положить яйца, 
вынутые в первый раз. и варить еще мн- 
нуту (3 1=4, 1--1=2}. Всего пять мннут. 


«Квант» для младших школьников 


(см. с. 30) 

1. а) г 796 951 6) ; 239 153 
531954. 239 153 
1258 905 * 478 306 ° 


2. Задача своднтся К решенню в на- 
туральных числах уравнеиня 
12х--5у= 100, 
где х — число двухкопеечных марок, а и— 
пятнкопеечных. Отсюда 


12 
у = 20 — = х, 


то есть х=5, а у 8. 

Таким образом, мальчик купил 50 од- 
нокопеечных, 5 двухкопеечных и 8 пяти- 
копеечных марок. 

3. Обозначим раднус окружности с 
центром и точке О через А, а радиусы ок- 
ружностей с цеитрами в точках А, Ви С 
через г), г; и гз (рнс. 5). Тогда 


Рыс. 5. 
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°а затем м Т, электровоз 


| м 
А0]|-=Ю—м, ПАС = п-т, [ОС] = Ага. 
теюда {АО 2 ЗАС + се А—пн-ь 
5+ В—п=2А. 

4. Оба утверждеиня Петн Иванова 
неверны, поскольку: 

а) число 27 делится на 27, а сумма 
его цифр не делнтся; 

6) числа 9972 н 9981 не могут одновре- 
менно делиться на 27, хотя сумма нх цифр 
равна 27 (проверьте, что оим оба на 27 ие 
делятся). 


Электровоз перегоняет вагоны 
(си. «Квант» № 11, 8-ю с. обложки) 


Электровоз Э затоияет Т в тупик, Ц — 
на место вагона Т и, пройдя мост, подходит 
к Ц с другой стороны. Вновь подценив Ц, 
выводит Т из ту- 
пика н ставит его на свое место, а Ц заго- 
ияет в тупик. Отцепив Ц и. пройдя через 
мост. Э нодцепляет вначале Т, а затем и Ц. 
Оказавшись между Ц и Т, электровоз ста- 
вит вагоны на заданные места и возвраща- 
ется в исходное положенне. 
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Фигура на этой странице обложки составлена из 
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И 1(доклад+оклад +клад+. 
+лад+ад+л):4977=Бал. 


2. ах - ад 3.полкан 
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суммак сумма,н“ 


Здесь зашифрованы три арифметических примера, в каждом из которых раз- 
иным буквам соответствуют разные цифры, а одинаковым — одинаковые. Опре- 
делите, каким числам соответствует слово ДОКЛАД в первых двух приме- 
рах, ни расшифруйте третий пример. , 
А. Аленков. Н. Нестеренко У 
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КОНСТРУИРОВАНИЕ 
МНОГОГРАННИКОВ ПО ЭПЮРЕ 


На этой странице обложкн показана эпюра, 
хоторую можно легко постронть по «крас- 
ному» правильному треугольнику. Дальней- 
шие построения отмечены штриховымн лн- 
ниями. Используя отмеченные на эпюре дуж- 
ками полюса, по ранее описаниой методике 
(см. «Квант» №3) можно приступить к кон- 


струнрованию  разиообразных  многогран- 
ников. Один нз ннх — «Спутник» показан 
на 1-ой страинце обложки. Его грани на 


эпюре покрашены в зеленый цвет (верхи 
часть моделн) н в желтый цвет (низ моде- 
ли). Голубым цветом покрашены грани для 
многограиннка «Факел» (верхияя модель). 
красным цветом — гранн для звездчатого 
многограиннка (нижняя модель). 

В. Гамаюисв 


